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Введение 
 
Топологические изоляторы – особый тип материа-

ла, который внутри объема представляет собой диэлек-
трик, а на поверхности проводит электрический ток. 
Объемные состояния топологических диэлектриков 
характеризуются энергетическим спектром, который 
имеет запрещенную зону. Поверхностные же состояния 
являются бесщелевыми и локализованными вблизи 
границ двумерного или трехмерного газа. В такой си-
туации электроны, лежащие на поверхности изолятора, 
находятся в проводящем состоянии, а электроны в объ-
еме не проводят электрический ток.  

В последние годы возрос интерес к изучению 
свойств двумерных и трехмерных топологических изо-
ляторов [1–3]. Так, для экспериментального исследова-
ния поверхностных состояний рассматриваемых струк-
тур применялась техника спектроскопии с угловым 
разрешением ARPES, а так же методы СТМ, СТС и ряд 
оптических методов. Подобное активное исследование 
этих материалов связано с их необычной зонной струк-

турой [2–8]. Последнее приводит к тому, что поляризо-
ванные по спину электроны практически не рассеива-
ются на дефектах и неровностях поверхности диэлек-
трика. Это свойство представляет большой интерес в 
практическом плане для создания устройств спинтро-
ники с малой диссипацией. В этой связи, несомненно, 
важным представляется исследование динамики элек-
тронных волновых пакетов в данных структурах.  

Ранее в работе [9] авторами была исследована эво-
люция гауссовских волновых пакетов, сформирован-
ных из поверхностных электронных состояний в топо-
логическом диэлектрике Bi2Se3, находящемся в маг-
нитном поле, перпендикулярном плоскости 2D элек-
тронного газа. Было показано, что в этом случае прояв-
ляется нестандартная динамика электронной и спино-
вой плотностей, зависящая от специфики краевых со-
стояний топологических диэлектриков и начальных 
характеристик волнового пакета. При этом начальный 
волновой пакет расщепляется на части, вращающиеся в 
противоположные стороны с одинаковыми частотами. 

 
Пространственно-временная эволюция электрон-
ных волновых пакетов, содержащих состояния 

одной энергетической зоны 
 
В настоящей работе был проведен более глубо-

кий анализ эволюции электронных волновых пакетов 

в топологическом диэлектрике Bi2Se3, находящемся 
в перпендикулярном магнитном поле, с учетом эф-
фектов, обусловленных неэквидистантностью спек-
тра гамильтониана [3]: 
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В данном случае для векторного потенциала A
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С помощью не сложных аналитических вычис-
лений, можно получить выражения для собственных 
функций (2) и собственных значений (3) гамильто-
ниана (1): 
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Коэффициент 1s    отражает наличие двух, 
противоположных по знаку, ветвей энергетического 
спектра (3), а именно зоны проводимости и валент-

ной зоны. n  – состояние гармонического осцилля-

тора, 2
. 0n m 0n s n s m    

 
, 0 2B Fm l   , 

  – энергия Зеемана, Bl  eB  – магнитная длина 

(будем работать в системе, в которой скорость света 
равна единице 1c  ).  

Неэквидистантность энергетического спектра 
(3) при изучении пространственно-временной эво-
люции начального локализованного состояния пред-
полагает существование явлений коллапса и возрож-
дения [10–12]. В работе [10] было показано, что если 
энергетический спектр системы не является эквиди-
стантным и приближенно описывается выражением 

   20 0 0 0 0 2 ...n n n nE E E n n E n n       , то линейный 

член разложения определяет период классических 

осцилляций волнового пакета 
0

'2 .cl nT E   При 

этом наряду с классическим периодом  возникает 

дополнительный, чисто «квантовый» временной мас-

штаб 

clT

0
''4R nT   E  – время возрождения 

 ,R clT T  который играет существенную роль 

в долговременной эволюции волновых пакетов.  
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Для иллюстрации этого фундаментального ут-
верждения рассмотрим динамику локализованного 
волнового пакета, содержащего состояния одной 
(верхней) энергетической зоны (s=1) с номерами 
уровней Ландау вблизи среднего значения n0 и дис-
персией  [13]: 
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Здесь  – коэффициенты разложения начального 

волнового пакета по стационарным состояниям (2). 
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nc p

После интегрирования (4) по квазиимпульсу полу-
чаем явный вид для компонент волновой функции (5): 
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где функция 
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Для визуализации полученных результатов, 
удобно координаты x и у измерять в единицах маг-

нитной длины lB, время в единицах ; кроме того, 
введем безразмерный параметр 

1
Ba l q . 

На рис.1 представлено распределение полной 
электронной плотности (6) в топологическом диэлек-

ещенном в магнитное поле B = 10T 

с

трике Bi2Se  пом

(m0 = 0,2; 

ни. 

3

1312,3 10   -1) в разные моменты време-

2F Bl    – циклотронная частота. Исходный 

локализованный волновой пакет, собран из состояний 
вблизи уровня n0=15 с дисперсией . 3 
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Рис. 1. Распределение полной электронной плотности (6) начального волнового пакета (4), обладающего дисперсией 3   
в разные моменты времени: а – t = 0; б – t = TR/10 – возродилось 5 подпакетов; в – t = TR/4 – возродилось 2 подпакета;  
                                                                             г – t = TR/2 – полное возрождение волнового пакета. 
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Рис. 2. Распределение полной электронной плотности (6) начального волнового пакета (4), обладающего 

 дисперсией 15   в разные моменты времени: а – t = 0,2 пс; б – t = 0,3 пс; в – t = 0,4 пс. 
 
 
При малых временах волновой пакет движется 

по классической циклотронной орбите с периодом 

0
' 2

0 02 4 40 10cl nT E n m          
 

 14c . С те-

чением времени электронная плотность распределя-
ется практически однородно по циклотронной орби-
те. Это происходит из-за расфазировки вкладов от-
дельных стационарных состояний, обусловленной 
неэквидистантностью уровней Ландау с номерами 

. Однако на временном интервале 

 в отдельные моменты 
0 0n n n    

cl RT t T  Rt mT n  (где m 

и n – взаимно простые числа) фазы отдельных сла-
гаемых в (5) становятся кратны , что позволяет 
начальному волновому пакету частично собраться в 

2

  3 1 nN n   4  подпакетов. 
0

''4R nT E    

 3/ 2
0 0n m

  
 

2 1224 10  16  c  – время полного 

возрождения, при котором пакет снова становится 
локализованным в пространстве. Следует отметить, 
что при Rt T  классическая эволюция пакета возро-

ждается вновь. 
При увеличении дисперсии σ, наблюдение эф-

фектов возрождения затруднено. Для демонстрации 
этого факта на рис. 2 представлено распределение 

полной электронной плотности для волнового пакета 
собранного из уровней Ландау вблизи среднего зна-
чения n0 = 20 с дисперсией σ = 15 в разные моменты 
времени. Видно, что электронная плотность закручи-
вается в спираль. Данное явление может быть объяс-
нено несоразмерностью циклотронных частот соот-
ветствующих далеким друг от друга уровням Лан-
дау. Кроме того, в данном случае наблюдается неод-
нородное заполнение электронной плотностью про-
странства внутри самой циклотронной орбиты. 

 
Пространственно-временная эволюция электрон-
ных волновых пакетов, содержащих состояния 
с положительной и отрицательной энергиями 

 
Рассмотрим эволюцию волнового пакета в топо-

логическом изоляторе Bi2Se3, содержащем состояния 
как верхней, так и нижней энергетических зон. Анало-
гично ситуации, рассмотренной в предыдущем разде-
ле, выберем коэффициенты разложения в (4) в виде: 
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В этом случае явный вид компонент волновой 
функции пакета в произвольный момент времени 
принимает вид: 
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где функция 
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Распределение полной электронной плотности 
(6) начального волнового пакета (4), содержащего 
состояния с положительными и отрицательными 
энергиями, обладающего дисперсией  в разные 
моменты времени представлено на рис. 3. 

3 

В результате начальный волновой пакет 
(рис. 3а), состоящий наполовину из состояний верх-
ней зоны и наполовину – из состояний нижней энер- 
 

гетической зоны, на начальной стадии своей эволю-
ции расщепляется на два подпакета, вращающиеся 
в противоположных направлениях по циклотронной 
орбите (рис. 3б, 3в, 3г). При этом два раза за цикло-
тронный период наблюдается интерференция подпа-
кетов. Через достаточно большой промежуток вре-
мени, когда каждый подпакет распределяется прак-
тически равномерно по циклотронной орбите 
(рис. 3д), эффект интерференции наблюдается прак-
тически перманентно за исключением моментов 
дробного возрождения (рис. 3е). На рис. 3е пред-
ставлена плотность вероятности в момент времени 

4Rt T , представляющая собой регулярную струк-

туру из четырех фракций (каждый из двух подпаке-
тов частично собирается в два пакета-фракции). 

 
Заключение 

 
В данной работе исследованы эффекты коллапса 

и возрождения волновых пакетов в топологическом 
диэлектрике Bi2Se3 в присутствии внешнего перпен-
дикулярного магнитного поля. Аналитически и чис-
ленно изучена долгосрочная эволюция электронных 
волновых пакетов, являющихся суперпозицией со-
стояний с квантовыми числами n, близкими к номеру 
некоторого уровня Ландау n0. 

Показано, что вместо стандартной циклотронной 
динамики – вращения с постоянной частотой c  – 

должна наблюдаться эволюция, характеризуемая пол-
ной делокализацией волнового пакета в пределах

 
                                   а                                                                  б                                                                      в 

 
                                г                                                             д                                                               е 

Рис. 3. Распределение полной электронной плотности (6) начального волнового пакета (4) содержащего состояния с по-
ложительными и отрицательными энергиями, обладающего дисперсией 3   в разные моменты времени: а – t = 0;  
                                        б – t = 0,04 пс, в – t = 0.08 пс, г – t = 0,1 пс, д – t = 0,5 пс, е – t = TR/4=6 пс 
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циклотронной траектории и последующим его восста-
новлением. При этом можно выделить несколько ха-
рактерных времен периодичности, которые зависят от 
деталей спектра собственных значений исследуемой 
системы. Если энергетический спектр системы не яв-
ляется эквидистантным и приближенно описывается 

выражением    20 0 0 0 0 2 ...n n n nE E E n n E n n       , 

то линейный член разложения определяет период 
классических осцилляций волнового пакета 

0
2cl nT E  ,  время последующего восстановления – 

0
''4 ,R nT E   время частичного восстановления – 

RT m n , где m и n – взаимно простые числа. 
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