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 Современные теоретические модели уравнений 
состояния (УРС) позволяют проводить вычисление 
термодинамических характеристик вещества лишь на 
отдельных участках фазовой плоскости. Ввиду прин-
ципиальных трудностей последовательного теорети-
ческого подхода при создании термодинамических 
моделей используются определенные допущения и 
упрощения. Эти упрощения не являются универсаль-
ными, так как относительная значимость физических 
факторов, определяющих термодинамику, отличается 
в областях с разной температурой и плотностью. 
 Общепринятый подход при построении уравне-
ний состояния ориентированных на использование  
в прикладных расчетах состоит в разработке полу-
эмпирических моделей. В этих моделях вид функ-
циональных зависимостей устанавливается с при-
влечением физических представлений и допущений 
о поведении вещества, а совокупность эксперимен-
тальных и расчетных данных используется для опре-
деления конкретных численных значений свободных 
параметров в этих зависимостях. В полуэмпириче-
ских моделях неточность правдоподобных физиче-
ских представлений компенсируется введением в 
модель свободных параметров. 
 Представленная в данной работе модель полу-
чена в результате модификации модели уравнения 
состояния, описанного в [1, 2]. При модификации 
усовершенствованы алгоритмы расчета вклада в дав-
ление и энергию электронов – введены соотношения, 
эффективно учитывающие влияние ионизации на 
поведение термодинамических функций. Усложнена 
также зависимость для представления коэффициента 
Грюнайзена ядер. 
 В данной модели, как и во многих современных 
полуэмпирических моделях УРС свободная энергия 
представлена в виде трех слагаемых: 
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где:  – плотность;  – потенциальная («холод-

ная») составляющая энергии;  – тепловая 

(«решеточная») составляющая свободной энергии, 
связанная с тепловым движением атомов (ядер); 

 – тепловая составляющая, учитывающая 

движение термически возбужденных электронов. 

 xE 

 ,pF Τ

 ,eF Τ
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 В приведенных ниже выражениях для каждой из 
составляющих (1) вместо плотности  используется 
безразмерный параметр 0    , характеризующий 

отношение текущей плотности к плотности при нор-
мальных условиях.  
 
 Потенциальные составляющие в давлении  
и энергии. В зависимостях , используемых  

в данной модели, выделено три участка:  

( )xP 

0   < 1;  1    ;   > , c c

где c  – значение относительного сжатия в точке 

перехода от зависимости  используемой в диа-

пазоне 1   
( )xP 

c  к зависимости  рассчитанной 

в области сверхвысоких давлений и плотностей  
по выбранной теоретической модели УРС. 

( )xP 

 В диапазоне 0   < 1 для представления потен-
циальной составляющей энергии используется ана-
литическая зависимость: 
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Потребуем, чтобы для зависимостей xP  и xE  в диа-

пазоне 0    1 выполнялись следующие условия: 
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 Последние два условия означают сшивку потен-
циального давления до второй производной с расче-
тами по формулам, предназначенным для описания 
потенциальных составляющих на участке 1    c . 

0xP , 0xP

свQ

 – соответственно первая и вторая произ-

водная, вычисленные по этим формулам в точке 
 = 1.  – энергия связи вещества. 

 При  = 1 давление в веществе нормируется на 

нормальные условия   0 , ГПа, T = 293 K. 

Значение потенциального давления в точке  = 1 оп-
ределяется разностью: 

4
0 10P 

( 1,TP P0 293 K)T    , где 

T pP P Pe  . Значение xP = 0 будет достигаться  
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в точке   . Константа 0k 0xE

П (

 в (2) выбирается  

из условия .  0 0x k   

c

c

ТФП Т( ) ( )

E

 

c

c

 Из условий (3) можно получить формулы для 
определения четырех свободных параметров выра-
жения (2). Значения оставшихся двух параметров 
могут быть определены из условия наилучшего опи-
сания критической точки двухфазной области жид-
кость-пар, точки кипения и данных, полученных в 
ударно волновых экспериментах при исследовании 
изэнтроп расширения и ударных адиабат сильно по-
ристых образцов. 
 В диапазоне 1     потенциальные состав-

ляющие на стадии подбора параметров рассчитыва-
ются в табличном виде по заданной ударной адиаба-
те сплошного вещества и тепловых составляющих 
(подробнее см., например, [2]). В УРС при расчете 

,  используются не таблицы, полученные 

при подборе параметров, а результаты их аппрокси-
мации, выполненной с использованием интерполяци-

онных кубических сплайнов класса  [3]. 

 xP  xE

2C
 При  >  потенциальные составляющие дав-

ления и энергии рассчитываются по алгоритму, 
обеспечивающему переход к зависимости, рассчи-
танной по теоретической модели УРС. Для обеспе-
чения непрерывности функции и ее производной в 
точке  =  , используется алгоритм, аналогичный 

реализованному в программе PANDA [0]. По данно-
му алгоритму при  ≥  для расчета потенциальной 

энергии используется следующая формула: 

 Ф ) ( ) ,x c xY   E E 

)

E  E 

(

     (4) 

где  – энергия, рассчитываемая по модели 

Томаса – Ферми с поправками (ТФП) [
ТФПE

0]. Формула (4) 
не изменится, если вместо модели ТФП будет ис-
пользована другая модель для расчета  xE   в об-

ласти больших плотностей и давлений. 

 2  1
1 2 3Y b b    ( ) 1 b     – интерполяцион-

ная функция. 

 Параметр  определяет скорость приближения 
значений потенциального давления, рассчитанного 
по интерполяционной зависимости (4) к значениям, 
рассчитанным по теоретической модели в области 
больших плотностей и давлений (в нашем случае  
к расчетам по модели ТФП). Константы ,xE    

и  определяются из условий непрерывности функ-

ций и их производных в точке : 

1,b 0b

3b

c

( ) ( ),x c SE c ( )E  
  

( ),x c S cP   P    ( ) ( ),x c S cP P      

( ) ( ).x c S c P P    

 Индексом «s» обозначены значения давления  
и энергии, рассчитанные (по сплайнам) на участке 
1     ; штрихом обозначены производные давле-

ния по плотности. Очевидно, что в 
c

(4)  x S cE E   . 

 Тепловой вклад ядер. В данной модели вид за-
висимости, определяющей вклад ядер в свободную 
энергию, выбран таким же, как и в УРС [1, 2]. Как 
показала практика использования такой зависимости 
при разработке УРС нескольких металлов, она обла-
дает хорошими интерполяционными свойствами и 
позволяет без учета изменения термодинамических 
функций при плавлении и полиморфных фазовых 
переходах непротиворечиво описать имеющиеся 
экспериментальные данные. 
 Используемая нами зависимость для  ,pF T  

имеет вид: 

 
   ,

0
,1

, ln 1
3
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p T

p V
T

F T C T e D
T

 
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,  (5) 

где  ,T   – температура Дебая; 
3

3
0

3
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1

x

t

t dt
D x

x e



  – 

функция Дебая. 
 Для вычисления функции Дебая D(x) применят-
ся аппроксимация, представленная в работе [6]. 
 Выражение для температуры Дебая выбрано  
в следующем виде: 

         , 1 ,D p DT T ,0             . 

 Связь  0   с коэффициентом Грюнайзена оп-

ределяется следующим образом: 

 
 

 0
0 0

1

Г
exp , 1p

D D
x

dx
x

 
       
 
 
 , 

где  0Г p   – функция, характеризующая зависи-

мость от плотности коэффициента Грюнайзена ядер 
(решетки) «холодного» вещества (при T  0). 
 Функция  p   приближенно характеризует 

высоту потенциального барьера, который нужно 
преодолеть атому, чтобы уйти из узла решетки,  
и зависит только от плотности (расстояния между 
атомами).  p   и  0Г p   связаны уравнением 

 
 0

0
1

Γ
exp 2ф p

p p d


  
      
  
 ,   , 0 (1)p p  

ф  – определяет асимптотическое значение коэффи-

циента Грюнайзена решетки при T  . Выражение 
(5) обеспечивает выполнение предельных переходов 
для изохорической теплоемкости: 

0, при 0
( )

p

P

E T

T 

 
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p
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p

E C T

T 

 
    



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 Таким образом, если задать согласно закону 

Дюлонга-Пти 0
3p

V
R

C
A

 , то при T   – 

3

2
pE R

T A

 
  

, то есть выполняется асимптотиче-

ский переход к теплоемкости идеального одноатом-
ного газа. 
 Для описания зависимости , выделено 

два участка: 0 ≤  ≤

 0Г p 

p  и  > p  ( p >1). Расчет 

 в диапазоне 0 ≤  ≤ 0Г p  p  проводится с исполь-

зованием зависимости 

   
 

 
 

1 2
0Г

1 /1 / p

p p p p
p p

p
npmp

A
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ba

   
   

A


    

.   (6) 

 При   0  0Г 1p p   , при      

 0 2Г p p   .  

 Выполнение условия  0 0Г p p    , где 0 p  – 

значение коэффициента Грюнайзена при нормаль-
ных условиях, обеспечивается за счет коэффициента 

pA  в (6), который связан с другими параметрами 

зависимости следующим соотношением: 

   
1 2

0
1 1
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Параметры , , ,p p mp npa b  

 0Г p 

 определяют «скорость» 

выхода функции  на асимптотические зна-

чения. 
 При  > p  расчет ведется по алгоритму, обес-

печивающему переход к зависимости, рассчитанной 
по теоретической модели для коэффициента Грю-
найзена. Данный алгоритм аналогичен алгоритму, 
реализованному для расчета потенциальных состав-
ляющих давления и энергии при  > . Для расчета 

 используется следующая формула: 
c

 0Г p 

   0 lim ГГ Г ( )p Y    , 

где  – выраже-

ние, аппроксимирующее расчет коэффициента 
Грюнайзена по модели однокомпонентной плазмы 
(ОКП) [9, 10], а степень ионизации рассчитана  
по модели ТФП (см., например, [7]); 

  lim lim
lim lim limГ 0,5+ ba c     

 Константы 1 2,b b   и  определяются из ус-

ловий непрерывности функций, первых и вторых 
производных в точке 

3b 

p . Параметр  – в выраже-

нии для 



Г ( )Y   определяет скорость приближения 

значений  0Г p   к значениям .   lim

 Температура плавления рассчитывается с ис-
пользованием модели Линдемана в форме [8]: 

 
пл0

2 3

exp 2 Γ ,пл плпл0
пл0

d
T T

 



             
     (7) 

где  и пл0T пл0  – температура и относительное 

сжатие (плотность) вещества в точке плавления при 
P = 1 атм;  плΓ   – функция, имеющая смысл ко-

эффициента Грюнайзена ядер на линии плавления. 
 Зависимость  Γпл   задается в такой же форме, 

как для коэффициента Грюнайзена ядер  0Г p   при 

T = 0 и 0 ≤  ≤ p  (6). В описываемой модели урав-

нения состояния, в отличие от [2], параметры зави-
симости  Γпл   в (7) не связаны с параметрами, 

используемыми для расчета коэффициента Грюнай-
зена в уравнении состояния.  
 Подстановка функции для  вида  Γпл  (6) в (7) 

позволяет получить аналитическую зависимость 

 плT   для расчета температуры плавления. 

 Параметры зависимости (7) определяются при 
аппроксимации экспериментальных и расчетных 
данных, характеризующих положение линии плавле-
ния в диапазоне изменения плотности от значения  
в точке плавления при нормальном давлении до 
плотностей, где справедливы расчеты по модели 
ОКП (см., например [9, 10]). В описываемой модели 
УРС плавление не рассматривается как процесс, реа-
лизующийся в некоторой области состояний. По фи-
зическому смыслу модель Линдемана дает оценку 
границы начала плавления. 
 
 Тепловой вклад электронов. Свободная энергия 
термически возбужденных электронов от плотности 
и температуры задается следующими выражениями: 

     0, , ln 1
,

e
e V

f

T
F T C y T T

T T

 
       

,        (8) 

где 0 3 2e
VC R А  – изохорная теплоемкость электро-

нов в одном грамме однократно ионизованного иде-
ального одноатомного газа, R – универсальная газо-
вая постоянная, A – молярная масса;  ,fT T   

  2 3
0 02 ,e

VC y T       – функция, имеющая смысл 

характеристической температуры, определяющей 
переход от квантовой статистики Ферми-Дирака  
к статистике Больцмана ( 0  – коэффициент элек-

d

Г ( ) 1Y     

 – интерполяционная 

функция. 

 Г Г2 1
Г 2Г 3Гb b b        1
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тронной теплоемкости);    0,y T Z Z y     

2 , ( )

  

   1 1 ( )g T g T          – функция, эффек-

тивно учитывающая изменение среднего числа сво-
бодных электронов на атом при изменении плотно-
сти и температуры (Z – атомный номер);  0y    

 1 e

b a
b a

ne

Z Z
Z


 

  
 – предел функции y(, T) при 

T  0; aZ  и bZ  значения функции  при = 0, 

   соответственно. 

 0y 

 2 ,T Функции   , g1g T   и () определяются 

соотношениями: 

 
1

1g T

 

1
exp

T


 
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,
 
 
 
 

 

 

2





  
 

2

1

g T  

2

1
, ,

1
b

T

a




 
  






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1
( ) .c

a
b







 

   
 

 

 ,e

 

Функция F T

0 1,

,e nea 

 (8) содержит 14 подгоночных па-

раметров (   

), из них 13 – параметры функции 

2 1, , , , ,a b   2, , , ,a ba b Z Z ,

 ,y T . 

 Выражения для свободной энергии и функции 
y() обеспечивают выполнение следующих асим-
птотик: 

   
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
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. 

 Таким образом, при низких температурах асим-
птотикой для электронной составляющей является 
первая температурная поправка для вырожденного 

электронного газа, в которой F T T  [11].  

При высоких температурах, выполняются асимпто-
тики для полностью ионизованного, описываемого 

статистикой Больцмана, идеального газа с числом 
электронов Z на один атом [11]. 
 Функция () входящая в состав y() задает 
вес функций 1( )g T

1

 и  в определении y() 

на изохорах. Ограничением на () служит условие 
0  ()  1. Для этого достаточно, чтобы . 

Выражения для 

2( , )g T 

)

1a 

(g T  и  выбраны такими, 

чтобы при Т = 0 они обращались в единицу и, сле-
довательно, выполнялось равенство . 

При Т  ∞ функции 

2 ( ,g T

1( )

)

 y T  0, (y )

g T

2 0

 0,  0 и, как 

следствие,  y()  Z. На параметры этих функ-
ций накладываются следующие ограничения: 

2 ( , )g T 

1 1, , ,a b  2, ,     . 

 Описанная модель УРС дополнена алгоритмами 
для вычисления термодинамических функций на 
границе и внутри двухфазной области жидкость-пар. 
 
 Уравнение состояния вольфрама. С использо-
ванием описанной модели разработано уравнение 
состояния W. 
 На рис. 1 – 8 продемонстрировано описание расче-
тами по УРС данной работы экспериментальных дан-
ных, расчетов по модели ТФПК (модель ТФП [5] с уче-
том вклада ядер по модели ОКП [14]) и расчетов вы-
полненных методом функционала плотности (МФП). 
 В представленном уравнении состояния вольф-
рама в точке кипения и критической точке значение 
давления, плотности и температура следующие: 

 = 5960 K, кипT кип  = 16 г/см3,  = 4,54 г/смкp 3, 

 = 16140 K,  = 1,1 ГПа. Эти значения согла-

суются с данными приведенными в разных источни-
ках [22 – 29]. Представленные на рисунках результа-
ты показывают, что разработанное уравнение со-
стояния вольфрама, одновременно описывает боль-
шинство экспериментальных данных для этого ве-
щества и удовлетворительно согласующееся с расче-
тами по модели ТФПК в области сверхвысоких дав-
лений и температур. 

кpT кpP

 

 
Рис. 1. Зависимость разности скорости фронта ударной 
волны и массовой скорости от массовой скорости для 
сплошного вольфрама (0 = 19,25 г/см3): 1 – расчет по УРС  
         данной работы. Эксперимент: 2 – [12], 3 – [13] 
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Рис. 2. Зависимость давления от плотности на ударной 
адиабате сплошного вольфрама ( = 19,25 г/см0

3): 1 – расчет 

по УРС данной работы; 2 – ТФПК [5,14]; 3 – МФП [16].  
              Эксперимент: 4 – [12], 5 – [13], 6 – [15] 

 

 

Рис. 3. Зависимость давления от плотности на ударных адиабатах пористого вольфрама: cплошные линии – расчет  
по УРС данной работы; пунктирные – ТФПК [5, 14]; маркеры – эксперимент [19, 20, 21] 

 

 

Рис. 4. Зависимости давления от плотности на изотерме T = 293 K: 1 – расчет по УРС данной работы; 
2 – ТФПК [5, 14]; 3 – МФП [16]. Эксперимент: 4, 5 – [17]; 6 – [18] 



 

 
Рис. 5. Зависимости от плотности потенциального и полно-
го давления на границе двухфазной области жидкость-пар, 
на изэнтропах, проходящих через двухфазную область. 
Расчет по УРС данной работы: 1 – граница двухфазной 
области; 2 – изэнтропы расширения; 3 – потенциальное 
давление; 4 – точка кипения; 5 – данные разных авторов  
по оценке положения критической точки вольфрама [22 – 29] 
 

 
Рис. 6. Зависимости удельной изохорной теплоемкости 
вольфрама от температуры вдоль изохор. Расчет: сплошные 
линии – по УРС данной работы; пунктирные – ТФПК [5, 14] 
 

 
Рис. 7. Зависимость температуры от давления на ударной 
адиабате и на линии плавления. Расчет на линии плавле-
ния: 2 – по УРС данной работы; 4 – УРС работы [30]. Рас-
чет на ударной адиабате: 1 – по УРС данной работы;  
3 – УРС работы [30]. Эксперимент на линии плавления:  
                          5 – [31]; 6 – [32]; 7 – [33] 

 

Рис. 8. Зависимость плотности вольфрама от температуры 
при нормальном давлении: 1 – по УРС данной работы;  
                         эксперимент: 2 – [34]; 3 – [35] 
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