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Введение 

 
 В настоящее время актуальна проблема изуче-
ния воздействия радиационного излучения на рабо-
тоспособность интегральных микросхем. В связи  
с этим было принято решение разработать модель, 
позволяющую исследовать воздействие различных 
типов излучения на работу полупроводниковых при-
боров. На первом этапе работ была создана одномер-
ная модель кинетики электронов и дырок в полупро-
водниках. На данный момент в модель кинетики 
электронов и дырок были внесены следующие до-
полнения: 

1. При расчете уравнения переноса зарядов ис-
пользуется разностная схема с коррекцией потоков. 

2. Также при расчете уравнения переноса ис-
пользуется модель подвижности зарядов близкая  
к реальным зависимостям подвижностей от поля. 
 
 

Основные уравнения 
 

 Физические процессы в любом полупроводни-
ковом приборе могут быть описаны системой диф-
ференциальных уравнений [1]: 

 
0

;d a
q

p n N N     


                (1) 

1
div( ) ;n

n
j

t q


 


R


                        (2) 

1
div( ) ;p

p
j

t q


 


R


                        (3) 

;n n nj qD n qn    


                      (4) 

.p p pj qD p qp     


                    (5) 

Здесь  – потенциал электрического поля; q   

Кл – заряд электрона; 191,6 10 12
0 8,85 10   Ф/м – 

абсолютная диэлектрическая проницаемость вакуу-
ма; ε –относительная диэлектрическая проницае-
мость среды; n, p – концентрация электронов и ды-
рок;  – концентрации донорной и акцептор-

ной примеси;  – плотности тока электронов  

и дырок;  – подвижности электронов и дырок; 

 – коэффициенты диффузии электронов  

и дырок.  
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 Для последних справедливы соотношения: 
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где 231,38 10k    Дж/К – постоянная Больцмана, T – 
температура. 
 Рассмотрим каждое уравнение более подробно. 
 
 

Решение уравнения Пуассона 
 
 Распределение потенциала электрического поля 
определяется с помощью уравнения Пуассона (1), 
которое можно записать в следующем виде: 
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 В начальный момент времени в области задается 
счетная сетка, фрагмент которой приведен на рис. 1.  
 

i – 1 i + 1i

i + 1/2 i – 1/2

Рис. 1. Фрагмент счетной сетки 
 
 Уравнение Пуассона в разностном виде для ячей-
ки с номером i записывается следующим образом: 
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Здесь 1 2 1 2i i ix x x    . Запишем более подробно 

уравнение (7) для случая, когда ε(x) ≠ const. Рассмот-
рим ячейки с номерами i и i+1. Они имеют общий 
узел с номером i + 1/2. На границе ячеек справедливо 
соотношение 
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 Введем в рассмотрение величину 1 2i  – зна-

чение потенциала в соответствующем узле. Тогда 
выражение (8) можно записать в разностном виде: 
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Здесь  – расстояние от центра i-й ячейки до узла  

с номером 
ih

1 2i  ,  – расстояние от центра 

-й ячейки до узла с номером 
1ih 

 1i   1 2i  . Из выра-

жения (9) можно найти: 
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 Тогда выражение соответствующего градиента  
в уравнении (7) для i-й ячейки имеет вид: 
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 Аналогично, для ячеек с номерами  и i 1i  , 
введя в рассмотрение величины 1 2i  (значение 

потенциала в узле с номером 1 2i  ) и 1ih   (рас-

стояние от центра ячейки с номером  до узла  
с номером 
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 С учетом выражений (11) и (12) уравнение (7) 
имеет вид: 
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Здесь , где 2,..., 1i M  M – общее количество яче-
ек сетки. 
 Полученная система разностных уравнений ре-
шается методом прогонки. По найденным значениям 
потенциала в ячейках, определяем значение напря-
женности электрического поля в узлах сетки сле-
дующим образом: 
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Уравнения непрерывности для электронов  
и дырок 

 
 Уравнения (2) и (3) являются уравнениями не-
прерывности для электронов и дырок. Уравнения (4) 
и (5) являются уравнениями для плотности токов 
электронов и дырок. Перепишем их с учетом, что 
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 Введем следующие величины: n nU E 
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гда выражения для плотностей токов примут вид: 
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 Плотность тока электронов и дырок состоит  
из двух частей – плотности диффузионного тока  
и плотности дрейфового тока [2]. 

диф (nj q D ),n n   


                     (14) 
диф (p pj q D


)p   ,                      (15) 

др
nj qnU 


n ,                          (16) 

др
p pj qpU


.                          (17) 

 При решении уравнений непрерывности исполь-
зуется метод расщепления по процессам. Таким об-
разом, уравнение непрерывности (2) для электронов 
можно заменить следующими уравнениями: 
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 Уравнение (18) описывает изменение концен-
трации электронов за счет диффузии. Уравнение (19) 
описывает изменение концентрации электронов за 
счет переноса под действием электрического поля. 
Уравнение (20) описывает изменение концентраций 
электронов за счет процесса рекомбинации. Уравне-
ния диффузии и переноса для электронов и дырок 
имеют одинаковый вид. Запишем эти уравнения  
в разностном виде на примере электронов. 
 Уравнение диффузии (18) для ячейки счетной 
сетки с номером  запишем в следующем разност-
ном виде: 
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Здесь t  – шаг по времени;  – коэффициенты 
диффузии, которые предварительно рассчитываются 
в узлах счетной сетки; 

D

1 2 1 2i i ix x x     – расстоя-

ние между соседними узлами ячейки с номером ; i

1 2ih   – расстояние между центрами соседних ячеек 

с номерами  и i 1i  ; 1 2ih   – расстояние между цен-
n , 
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трами соседних ячеек с номерами  и . Полу-
ченная система разностных уравнений решается ме-
тодом прогонки [3]. 
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 Значение величины n  выбирается в зависимо-
сти от значения концентраций в соседних ячейках  
с помощью метода Superbee [4], а именно: 

 Для численного решения уравнения переноса 
(19) область расчета покрывается счетной сеткой.  
На рис. 2 приведен фрагмент счетной сетки. Разно-
стная схема для уравнения переноса с коррекцией 
потоков строится следующим образом. В зависимо-
сти от направления скорости носителей заряда выби-
рается ячейка, которая отдает часть концентрации  
в соседнюю ячейку. Рассмотрим ячейку с номером  
(рис. 2), предположим, что она «отдает» концентра-
цию как соседней ячейке с номером , так и ячей-
ке с номером . 
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  ( , ) sgn( )max ,MAXMOD x y x x y   В разностном виде уравнение переноса для 
ячейки с номером  можно записать следующим 
образом: 
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 С применением данного метода было проведено 
несколько тестовых расчетов, постановка и результа-
ты двух из них приведены ниже. 

. 
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   – потоковые функции через гра-

ницы ячейки с номером , определенные в соответст-
вующих узлах сетки; 
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жим, что внутри ячейки с номером  концентрация 
распределена линейно  в зависимости от зна-

чений концентраций в соседних ячейках : 
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содержащей 100 ячеек. 
 В первом расчете в начальный момент времени 
был задан прямоугольный импульс в следующем виде: 
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 Зная распределение концентрации в ячейке, 
можно записать выражения для потоков через ее 
границы. Поток через узел с номером 1 2i   описы-

вается выражением (21), поток через узел с номером 
1 2i   – выражением (22): 

 В качестве граничных условий полагалось 
( 0,10)f x 0  . На рис. 3 слева приведены результа-

ты расчета, проведенного по схеме первого порядка  
и по схеме с применением коррекции потоков в срав-
нении с аналитическим решением через 100 счетных 
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Рис. 2. Фрагмент сетки 
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Рис. 3. Результаты тестовых расчетов 
 

 Во втором расчете , ( , 0) 0f x t   ( 0) 50f x   . 

Результаты данного расчета через 100 счетных шагов 
приведены на рис. 3 справа в сравнении с аналитиче-
ским решением и решением, полученным при ис-
пользовании схемы первого порядка аппроксимации. 
 Из приведенных графиков видно, что применение 
схемы первого порядка при расчете уравнения перено-
са приводит к сильной численной диффузии, которая 
проявляется в виде размазывания фронтов. С помощью 
коррекции потоков удалось заметно снизить эффект 
численной диффузии и более точно описать профили. 
 
 

Модель подвижности электронов и дырок 
 
 В уравнения переноса электронов и дырок вхо-
дят их скорости, которые описываются следующими 
выражениями: 
  – скорость электронов; n nU   E

 p pU   E  – скорость дырок. 

 Здесь  и n p  – подвижности электронов  

и дырок соответственно. В реальности скорости 
электронов и дырок зависят от напряженности элек-
трического поля нелинейно. Этот факт существенно 
влияет на плотность дрейфового тока. Напомним, 
что плотности тока дрейфа электронов и дырок опи-
сываются следующими выражениями: 

  – плотность дрейфового тока 

электронов; 

дрейф
nj q 

 дрейф
p pj qpU  – плотность дрейфового тока 

дырок. 
 В связи с этим возникла необходимость ввести 
модели подвижностей электронов и дырок, завися-
щие от напряженности электрического поля. Рас-
смотрим следующую модель подвижностей электро-
нов и дырок [5]: 
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Здесь 0  – подвижность частиц при отсутствии 
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 На рис. 4 слева приведены зависимости подвиж-
ности электронов и дырок от напряженности электри-
ческого поля при следующих значениях параметров: 
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приведены зависимости скоростей электронов и ды-
рок от напряженности электрического поля. 
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Рис. 4. Зависимости подвижности и скорости электронов и дырок от напряженности электрического поля 
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 Из приведенных графиков видно, что значения 
скорости электронов и дырок возрастают с увеличе-
нием напряженности электрического поля до опре-
деленного значения, затем выходят на насыщение, 
что соответствует реальности. 
 
 

Граничные условия 
 
 Для решения уравнения Пуассона и уравнений 
дрейфа электронов и дырок необходимо задать гра-

ничные условия. Рассмотрим граничные условия – 
условия в виде омических контактов. При этих усло-
виях поверхностный потенциал и концентрации 
электронов и дырок фиксированы на границах. Счи-
тается, что на поверхности квазипотенциалы Ферми 
основных и неосновных носителей совпадают и рав-
ны приложенному смещению на рассматриваемом 
электроде, т. е. . n p appliedV   

 Потенциал  фиксируется на уровне, согла-

сованном с равенством нулю заряда, т. е. 
. Одновременно должно выпол-

няться условие . Из этих двух соотношений 

находятся значения концентраций электронов и ды-
рок на границе. Величину электростатического по-
тенциала находим по одной из двух нижеприведен-
ных формул: 
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Рекомбинация 
 
 Используя найденные значения, вычислим изме-
нение концентраций за счет процесса рекомбинации. 
Для этого необходимо решить систему уравнений: 
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 Данная система уравнений эквивалентна системе: 
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 Рекомбинационный член имеет вид [4]: 
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. 

Здесь, ,n pA A  – некоторые постоянные; ,n p   – 

времена жизни электронов и дырок;  – собствен-

ная концентрация носителей. 
ien

 В разностном виде систему уравнений (21) для 
ячейки с номером  можно записать следующим 
образом: 

i

;
                     (24) 

 Введем следующие обозначения: 
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 Отсюда, учитывая условие положительности 
концентраций, получим: 
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Получение вольт-амперных характеристик 

 
 С целью получения вольт-амперных характери-
стик была проведена серия расчетов. Во всех расче-
тах рассматривается p-n переход. Задан промежуток, 
содержащий область с полупроводником n-типа 
( 0 x 2 

2 x
 мкм) и область с полупроводником p-типа 

( 4   мкм) как показано на рис. 3.1. Данный 
промежуток покрывается равномерной счетной сет-
кой, содержащей 500 ячеек. 
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 На левом конце промежутка значение потенциа-
ла равно 0 В. 
 Все расчеты отличаются друг от друга значени-
ем потенциала на правой границе. 

Рис. 5. Область расчета 
 

 На рис. 6 приведены вольт-амперные характери-
стики. Сиреневая линия соответствует вольт-ампер-
ной характеристике, полученной с помощью расче-
тов, в которых значения подвижностей электронов  
и дырок полагались постоянными. Синяя линия со-
ответствует вольт-амперной характеристике, полу-
ченной с помощью расчетов, в которых применялась 
модель зависимости подвижности электронов и ды-
рок от напряженности электрического поля (23). 

 Заданы следующие параметры среды [2]. Ди-
электрическая проницаемость среды ; под-

вижности электронов и дырок 

11,7 
2см
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; 

собственная концентрация носителей заряда 

; абсолютная диэлектрическая про-

ницаемость вакуума ; постоянная 

Больцмана ; заряд электрона 

; концентрация донорной и акцеп-

торной примеси: 

10 310 смien 

k
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0 8,85 Ф/м 
23 Дж/К1,38 10   В литературе [2] для описания вольт-амперных 

характеристик используется следующее уравнение: 
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. На рис. 6 зелеными точка-

ми отмечено поведение данной зависимости при сле-
дующих значениях параметров: 
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 Таким образом рассматривается p-n переход. 
 Заданы следующие начальные данные. Концен-
трации электронов и дырок: 
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 При малых токах сказывается влияние члена 
уравнения, содержащего логарифм. Такой ситуации 
соответствует нижний загиб линий графиков, приве-
денных на рис. 6 (область прав. 0,6 В  ). С увеличе-

нием тока преобладает линейный член уравнения 
(линейный участок линий графика). Из приведенного 
рис. 6 видно, что выход на насыщение вольт-
амперной характеристики происходит только за счет 
зависимости подвижностей электронов и дырок  
от напряженности электрического поля. 
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 Значения концентраций электронов и дырок на 
границах промежутка определяются из условий: 
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Рис. 6. Вольт-амперные характеристики 
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Рис. 7. Значения потенциала (слева) и напряженности электрического поля (справа) при значении потенциала  
на правом конце 0,6 В 
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Рис. 8. Значения потенциала (слева) и напряженности электрического поля (справа) при значении потенциала  
на правом конце 4 В 

 
 На рис. 7 и 8 приведены результаты расчетов 
при значении потенциала на правом конце равным 
0,6 В и 4 В соответственно. 
 Из рисунков видно, что при малых значениях 
потенциала на правом конце промежутка основное 
падение напряжения происходит на p-n переходе  
(в окрестности точки x = 2 мкм, рис. 7). При более 
высоких значениях приложенного потенциала ос-
новное падение напряжения происходит не на пере-
ходе, в p и n областях ( 0  мкм и  мкм, 
рис. 8). 

2 4x  2 x 

 
 

Заключение 
 
 В результате проделанной работы создана базо-
вая программа для расчета кинетики неравновесных 
носителей заряда в полупроводниках в одномерной 
постановке. С помощью данной программы можно 
считать нестационарные задачи, а также исследовать 
физические процессы в различных полупроводнико-
вых системах. При расчете уравнений переноса но-
сителей заряда используется разностная схема с кор-
рекцией потоков, что позволило существенно 
уменьшить эффект численной диффузии. Также вве- 
 

дена модель зависимости подвижностей зарядов от 
поля близкая к реальным процессам, с помощью чего 
удалось обеспечить выход на насыщение вольт-
амперных характеристик. 
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