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В работе [1] утверждается, что для γ квантов МэВ-ного диапазона энергии вклад 

дельбрюковского рассеяния в коэффициент преломления вещества Dδ  становится доми-
нирующим по сравнению с обычным поляризационным вкладом, обусловленным сво-
бодными электронами. Мы рассмотрели этот вклад, используя, аналогично [1], диспер-
сионное соотношение, связывающее Dδ  с сечением рождения пар в кулоновском поле 
ядра .pσ  Были рассмотрены также поправки, связанные с припороговым поведением pσ  
и оценен вклад поправок более высокого порядка по дельбрюковскому рассеянию. Наши 
результаты показывают, что Dδ  в МэВ-ном диапазоне энергии квантов мало. 

 
 
 

Введение 
 
Обычно считается, что для высоких частот ω 

(в том числе и для квантов с энергией ω ~1 МэВ) 
диэлектрическая проницаемость веществ имеет 
вид [2] 

2

2
41 Ne
m
πε = −

ω
, 

где N – число электронов во всех атомах единицы 
объема, e, m – заряд и масса электрона. Таким обра-
зом, для высоких энергий квантов Eγ = ω  действи-

тельная часть показателя преломления 1n = ε ≡ + δ  
должна оставаться меньше 1, а величина 
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определяющаяся поляризацией электронов веще-
ства (которые при высоких энергиях можно счи-
тать свободными), должна быть отрицательной и 
стремящейся к нулю при увеличении энергии 
кванта. 

Однако в работе [1] авторы провели измере-
ния δ в кремнии при МэВ-ных энергиях квантов и 
получили относительно большую 9(~10 )−  поло-
жительную величину δ, по модулю заметно пре-
вышающую (1). Авторы объяснили полученную 
величину δ вкладом дельбрюковского рассеяния 
излучения в кулоновском поле ядра. 

Используя дисперсионное соотношение Кра-
мерса – Кронига [2], можно, так же как сделали 
авторы [1], связать вклад в действительную часть 

показателя преломления δ с сечением фотопогло-
щения 
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где Nc – число атомов в единице объема, σ  – сече-
ние фотопоглощения, а P обозначает интеграл в 
смысле главного значения. 

Если для оценок вклада дельбрюковского рас-
сеяния подставить в (2) сечение рождения пар, 
которое в МэВ-ной области энергий составляет [3] 

2 2~p eZ rσ α , 
2

( 1/137e
c

α ≡ ≅  – постоянная тонкой 

структуры, 2 2/er e mc=  – классический радиус 
электрона), получим вклад дельбрюковского рас-
сеяния в МэВ-ной области энергий квантов 

2 3~D e cZ r Nδ .                           (3) 

Вклад же от поляризации электронов (1) со-
ставляет  

2

2 2~ er N
m c

δ  

и, таким образом, с учетом cN ZN=  отношение 
вклада дельбрюковского рассеяния (3) к вкладу от 
поляризации электронов в МэВ-ной области энер-
гий должно быть порядка 2Zα , т.е. составлять для 
кремния величину порядка 10–3. Таким образом, 
объяснение измеренной большой положительной 
δ  вкладом дельбрюковского рассеяния представ-
ляется удивительным. 
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Однако, если полученные в [1] результаты 
правильны, они могут открыть новую область γ  
оптики с широкими приложениями. Поэтому мы 
рассмотрели вклад дельбрюковского рассеяния в 
коэффициент преломления вещества уже не по 
порядку величины, а используя дисперсионное 
соотношение (2), связывающее δ  с сечением рож-
дения пар в кулоновском поле ядра. Поскольку 
авторы [1] указывали на значительную роль при-
порогового поведения этого сечения, мы рассмот-
рели поправки к сечению, связанные с этим пове-
дением. Был оценен также вклад поправок более 
высокого порядка по дельбрюковскому рассея-
нию, о котором говорилось в [1]. 

 
1. Вклад дельбрюковского рассеяния  

в δ  для малых Z 
 
Для малых Z сечение рождения пар ,pσ  кото-

рое следует подставить в (2) для получения вклада 
дельбрюковского рассеяния в ,Dδ  описывается 
формулой Бете – Гайтлера [3]. Полученная при 
этом зависимость /D cNδ  (для кремния, Z = 14) от 
энергии фотона представлена на рис. 1, для срав-
нения на этом же рис. нанесена величина cNδ  
из (1), обусловленная поляризацией электронов. 
Качественное поведение ( )D Eγδ  такое же, как 
представленное в работе [1], однако, полученные 
нами величины Dδ  примерно на четыре порядка 
меньше величин, представленных в [1]. 
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Рис. 1. Величины /D cNδ  – (1) и / cNδ  – (2) для крем-
ния 

 
Рис. 1 показывает, что для кремния в широком 

диапазоне энергий квантов (вплоть до сотен МэВ) 
вклад поляризации электронов в показатель пре-
ломления намного превышает вклад дельбрюков-
ского рассеяния. При этом при ~ 1МэВEγ  вклад 

дельбрюковского рассеяния на четыре порядка 
меньше вклада поляризации электронов, что даже 
меньше оценки (3). Для более тяжелых элементов 
относительный вклад Dδ  будет увеличиваться 
пропорционально ,Z  и все же будет оставаться 
достаточно малым; например, для золота при 
МэВ-ных энергиях он составит 3~ 0,6 10 .−×   

 
2. Поправки к дельбрюковскому рассеянию,  
связанные с припороговым поведением  
сечения рождения пар в кулоновском  

поле ядра 
 
Авторы [1] указывали на значительное влия-

ние припорогового поведения сечения рождения 
пар в кулоновском поле ядра на величину вклада в 
показатель преломления, связанного с дельбрю-
ковским рассеянием. Поэтому мы рассмотрели по-
правки к сечению, связанные с этим поведением. 

Согласно [4], [5] дифференциальное по энер-
гии позитронов сечение рождения пар в нереляти-
вистской области с учетом припороговой поправ-
ки имеет вид 
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где Z
v±

±

αξ = , v±  – скорости позитрона и электро-

на, BHdσ  – сечение Бете – Гайтлера, C – безраз-
мерная константа. Вдали от порога величины ±ξ  
становятся малыми, становится малой также по-
правка, пропорциональная С и сечение (4) стре-
мится к сечению .BHdσ  Значение величины С, 
однако, разнится в [4] и [5] и не соответствует 
расчетам [6], проведенным для полностью реляти-
вистского случая. Нами была замечена ошибка в 
рассуждениях [4], где авторы для вычисления мат-
ричного элемента использовали нерелятивистские 
волновые функции электрона и позитрона, тогда 
как первые релятивистские поправки дают вклад в 
матричный элемент того же порядка. Однако наши 
вычисления пока что также не соответствуют ре-
зультатам [6], а результаты [6] можно считать дос-
таточно надежными; помимо всего прочего они 
согласуются с экспериментом. Поэтому мы для 
наших расчетов положили константу 4.9,C =  
ориентируясь на результаты [6]. 
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Интегрирование формулы (4) в нерелятивист-
ской области ( )2 2 1E mcγ − <<  дает универсаль-

ный поправочный множитель к полному сечению 
Бете-Гайтлера ,BHσ  зависящий только от отноше-
ния превышения энергии кванта над порогом   

( )22E mcγ −  и удвоенной энергии связи электрона 

в K оболочке иона 227.2 :Z eV  

( )

( ) 2

2
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Поправочный множитель к сечению ( )ВН xσ ϕ  
как функция безразмерной величины x  приведен 
на рис. 2. Этот множитель учитывает, что при 
очень малых энергиях кванта сечение вблизи по-
рога сильно уменьшается по сравнению ВНσ  (из-
за того, что при малых энергиях позитроны оттал-
киваются от ядра и их волновая функция вблизи 
ядра, где происходит рождение пары, сильно 
уменьшается). Функция имеет максимум, равный 
1.41, достигающийся при 4,2x =  (согласно расче-
там [6] при больших Z величина максимума уве-
личивается, а его положение на шкале энергии 
смещается к несколько меньшим значениям энер-
гии, чем соответствующим 4,2).x =  При больших 
значениях энергии кванта сечение стремится к 

,ВНσ  хотя и довольно медленно. 
 

0

0.5

1

1.5

0 5 10 15 20

σ/
σ B

H

x  
Рис. 2. Универсальный безразмерный множитель к се-
чению рождения пар BHσ  как функция безразмерного 

превышения энергии кванта над порогом 

Учет поправки к сечению рождения пар, свя-
занной с множителем ( ) ,xϕ  дает для кремния ве-
личину / ,D cNδ  представленную на рис. 3 (для 
сравнения на этом же рис. показана величина 

/ ,D cNδ  полученная с использование формулы 
Бете – Гайтлера). Рис. 3 показывает, что влияние 
припорогового поведения сечения рождения пар 
для кремния весьма незначительно, не превосхо-
дит 1 % и не соответствует результатам работы 
[1], где эта поправка увеличивала Dδ  вдвое. 
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Рис. 3. Величина /D cNδ  для кремния, полученная с 
использование формулы Бете – Гайтлера – 1, и с учетом 

припорогового поведения – 2 
 
 

3. Поправки более высокого порядка  
по дельбрюковскому рассеянию 

 
Согласно оптической теореме [7] мнимая 

часть амплитуды рассеяния вперед ( )Im , 0f E ϑ =  
связана с полным сечением поглощения ( )Eσ  со-
отношением 

( )Im , 0
4

Ef E
c

ϑ = = σ
π

 . 

Действительная же часть амплитуды рассея-
ния ( )Re , 0f E ϑ =  связана с действительной ча-
стью вклада в показатель преломления  

( ) 2
2Re , 0 ,

c
f E

N
π δϑ = =

λ
                  (6) 

где δ в свою очередь с помощью (2) можно выра-
зить через ( ).Eσ  Сечение дельбрюковского рас-
сеяния вперед выражается через комплексную ам-
плитуду как 
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( ) 2,0Dd f E
d
σ =
Ω

. 

Для малых энергий 2E mcγ <<  в кулоновском 
поле ядра будет формироваться дипольный мо-
мент, пропорциональный электрическому полю 
падающей волны, и, значит, угловое распределе-
ние рассеянного излучения будет пропорциональ-
но 2sin θ  [8]1, где θ угол между направлением рас-
сеяния и направлением электрического поля па-
дающей волны. Зная это, можно вычислить полное 
сечение рассеяния в низкоэнергетической области 

( ) ( ) 28 Re , 0
3D E f Eγ γ
π ⎡ ⎤σ = ϑ =⎣ ⎦ , 

где мы учли, что для малых энергий ( ) 0,p Eσ =  а, 

следовательно, и ( )Im , 0 0.f E ϑ = =  Используя (6) 
и (2), получим для полного сечения в низкоэнерге-
тической области 

( ) ( )
4

43 2
28,41 10D e

E
E Z r

mc
γ−

γ
⎛ ⎞

σ = ⋅ α ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

При больших энергиях 2E mcγ >>  сечение 
дельбрюковского рассеяния стремится к постоян-
ному пределу [3] 

4 2~ ( )D eZ rσ α .                         (7) 
Зная порядки величин для полного сечения 

дельбрюковского рассеяния и подставляя его в (2) 
можно оценить вклад в d  соответствующий более 
высокому порядку по дельбрюковскому рассея-
нию. Подставляя (7) в (2) получим для МэВ-ной 
области энергий квантов 

4 3 3~DD e cZ r Nδ α , 

величину, меньшую Dδ   в 2 3Z α  раз. 
 
 

                                                            

1 Следует заметить, что в формулах для дельбрю-
ковского сечения рассеяния при малых энергиях, при-
веденных в [3] и взятых из [9], по нашему мнению име-
ется неточность: коэффициенты в формулах для сече-
ния с сохранением спиральности d ++σ , d −−σ  и с 
изменением спиральности d +−σ , d −+σ  должны совпа-
дать, в соответствии с тем, что угловое распределение 
должно быть пропорционально 2sin θ . Согласно нашим 
расчетам коэффициент в формулах для  d ++σ , d −−σ  
правильный, а для d +−σ , d −+σ  – нет. 

Заключение 
 
Проделанные нами оценки показывают, что: 
1. вклад дельбрюковского рассеяния в δ  для 

кремния при МэВ-ных энергиях квантов, по край-
ней мере, на четыре порядка меньше, чем пред-
ставленный в работе [1], 

2. припороговое поведение сечения рождения 
пар слабо сказывается на величине ,δ  

3. поправки более высокого порядка по дельб-
рюковскому рассеянию для кремния дают вклад в 
δ  еще на четыре порядка меньше, чем само дельб-
рюковское рассеяние. 

Таким образом, теоретическое объяснение из-
меренных авторами [1] в кремнии относительно 
больших положительных δ  представляется несо-
стоятельным. По поводу работы [1] опубликована 
заметка [10], в которой сечение дельбрюковского 
рассеяния, использованное авторами, было под-
ставлено в дисперсионное соотношение из их ра-
боты и в результате получено δ  на 5–6 порядков 
меньше, чем в их работе. Ответа на комментарий 
[10] не последовало. Не было и новых экспери-
ментальных и теоретических результатов (в част-
ности, по золоту, что обещали авторы). 

Что касается измерений δ  при МэВ-ных энер-
гиях, имеется несколько вопросов. Во-первых, ес-
ли все же экспериментальные результаты авторов 
достоверны, чем их можно объяснить? Во-вторых, 
можно ли как-то проверить экспериментальные 
результаты авторов? Имеются, например, предло-
жения [11, 12] по измерению показателя прелом-
ления МэВ-ных фотонов.  
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