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Ранее нами с помощью двумерных численных расчетов изучалось поведение дву-

мерного вихревого течения неоднородной жидкости в ограниченной области. В данной 
работе были проведены расчеты на более тонких сетках (с числом ячеек в одном на-
правлении до 6400). Найдено, что в случае неоднородной начальной плотности на ак-
тивной стадии перестройки течения декременты затухания кинетической энергии про-
порциональны квадратному корню из вязкости. Построены корреляционные функции 
скорости и плотности в инерционном интервале. Все эти данные дают указания на вы-
бор сценария развития двумерной турбулентности неоднородной жидкости. 

 
 
 

Введение 
 
Течения жидкости во многих случаях имеют 

двумерный турбулентный характер. Турбулент-
ность, развивающаяся при расчетах течений с по-
мощью двумерных программ, является одним из 
примеров двумерной турбулентности. Физическим 
примером таких течений могут служить течения 
плазмы перпендикулярно магнитному полю, где 
магнитное поле препятствует искривлению сило-
вых линий и появлению скоростей вдоль поля. Та-
кого рода течения развиваются в ряде устройств, в 
том числе в плазменной камере системы МАГО 
[1–3], в которой предварительно нагретая замаг-
ниченная плазма, удерживаемая стенками, дово-
дится до термоядерных температур с помощью 
сжатия лайнером. Течения в камере МАГО могут 
смывать вещество со стенок, поставляя примеси в 
плазму, что приводит к ее остыванию из-за излу-
чения на примесях. Поэтому важно понимание, 
насколько быстро турбулентные течения затуха-
ют со временем. 

Свойства двумерной турбулентности изучены 
недостаточно, особенно для случая течений неод-
нородной жидкости, и результаты исследований 
этой турбулентности могут повлиять существенно 
на выводы о физических результатах, получаемых 
с помощью расчетов. Актуальными здесь являют-
ся вопросы о диссипации кинетической энергии в 
турбулентности и вопросы перемешивания ве-
ществ. Если иметь в виду, что свойства двумерной 
и трехмерной турбулентности значительно отли-

чаются, то описание реальных трехмерных тече-
ний с помощью двумерных расчетов вызывает 
существенные вопросы, чтобы ответить на кото-
рые, нужно знать свойства двумерной турбулент-
ности, особенно для течений неоднородной жид-
кости. 

В среде с неоднородной плотностью не сохра-
няется завихренность rot v , которая сохраняется 
для двумерных течений идеальной однородной 
жидкости [4], а, следовательно, теряют силу аргу-
менты Крэйчнана [5], полученные для двумерной 
турбулентности, о невозможности потока энергии 
от больших масштабов к малым. Возможно, при 
неоднородной начальной плотности время затуха-
ния будет определяться гидродинамическими вре-
менами и не будет стремиться к бесконечности 
при стремлении вязкости к нулю. Если это так, то 
в случае двумерной рэлей-тейлоровской турбу-
лентности, в противоположность утверждениям 
Черткова [6], будет существовать поток кинетиче-
ской энергии к малым масштабам. Это означает, 
что в двумерной рэлей-тейлоровской турбулент-
ности, так же как и в трехмерной, при сколь угод-
но малой вязкости не будет сохраняться сумма 
кинетической и потенциальной энергий. Однако, 
несмотря на то, что завихренность в неоднородной 
жидкости не сохраняется, нельзя исключить, что 
кинетическая энергия в двумерной турбулентно-
сти неоднородной жидкости при сколь угодно ма-
лой вязкости все же будет сохраняться, а диссипа-
ция кинетической энергии может оказаться про-
порциональной, например, квадратному корню из 
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вязкости, что предсказывает Чертков [6]∗, основы-
ваясь на сценарии теплопроводностной диссипа-
ции Обухова [4]. 

Исследование скейлингов координатных за-
висимостей корреляционных функций (например, 
плотности и скорости) в инерционном интервале 
также может дать существенную информацию 
о свойствах турбулентности и сценариев ее раз-
вития. 

Для изучения свойств двумерной турбулент-
ности широко используются численные методы. 
Однако в литературе при этом представлены, в 
основном, спектральные методы, применимые 
только к случаю однородной жидкости. В то же 
время для исследований двумерной турбулентно-
сти как однородной, так и неоднородной жидкости 
можно использовать эйлеровы гидродинамические 
программы, например программу ЭГАК [7]. В 
этой программе введена физическая вязкость, а 
имеющиеся возможности для параллельного счета 
могут позволить разрешать разные пространст-
венные масштабы, в том числе вязкий масштаб и 
инерционный интервал. Предварительные числен-
ные расчеты [8] показывают, что в турбулентных 
задачах с физической вязкостью можно добиться 
точности, достаточной для проведения численных 
исследований. 

В работе [8] нами были проведены двумерные 
численные расчеты вихревого течения жидкости. 
Рассмотрение поведения двумерного течения про-
водилось на примере поведения вихря в квадрат-
ной области. Предполагалось, что жидкость близ-
ка к несжимаемой (малы числа Маха), а вязкость 
ее мала (большие числа Рейнольдса). Рассмотре-
ние проводилось для существенно неоднородной 
плотности, когда перепад начальной плотности 
составлял десять раз. Изучалось влияние вязкости 
на эволюцию течения и диссипацию энергии, для 
чего были проведены расчеты с разными значе-
ниями вязкости (числа Рейнольдса). 

В настоящей работе проведены расчеты с бо-
лее тонкими сетками, а также найдены корреляци-
онные функции скорости и плотности и сделана 

                                                            

∗ Чертков [6] рассматривает случай рэлей-
тейлоровской неустойчивости, когда в системе с неод-
нородной плотностью имеется ускорение g . В нашем 
случае турбулентности в ограниченном объеме роль 
характерного ускорения, способствующего перемеши-
ванию на активной турбулентной стадии, может играть 

2 /v L  (v – скорость, а L – характерный размер систе-
мы). 

попытка найти скейлинги этих величин в инерци-
онном интервале. 

 
 

1. Постановка задачи 
 
Рассматривалась эволюция кругового вихря в 

квадратной области –3 < x < 3, –3 < y < 3. В веще-
стве задавалась азимутальная скорость, зависящая 
от радиуса по закону 
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(радиус r  и азимутальная скорость vϕ  отсчиты-
ваются от центра области). В области 2,r <  в ко-
торой начальная скорость не равна нулю, плот-
ность вещества 1ρ  задавалась в 10 раз меньшая, 
чем плотность в остальной области 2,ρ  средняя 
плотность по области считалась равной 1. Началь-
ное распределение скорости и плотности пред-
ставлено на рис. 1. Уравнение состояния – идеаль-
ный газ с 2.γ =  Начальное давление во всей об-
ласти задавалось постоянным и равным 3,125. 
Константа C полагалась равной C = 2,64, так, что-
бы начальная кинетическая энергия во всей облас-
ти kE  составляла около 2 % от внутренней ,mE  
и тогда турбулентное течение можно рассматри-
вать как течение несжимаемой жидкости. Грани-
цы области считались жесткими и идеально 
скользящими. 

Размерности длины, скорости и плотности 
были определены начальными условиями задачи. 
Размерности всех остальных величин, используе-
мых в расчетах, выражались через них. 

Заданное распределение скорости неустойчи-
во при 1 < r < 2, и его двумерная эволюция будет 
приводить к турбулентности. 

Расчеты проводились с помощью газодинами-
ческой методики комплекса ЭГАК с учетом физи-
ческой вязкости. В газодинамической постановке 
задача инвариантна относительно поворотов на 
угол 2π  и поэтому можно было бы рассчитывать 
задачу только для четверти области. Но для того, 
чтобы создать возможно более полный набор воз-
мущений, мы несколько смещали (на величину 
0,1) вихрь по координате y , что нарушало сим-
метрию задачи, и поэтому надо было считать за-
дачу во всей области. В расчетах использовалась 
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прямоугольная эйлерова (т. е. фиксированная про-
странственная) сетка. 

Основным диссипативным процессом в расче-
тах была физическая вязкость, которая варьирова-
лась в разных расчетах. 

 
 

2.Сохранение полной энергии 
 
Погрешности проводимых расчетов можно 

оценить, определив дисбаланс полной энергии. 
Для надежности расчетов необходимо, чтобы по-
грешности, которые сказываются на изменении 
кинетической энергии, были невелики по сравне-
нию с самим изменением кинетической энергии. 

Нами был вычислен относительный дисбаланс 
полной энергии в зависимости от времени 
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где E – полная энергия системы, равная сумме ки-
нетической и внутренней энергий: 

 

k inE E E= + . 
 
Расчеты показали, что дисбаланс уменьшается 

примерно пропорционально квадрату разрешения 
сетки. Таким образом, можно надеяться, что в 
представленных расчетах мы имеем аппроксима-
цию второго порядка. 

В расчете с вязкостью 52,5 10−η = ⋅  и сеткой 
1600×1600 дисбаланс составил 0,35 %Eδ =  на 
момент времени t = 500. В расчете с вязкостью 

410−η =  и самой тонкой сеткой, 6400×6400, полу-
чается самый маленький дисбаланс к этому же 

моменту времени – ( )500 0,0035 %E tδ = = . Таким 
образом, во всех рассматриваемых расчетах пол-
ная энергия сохраняется достаточно хорошо, и с 
этой точки зрения они могут использоваться для 
исследования свойств турбулентности при соот-
ветствующих числах Рейнольдса. 

 
 

3. Результаты расчетов 
 
На рис. 2 приведено пространственное рас-

пределение плотности вещества и модуля скоро-
сти, полученное в расчете с сеткой 6400×6400, с 
величиной динамической вязкости 5= 2,5 10−η ⋅  
(эффективное число Рейнольдса Re ~ 10 4), на раз-
личные моменты времени. 

Рис. 2 показывает, что неустойчивое вихревое 
течение в двумерном случае распадается из-за раз-
вития неустойчивости, однако в противополож-
ность хаотическому турбулентному течению в 
дальнейшем в области формируется квазистацио-
нарное течение с одним или двумя крупными вих-
рями. В этом течении имеются небольшие мало-
масштабные возмущения, которые, однако, не 
приводят к распаду вихрей, и их рост насыщается, 
по-видимому, из-за нелинейных эффектов. Сами 
же вихри со временем медленно смещаются по 
рассматриваемой области и медленно теряют 
энергию. Это кажется удивительным. Образно го-
воря, картина развития событий такова, как если 
бы стакан при падении разбился, а затем сложился 
вновь, но несколько другой формы. 

Сравнение расчетов с разными сетками пока-
зывает, что при дроблении сетки в течении появ-
ляется больше мелкомасштабных возмущений.  

Сравнение расчетов с разными значениями 
вязкости показывает, что при меньшей вязкости 
начальный вихрь дробится сильнее, и течение яв-

 

                                                             
                                                а)                                                                                           б) 

Рис. 1. Начальное распределение скорости (а) и плотности (б) в расчетах 
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ляется более хаотичным, чем в случае большей 
вязкости. Кроме того, при меньшей вязкости пе-
ремешивание вещества происходит быстрее. 

Для относительно устойчивых вихрей, обра-
зующихся в квазистационарной фазе, в значитель-
ной части расстояний r от их центров выполняется 
условие устойчивости [4] 

( )
0

d v r
v

dr
ϕ

ϕ
ρ

> , 

где vϕ  – азимутальная относительно центра вихря 
скорость (можно доказать, что для всех расстоя-
ний выполнение этого условия невозможно). Вы-
полнение этого условия для значительной части 
расстояний, по-видимому, способствует квазиста-
ционарности картины эволюции вихря. 

На рис. 3 и 4 представлена зависимость кине-
тической энергии системы от времени в расчетах с 
вязкостью 5= 2,5 10−η ⋅  и 4= 10−η  соответственно 
и различным числом узлов сетки. 
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Рис. 3. Зависимость кинетической энергии системы kE  

от времени в расчетах с вязкостью 5= 2,5 10−η ⋅  и раз-
личным числом узлов сетки ( kE  измерена в единицах 

начального значения) 
 
Рис. 3 показывает, что, в соответствии с ожи-

даемым, кинетическая энергия двумерного турбу-
лентного течения с большим числом Рейнольдса 
(Re ~ 10 4) спадает достаточно медленно. Основ-
ной вклад в спад кинетической энергии вносится в 
течение активной турбулентной фазы перестрое-
ния течения, а на квазистационарной фазе спад 

                                  t = 50                                                t = 150                                                   t = 500     
 

                          
 
 

                        
 

Рис. 2. Пространственное распределение плотности вещества и модуля скорости, полученные в расчете  
с вязкостью 5= 2,5 10−η ⋅  и сеткой 6400×6400 на моменты времени t =  50, 150 и 500 
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величины kE  относительно невелик. Полный спад 
кинетической энергии системы, полученный 
к t = 500, монотонно возрастает при дроблении 
сетки. 
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Рис. 4. Зависимость кинетической энергии системы kE  

от времени в расчетах с вязкостью 4= 10−η  и различ-

ным числом узлов сетки ( kE  измерена в единицах на- 
чального значения) 

 
Сравнение рис. 3 и 4 показывает, что при уве-

личении вязкости кинетическая энергия спадает 
быстрее. В отличие от случая 5= 2,5 10−η ⋅ , пол-
ный спад кинетической энергии системы меняется 
немонотонно в зависимости от разрешения сетки: 
величина ( )500kE t =  в расчете 3200×3200 оказы-
вается между ее значениями в расчетах 800×800 и 
1600×1600, а для сетки 6400×6400 значение 

( )500kE t =  минимально. Возможно, более мед-
ленное затухание кинетической энергии в расчете 
3200×3200 объясняется тем, что турбулентная ди-
намика течения в этом расчете отличается от дру-
гих расчетов. На квазистационарной стадии в этом 
расчете все течение достаточно быстро собирается 
в один крупный вихрь, который до конца счета 
задачи медленно колеблется внутри заданной об-
ласти. 

 
4. Корреляционные функции скорости  

и плотности 
 
Используя результаты расчетов, мы пытались 

найти инерционный интервал [4, 9], т. е. область 
масштабов, достаточно большую, чтобы для нее 
было несущественно влияние вязкости (масштабы, 
большие области диссипаций), но в то же время 
много меньшую максимальных масштабов тече-
ния (где сосредоточена основная доля кинетиче-
ской энергии). В этом интервале корреляционные 

функции скорости ( )2
lvδ  и плотности ( )2

lδρ  вто-
рого порядка должны степенным образом зависеть 
от масштаба l, в то же время существенно отлича-
ясь от зависимостей вязкого масштаба интервала, 
где ( )2

lvδ  и ( )2
lδρ  пропорциональны 2l . Вопрос, 

однако, заключается в том, удастся ли для рас-
сматриваемых расчетов уйти достаточно далеко от 
вязких масштабов и характерных масштабов тече-
ния, чтобы обнаружить инерционный интервал? 
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Рис. 5. Корреляционная функция скорости в расчетах с 
вязкостью 5= 2,5 10−η ⋅  и сеткой 6400×6400 на различ- 

ные моменты времени 
 

1.E-05

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E+00

10 100 1000
m

(δρ l )2

t = 50 
t = 30 

t = 150 
t = 20 

t = 300 

t = 500 

 
 
Рис. 6. Корреляционная функция плотности в расчетах 
с вязкостью 5= 2,5 10−η ⋅  и сеткой 6400×6400 на раз- 

личные моменты времени 
 

На рис. 5 и 6 представлены корреляционные 
функции скорости и плотности для различных мо-
ментов времени в интервале 1 m N , где m – 
размер области, измеренный количеством счетных 
ячеек, N – число ячеек вдоль одной из осей. Пунк-
тирными линиями на рис. 5 показаны линии трен-
да ( )2 ~ n

lv lδ  с указанием показателя степени n на 
соответствующие моменты времени (l = m h, h – 
размер счетной ячейки, m = 2, 3… N – 1). 
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Для сценария Колмогорова – Обухова [4] ин-
декс n в зависимости корреляционной функции 
скорости от l ( )2 ~ n

lv lδ  в инерционном интервале 
должен быть равен nv = 2/3 и он должен быть ра-
вен индексу nρ для корреляционной функции 
плотности. Для феноменологических зависимо-
стей Черткова [6] эти индексы должны быть сле-
дующими: nv = 6/5, nρ = 2/5. Рис. 5 и 6 для большей 
части времен не соответствуют этим скейлингам. 
Лишь во времена активной стадии турбулентности 
скейлинги становятся несколько похожими на за-
висимости [6]: для t = 50 nv = 1.44, nρ = 0.53. 

 
Таблица  1 

 

Величина nρ, полученная в расчетах с различными 
сетками на различные моменты времени. 

 

t 
5= 2,5 10−η ⋅ , 

 1600×1600 

4= 10−η , 
1600×1600

4= 10−η ,  
3200×3200 

5= 2,5 10−η ⋅ , 
6400×6400 

20 0.97 0.95 0.91 0.99 
30 0,78 0,80 0,75 0,72 
50 0,62–0,77 0,71 0,63 0,53 
150 0,76 0,66 0,49 0,5–0,9 
300 1,0–1,5 0,65 0,55 1,0–1,6 
500 1,7 0,96–1,3 0,5–0,7 1,5–1,8 

 
В табл. 1 представлена величина nρ, получен-

ная в расчетах с вязкостью 5= 2,5 10−η ⋅  и сеткой 
6400×6400, а также в работе [8]. В тех случаях, 
когда отклонение величины ( )2

lδρ  от линии трен-

да ( )2 ~ n
l lδρ  было значительным, указан диапа-

зон значений степени n. 
Из табл. 1 видно, что при дроблении сетки ве-

личина nρ для активной стадии турбулентности 
(t = 30, 50), в целом, уменьшается. Таким образом, 
возможно, что в расчетах на более тонких сет-
ках индекс nρ будет стремиться к значениям 
Черткова [6]. 

 
5. Обсуждение полученных скейлингов 
 
Зависимость от вязкости в скорости диссипа-

ции энергии 
ln ~ kkd E
dt

η  

определяется коэффициентом [8] 
3 2

2
v

v

nk
n

−=
+

,                          (1) 

причем k = 1 соответствует сценарию двумерной 
турбулентности однородной жидкости, k = 0 – 

сценарию Колмогорова-Обухова, а k = 0.5 – пред-
сказанию Черткова. 

Используя рис. 3 и 4, мы сравнили декремен-
ты спада кинетической энергии для значений вяз-
кости 5= 2,5 10−η ⋅  и 4= 10−η . В таблице 2 приве-
дены величины k, полученные для активной ста-
дии турбулентного течения, соответствующей 
интервалу времени 20 < t < 100, а также для более 
спокойной стадии квазистационарного вихря, со-
ответствующей интервалу времени 200 < t < 500. 

 
Таблица  2 

 

Величина k, полученная для различных интерва-
лов времени в расчетах с разными сетками 

 
            cетка
     t 800×800 1600×1600 3200×3200 6400×6400

20 < t < 100 0.674 0.632 0.510 0.518 
200 < t < 500 0.593 0.745 0.103 0.796 

 
Cравнение численных расчетов с разными 

значениями вязкости (табл. 2, сетка 6400×6400) 
дает для активной стадии турбулентности величи-
ну k = 0,52, близкую к предсказанию Черткова. 
Если взять nv = 1,4, что характерно для активной 
стадии турбулентности (рис. 5), по формуле (1) 
получим k = 0,65, что несколько больше коэффи-
циента из табл. 2, и является промежуточным зна-
чением между скейлингом Черткова k = 0,5 и 
скейлингом для двумерной турбулентности одно-
родной жидкости k = 1. Однако, учитывая скей-
линги плотности на активной стадии nρ  = 0,5–0,7, 
которые отличаются от скейлинга Черткова 
nρ  = 0,4 в противоположную сторону от скейлинга 
турбулентности для двумерной турбулентности 
однородной жидкости [10]  nρ = 0 и являются про-
межуточными между скейлингом Черткова и 
скейлингом Обухова nρ = 2/3, можно думать, что 
для активной стадии мы имеем указание на сцена-
рий Черткова. 

Полученные в расчете 6400×6400 корреляци-
онные функции скорости для квазистационарной 
стадии течения дают значение 2vn ≈ , соответст-
вующее сценарию двумерной турбулентности од-
нородной жидкости, однако корреляционные 
функции плотности не позволили выделить инер-
ционный интервал и достаточно точно определить 
nρ  для этой стадии. Хотя величина k для квазиста-
ционарной стадии, по-видимому, возрастает при 
дроблении сетки (табл. 2), пока нельзя определить, 
к какому значению она стремится. Поэтому надо 
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признать, что проведенные расчеты не дают ника-
ких указаний на реализацию на квазистационар-
ной стадии течения каких-либо известных турбу-
лентных сценариев. Можно предположить, что на 
этой стадии наши численные расчеты еще недос-
таточно точны для получения инерционных ин-
тервалов и расчета вязких диссипаций. 

 
Заключение 

 
На основании проведенных расчетов можно 

сделать следующие выводы об основных особен-
ностях двумерных турбулентных течений неодно-
родной жидкости в ограниченной области: 

Двумерное течение в ограниченной области, 
будучи неустойчивым, со временем начинает раз-
рушаться за счет роста возмущений, и приобретает 
сложный турбулентный вид, однако в дальнейшем 
превращается в один или два вихря, которые, хотя 
и несколько искажаются возникающими возмуще-
ниями, в целом сохраняют форму. В таком виде 
течение существует квазистационарно, постепенно 
теряя энергию из-за вязких диссипаций. 

На стадии перестройки течения, когда оно 
имеет сложный турбулентный вид, происходит 
относительно большой спад кинетической энергии 
и относительно быстрое выравнивание плотности 
вещества по объему. На квазистационарной ста-
дии плотность выравнивается по объему доста-
точно медленно, причем минимумы плотности 
формируются в центрах вихрей. Кинетическая 
энергия спадает на этой стадии также медленно. 

Предварительные результаты свидетельству-
ют, что на активной стадии перестройки течения 
декременты затухания кинетической энергии про-
порциональны квадратному корню из вязкости, 
т. е. не соответствуют ни двумерной турбулентно-
сти однородной жидкости, для которой они долж-
ны были быть пропорциональны вязкости, ни сце-
нарию Колмогорова – Обухова, для которого они 
должны не зависеть от вязкости. Корневая зави-
симость от вязкости соответствует предсказанию 
Черткова [6], основанному на сценарии теплопро-
водностной диссипации Обухова [5]. На квазиста-
ционарной стадии определенных выводов о зави-
симости декремента затухания кинетической энер-
гии от вязкости сделать не удалось. 

Построение корреляционных функций в инер-
ционном интервале для проведенных расчетов да-
ло указание на то, что для активной стадии пере-
стройки течения справедлив феноменологический 
сценарий Черткова. Для квазистационарной ста-
дии поведения вихревого течения неоднородной 

жидкости в ограниченной области получить какие-
то определенные указания на феноменологические 
свойства течений на рассмотренных нами сетках 
не удалось. Можно предположить, что на этой 
стадии наши численные расчеты еще недостаточ-
но точны для получения инерционных интервалов 
и расчета вязких диссипаций. 
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