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Представлен вид кинетического уравнения переноса излучения, который в много-
групповом приближении является асимптотически точным в предельных случаях опти-
чески толстого, оптически тонкого веществ и состояния локального термодинамическо-
го равновесия излучения с веществом вне зависимости от вводимого числа групп.  

The form of multigroup method for handling the frequency variable in the nonstationary 
kinetic equation of radiation transfer is proposed. This form is exact in the limiting cases of op-
tically thin, optically thick and local thermodynamic equilibrium no matter how many groups 
they are. 

 
 
 

Численному решению системы уравнений, 
описывающей нестационарный перенос спек-
трального излучения в кинетическом приближе-
нии и взаимодействие его с веществом посвящено 
немало работ (см., например, [1,2] и ссылки в них). 

Одной из наиболее сложных проблем в этой 
задаче является интегрирование по спектру урав-
нения переноса излучения. Трудности связаны с 
тем, что оптические свойства вещества зависят 
сложным образом от частоты излучения – коэф-
фициенты поглощения излучения содержат боль-
шое количество резонансных линий, порогов фо-
тоионизации. Прямое спектральное численное ре-
шение уравнения переноса требует в ряде случаев, 
особенно при решении задачи в многомерном про-
странстве, много вычислительных ресурсов. Раз-
работаны методы, которые позволяют достаточно 
экономично рассчитывать интегральные по спек-
тру характеристики излучения. Эти методы либо 
созданы для решения определенных физических 
задач [3,4], либо требуют того или иного спек-
трального расчета уравнения переноса [5,6], ли-
бо – лебеговское осреднение уравнения переноса 
[7,8,9], – обладая достаточной универсальностью и 
экономичностью численного счета, требует специ-
ального вида преобразования и усреднения по 

спектру коэффициентов поглощения и системы 
уравнений переноса излучения. 

Еще одним методом интегрирования по спек-
тру системы уравнений переноса излучения явля-
ется многогрупповое приближение [2] весь спектр 
частот разбивается на конечное число интерва-
лов – групп, – внутри каждой группы коэффици-
енты поглощения и рассеяния усредняются с неко-
торой спектральной весовой функцией; при этом 
если в группе спектр искомой интенсивности из-
лучения близок к профилю весовой функции, то 
найденное решение по многогрупповому методу 
будет обладать достаточной точностью. Несмотря 
на то, что многогрупповое приближение в реше-
нии ряда задач уступает в точности вышеуказан-
ным методам, оно в настоящее время широко ис-
пользуется в практических расчетах, как по при-
чине своей простоты реализации, так и благодаря 
тому, что созданы большое количество баз данных 
многогрупповых среднепланковских и среднерос-
селандовых коэффициентов поглощения и рассея-
ния. 

Отметим четыре подхода к многогрупповому 
приближению, которые могут дать достаточную 
для многих прикладных задач точность вычисле-
ния без использования спектральных расчетов, 
требующих большого машинного времени и моде-
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лей, описанных выше. Первый, и очевидный, со-
стоит в достаточно подробном разбиении всего 
спектра на группы с учетом возможной немоно-
тонности коэффициента поглощения. В этом слу-
чае можно гарантировать независимость послед-
него от весовой функции. Этот подход в ряде слу-
чаев будет требовать излишне большого 
количества групп и машинного времени вычисле-
ния задачи. Второй подход является следствием 
первого и основан на анализе поведений коэффи-
циента поглощения и самой задачи в целом [2, 
c. 49], в результате исследователь выбирает грани-
цы групп, а, следовательно, и их количество, так, 
чтобы разбить весь спектр на оптически толстые, 
тонкие области, а также на области, где способ 
усреднения не играет роли из-за слабой зависимо-
сти оптических свойств вещества от спектра. Этот 
подход требует большой квалификации исследо-
вателя. Третий подход [10] основан на представ-
лении коэффициентов поглощения в виде некото-
рых функций, которые при очень малых оптиче-
ских толщинах вещества совпадают с групповым 
среднепланковским коэффициентом поглощения, 
а с увеличением оптической толщины плавно 
стремятся к росселандову среднему для очень 
больших оптических толщин. Существенным не-
достатком такого подхода является несколько ис-
кусственное введение указанных функций, кото-
рые к тому же требуют подбора их коэффициен-
тов, характеризующих скорость перехода 
оптически тонких сред к толстым, с использовани-
ем, вообще говоря, спектральных расчетов. Чет-
вертый, физически обоснованный, подход [11] 
часто используется при решении системы уравне-
ний спектрального переноса излучения в много-
групповых диффузионном и Р1-приближениях. 
Этот подход использует в уравнении для плотно-
сти излучения групповой среднепланковский ко-
эффициент поглощения, а в уравнении для пото-
ка – групповой среднеросселандовский коэффици-
ент. В этом случае модель является 
асимптотически точной в предельных случаях оп-
тически толстого, оптически тонкого вещества, 
состояния локального термодинамического равно-
весия (ЛТР) излучения с веществом вне зависимо-
сти от вводимого числа групп. Такая модель явля-
ется предпочтительней, чем подходы 1–3, но при-
менить ее напрямую к уравнению переноса 
излучения в кинетическом приближении нельзя, 
потому что в это уравнение оптические коэффи-
циенты входят один раз; при этом поток и плот-
ность излучения являются не независимыми пере-
менными, а рассчитываются по найденным интен-
сивностям. 

Цель данной работы – предложить вид кине-
тического уравнения переноса излучения, который 
в многогрупповом приближении является асим-
птотически точным в предельных случаях оптиче-
ски толстого, оптически тонкого вещества и со-
стояния ЛТР излучения с веществом вне зависи-
мости от вводимого числа групп. 

Нестационарный перенос спектрального излу-
чения и взаимодействие его с веществом описыва-
ется системой интегро-дифференциальных урав-
нений [1, 11]  
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Здесь t – время, c – скорость света; Bk hε = ν  – 
энергия фотона, h – постоянная Планка, Bk  – по-
стоянная Больцмана; ν  – частота излучения; 

( ), ,I t rε Ω  – спектральная интенсивность энергии 

излучения в направлении единичного вектора Ω  
из данной точки r ; tot

ε ε εκ = κ + σ ; исправленные 
на вынужденное излучение спектральные коэффи-
циент поглощения εκ , рассеяния εσ  и излуча-

тельная способность emJε  являются известными 
функциями температуры ( ),T t r  и плотности веще-

ства ( ),t rρ ; ( ), ; ;K t r d d′ ′ε → ε Ω → Ω ε Ω  – вероят-

ность рассеяния из состояния ′ε , ′Ω  в состояние 

с ε , Ω , ( )
( )0 4

, ; ; 1K t r d d
∞

π
′ ′ε → ε Ω → Ω Ω ε =∫ ∫ ; 

( ),E t r −  удельная внутренняя энергия вещества.  

В условиях ЛТР ( ) ( ) ( ), , ,em PJ t r t r I t rε ε ε= κ , 

где ( ) ( )( )( ) 13
0, exp , 1PI t r T t r

−
ε = σ ε ε −  – спек-

тральная интенсивность равновесного излучения, 
4 2 3

0 2 Bk c h− −σ = . 
Система уравнений (1–2) дополняется соот-

ветствующими начальными ( )0, ,I t t rε = Ω =  

( )0 ,I rε= Ω , ( ) ( )0 0,E t t r E r= =  и граничным, на-
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пример, для выпуклой области D  в 3R  
( ) ( )*, , , ,I t D I t Dε ε∂ Ω = ∂ Ω  при ( ), 0nΩ <  и r D∈∂ , 

условиями [2]. Здесь n  – вектор внешней нормали 
к границе D∂  области D ; ( )* , ,I t Dε ∂ Ω  – известная 
функция, описывающая приход извне в область D  
излучения. Требуется определить спектральную 
интенсивность излучения и внутреннюю энергию 
вещества для 0t t> . 

Нулевой и первый моменты интенсивности по 
угловым направлениям характеризуют теплообмен 
излучением [12]: 

( ) ( )
( )

1

4
, , ,U t r c I t r d−

ε ε
π

= Ω Ω∫ ,              (3) 

( ) ( )
( )4

, , ,S t r I t r dε ε
π

= Ω Ω Ω∫ ,              (4) 

где ( ),U t rε , ( ),S t rε  – соответственно спектраль-
ные объемная плотность и поток излучения. 

Сформулируем ограничения на угловые на-
правления ( ), ; ;K t r ′ ′ε → ε Ω → Ω  и emJε : 

( ) ( )K K′ ′Ω → Ω = −Ω → Ω =  

( ) ( )K K′ ′= Ω → −Ω = −Ω → −Ω ,            (5) 

( ) ( ), , , ,em emJ t r J t rε εΩ = −Ω .               (6) 

В работах [13,14] описан способ записи урав-
нения кинетики (1) в самосопряженной форме для 
случая стационарных задач. Симметризация ста-
ционарного кинетического уравнения по угловым 
направлениям достигается введением двух незави-
симых переменных ( ), ,u t rε Ω , ( ), ,s t rε Ω , через 
которые затем записывается само уравнение в но-
вом виде, а именно: 

( ) ( ), , 1 2u t r I I+ −
ε ε εΩ = + ,                  (7) 

( ) ( ), , 1 2s t r I I+ −
ε ε εΩ = − ;                  (8) 

где ( ), ,I I t r+
ε ε= Ω  и ( ), ,I I t r−

ε ε= −Ω  означают 
интенсивность излучения квантов, летящих соот-
ветственно по и против направления вектора Ω . 
 

В [15,16] переменные (7, 8) использовались 
для записи нестационарного кинетического урав-

нения. В этом случае, с учетом ограничений (5, 6), 
запишем (1, 2) в виде 
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Система уравнений (9–11) дополняется на-

чальными ( ) ( ) ( )( )0 0
0

1, , , ,
2

u t t r I r I rε ε ε= Ω = Ω + −Ω , 

( ) ( ) ( )( )0 0
0

1, , , ,
2

s t t r I r I rε ε ε= Ω = Ω − −Ω , 

( ) ( )0 0,E t t r E r= =  и граничными, 

( ) ( ) ( )*, , , , , ,u t D s t D I t Dε ε ε∂ Ω + ∂ Ω = ∂ Ω  при 

( ), 0nΩ <  и 

( ) ( ) ( )*, , , , , ,u t D s t D I t Dε ε ε∂ Ω − ∂ Ω = ∂ −Ω  при 

( ), 0nΩ > , r D∈∂ , условиями, которые получают-
ся преобразованием соответствующих начальных 
и граничных условий к системе (1, 2). 

( ),U t rε  и ( ),S t rε  (3, 4) записываются в но-
вых переменных (7, 8) в виде 

( ) ( )
( )

1

2
, 2 , ,U t r c u t r d−

ε ε
π

= Ω Ω∫ ,           (12) 

( ) ( )
( )2

, 2 , ,S t r s t r dε ε
π

= Ω Ω Ω∫ .           (13) 

Из (12,13) видно, что ( ), ,u t rε Ω , ( ), ,s t rε Ω  
характеризуют соответственно только спектраль-
ные плотность и поток излучения. Система (9–11) 
является точным следствием кинетического урав-
нения (1–2) при предположениях (5, 6). 

Применим процедуру многогруппового при-
ближения [11] к (9–11) для случая ЛТР. 

Разобьём весь спектральный диапазон излуче-
ния на конечное число G  энергетических интер-
валов (групп) 1,g g+⎡ ⎤ε ε⎣ ⎦  шириной 1g g g+∆ε = ε − ε , 
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1,g G= . При этом 1 0ε = , 1G+ε = ∞ . Проинтегри-
руем (9–11) по ε  в пределах каждой группы g  и 
поделим на ее ширину, получим: 

1 g P P tot
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Здесь gu , gs , P
gI  – средние значения соответ-

ственно uε , sε , PIε  в группе g , которые вводятся 

как 
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средние коэффициенты поглощения и рассеяния, 
усредненные с неравновесными функциями ин-
тенсивности излучения gu  и gs  имеют вид 
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Соответствующим образом преобразуются 
граничные и начальные условия исходной систе-
мы (9–11). 

Уравнения (14–16) записаны в самом общем 
случае многогруппового приближения. Их реше-
ние сопряжено с рядом трудностей [11], а именно, 
необходимо вычислить входящие в (14–16) коэф-
фициенты tot

gκ , tot
gκ , gκ , g g′→σ  через интенсив-

ности uε , sε , которые сами необходимо найти из 

решения системы (9–11). Кроме этого, tot
gκ , tot

gκ , 

gκ  зависят от угловых направлений Ω  из-за уг-
ловой зависимости интенсивностей uε , sε . 

Положим далее ряд упрощений для вычисле-
ния (18–21). Что касается спектрального коэффи-
циента εσ  и вероятности ( );K ′ ′ε → ε Ω → Ω  рас-
сеяния, то это достаточно гладкие функции энер-
гии квантов, поэтому вид функций, с которыми 
производится усреднение этих коэффициентов, не 
так важен [11]. Пусть, например,  
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Коэффициент поглощения излучения εκ  со-
держит большое количество резонансных линий и 
порогов фотоионизации, что делает интенсивно-
сти uε , sε  сложными функциями энергетического 
спектра в группе. В общем случае для вычисления 
коэффициентов (18–20) следует воспользоваться 
подходами, описанными во введении, либо вос-
пользоваться следующим приближением. В каче-
стве gκ  и tot

gκ  возьмем соответственно средне-
планковский коэффициент поглощения (17), т. е. 

( ) P
g gκ Ω ≈ κ , и  

 ( )
1 1

1

,
g g

g g

tot tot P tot P P
g g I d I d

+ +
−ε ε

ε ε ε
ε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟κ Ω ≈ κ = κ ε ε
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ;  (23) 
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в качестве tot
gκ  положим групповой среднероссе-

ландовский коэффициент поглощения:  

( ) ( )
1 1

1
1,

g g

g g

tot tot R P tot P
g g T TI d I d

+ +
−ε ε

−
ε ε ε

ε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟κ Ω ≈ κ = ∂ ε κ ∂ ε
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  (24) 

В результате систему (14–16) можно записать: 

1 ,Pg P P tot
g g g g g

u
c s I u

t
− ∂

+ Ω∇ = κ − κ +
∂

 

 ( ) ( )
( )1 2

2 , , ;
G

P
g g g g

g
u t r d′ ′ ′→

′= π
′ ′ ′+ σ Ω → Ω Ω ∆ε Ω∑ ∫  (25) 

1 , ;g tot R
g g g

s
c u s

t
− ∂

+ Ω∇ = −κ
∂

             (26) 

( )
( )

1

1 2
2 .

G
P P P
g g g g g

g

d E I u d
dt

−

= π
= − ρ κ − κ Ω∆ε∑ ∫     (27) 

Рассмотрим несколько частных случаев сис-
темы (25–27). 

Оптически толстая среда – 1tot Lεκ , где L  – 
размер объема, окруженного областью с сущест-
венно иной температурой, плотностью или соста-

вом. В этом случае 1 g P P
g g g

u
s I

c t
∂

+ Ω∇ κ −
∂

 

( ) ( )
( )

,P

1 2
2 , ,

G
tot P
g g g g g g

g
u u t r d′ ′ ′→

′= π
′ ′ ′−κ + σ Ω → Ω Ω ∆ε Ω∑ ∫  

и P
g gu I≈ , т.е. излучение находится в состоянии 

локального термодинамического равновесия с ве-
ществом. Уравнение (25) можно записать как 

1 0P
t g gc I s− ∂ + Ω∇ =                   (28) 

При , , 1tot R tot R
g gc Lτκ κ∼  ( τ  – характерное 

время изменения интенсивности )gs  в (26) можно 
пренебречь временнóй производной 

1 ,tot R
t g g gc s s− ∂ κ , поэтому ( ) 1,tot R P

g g gs I
−

= − κ Ω∇ . 

Подставим последнее выражение в (28), проинтег-
рируем по угловым направлениям dΩ , после ум-
ножим слева и справа на ширину спектральной 
группы g  и просуммируем по всем группам; в 
результате имеем 

 

( )
( )

( )

11 ,

1 2

, 32 8 3 0

G
P tot R P

g t g g g
g

R tot R
t

c I I d

U l T T

−−

= π

⎡ ⎤⎛ ⎞∆ε ∂ −Ω∇ κ Ω∇ Ω =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= ∂ −∇ σ ∇ =

∑ ∫
,(29) 

где 1 44RU c T−= σ  – интегральная по спектру 
объемная плотность излучения, 5

0 15σ = σ π  – 
постоянная Стефана-Больцмана [12], 

( )
1

1, ,

1 1

G G
tot R tot R P P

g T g g T g g
g g

l I I
−

−

= =

⎛ ⎞
= κ ∂ ∆ε ∂ ∆ε⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  – рос-

селандов пробег. Складывая (29) с (27) получим 
уравнение лучистой теплопроводности для случая 
неподвижной среды [2]: 

 ( ) ( )1 1 4 , 34 16 3 tot Rd E c T l T T
dt

− −ρ + ρ σ = ∇ σ ∇   (30) 

Пусть оптически тонкая среда – 1tot Lε ′κ  
(L′  – характерный размер исследуемого объема) – 
окружена средой, излучением которой можно 
пренебречь. В этом случае ,PP P tot

g g g gI uκ κ −  

( ) ( )
( )1 2

2 , ,
G

P
g g g g

g
u t r d′ ′ ′→

′= π
′ ′ ′− σ Ω → Ω Ω ∆ε Ω∑ ∫ , 

1 ,tot R
t g g g gc s u sκ− ∂ + Ω∇  и (25–27) можно пе-

реписать в виде 

;P P
g g gs IΩ∇ = κ                         (31) 

1 0;t g gc s u− ∂ + Ω∇ =                    (32) 

1

1
4 .

G
P P
g g g

g

d E I
dt

−

=
= − πρ κ ∆ε∑              (33) 

Уравнение (31) проинтегрируем по угловым 
направлениям dΩ , после умножим слева и справа 
на ширину спектральной группы g  и просумми-
руем по всем группам, в результате получим [2]  

44 ,PS T∇ = σκ                         (34) 

44 .Pd E T
dt

ρ = − σκ                     (35) 

Здесь S  – интегральный по спектру поток из-

лучения, 
1 1

G G
P P P P

g g g g g
g g

I I
= =

κ = κ ∆ε ∆ε∑ ∑  – коэффи-

циент поглощения, осредненный по Планку. 
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Выражения (31–35) характеризуют состояние 
оптически тонкой системы – излучение практиче-
ски беспрепятственно покидает объем ( )3L′ . В 
общем случае выражения (34, 35) могут быть не-
верными, если на границе интенсивность сущест-
венна [10].  

Таким образом, представленный вид кинети-
ческого уравнения переноса излучения (25–27) 
дает асимптотически точные решения кинетиче-
ского уравнения (9–11) в предельных случаях оп-
тически тонкой, толстой среды и состояния ЛТР 
излучения с веществом вне зависимости от числа 
вводимых групп. 

Автор выражает благодарность проф. Жмай-
ло В. А. и Гнутову А. С. за плодотворные обсуж-
дения. 
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