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Рассматриваются вопросы создания комбинированного алгоритма распараллелива­
ния численного решения двумерного уравнения переноса фотонов с учетом взаимодей­
ствия излучения со средой. Уравнения записаны в цилиндрической системе координат, 
для пространственной аппроксимации используются структурированные неортогональ­
ные сетки. Комбинированный алгоритм предполагает распараллеливание численного 
решения уравнения переноса по пространственным переменным и по энергетической 
переменной. Представлены описание параллельного метода и результаты численных 
исследований эффективности на модельных задачах.

Введение
Численное решение нестационарного кинети­

ческого уравнения в многогрупповой постанов­
ке в двумерном пространственном приближении 
связано с большими затратами оперативной па­
мяти ЭВМ и календарного времени счета. Од­
ним из путей наиболее эффективного решения 
подобных задач является использование алго­
ритмов распараллеливания.

Следует отметить особую сложность решения 
проблемы в общем случае, когда краевая зада­
ча для уравнения переноса ставится в областях 
сложной формы и уравнение аппроксимирует­
ся на неортогональных пространственных сет­
ках. Для численного решения таких задач, как 
правило, используются неявные схемы по пере­
менной времени, а система сеточных уравнений 
на шагах по времени решается методом бегуще­
го счета. Это означает, что сеточные уравнения 
переноса в ячейках сетки на данном временном 
шаге разрешаются в строго определенной после­
довательности, причем эта последовательность 
разная для разных направлений полета частиц 
и изменяется на временных шагах. Иначе гово­
ря, при решении уравнения переноса в кинетиче­
ском приближении на мультипроцессорных си­
стемах отсутствует возможность для предвари­
тельного определения топологии связей (поряд­
ка обменов информацией) между процессорны­

ми элементами, что принципиально усложняет 
проблему разработки эффективных алгоритмов 
распараллеливания задач переноса.

В настоящее время в комплексе САТУРН-3 [1] 
для решения двумерного нестационарного урав­
нения переноса фотонов в групповой кинети­
ческой постановке (ДКУ) успешно применяется 
мелкоблочный алгоритм распараллеливания [2|. 
Особенностью этого алгоритма распараллелива­
ния является то, что данные распределяются но 
процессорам согласно принципу пространствен­
ной декомпозиции. Решение трехмерного урав­
нения переноса в параллельном режиме также 
основано на пространственной декомпозиции с 
использованием конвейерной схемы [3].

Современные требования повышения точно­
сти решения спектральных задач переноса обу­
славливают необходимость использования при 
численном моделировании большого количе­
ства интервалов по энергетической переменной 
(групп). В результате появляется необходимость 
и возможность использования дополнительно­
го ресурса распараллеливания по энергетиче­
ским группам, поскольку при решении много- 
группового уравнения переноса расчет по интер­
валам энергетической переменной можно прово­
дить независимо.

Для ускорения численного решения двумер­
ного уравнения переноса в спектральной иоста-
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новке предлагается использовать комбинирован­
ный алгоритм распараллеливания. Особенно­
стью этого алгоритма является сочетание деком­
позиции системы на пространственные подобла­
сти с распараллеливанием по энергетической пе­
ременной. Такой подход позволяет существен­
но увеличить количество используемых процес­
соров при сохранении высокой эффективности. 
Характерными чертами рассматриваемого ком­
бинированного метода распараллеливания явля­
ются:

1. Возможность распараллеливания на боль­
шое число процессоров за счет декомпози­
ции системы по пространственным и энер­
гетической переменным.

2. Использование принципа пространственной 
декомпозиции исходной системы на по­
добласти. При этом на каждом процессоре 
хранятся данные для конкретной подобла­
сти, а не всей задачи.

3. Отсутствие дополнительного итерационного 
процесса по интервалам переменных, участ­
вующих в распараллеливании.

4. Возможность естественного обобщения ме­
тодики на трехмерный случай.

5. Ориентация на многопроцессорные ЭВМ с 
распределенной памятью. Для передачи со­
общений используются процедуры стандар­
та MPI.

В работе излагается методика решения урав­
нения переноса с использованием комбинирован­
ного алгоритма распараллеливания. Приводят­
ся результаты численных исследований, которые 
показывают высокую эффективность примене­
ния указанной методики при решении задач пе­
реноса излучения.

Постановка задачи решения двумерного 
уравнения переноса излучения

Рассматривается многогрупповое нестацио­
нарное двумерное уравнение переноса излучения 
с учетом взаимодействия излучения со средой в 
следующем виде [1]:
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В записи уравнений приняты следующие обо­
значения: г =  1, . . . , г 1 — номер интерва­
ла по энергетической переменной (группы); 
r ,z  — цилиндрические координаты положения 
частицы (рис. 1); й(р,(р) — единичный вектор 
в направлении полета частиц; р — cos (в), — 1 <
< д < 1, 0 — угол между вектором Q и осью 
симметрии Z  (см. рис. 1); <р — угол между про­
екцией вектора П на плоскость, проходящую че­
рез точку (г, z) перпендикулярно оси Z , и век­
тором, соединяющим точки (0, z) и (г, z), 0 <
< ip < п; £i = £i(r, z, р, (р, Ui,t) — функ­
ция интенсивности излучения (искомая функ­
ция); Qi = Qi (г, z, u>i) — независимый источник; 
Xai = Xai {p,T,Wi) — сечение поглощения; Xsi = 
=  Xsi{p,T,Ui) — сечение рассеяния; xti =  Xai+ 
+X«i — полное сечение; £{р — £iP (T,Ui) — функ­
ция Планка.

Система (1)—(4) дополняется соответствую­
щими начальными и граничными условиями.

Аппроксимация уравнения переноса проводит­
ся по схемам типа DSn-метода [4, 5]. По про­
странственным переменным уравнение переноса 
аппроксимируется с использованием так называ­
емого расширенного шаблона [6]. В ходе счета 
вся система может1 быть разбита на несколько 
математических областей со своими структури-

Рис. 1. Геометрическая постановка задачи двумерно­
го переноса
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рованными неортогональными пространствен­
ными сетками, состоящими из четырехугольни­
ков произвольной формы (пример на рис. 2) [1].

Система разностных уравнений, полученных 
при аппроксимации, разрешается по следующе­
му алгоритму [1]:

1. На каждом временном шаге система группо­
вых кинетических уравнений решается ме­
тодом итераций по правой части. При необ­
ходимости простые итерации совмещаются 
с итерациями по внутренним граничным 
условиям между математическими областя­
ми.

2. При заданной правой части и заданных гра­
ничных условиях система групповых кине­
тических уравнений решается в цикле по 
энергетическим группам.

3. Уравнение переноса с заданной правой ча­
стью аппроксимируется системой разност­
ных уравнений. Эта система решается от­
дельно для каждого интервала угловой пе­
ременной р.

4. При фиксированном р система разност­
ных уравнений разрешается последователь­
но для всех значений угловой переменной <р.

5. Для выбранных значений (р, <р) система раз­
ностных уравнений решается методом бегу­
щего счета, основанным на приведении си­
стемы уравнений к блочно-треугольному ви­
ду [7] путем анализа освещенности сторон 
пространственных ячеек.

Рис. 2. Пример пространственной сетки для решения 
двумерного уравнения переноса

Основные положения метода 
комбинированного распараллеливания
Алгоритм комбинированного распараллелива­

ния представляет собой сочетание мелкоблочно­

го распараллеливания по пространственным пе­
ременным [2], а также распараллеливания по 
энергетическим группам. Вследствие этохю рас­
смотрим особенности каждого из алгоритмов.

Мелкоблочный метод распараллеливания име­
ет следующие характерные черты:

1. Использование принципа пространственной 
декомпозиции исходной системы на по­
добласти (иараобласти). Разбиение на по­
добласти производится регулярным образом 
по строкам и столбцам так, чтобы коли­
чество данных в них было примерно оди­
наковым. При этом на каждом процессо­
ре хранятся лишь данные для конкретной 
подобласти, а не всей задачи.

2. Каждая параобласть для текущего направ­
ления полета частиц разрешается с внутрен­
ними граничными условиями, вычисленны­
ми на текущей итерации, что позволяет со­
хранить точность решения и не дает увели­
чения общего числа итераций.

3. Процессоры, содержащие параобласти, на 
границах которых внутренние граничные 
условия для текущего направления пока не 
определены, не простаивают, а занимают­
ся некоторой полезной вычислительной ра­
ботой, которая при получении граничных 
условий позволяет быстро разрешить дан­
ную подобласть.

4. Для повышения эффективности использу­
ется сочетание распараллеливания по пара­
областям с конвейерной схемой распаралле­
ливания по угловой переменной р.

5. При использовании мелкоблочного рас­
параллеливания межпроцессорные обмены 
происходят достаточно часто (внутри цикла 
по направлениям) и локально (между гео­
метрически соседствующими параобластя­
ми). Размер передаваемых сообщений отно­
сительно мал, поскольку значения выходя­
щего потока на границе параобласти пере­
даются несколькими порциями.

Что касается распараллеливания по группам, 
то этот алгоритм характеризуется следующим 
образом:

1. На каждом процессоре двумерное уравнение 
переноса решается только для части энерге­
тических групп — группобласти, т. е. части 
счетной области (иараобласти), содержащей 
массивы для интервалов по энергетическим 
группам, соответствующим данному процес­
сору.
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2. Уравнение энергии при учете взаимодей­
ствия излучения со средой на каждом про­
цессоре решается для всех групп.

3. При распараллеливании по группам меж­
процессорные обмены происходят сравни­
тельно редко (один раз на итерации). Од­
нако обмены носят глобальный характер по 
схеме каждый с каждым. Передаются до­
статочно большие по размеру массивы ин­
тенсивности излучения (ед)- Для передачи 
сообщений применяются асинхронные про­
цедуры MPI.

Основной сложностью при организации ком­
бинированного распараллеливания является то, 
что оба метода распараллеливания (по груп­
пам и по пространству) существенно различают­
ся как по алгоритму межпроцессорных обменов, 
так и по топологии связей между используемы­
ми процессорами. Вследствие этого оказалось 
необходимым ввести для каждого параллельно­
го метода свою систему нумерации процессоров. 
Отметим, что в библиотеке передачи сообщений 
стандарта MPI имеется возможность наложить 
на одни и те же процессоры различные систе­
мы нумерации. Это выполняется с помощью так 
называемых коммуникаторов, каждый из кото­
рых определяет некоторую совокупность парал­
лельных процессов со своей внутренней нумера­
цией — контекст. Один и тот же процессор в 
рамках различных контекстов может иметь раз­
личный номер (rank).

Таким образом была организована иерархиче­
ская (трехуровневая) система коммуникаторов. 
Один из коммуникаторов включает в свой кон­
текст все процессоры, участвующие в работе 
программ комплекса САТУРН-3. Второй ком­
муникатор (точнее, набор коммуникаторов) объ­
единяет геометрические параобласти для каж­
дой группобласти. И наконец, третий набор ком­
муникаторов объединяет все группобласти для 
каждой параобласти.

Таким образом, каждый процессор получил 
свои идентификационные параметры (номер — 
rank и количество процессоров — size) для 
каждого из алгоритмов распараллеливания: по 
группам или но геометрии. Осуществляя опе­
рации межпроцессорных обменов в рамках то­
го или иного коммуникатора, каждый процес­
сор может работать стандартным образом, ни­
чего "не зная" о другом алгоритме распаралле­
ливания.

Результаты численных исследований 
эффективности

Для оценки эффективности комбинированно­
го метода распараллеливания была проведена 
серия расчетов модельных задач переноса излу­
чения. Для определения коэффициентов уско­
рения и эффективности распараллеливания ис­
пользовался метод дробления задачи [8].

Коэффициент ускорения рассчитывался сле­
дующим образом:

эффективность распараллеливания для п про­
цессоров рассчитывалась как

Еп = -^~ -  100%,гйп
где tn — среднее время счета задачи на одном 
процессоре в режиме запуска на п процессорах; 
t\ — время счета задачи в последовательном ре­
жиме.

Решение системы разностных уравнений на 
временном шаге проводилось с помощью итера­
ций, во всех расчетах навязывалось 10 итераций 
по правой части.

1- я серия тестовых расчетов. В дан­
ной серии в качестве тестовой была выбра­
на следующая модельная задача. Задана од­
на счетная область, представляющая собой по­
лусферу. Число строк -- 80, число столб­
цов — 200. Порядок угловой квадратуры — 12, 
(96 направлений полета частиц). Число энерге­
тических групп — 28. Физические параметры за­
дачи соответствуют известной задаче Флека [9).

На рис. 3 показаны полученные в расчетах 1-й 
серии значения эффективности распараллелива­
ния для разного количества процессоров N . Рас­
четы проводились с различными сочетаниями 
количества параобластей и группобластей. Мар­
керами показаны полученные в расчетах значе­
ния эффективности распараллеливания на соот­
ветствующее количество процессоров.

Сравнение трех кривых показывает, что 
при достаточно большом количестве процес­
соров (175—200) в данной задаче наилучшая 
эффективность достигается при использовании 
распараллеливания на 7 группобластей.

2- я серия тестовых расчетов. Модельная 
двухобластная задача для данной серии расче­
тов была получена из предыдущей однообласт­
ной задачи путем разбиения по строкам на две
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е, %

Рис. 3. Эффективность распараллеливания в 1-й
серии расчетов: —{>----- 1 группобласть; —□-------
4 группобласти; — Л------ 7 группобластей

математические области. В каждой из областей 
получается 40 строк и 200 столбцов. Число энер­
гетических групп и прочие параметры задачи та­
кие же, как в предыдущей задаче.

На рис. 4 показаны полученные во 2-й серии 
расчетов значения эффективности распаралле­
ливания в зависимости от количества процессо­
ров. Расчеты проводились с различными соче­
таниями количества параобластей и группобла­
стей.

В данном случае наилучшая эффективность 
достигается при распараллеливании на 4 групп­
области. Эффективность при использовании 
распараллеливания на 7 группобластей оказыва­
ется несколько ниже. Еще более низкий резуль­
тат демонстрирует «чистое» распараллеливание 
по пространственным переменным.

3-я серия тестовых расчетов. Модельная 
трехобластная задача данной серии расчетов бы­
ла получена из предыдущей двухобластной за­
дачи путем одинакового разбиения по столбцам 
первой счетной области.

В первой и второй областях число строк по­
лучается равным 40, число столбцов — 100. В 
третьей области число строк — 40, число столб­
цов — 200. Остальные параметры совпадают с 
указанными в предыдущих задачах.

На рис. 5 показаны полученные в расчетах 
3-й серии значения эффективности распаралле­
ливания в зависимости от количества процессо­
ров. Расчеты проводились с различным сочета­
нием количества параобластей и группобластей.

В 3-й серии расчетов, как и во 2-й, оптималь­
ным выглядит использование при распараллели­
вании на 4 группобласти. Кривые, соответству­
ющие 1-й и 7-й группобластям, при достаточно

Е. %

Рис. 4. Эффективность распараллеливания во 2-й 
серии расчетов: —<С>— — 1 группобласть; — — 
4 группобласти; — Д------ 7 группобластей

е. %

Рис. 5. Эффективность распараллеливания в 3-й
серии расчетов: —<}— — 1 группобласть; —О-----
4 группобласти; — Д—  — 7 группобластей

большом количестве процессоров лежат ниже.
Следует отметить, что общая эффективность 

в данной и предыдущей сериях расчетов оказы­
вается несколько ниже, поскольку в них задачи 
рассчитывались в многообластной постановке. В 
этом случае возникают дополнительные межпро­
цессорные обмены граничными условиями меж­
ду математическими областями.

Заключение
Комбинированный алгоритм распараллелива­

ния численного решения двумерного многогруп­
пового уравнения переноса продемонстрировал 
достаточно высокую эффективность. Получен­
ные в ходе тестовых расчетов результаты пока­
зывают, что новый метод позволяет, благодаря 
дополнительному распараллеливанию по энерге­
тическим группам, использовать большое коли­
чество процессоров при сохранении приемлемой 
эффективности распараллеливания.
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В рассмотренных задачах применение толь­
ко мелкоблочного алгоритма распараллеливания 
по пространству выглядит весьма эффективным 
при относительно небольшом количестве процес­
соров. Однако при большем числе процессо­
ров эффективность распараллеливания только 
по геометрии оказывается ниже эффективности 
комбинированного метода. Так, на 100 процес­
сорах она составляет ~60%, а на 200 процессо­
рах — всего ~40 %. В то же время за счет ис­
пользования на таком же количестве процессо­
ров комбинированного алгоритма распараллели­
вания оказалось возможным увеличить эффек­
тивность на 15—25 %.

Таким образом, одним из преимуществ ком­
бинированного метода является то, что он дает 
возможность гибкого выбора параметров распа­
раллеливания исходя из физической и геометри­
ческой постановки задачи. За счет оптимально­
го выбора количества параобластей и группобла- 
стей можно добиваться существенного повыше­
ния эффективности распараллеливания в слож­
ных спектральных расчетах на большом числе 
процессоров.

В дальнейшем развитие методики решения 
двумерного уравнения переноса с использовани­
ем комбинированного распараллеливания пред­
полагается проводить по следующим направле­
ниям:

— усовершенствование алгоритма распаралле­
ливания по группам с целью повышения эф­
фективности на большом числе процессоров;

— адаптация к комбинированному алгорит­
му распараллеливания программ ускорения 
сходимости итерационного процесса;

— обобщение комбинированного алгоритма 
распараллеливания на пространственно­
трехмерный случай в сочетании с конвей­
ерной схемой [3).
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