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Приводится описание четырех моделей расчета смешанных ячеек в методике Д, кото­
рые могут быть использованы при численном решении нестационарных задач газовой 
динамики в переменных Лагранжа. Описан метод выделения границы раздела веществ 
в смешанных ячейках. Приводятся результаты сравнительных расчетов по различным 
моделям.

В. И. Делов

Введение

Известно, что при расчетах сложных задач газодинамики в лагранжевых координатах в процессе 
численного решения может возникать потребность в перестройке сетки и пересчете величин на 
новую сетку из-за невозможности продолжения счета. В процессе пересчета величин по методике Д 
[1, 2] в области, содержащей несколько веществ, не всегда удавалось достаточно точно сохранить 
баланс массы веществ, так как в новую ячейку, содержащую несколько веществ, заносилось то 
вещество, которого больше по объемной концентрации.

Для того чтобы избежать дисбаланса массы при пересчете величин, в методике Д  реализован 
метод, позволяющий заносить в ячейку несколько веществ [3], после чего дальнейший счет задачи 
ведется с использованием смешанных ячеек.

В настоящее время существует достаточно много подходов для расчета газодинамических величин 
в смешанных ячейках. Отметим здесь лишь некоторые из них. Наиболее ранними отечественными 
работами, посвященными данной тематике, являются работы [4—6]. Для определения плотностей 
компонентов смеси и их давлений в методиках, основанных на методе концентраций, ранее обычно 
использовалось предположение о равенстве давлений компонентов смеси и аддитивности объемов. 
При реализации такого способа расчета давления требуется проведение дополнительной работы, 
связанной с разрешением получающейся при этом системы уравнений для сложных уравнений со­
стояния веществ. Впоследствии метод концентраций нашел широкое применение и развитие во 
многих работах, например [7—13].

Из зарубежных работ, содержащих описание модификаций метода концентраций, отметим работы 
[14—16]. В этих работах используется неподвижная эйлерова прямоугольная сетка, расчет потоков 
производится с использованием расщепления по направлениям.

Существенное зчфогцение при расчете параметров смешанной ячейки можно получить, исполь­
зуя предположение об одинаковой сжимаемости компонентов смеси [12]. Интересный метод замы­
кания термодинамических соотношений для смешанных ячеек, основанный на предположении об 
одинаковом приращении давления компонентов смеси, изложен в работе [17]. Помимо указанных 
замыкающих соотношений, в расчетах по методике Д может быть использовано предположение об 
одинаковости приращений удельных объемов.

К сожалению, эти три модели не гарантируют выравнивания давления в смешанных ячейках 
после прохождения ударных волн (УВ). Поэтому в данной работе описана новая модель, в которой 
этот недостаток устраняется. Отметим, что в [18] описана проведенная работа для устранения этого 
недостатка в модели [17].
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Основной целью настоящей работы является сравнение основных моделей расчета лагранжевых 
смешанных ячеек, реализованных в настоящее время в методике Д.

Пусть в некоторой трехмерной области, ограниченной замкнутой поверхностью, содержится не­
сколько газов с явно выделенной границей между ними. Требуется рассчитать нестационарное 
движение неоднородного сжимаемого газа с сохранением лагранжевости поверхностей раздела раз­
личных веществ.

Будем решать систему уравнений разностным методом. Выберем в рассчитываемой области трех­
мерную регулярную лагранжеву сетку. В общем случае будем предполагать, что расчетная ячейка 
содержит несколько веществ с явно выделенной границей между ними. В дальнейшем будем назы­
вать такие ячейки смешанными.

В методике Д  для задания границы раздела веществ в смешанной ячейке и информации о ком­
понентах смеси разработан метод, основанный на разбиении смешанной ячейки на более мелкие 
непересекающиеся ячейки. В каждой мелкой ячейке может быть задано только одно вещество [3]. 
На рис. 1 изображены двумерная и трехмерная смешанные ячейки, в каждой из которых заданы 
три вещества.

Границы между веществами в смешанной ячейке проходят по ребрам (граням) мелких ячеек. Та­
кую сетку, построенную внутри смешанной ячейки, будем далее называть встроенной. Встроенная 
сетка строится в ячейке линейной интерполяции по значениям координат в вершинах смешанной 
ячейки, ее размеры по всем направлениям задаются в начале счета.

Смешанные ячейки в комплексе Д  могут образовываться в следующих случаях:
— на стадии расчета начальных данных, когда границы физических подобластей не совпадают с 

линиями сеток;
— при работе программ локального автоматического исправления лагранжевой сетки;
— при работе программ разового глобального пересчета величин со старой сетки на новую.

В любом их этих случаев при образовании смешанной ячейки в каждую мелкую ячейку встроен­
ной сетки заносится соответствующее вещество. Для этого проверяется попадание геометрических 
центров ячеек встроенной сетки в ячейки старой сетки.

Средние величины р ,р ,Е  отнесем к полуцелым точкам по пространству (к центрам ячеек) и к 
целым точкам по времени, считая их постоянными внутри счетных ячеек. Для вычисления сред­
ней плотности и средней внутренней энергии смешанной ячейки будем использовать общепринятые 
формулы:

Обобщение расчетны х ф орм ул методики Д  на случай смеш анны х ячеек

к к

Вещество 3 Вещество 2

a б

Рис. 1. Смешанная ячейка, содержащая три вещества: a — двумерная; б — трехмерная
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где pk, Ек, Vk, Мк, — соответственно плотность, внутренняя энергия единицы массы, объем и масса 
к-го компонента вещества в смешанной ячейке; V  и М  — объем и масса смешанной ячейки, причем

У = М  = pV = Y / Mk = Y , ^ Vb-
к к к

Среднее давление смешанной ячейки определяется по формуле

р  = ^ 2 р кФк, (1)
к

где Рк — полное давление к-го вещества, которое находится с привлечением уравнения состояния 
и искусственной вязкости е^, вводимой для размазывания и сквозного счета ударных волн: Рк = 
=  fk {рк) Ек) +  6к-

Искусственная вязкость £* при сжатии к-го вещества смешанной ячейки вычисляется по формуле
.2  { д Р к \ 2 1 , д р к ,  , „£к = сКъп — -----1- слинсзв.£-— /г, где h — характерный размер ячейки; сзв.̂  — скорость звука

V ^  /  Pk dt
к-го вещества; скв =  2 и слин =  0,25 -г 0,5 — коэффициенты искусственной вязкости.

Весовые функции фк определяются выбором модели для вычисления плотности к-го вещества. 
Выражения для функций фк будут приведены ниже.

В качестве наводящего соображения для расчета плотности к-го компонента на момент времени
t n + l и выбора функций фк в формуле (1) для вычисления среднего давления в смешанной ячейке 
рассмотрим исходную систему уравнений для неоднородной среды в одномерном плоском случае. 
Выпишем эти уравнения для к-го компонента (к — 1,2) смешанной ячейки (г — 1,г) (рис. 2):

d{l/Pk) _  du 
dt d m ’

(2)

Pk =  fk {Рк)Еф) +  £k- (3)

Ячейке, содержащей точку А, присвоим индекс 0. Обозначим через Моь Vo* соответственно массу 
и объем вещества к, содержащегося в ячейке с индексом 0. При этом Vbfc =  ZiofcAS, где величина 
А 5  =  1 имеет размерность площади, hok — линейный размер вещества к. Тогда Мо — М^к,

к

Vo =  Vo к являются соответственно массой и объемом ячейки с индексом 0.
к

Уравнение движения расписывается в разностях, как принято в схеме крест.

ц п+1/2 _  цП-1/2 т п + 1 /2  +  т п - 1 /2

Mq + Mi+i/2

где Р0П — среднее полное давление в ячейке с индексом 0, которое будет определено ниже. Объем 
ячейки У0П+1 и средняя плотность Pq+1 определяются для схемы крест по формулам

Vo"+1 = + U.п+1/2 ггп —1/2 
u i- 1 ) А5; Ро+1

М р

V0n+1'

k = 1 к = 1 к = 2 к  =  2
• ---------------------------- •-------------- 1-------------•------------------------------ «-------------S5—

i - 2 i  - 1 A i i + 1

Рис. 2. Расчетная сетка в одномерном случае. Точка А  — граница раздела веществ
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Из этих формул легко получить следующее выражение для определения Pg+1:

1 1
nn+1Р О

rn+l/2 __tи?+1/2 - -  и ^ 1/2

Ро М0 AS. (4)

Уравнение неразрывности (1), например, для вещества 2 из ячейки с индексом 0 в разностях 
запишем следующим образом:

1 1

Р021
_  _±_ _  Tn+i/2 _ i

/*2 jjn+l/2

Р02 Mq 2
AS. (5)

В зависимости от способа определения скорости в точке А можно получить ту или иную модель 
для вычисления плотностей компонентов смешанной ячейки.

М одель 1. Предположив, например, что скорость U линейна по массе в интервале (г — 1, г), т. е.

U
п+1/2 =  и £ 1,2м 02 + и ”+1/2м 01 

м 0
получим

или

1 1 rrn+V2 _ jj-n+1/21_____ п+1/2 _»_____ U i - 1
п+1 „пР02 Р02 М0

AS, (6)

V02+1 =  У0П2 +  «02 ( y f +1/2 -  У”_+!1/2)  ТП+1/2Д5) 

где с*02 =  Мог/Мо — массовая концентрация вещества 2. Аналогично показывается, что

У0"+х =  VS + <*01 ( у ”+1/2 -  С/”_+а1/2) r n+l72AS; —  -  тп+1/2 Hi 
Poiр?1+1

jyn+1/2 /2

Mn
AS. (7)

Таким образом, при предположении линейности скорости по массе на интервале (г—1, г) изменение 
объема k-то вещества пропорционально с коэффициентом изменению всего объема смешанной 
ячейки Vq +1 = Vq +  r n+1/2 ([ /"+1/2 -  AS.

Уравнения (4), (5), (7) можно записать в виде

(8)
1

1

Н-»

г—ЧI 1
Qn + 1
Рок

I

И

п+1
Ро Ро

Отсюда для плотности 1 получается формула, которая может быть использована и в многомер­
ном случае:

РркРрРо + 1
(9)

РоРо+1 +  Pofc (ро -  Ро+1) ’
Отметим, что эта формула справедлива и при к > 2, т. е. когда в ячейке содержится более двух 
веществ.

Уравнение (8) выражает равенство приращений удельных объемов компонентов смешанной ячей­
ки.

При практической реализации для вычисления р ^ 1, кроме массива массовых концентраций а, 
необходимо иметь массив плотностей компонентов смеси.

Удельную внутреннюю энергию ячейки на единицу массы определяем естественным образом:

Во = —  ^  М0кЕ0к = ^  аокЕ ок, (10)
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где Еок — удельная энергия к-го компонента смеси.
Уравнения (2) и (3) аппроксимируются, как в схеме крест:

р п + 1  _ р п  р
Ь 0к ~  *0к ~ 1 Ок

п+1/2 1 1
п+1 „п

Рок р0к/
p n  I р  п- , п+1/2 _  PQk + -M)fen+1

П " Т ‘ /^  _  ■ UR • -  Uft о  П + 1 _  t ( P  n +1 в ч г + 1\  , „пЧ
~  ^ > r 0k — Jb \ r 0к > -̂ Ofc / +  e0fc

n + 1

(11)

(12)

и решаются итерациями до сходимости с заданной точностью. В случае, когда функция }к является 
линейной от внутренней энергии, система уравнений (11), (12) решается точно без итераций. Для 
двумерного случая будем использовать эту же систему.

Выражения для функций -фк в формуле (1) найдем из условия (10). Из уравнения (11) с учетом 
уравнения (8) следует

Е  MokK k+1 =  Е  м ^ К к  -  Е  р 0? 1/гмок
к к к

Отсюда, используя уравнение (10), получаем

п+1 „п
Ро Р о

рл+1 _  р п  \  '  рП+1/2
ь о ~  ь о ~ Z.S м>*

Из вида этой формулы для сохранения хороших консервативных свойств схемы крест для смешан­
ных ячеек естественно определить среднее полное давление как

Ро = Е  р о*ао*. (13)

Таким образом, равенство приращений удельных объемов приводит к следующему определению 
функций грк: фк = а к.

М одель 2. При предположении линейности скорости U на интервале (г — 1, г) по эйлеровой коор-
т гП+1/2т гП+1/2 г Гп + 1 /2 т гП+1/2

Тп+ 1/2 __ U i- l VQ2 +  U i V0lдинате (объему), UА
V,п+\/2

0
, для средней энергии получается уравне-

.п+1/2 _ т гП+1/2 / -г гП+1/2ние типа (13), только вместо коэффициента а$к появляется коэффициент = V^k 1/2 j V q

(объемная концентрация к-то вещества). Плотности компонентов смеси при этом должны вычис­
ляться по формуле

n+i
„П+1 _  п Ро__
Рок ~  Рок п ' 

Ро
(14)

которая выводится аналогично тому, как была получена формула (9), и выражает равносжимае- 
мость веществ смешанной ячейки.

Таким образом, равносжимаемость приводит к следующему определению функций фк: грк — /Зк. 
Формула (14) также может быть использована без изменений и в многомерном случае при к > 2.

Отметим, что счет по формулам (9), (14) для веществ с существенно отличающимися начальными 
плотностями может приводить к большим отклонениям параметров компонентов смеси (плотности 
и энергии) от их точных значений. Поэтому был продолжен дальнейший поиск способа определения

Г гП+1/2скорости границы раздела веществ и А в смешанной ячейке.
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М одель 3. Приведем формулы для расчета параметров смешанной ячейки по скорости U^+1̂ 2, 
определенной из решения следующей задачи о распаде произвольного разрыва в акустическом при­
ближении:

Р  = Pq[, U = U"*i ^2 при т < т А\

Р — Р02 , U = U™+1̂ 2 при т  > т А.

Система уравнений для величин, аналогичных инвариантам Римана вдоль опережающих и запаз­
дывающих характеристик, имеет вид

Uп+1/2 +

и п+1/2

р  п + 1 /2

f f e j "
D П+1/2

= £ Й 1/2 +

_  jyn+1/2

Pol .
«  ’

Pi.\
(Рс) 02 * (Рс)о2

Решением данной системы является следующее выражение для скорости U^+1̂ 2:

..„+1,2 = (Pc)g, +  Ц?*'1* (p c ft +  P<g

A (PC)01 +  (Pc)o2
После подстановки полученного выражения в уравнение неразрывности (5) получим

Ро2+1 Р(>2

гп+1/2 (рс)По01

или

Von2+1 =  VS +  r n+1/202

(р°) 01 +  (Рс) 02 

___ (Pc)oi

_  ( ^ +1/2 _  и?**12)  +
ЛА ' '

рп рп М)1 '*02
(pc)oi + (Рс) 02

р пMD1 р п
-4)2__ 7 гтП+1/2 _  тгП + 1 /2 \

)  + (рс)п01 +  (рс)п02\

А5,

А 5.

(15)

.(Pc)oi +  (Рс)о2
Таким образом, в отличие от формул (9), (14) в рассматриваемой модели изменение объема веще­

ства смешанной ячейки определяется не только изменением всего объема ячейки, но и давлениями 
входящих в нее веществ. В работе [18] рассматривается более сложная модель, в которую заложены 
эти два механизма на основе физических соображений.

Аналогично, для вещества 1 показывается, что

P?i+1 Poi

ги+1/2

Moi
(р с) о:02

V£+1 =  VS +  r n+1/201

(pc)oi +  (Рс)о2 

(Pc)q2

_  ( [ /f+1/2 _  ц £ i1/2) +
АО ' '

p n  р п  М>1 “  '*02
(рс)01 4" (р с)о2

(Pc)oi +  (Рс)о2
_  _  0^+1/Л +
АО N /

/01
рп рп 
М П  •г 02

(pc)oi 4* (Рс)о2.

А5;

AS.

(16)

Уравнения (15), (16) запишем теперь в виде, который будет использоваться для вычисления плот­
ности к-го вещества на момент времени /п+1 в многомерном случае, когда смешанная ячейка содер­
жит более двух веществ:

1 =  1 I .Д  (  1 Ц  | ШтП+1/2 (рп рП) 1
ffc+1 pS* 0* U +1 PoJ w r  № 0п « ЕPo*+1

(17)

с Д   ^0k  pn   \  '  pn
0k rv„, ’ 0n °k’k=1

(рс)ол ^
Фок =

&0k

1
К  -  1

1 -

E  (pc)S*=1 0k

(Pc)on — ^ 2 (Pc)ok >
Jt=l

(18)
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где К  — число веществ в смешанной ячейке; Ец — характерный размер ячейки с индексом 0; си — 
коэффициент, вводимый для улучшения условий устойчивости разностной схемы.

Выбор третьего слагаемого в правой части уравнения (17) проводился с учетом условия сохра­
нения сферического теста. Выбор значений ф^к осуществлялся с учетом условия аддитивности 
объемов веществ. Изменение объема к-го вещества, как видно из уравнения (17), можно записать 
как

К ? 1 -  K k  =  Ф ы  (Von+1 -  V0n) + ̂ " +1/2 ( Р * к -  Р 0" )  1М Оп
К

Отсюда следует, что должно выполняться равенство )Г) ф^к =  1. Нетрудно видеть, что в одномерном
a= i

случае при ш =  1 и К  =  2 уравнение (18) включает в себя уравнения (15), (16).
Покажем теперь, что величину ф^к, определяемую выражением (18), можно брать в качестве 

функции -фь для определения среднего давления. Уравнение (11) с учетом уравнения (17) принимает 
вид

С’«+ 1  _ I 1 1 ^Ь0к ~ Ь0к ~ О)* ’0А [ ~п+Т ~ фд ~
\Ро Роу

штР0к+1/2 (РоПк ~ Pol) 1
М к К

(19)
On

£  = •£  М 0кЕ$,-  Y , МоЛ Р 0” 1/2( 4 т  -  ф )  -  Е  W  (Pol -  О  Р<
А к к \Р0 PoJ 0̂ \РС)оп к

Следовательно, средняя энергия смешанной ячейки будет определяться выражением

п+1/2 
О к

Pon+1= -в." -  Е  Р о Г 1/2л  ( 4 т  -  Р)
к \Ро Ро /

шт 1 V '  рП+1/2\ П /  1 П),
M ? ( p c ) t e ^  0fc

(РоПк-Роп)

Отсюда видно, что для максимального совпадения формы полученного уравнения с формой, ис­
пользуемой в схеме крест, необходимо положить Ро =  /Е РокФок и прибавить в правую часть урав­

нения (19) поправку Д-Едь например в виде

U T  V’ofcДЯ,0А
аокРо^о (рс)оп

А_ \  ' р п+1/2 / р п  _ р п \
n Z—j^Ok VM)A •* On/•

Выбор поправки Д7?оа из-за неоднозначности осуществлялся в процессе проведения методических 
расчетов.

М о д е л ь  4 . В качестве модели 4 для расчета параметров в смешанной ячейке в комплексе Д 
реализована модель, основанная на равенстве приращения давлений [17]. Расчет плотности по этой 
модели ведется по формуле

1 1 / 1  i . V1 >0А>
Рок1 Рок P o + l P o J

где ей
Ро

( Л ) 2 ( ^ ) 2Е т ^Г Г 2
j Рог Vco J

В смешанную ячейку1 заносится усредненное давление, вычисляемое по следующей формуле:

Ро =  У ] РокРок^Ок,

где £0а =
POAcgfc Poi

POi Ppi
Функция Фа д л я  э т о й  модели определяется выражением фь =  /З^Д..
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Результаты  тестовы х расчетов

Задача  о распаде разры ва. Задача состоит в расчете движения, возникающего в результате 
распада разрыва в начальный момент времени на границе двух слоев однородных покоящихся газов 
с различными уравнениями состояния и разлета в вакуум одного из слоев.

Постановка задачи взята из работы [19]. В области 1 (—8 < х < 0) находится идеальный газ с 
плотностью poi =  2,5, внутренней энергией Eoi =  6, с уравнением состояния Р  = (7  — 1 )рЕ, 7  =  3. 
В области 2 (0 < х < 3) содержится газ с параметрами рог =  12, Eq2 =  0 и  уравнением состояния

р<?
в форме Ми—Грюнайзена: Р  =  Рх (р) + Г (Е  — Ех) р, Рх =  —

п
с =  2, п =  3, Г — 0,5.

На границах х = — 8 и х =  3 задается нулевое граничное давление.
Расчет проводился до времени t — 0,5. На этот момент времени в окрестности границы раздела 

веществ задача имеет следующее точное решение: р\ =  2,227; Е \ =  4,76168; pi = Р2 — 21,2085; 
р2 = 15,85; Е2 = 0,2153; u \ —u2 = 0,655.

Рассчитываемая область бралась в виде прямоугольника с размерами 11 х 1. По оси Оу сетка 
равномерно разбивалась на 4 счетных интервала, по оси Ох  участок — 8 < х < 0 разбивался рав­
номерно на 80 интервалов, а 0 < х  < 3 — на 60. Были проведены расчеты по комплексу Д без 
использования смешанных ячеек и расчеты с использованием смешанных ячеек по моделям 1—4. 
Массовая концентрация легкого и тяжелого веществ в смешанных ячейках составляла 1/3 и 2/3 
соответственно в расчетах по всем моделям.

На рис. 3 приводятся профили плотности в зависимости от координаты х, полученные в расчете, 
а также их точные значения на момент времени t =  0,5.

Смешанная ячейка при t — 0,5 расположена на х «  0,3. Из графика трудно увидеть точные зна­
чения плотностей в окрестности смешанной ячейки и в самой смешанной ячейке, поэтому приведем 
значения плотностей отдельно в табл. 1. Смешанная ячейка имеет номер 83 и графы в табл. 1 с 
плотностями ее компонентов выделены жирным шрифтом.

Из табл. 1 видно, что в расчете по модели 3 плотности компонентов в смешанной ячейке суще­
ственно ближе к их точным значениям и к результатам расчетов по методике Д без смешанных 
ячеек, чем результаты расчетов по моделям 1, 2, 4.

Значения среднего давления и скорости в окрестности расположения смешанной ячейки очень 
близки к их точным значениям в расчетах по всем моделям. Отличие от точного решения по этим 
параметрам не превышает 0,05%.

- 1  
Ро

Ех / л  W # , где

Р

Рис. 3. Профили плотности: ----х------- эксперимент;--------расчет по моделям 1—4, методика Д
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Дисбаланс полной энергии в расчетах по всем моделям приведен в табл. 2.

Плотности веществ в ячейках
Таблица 1

Номер
веще­
ства

Номер
ячейки

Плотность в ячейке
Модель 1 Модель 2 Модель 3 Модель 4 Мето­

дика Д
Точное

решение
80 2,22639 2,22651 2,22687 2,22638 2,2266 2,227

1 81 2,21885 2,21886 2,21958 2,21873 2,226 2,2271 82 2,21913 2,21926 2,21959 2,21907 2,2265 2,227
83 2,60602 2,85439 2,02337 2,79124 2,2264 2,227

15,55628 13,90229 15,78098 14,61425 15,7250 15,85
О 84 15,82464 15,83024 15,82708 15,82726 15,7950 15,85

85 15,83516 15,83746 15,84014 15,83574 15,8201 15,85
86 15,83961 15,84079 15,84638 15,83954 15,8310 15,85

Таблица 2 
Дисбаланс полной 
энергии

Модель
расчета

Дисбаланс 
полной 

энергии,%
1 0,21
2 0,22
3 0,19
4 0,22
Д 0,15

Зад ач а  о точечном  взры ве. Рассматривается задача о сферически-симметричном движении 
газа, возникающем в результате взрыва в однородном веществе без противодавления [20].

Постановка задачи взята из [19]. В шаре радиусом R\ =  0,1 задана начальная внутренняя энергия 
единицы массы Е\ =  107; в сферическом слое 0,1 < i?2 < 20 Ei — 0. На внешней поверхности сферы 
i?2 =  20 задается равной нулю нормальная к ней составляющая скорости. При такой постановке 
закон движения фронта УВ R(t) описывается следующим соотношением:

R(t)  =  а
1/5

где Ев — - kR \pqE\ =  4,189 • 104 — энергия взрыва; а  — константа, которая для случая 7 =  1,4
равна 1,032.

Расчет проводился в области 0° < <р < 90°, 0° < в < 90°. Расчетная сетка разбивалась равномерно 
по углам и 9 на 10 интервалов, в области 0 < г < 0,1 по радиусу бралось 4 счетных интервала, в 
области 0,1 < г <  20 — 90 интервалов. Расчет проводился до t — 3,5 по комплексу Д  без смешанных 
ячеек и по моделям 1—4 со смешанными ячейками на границе раздела веществ. В расчетах по моде­
лям 1—4 объемная концентрация холодного и разогретого веществ в смешанных ячейках задавалась 
равной 5/9 и 4/9 соответственно.

В табл. 3 приведены точное и расчетное положения фронта УВ, а также дисбаланс полной энергии 
на момент времени t — 3,5. Из таблицы видно хорошее согласие результатов счета по моделям 1—3 с 
точными значениями положения фронта У В, погрешность значения фронта У В в расчетах по этим 
моделям не превышает 1 %. Дисбаланс полной энергии в расчетах по моделям 1—3 не превышает

Интегральные величины в задаче о точечном взрыве
Таблица 3

Модель расчета Радиус Дисбаланс полной энергии, % Дпах/Ршт в смешанной ячейке
1 14,45 1,2 30
2 14,40 1,2 310
3 14,40 1,27 1,001
4 13,51 2,4 4 800 000
Д 14,50 0,65 —

Теория 14,32 - -
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~  1,5%. Однако в расчетах по моделям 1, 2 в смешанной ячейке не происходит выравнивания 
давления компонентов. Расчет по модели 4 дает наибольшую погрешность положения фронта УВ и 
наихудшее выравнивание давления компонентов в смешанной ячейке при дисбалансе полной энергии 
~  2,4 %. Отметим, что в работе [18] описан способ устранения этого недостатка модели 4.

На рис. 4 изображены в виде растровых картин поля плотности на момент времени t — 3,5. 
Сферическая симметрия полностью сохранилась к концу расчетов по всем моделям.

Рис. 4. Поле плотности: a — расчет без смешанных ячеек; б — расчет по модели 3

П адение УВ на заполненную  тяж елы м  газом прямоугольную  область. Постановка за­
дачи взята из [21, 22]. Начальная геометрия задачи схематично показана на рис. 5. Размеры всей 
области — длина L =  49, высота Н — 12; размеры области 2 — длина а = 9, высота Ь — 6. На правой 
границе области поддерживается постоянное давление Р ■= 2,26. В воздухе (вещество 1) давление 
Р\ — 1, плотность р\ =  0,001205. Во фреоне (ве­
щество 2) Р2 — 1, плотность р2 — 0,00513.

Уравнение состояния веществ соответствует 
идеальному газу с 71 = 1,4 для воздуха и 72 =
= 1,139 для фреона.

Расчеты по моделям 1—4 были проведены на 
сетке 100x 200 ячеек до момента времени t — 125.

На рис. 6 приведено расположение веществ, 
полученное в эксперименте и в расчетах по моде­
лям 3, 4 на моменты времени t =  105 и t — 125.

Как видно из рисунков, во всех расчетах про­
исходящий процесс описывается достаточно точ­
но. УВ, пришедшая на границу раздела сред, в ^ис- 5- Постановка тестовой задачи 
тяжелом газе движется медленнее, чем в легком.

Возникающее вследствие этого обтекание тяжелого угла воздухом приводит к закручиванию этого 
угла и образованию вихря, на дальнейшее развитие которого оказывают влияние отраженные волны.

Следует отметить, что расчет по методике Д без смешанных ячеек с использованием программы 
автоматического исправления сетки в однородном веществе удается провести только до времени 
t = 114. При расчетах по моделям 1—4 с применением программы автоматического исправления
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Рис. 6. Расположение веществ на моменты времени t = 105 (слева) и t — 125 (справа): a — эксперимент; 
б — расчет по модели 3; е — расчет по модели 4

сетки на границах раздела веществ задача была досчитана без ручного вмешательства до момента 
времени t =  125, и при этом возможно дальнейшее продолжение счета.

На рис. 7 приведено сравнение экспериментальных и расчетных зависимостей от времени коор­
динат точек А и В , лежащих на жестких стенках, и верхней точки вихря С  (эти точки показаны 
на рис. 6). Так как результаты, полученные по всем моделям и методике Д  без смешанных ячеек, 
практически совпадают, то на графиках приведены только результаты, полученные по модели 3, и 
экспериментальные данные.

Возможным объяснением факта совпадения результатов, полученных по всем моделям, является 
использование газов с одинаковым уравнением состояния и отсутствие достаточно больших перепа­
дов энергии и давления в начальный момент времени в смешанных ячейках.
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х

a

Рис. 7. Сравнение расчетных данных с экспериментом: а — абсцисса точки А; б — ордината точки В, в — 
максимальная ордината вещества 2 ;------- расчет по модели 3; -♦----- эксперимент

Заключение

В работе проведено обобщение расчетных формул методики Д  на случай, когда в математиче­
ских областях присутствуют смешанные ячейки. Приведено описание основных моделей расчета 
термодинамических параметров в лагранжевых смешанных ячейках, реализованных в методике Д. 
Описан способ выделения границы раздела веществ в смешанных ячейках. В целом по резуль­
татам проведенных расчетов можно сделать вывод о предпочтительности модели, построенной на 
основе решения задачи о распаде разрыва в акустическом приближении. Для веществ с близкими 
свойствами результаты расчетов по рассмотренным моделям практически совпадают.
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