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ПРИМЕНЕНИЕ М ЕТОДА PPM  
В РАСЧЕТАХ ПО М ЕТОДИКАМ  ЭГАК И Т РЭК

Ю. В. Янилкин, В. Ю. Колобянин, И. Н. Чистякова, М. Ю. Егужова
(РФЯЦ-ВНИИЭФ)

Приводятся результаты расчетов по методикам ЭГАК и ТРЭК с применением раз­
личных методов аппроксимации конвективных членов уравнений (донорный метод, ме­
тод PPM и метод концентраций). Все расчеты проводились в эйлеровой постановке. 
Дается сравнение и анализ результатов, полученных в расчетах, которые показали, что 
по точности метод РРМ имеет несомненные преимущества перед донорным методом, а 
в некоторых случаях и перед методом концентраций. Предлагается алгоритм объеди­
нения метода РРМ и метода концентраций, сохраняющий их лучшие свойства.

Введение

Использование эйлеровых и произвольно- 
лагранжево-эйлеровых методов для ударно­
волновых течений многокомпонентной сплошной 
среды приобретает все больший вес из-за прису­
щих им по сравнению с лагранжевыми метода­
ми преимуществ, среди которых наиболее важ­
ными являются их безавостность, более простая 
подготовка начальных данных, меньшая трудо­
емкость проведения расчетов и меньшая зависи­
мость результатов от квалификации исполните­
ля расчетов.

Однако эйлеровы методы при всей их при­
влекательности требуют решения ряда сложных 
проблем, одной из которых является относи­
тельно меньшая (по сравнению с лагранжевыми 
методами) точность, обусловленная необходимо­
стью решения уравнения адвекции и появляю­
щейся в связи с этим схемной вязкостью.

От решения указанной проблемы зависит эф­
фективность и точность эйлеровых методов. Ни­
же описываются алгоритмы, применяемые авто­
рами для повышения точности методик ЭГАК 
(2D) и ТРЭК (3D).

Особенности реализации метода РРМ  
совместно с донорным методом  

и методом концентраций

При численном решении системы газодина­
мических уравнений в методиках ЭГАК [1] и

ТРЭК [2] используется метод расщепления на 
два этапа.

На первом (лагранжевом) этапе решаются 
уравнения газодинамики в лагранжевых пере­
менных, т. е. без конвективных членов уравне­
ний. Аппроксимация этих уравнений произво­
дится с первым порядком по времени и со вто­
рым — по пространственным переменным.

На втором (эйлеровом) этапе решаются урав­
нения, содержащие только конвективные члены. 
Аппроксимация уравнений производится с пер­
вым порядком как по времени, так и по про­
странственным переменным.

Общая точность программы, решающей урав­
нения газодинамики, зависит от точности реше­
ния уравнений на каждом этапе вычислений. В 
большинстве случаев точность и эффективность 
методики вполне достаточны, однако при мо­
делировании некоторых задач для достижения 
необходимой точности решения требуется непри­
емлемо большое количество счетных ячеек. По­
этому проблема повышения точности расчетов 
довольно актуальна, и решена она может быть 
прежде всего повышением точности аппрокси­
мации системы на втором этапе вычислений, по­
скольку она меньше, чем на первом этапе.

М етод концентраций. Одним из наибо­
лее успешно применяемых методов, позволяю­
щих повысить точность решения уравнения ад­
векции для многокомпонентного случая, являет­
ся метод концентраций (СМ), предложенный в
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работе [3]. Этот метод лежит в основе методик 
ЭГАК и ТРЭК, и именно в методике ЭГАК был 
разработан его первый вариант.

В методе концентраций для выделения разных 
компонентов используются их индивидуальные 
параметры термодинамического состояния, ко­
личество которых увеличивалось по мере разви­
тия метода [4]. В случае газодинамики их пол­
ный набор включает плотности (или массовые 
концентрации — доли, отсюда и название ме­
тода), энергии и объемные концентрации. При 
этом уравнения неразрывности и энергии запи­
сываются для каждого компонента в отдельно­
сти. Суть метода концентраций заключается в 
том, что в нем для расчета потоков из смешан­
ных ячеек используется специальный алгоритм, 
основанный на локальном восстановлении поло­
жения контактных границ по полю концентра­
ций. Метод позволяет локализовать положение 
границ с точностью до одной счетной ячейки.

Не будем касаться всех алгоритмов этого ме­
тода (они подробно изложены, например, в об­
зорной работе [5]), а остановимся лишь на неко­
торых проблемах, которые возникают при его 
использовании совместно с донорным методом 
(DM) и методом PPM [6]. Отметим также, что 
конкретные алгоритмы метода СМ могут отли­
чаться друг от друга в разных методиках, ниже 
речь идет лишь об алгоритме, реализованном в 
методиках ЭГАК и ТРЭК.

Формулу для определения потоков объемов 
компонентов через сторону (грань) ячейки мож­
но записать в следующем общем виде:

A Vi = AVFa v .

Здесь AV — суммарный поток объема через те­
кущую сторону; /Зду — некоторое определяемое 
значение объемной концентрации для г-го ком­
понента. Для вычисления (3lAV могут использо­
ваться два метода — СМ и РРМ, в зависимости 
от ситуации. В случае, когда в донорной ячейке 
по полю концентраций удается восстановить по­
ложение контактной границы, используется ме­
тод СМ, в противном случае используется метод 
РРМ. Фактически метод РРМ используется для 
вычисления потоков из смешанной ячейки в сме­
шанную или из смешанной в чистую при нали­
чии в данной ячейке тонкого слоя другого веще­
ства.

После определения потоков объемов компо­
нентов потоки массы определяются по аналогич­
ной формуле:

ДМ( =  AViPi, (1)

где р* — значение плотности в потоке, определя­
емое либо методом DM, либо методом РРМ.

Для вычисления потоков энергии и других ве­
личин, определенных на единицу массы компо­
нента, используется аналогичный подход, только 
в формуле (1) вместо A Vi присутствует ДМг, а 
вместо р* — соответствующая величина.

Донорный метод. Используется предполо­
жение о том, что распределение величины в 
ячейке — кусочно-постоянное. Таким образом, 
при расчете потоков через стороны ячейки ис­
пользуется среднее значение величины в ячей­
ке. Метод прост в реализации, является моно­
тонным и не требует больших ресурсов вычис­
лительной машины. Однако он имеет первый 
порядок точности, что приводит к неизбежному 
сглаживанию профилей газодинамических вели­
чин.

М етод РРМ . Используется предположение 
о том, что величина в ячейке распределена по 
некоторому параболическому закону. Таким 
образом, при расчете потоков через стороны 
(грани) ячейки используются значения величин 
вблизи границ ячеек, а не средние величины, как 
в донорном методе.

Детали реализации метода РРМ в методике 
ЭГАК приводятся в работе [7]. Здесь же рас­
смотрим некоторые особенности использования 
метода РРМ, в первую очередь возникающие в 
связи с распараллеливанием и касающиеся ме­
тодики ТРЭК.

Дело в том, что реализация метода при вы­
числении потока через любую сторону требует 
информации о состоянии в пяти ячейках. Суще­
ствует несколько ситуаций, когда информация о 
необходимых ячейках недоступна. Связаны они 
прежде всего с нахождением потоков вблизи гра­
ницы счетной области или через сторону ячейки, 
лежащую на границе между областями, рассчи­
тываемыми разными процессорами. Ситуации 
эти следующие:

1. Часть необходимых ячеек лежит за грани­
цей области (ЭГАК и ТРЭК). На рис. 1 за гра­
ницей счетной области находится ячейка к + 2, и 
информация о ней отсутствует. В таком случае 
состояние ячейки к + 2 копируется из (к + 1)-й 
ячейки.
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Рис. 1. фрагмент счетной сетки для вычисления по- Рис 4 Начальная геометрия задачи 
токов в случае 1

2. Часть необходимых ячеек лежит за гра­
ницей области, рассчитываемой текущим про­
цессором (ТРЭК). В случае, представленном на 
рис. 2, ячейки к  — 1 и к  — 2 находятся за грани­
цей области текущего процессора 1 и рассчиты­
ваются процессором 2. Распараллеливание кода 
ТРЭК построено таким образом, что текущему 
процессору известно состояние всех ячеек обла­
сти этого процессора, а также состояние одного 
слоя ячеек, рассчитываемых соседним процессо­
ром. Поэтому в данном случае состояние ячейки 
к  — 1 известно, а состояние ячейки к  — 2, о кото­
ром информации нет, копируется из к  — 1 .

П р о ц ессо р  1 П р о ц ессо р  2

Л + 2 Л + 1 к * 1 1 к -2  J
С , К у*« 1 ГП »fk \ ! fk г 1

Г р а н и ц а
м еж п р о ц ессо р н ы х  областей

Рис. 2. Фрагмент счетной сетки для вычисления по­
токов в случае 2

3. Рассчитывается поток через сторону 
ячейки, лежащую на границе межпроцессорных 
областей (ТРЭК). Эта ситуация представлена 
на рис. 3. В данном случае для вычисления по­
тока используется метод DM.

П р о ц ессо р  1 П р о ц ессо р  2

к -  2 Л - 1 к к+ 1 1 к+ 2  1

C l f K fk-1 __
_

L —9*. 1 | 
f n \ f n |/* 41 1 f к +1 1

\  Г р а н и ц а  
м еж п р о ц ессо р н ы х  областей

Рис. 3. Фрагмент счетной сетки для вычисления по­
токов в случае 3

Некоторые расчеты

Одномерные расчеты задачи "B last 
Waves" |6]. В начальный момент времени в 
области 0 < х  < 1 имеются три подобласти, 
в которых заданы вещества с параметрами, 
указанными на рис. 4.

У PC веществ — для идеального газа, р — 
=  (7 — 1) ре, 7 =  1,4. На границах области за­
даются условия жесткой стенки.

Расчеты проводились в эйлеровой постановке 
на равномерной сетке, изменялось только число 
ячеек счетной сетки (М =  100, 200, 400, 1 000).

При аппроксимации конвективных членов 
уравнений неразрывности и энергии использо­
вался донорный метод или метод PPM. Так­
же варьировалось количество веществ в области: 
одно или три (в последнем случае при расче­
те потоков объемов использовался метод концен­
траций). Для оценки точности результатов ис­
пользовались профили плотности на контроль­
ный момент времени t  = 0,038. В качестве 
эталонного взят расчет из работы [8], выпол­
ненный на предельно большом количестве точек 
М  = 20 000 в лагранжевой постановке.

На рис. 5 представлены профили плотности на 
момент времени t  — 0,038 с количеством яче­
ек счетной сетки М  — 400. На рис. 6 приве­
дены кривые зависимости интегральной погреш­
ности плотности в сеточной норме Ь\ [8] от раз­
мера ячейки счетной сетки, построенные в лога­
рифмическом масштабе, на контрольный момент 
времени t  =  0,038. В таблице сведены резуль­
таты расчетов порядка сходимости для различ­
ных схем методики ЭГАК. Кроме того, в таблице 
представлен средний порядок сходимости а сред, 
полученный как среднее арифметическое по всем 
интервалам.

Из анализа результатов следует, что в эйле­
ровых расчетах по методике ЭГАК наилучшие 
результаты показывает метод PPM в совокупно­
сти с методом концентраций. Средний порядок 
сходимости по такой схеме а сред =  0,81. Приме­
нение донорного метода как с методом концен­
траций, так и без него дает порядок сходимости, 
более чем в 2 раза меньший, чем метод РРМ с 
любыми предположениями. Кроме того, отме­
тим, что сама погрешность метода DM уже на 
грубых сетках значительно выше и ситуация при 
увеличении количества ячеек только ухудшается 
по сравнению с методом РРМ.
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Рис. 5. Профили плотности, t = 0,038, М = 400: -Л ----DM, 3 вещества; -V- ~  PPM, 3 вещества; —- —
эталон; - О  — DM, 1 вещество; -о----PPM, 1 вещество

L i

Рис. 6. Зависимость интегральной нормы погрешности плотности от размера ячейки в логарифмическом
масштабе, t = 0,038: -V----DM, 3 вещества; -о----- - PPM, 3 вещества; -А—  DM, 1 вещество; -Ш----PPM,
1 вещество

П о р я д о к  сходи м ости  на м о м ен т  в р ем ен и  t =  
=  0,038

Порядок сходимости a
Метод счета Интервалы асред

100-200 200-400 400-1000
DM, 1 вещество 0,161 0,268 0,346 0,26
DM, 3 вещества 0,439 0,369 0,456 0,421
PPM, 1 вещество 0,684 0,917 0,774 0,791
РРМ, 3 вещества 0,629 0,953 0,849 0,81

Двумерная задача о движении тонкой 
оболочки. При проведении расчетов на непо­
движной сетке часто возникает проблема расче­
та движения тонких оболочек, занимающих одну 
ячейку или даже меньше одной. По алгоритмам 
метода концентраций, реализованным в методи­
ках ЭГАК и ТРЭК, такие оболочки корректно 
сосчитать практически не удается, так как ука­
занная ситуация является недопустимой. Дан­
ный тест представлен как раз для сравнения ме­
тодов на задаче подобного типа.
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Имеется прямоугольная область размером 
100 х 100 ячеек, содержащая два вещества, пер­
вое из которых заполняет всю область, а вто­
рое занимает тонкую оболочку шириной 5  =  1 
(в одну ячейку), расположенную по диагонали 
(рис. 7, а). Расчет проводился на равномерной 
сетке с размером ячейки hx = hy = 1 . Парамет­
ры обоих веществ: р =  1; е = 0; р — 0. Движе­
ние происходит из верхнего левого угла в пра­
вый нижний с постоянной скоростью: ux =  1;
Uy =  -1.

Результаты расчетов представлены на момент 
времени t — 40.

На рис. 7, б—г показаны растровые картины 
объемных концентраций, полученные по разным

методам. Приведены только объемные концен­
трации вещества 1, концентрация вещества 0 вы­
числяется по формуле /?о = 1 — ■

На рис. 8 приведены профили объемных кон­
центраций вещества 1, а также представлен на­
чальный профиль. Профили изображены пер­
пендикулярно к оболочке от координаты X.

Из представленных рисунков видно, что по 
сравнению как с методом DM, так и с методом 
СМ результаты расчетов по методу PPM луч­
ше согласуются с аналитическим решением (про­
филь аналитического решения не приводится, 
его легко получить сдвигом начального профи­
ля вдоль направления движения). Недостатки 
метода СМ, по крайней мере его реализации в

Рис. 7. Растровая картина объемных концентраций вещества 1: а — 1 = 0; б — t = 40, расчет по методу СМ; 
в — t = 40, расчет по методу DM; г — t = 40, расчет по методу PPM
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Рх

Рис. 8. Профили объемных концентраций вещества 1: -А—  t = 0; -•----£ = 40, расчет по методу DM; -♦-----
t = 40, расчет по методу СМ; -в----t — 40, расчет по методу PPM

рассматриваемых методиках, связаны с очень 
малой толщиной оболочки — этому методу для 
корректного счета необходимо, чтобы на оболоч­
ку приходилось 2—3 ячейки.

Модельная задача о сильном взрыве в 
атмосфере с экспоненциальным распреде­
лением плотности. Рассматривается сфери­
ческий взрыв в среде с экспоненциальным рас­
пределением плотности. Геометрия задачи пред­
ставлена на рис. 9.

Область 1 — продукты взрыва (ПВ) с ради­
усом R q = 0,75, плотностью р =  1, удельной
внутренней энергией е =

Е
4/ЗтгR 30 ’

полным энер­

говыделением Е  — 1. Область 2 — холодная

атмосфера с экспоненциальным распределением 
плотности вдоль оси Y, р = ро ехр (-у ), ро = 1. 
Граничные условия — жесткие стенки.

В трехмерном расчете на область 1 приходит­
ся пять точек по радиусу в каждом направле­
нии, затем точки распределены по геометриче­
ской прогрессии. В области 2 по оси Y  в направ­
лении возрастания плотности — 50 точек, в на­
правлении убывания плотности — 220 точек, по 
осям X  и Z  — 60 точек. Таким образом, общее 
число точек — 1,5 млн. Тип сетки — неподвиж­
ная прямоугольная. При расчете потоков массы 
и энергии использовались методы PPM и DM.

Основными эффектами в возникающих тече­
ниях являются всплытие облака ПВ в направ-

7.

Рис. 9. Геометрия модельной задачи
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лении уменьшения плотности и ускорение удар­
ной волны (УВ) до наступления так называемого 
прорыва, когда ускорение УВ стремится к бес­
конечности. Эффект прорыва характеризуется 
критическим параметром £пр — моментом вре­
мени прорыва УВ. По различным численным ис­
следованиям £пр ~  30—40 [9].

На рис. 10, 11 приведены растровые картины 
внутренней энергии атмосферы на моменты вре­
мени t =  45 и t =  50.

Решение, полученное по методу DM, в обо­
их расчетах не удовлетворяет физическим пред­
ставлениям о характере течения. Как видно из 
рисунков, максимум энергии в УВ находится не

■ 0.0427423 

0336131

Во, 0284953

Во 00213715 

П 0001*247$ 
0000712382

Рис. 10. Внутренняя энергия атмосферы на момент времени t = 45, сечение плоскостью YZ: а — по методу 
DM; б — по методу PPM

— 00832621

■ О  0713675

Ja 00534723 

000475783 

000356838 

0000237832 

1 18Э46ег005 

О

Рис. 11. Внутренняя энергия атмосферы на момент времени t = 50, сечение плоскостью YZ: а — по методу 
DM; 6 — по методу PPM
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на оси симметрии Y. Неверно описывается эф­
фект прорыва УВ, по методу DM получить про­
рыв не удалось. Что касается результатов по 
методу PPM, численное решение вполне удовле­
творительно отражает характер течения как по 
факту прорыва, так и по симметрии поля тече­
ния.

На рис. 12 представлены зависимости радиуса 
УВ от времени.

R

Рис. 12. Зависимость радиуса УВ от времени: -А---
трехмерный расчет по методу DM; -ф----трехмерный
расчет по методу PPM

Расчеты задачи Бенджамина. Ниже при­
водятся результаты расчетов опытов Бенджами­
на [10]. В область, заполненную воздухом, через 
круглое отверстие вдувается газ SF6, в результа­

те чего образуется смесь, занимающая область 
цилиндрической формы (рис. 13). После уста­
новления стационарного состояния по воздуху 
параллельно плоскости Y Z  пускается плоская 
УВ, на начальный момент времени она занимает 
0,5 см по оси X.

Чтобы учесть эффект перемешивания при 
вдуве, в каждую ячейку смеси заносится 5 %-ное 
возмущение концентрации одного вещества. За­
дача по основному течению двумерна, и трех­
мерность существенна лишь с точки зрения тур­
булентности.

Двумерная постановка получается сечением 
трехмерной геометрии плоскостью, параллель­
ной Z X  (возмущение концентрации не задава­
лось).

Расчеты проводились на неподвижной равно­
мерной сетке с размером ячейки 0,0125 см по 
каждому направлению. Варьировались способы 
счета потоков объема: методом DM или PPM.

На рис. 14 представлены растровые картины 
средней плотности из двумерного расчета на раз­
личные моменты времени.

Как показывают результаты двумерных рас­
четов, по методу PPM на одной и той же сетке 
удается описать более мелкие особенности тече­
ния по сравнению с донорным методом.

На рис. 15 представлены растровые картины 
средней плотности (в логарифмическом масшта-

Рис. 13. Постановка трехмерного расчета задачи Бенджамина
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t = 200 мкс

t = 400 мкс

t = 600 мкс

t = 800 мкс

Рис. 14. Растровые картины средней плотности на различные моменты времени из двумерного расчета: 
слева — по методу DM; справа — по методу PPM
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У = 0,05
>’ = 0,05

-0 ,5

0,5

-0 ,5

У =  1,375 У =  1,375

Рис. 15. Растровые картины средней плотности в трехмерном расчете в плоскостях, перпендикулярных оси У, 
t = 800 мкс: слева — по методу DM; справа — по методу РРМ
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бе) по нескольким плоскостям, перпендикуляр­
ным оси Y,  в трехмерном расчете на момент вре­
мени t = 800 мкс. Как видно из рисунка, при рас­
чете донорным методом картины средней плот­
ности практически не отличаются, т. е. теряет­
ся трехмерность задачи. При расчете по методу 
PPM все картины отличны друг от друга и трех­
мерность сохраняется.

Заключение

По результатам расчетов можно сделать вы­
вод, что алгоритм, объединяющий методы кон­
центраций и PPM, на различных классах задач 
показывает свое преимущество по сравнению с 
каждым из трех рассмотренных методов в от­
дельности и позволяет получать более точные ре­
зультаты на одной и той же сетке или уменьшить 
количество ячеек без потери точности.

Работа была выполнена при частичной финан­
совой поддержке Лос-Аламосской национальной 
лаборатории в рамках контракта 37713-000-02-35, 
номер 012.
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