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ÓÄÊ 517.958:536.2 ÀÍÀËÈÇ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÕÅÌÄËß ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÊÂÀÇÈÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÌ ÌÅÒÎÄÎÌÑ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ êâàçè-äèôôóçèîííûì ìåòîäîì, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè äëÿíèõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â îòëè÷èå îò ñòàðûõ ñõåì äâå ïîñòðîåííûå íîâûå ñõåìû ïîëîæè-òåëüíû â ïàðàáîëè÷åñêîì êâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå.ÂâåäåíèåÑèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ, íåëè-íåéíóþ ñèñòåìó, ïîýòîìó åå ÷àñòî ðåøàþò â áîëåå ïðîñòîì ïðèáëèæåíèè. Îäíèì èç øèðîêî ïðèìå-íÿåìûõ ÿâëÿåòñÿ êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå [1]. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îíî ïðèâîäèòê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Èç òåîðåìû Ãîäóíîâà èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñè-ñòåìû íå ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà â êëàññå ëèíåéíûõ ñõåì. Åñëè ïðåíåáðå÷üâðåìåííîé ïðîèçâîäíîé îò ïîòîêà èçëó÷åíèÿ, òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïåðåéäåò â ïàðàáîëè÷å-ñêîå óðàâíåíèå [2]. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì êâàçèäèôôóçèèD = 1=3 íåò ïðîáëåìû ñ ïîñòðîåíèåì ìîíîòîííîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî ïðè ïåðåìåí-íîì êîýôôèöèåíòå êâàçèäèôôóçèè ýòî ïðîáëåìàòè÷íî, òàê êàê â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå íåâûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Áîëüøå òîãî, äëÿ òàêîé ñèñòåìû íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîñòðîèòüìîíîòîííóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèìåíÿâøàÿñÿ ðàíåå ñõåìà ÐÎÌÁ [3, 4] íå âñåãäà ïîçâîëÿ-ëà ïîëó÷àòü ìîíîòîííûå è ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìêîýôôèöèåíòîì êâàçèäèôôóçèè.Îäíèì èç ïóòåé ê ïîñòðîåíèþ ìîíîòîííîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå TVD-ñõåì [5]. Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, îíè íåëèíåéíûå, ò. å. áîëåå ñëîæíûåâ ðåàëèçàöèè è ìåíåå ýêîíîìè÷íûå, ÷åì ëèíåéíûå ñõåìû. Âî-âòîðûõ, ýòè ñõåìû òðåáóþò ñïåöèàëü-íûõ âèäîèçìåíåíèé äëÿ ñ÷åòà îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ ó ãðàíèö. Â-òðåòüèõ, îíè èñïîëüçóþòïåðåõîä ê èíâàðèàíòàì, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äèôôåðåíöèàëü-íóþ ñèñòåìó ïåðåíîñà â êâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïðèâåñòè ê èíâàðèàíòàì íå óäàåòñÿ.Â ðàçíîñòíîì âèäå ïåðåõîä ê èíâàðèàíòàì âîçìîæåí, íî â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèåTVD-ñõåìû ñ ïåðåõîäîì ê èíâàðèàíòàì çàòðóäíåíî. Íàêîíåö, ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ñõåì ÷ðåçâû÷àéíîñëîæíà äëÿ ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèé è íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê.Â äàííîé ðàáîòå, íå íàðóøàÿ èäåîëîãèè äâóõòî÷å÷íîé ñõåìû ÐÎÌÁ, àïïðîêñèìèðóþùåé óðàâíå-íèÿ â ðàìêàõ ÿ÷åéêè, ïðåäëàãàþòñÿ äâà âàðèàíòà ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, óëó÷øàþùèõ óñëîâèÿïîëîæèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ. Äëÿ îäíîãî èç íèõ ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ñ èñïîëüçóåìûìèðàíåå ñõåìàìè ÐÎÌÁ [4] è TVD [5]. Ñóòü íîâûõ ñõåì çàêëþ÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ, â ðàçäåëåíèè ÷ëåíà�i (DU) íà äâà ñëàãàåìûõ D�iU è U�iD, à âî-âòîðûõ, â èñïîëüçîâàíèè îñîáîé àïïðîêñèìàöèèñëàãàåìîãî U�iD. Ðàçäåëåíèå ÷ëåíà �i (DU) íà äâà ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê àïïðîêñèìàöèè âòîðîãîóðàâíåíèÿ êâàçèäèôôóçèîííîé ñèñòåìû â íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå. Îäíàêî ýòî íå íàðóøàåò êîí-ñåðâàòèâíîñòè ñõåìû, òàê êàê â óðàâíåíèè áàëàíñà ó÷àñòâóåò òîëüêî ïåðâîå óðàâíåíèå ñ ïîòîêàìè� 3 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâíà ãðàíÿõ, âû÷èñëÿåìûìè ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå D�iU íå ïðåäñòàâëÿ-åò ñëîæíîñòè â àïïðîêñèìàöèè, òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå â ïåðâîå óðàâíåíèå êâàçèäèôôóçèîííîéñèñòåìû ïðåâðàùàåòñÿ â äèôôóçèîííûé ÷ëåí. Àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èìååò ïåðâûéïîðÿäîê ïî âðåìåíè è âòîðîé ïîðÿäîê ïî ïðîñòðàíñòâó, à ïðè ïîëó÷åíèè îòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿñíèæàåò ïîðÿäîê ïî ïðîñòðàíñòâó äî ïåðâîãî. Â íîâîé ñõåìå âïåðâûå ïðèìåíåíû ðàçíûå ñîîòíîøå-íèÿ ñâÿçè äëÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â ðàçíûõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû êâàçèäèôôóçèè. Çíà÷åíèÿ ïëîò-íîñòè èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå èç ðàçíûõ ñîîòíîøåíèé ñâÿçè, îòëè÷àþòñÿ â ÷ëåíàõ âòîðîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè. Îñîáàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ âî âòîðîì óðàâíåíèè íå íàðóøàåòêîíñåðâàòèâíîñòè ñõåìû è îòëè÷àåòñÿ îò àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â ïåðâîì óðàâíåíèèâ õóäøåì ñëó÷àå â ÷ëåíàõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó ïåðåíîñà ëó÷èñòîé ýíåðãèè â ìíîãîãðóïïîâîì êâàçèäèôôóçè-îííîì âèäå [1]: 1c @Ug@t + @ (r�Sg)r�@r + �cgUg = �cgBg;�c @Sg@t + @ (DgUg)@r + �gSg + dgUg = 0;@E@t = GXg=1 �cg (Ug �Bg): (1)Çäåñü t � âðåìÿ; r � êîîðäèíàòà; c � ñêîðîñòü ñâåòà; g � èíäåêñ ýíåðãåòè÷åñêîé ãðóïïû, g == 1; : : : ; G; Ug = 1R�1 Jgd� � ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà; Sg = 1R�1 �Jgd� �ïîòîê èçëó÷åíèÿ; Jg � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ; "g � ýíåðãèÿ; Bg = 8�c2eh3 Z�"g "3exp("=T ) � 1d" �ôóíêöèÿ Ïëàíêà, óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà; eh � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; �cg � êîýôôèöèåíòïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ; �sg � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ; �g � êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ, �g == �cg + �sg; E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âåùåñòâà; Dg, Dg;1 � êîýôôèöèåíòû êâàçèäèôôóçèè; òèïïðèáëèæåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ:� � = 1 � êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå (ÊÄ);� � = 0 � êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå (ÐÄ);� � = 1; Dg = 1=3 � P1-ïðèáëèæåíèå;� � = 0; Dg = 1=3 � äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå;� � òèï ãåîìåòðèè:� ïðè � = 0 � ïëîñêàÿ ãåîìåòðèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè dg = 0, Dg = 1Ug 1R�1 �2Jgd�;� ïðè � = 1 � öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ, dg = 1r (2Dg +Dg;1 � 1),Dg = 1Ug 2�R0 cos2 ' 1R�1 �1� �2�Jgd�d'; Dg;1 = 1Ug 2�R0 1R�1 �2Jgd�d'; Ug = 2�R0 1R�1 Jgd�d';� ïðè � = 2 � ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ, dg = 1r (3Dg � 1), Dg = 1Ug 1R�1 �2Jgd�.Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä�0;gUg + �0;gSg = '0;g; �1;gUg + �1;gSg = '1;g;ãäå �0;g, �0;g, '0;g, �1;g, �1;g, '1;g � ïàðàìåòðû äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.� 4 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÐàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÐàññìîòðèì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ñèñòåìû (1) â ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè. Òîãäà ñèñòåìà ðàç-íîñòíûõ ÊÄ-óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè çäåñü îïóùåíû èíäåêñû g è i+ 1=2)1c� Un+1 + 1Vi�i �r�Sn+1�+ �cUn+1 = 1c� Un + �cBn+1;�c� Sn+1 + Dh�iUn+1 + �Sn+1 + (d+ �)Un+1 = �c� Sn; (2)ãäå � = �c + �s; � = tn+1 � tn; h = ri+1 � ri; Vi = r�+1i+1 � r�+1i� + 1 ; � = �iDh .Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé. Äëÿ åå çàìûêàíèÿ íàäî çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíûåñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè èñêîìûõ âåëè÷èí â öåíòðàõ ÿ÷ååê ñ èõ àíàëîãàìè íà ãðàíÿõ. Ýòè ñîîòíîøå-íèÿ îïðåäåëÿþò òî÷íîñòü è ìîíîòîííîñòü ñõåìû. Áóäåì ââîäèòü óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ïî-ðàçíîìó. Äåëî â òîì, ÷òî â êëàññå ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì íå óäàåòñÿ ïîäîáðàòü äîïîëíèòåëüíûõñîîòíîøåíèé ñâÿçè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîíîòîííîãî ðåøåíèÿ äàæå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Ïî-ýòîìó â äàííîé ðàáîòå ñðàâíèâàþòñÿ òðè âàðèàíòà ñîîòíîøåíèé ñâÿçè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû(1) â ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ U è S ïî ñõåìå ÐÎÌÁ (ïåðâàÿ ñõåìà), ïðèìåíÿåìûåäëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÊÄ-óðàâíåíèé â ðàáîòå [4]:Ui+1=2 = 0;5 (Ui + Ui+1) + Æ�iS; Si+1=2 = 0;5 (Si + Si+1) + ��iU; (3)ãäå Æ, � � ïàðàìåòðû ðàçíîñòíîé ñõåìû.Ïîäñòàâëÿÿ (3) â ñèñòåìó (2), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:a0iUi + b0iUi+1 + c0iSi + d0iSi+1 = f0i ;a1iUi + b1iUi+1 + c1iSi + d1iSi+1 = f1i ; (4)ãäå a0i = b0i = 1; c0i = �2a; d0i = 2�a; a = Æ + r�iq1Vi ; �a = Æ + r�i+1q1Vi ;a1i = �2m+ p; b1i = 2m+ p; c1i = 1� 2Æp; d1i = 1 + 2Æp; p = d+ �q ; m = � + Dqh ;f0 = 2q1 � 1c� Un + �cBn+1� ; f1 = 2�c�qSn; q1 = 1c� + �c; q = �c� + �:Çàìåòèì, ÷òî ïðè Æ � 0 êîýôôèöèåíòû a0i , b0i , �c0i , d0i ïîëîæèòåëüíû, à êîýôôèöèåíòû a1i , b1i , c1i , d1ièç-çà çíàêîïåðåìåííîñòè p ìîãóò ìåíÿòü çíàê. Çíàêîïîñòîÿííûìè îíè ñòàíîâÿòñÿ òîëüêî ïðè p = 0.Âî âòîðîé ñõåìå èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ ñèñòåìû (1)1c� Un+1 + 1Vi�i �r�Sn+1�+ �cUn+1 = 1c� Un + �cBn+1;�c� Sn+1 + Dh �iUn+1 + �Sn+1 + (d+ �)Un+1h = �c� Sn: (5)Ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ ñèñòåìû (5) èìåþò âèäUi+1=2 = �iUi + (1� �i)Ui+1 + Æi�i (r�S) ;(r�S)i+1=2 = �i (r�S)i + (1� �i) (r�S)i+1 + �i�iU ;(Uh)i+1=2 = iUi + (1� i)Ui+1 + �i�i (r�S) ; (6)� 5 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâãäå Æ, �, �, �, �, , 0 � �i � 1, 0 � �i � 1, 0 � i � 1 � ïàðàìåòðû ðàçíîñòíîé ñõåìû.Â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè (6) èñïîëüçóåòñÿ ðàçíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè ïëîòíîñòè èçëó÷å-íèÿ â ïåðâîì è âòîðîì óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (5). Â îáùåì ñëó÷àå ðàçíîñòü (Uh)i+1=2�Ui+1=2 = O (h)èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ïðè  = � = 0;5, Æ = O (h), � = O (h) ýòà ðàçíîñòü èìååò âòîðîéïîðÿäîê ìàëîñòè, à ïðè  = �, Æ = � îíà âñåãäà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Õîòÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû(1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ â íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå ñ äðóãèìè ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçè äëÿ U , ýòî íå íà-ðóøàåò êîíñåðâàòèâíîñòè ñõåìû, òàê êàê â óðàâíåíèè áàëàíñà ó÷àñòâóåò òîëüêî ïåðâîå óðàâíåíèå ñïîòîêàìè íà ãðàíÿõ, âû÷èñëÿåìûìè ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ.Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (6) â ñèñòåìó (5), ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíî Ui, �Si = (r�S)i óðàâíå-íèÿ (4) ñ êîýôôèöèåíòàìèa0i = �i; b0i = 1� �i; c0i = �ai; d0i = ai; ai = Æi + 1q1;iVi ;a1i = �mi + ipi; b1i = mi + (1� i) pi; c1i = �i � pi�i; d1i = 1� �i + pi�i;pi = r�i+1=2 di + �iqi ; mi = �i + Dir�i+1=2qihi ;f0 = 1q1 � 1c� Un + �cBn+1� ; f1 = �r�c�q Sn:Çàìåòèì, ÷òî ïðè Æ � 0 êîýôôèöèåíòû a0i , b0i , �c0i , d0i ïîëîæèòåëüíû, à êîýôôèöèåíòû a1i , b1i ,c1i , d1i èç-çà çíàêîïåðåìåííîñòè p ìîãóò ìåíÿòü çíàê, íî â îòëè÷èå îò ñõåìû ÐÎÌÁ ìîãóò ñòàòüçíàêîïîñòîÿííûìè íå òîëüêî ïðè p = 0, íî òàêæå ïðè �i = 0 è i = 0 èëè i = 1.Â òðåòüåé ñõåìå ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèè ÷ëåíà @ (DU)@r ïðîèçâîäèòñÿ â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå:1c� Un+1 + 1Vi�i �r�Sn+1�+ �cUn+1 = 1c� Un + �cBn+1;�c� Sn+1 + 1h�i �DUn+1�+ �Sn+1 + dUn+1h = �c� Sn: (7)Äëÿ ñèñòåìû (7) ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè â âèäå(DU)i+1=2 = 0;5 �(DU)i + (DU)i+1�+ Æ�i (r�S) ;(r�S)i+1=2 = 0;5 �(r�S)i + (r�S)i+1�+ ��i (DU) ;(DUh)i+1=2 = i (DU)i + (1� i) (DU)i+1 + �i�i (r�S) ; (8)ãäå Æ, �, , � � ïàðàìåòðû ðàçíîñòíîé ñõåìû.Ïîäñòàâëÿÿ (8) â ñèñòåìó (7), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (4) îòíîñèòåëüíî U i = (DU)i, Si = (r�S)iâìåñòî U , S ñ êîýôôèöèåíòàìèa0i = b0i = 1; c0i = �2a; d0i = 2a; a = Æ + Di+1=2q1Vi ;a1i = 2p � 2m; b1i = 2p (1� ) + 2m; c1i = 1� 2p�; d1i = 1 + 2p�;p = dr�i+1=2qDi+1=2 ; m = � + r�i+1=2qh ;f0 = 2Di+1=2q1 � 1c� Un + �cBn+1� ; f1 = 2�c�q (r�Sn)i+1=2 :Çàìåòèì, ÷òî ïðè Æ � 0 êîýôôèöèåíòû a0i , b0i , �c0i , d0i ïîëîæèòåëüíû, à êîýôôèöèåíòû �a1i , b1i , c1i ,d1i ìîæíî ñäåëàòü ïîëîæèòåëüíûìè çà ñ÷åò âûáîðà ïàðàìåòðîâ , �.Äîñòîèíñòâîì äàííîé ñõåìû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé (5), (6) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîýôôèöèåíò p == dr�i+1=2qDi+1=2 ñòàíîâèòñÿ áîëåå çíàêîîïðåäåëåííûì, òàê êàê â áîëüøèíñòâå çàäà÷ D > 1=3 è d > 0.� 6 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÍåäîñòàòêîì äàííîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîãîíêè íàäî ñòàâèòü îòíî-ñèòåëüíî U i, Si âìåñòî U , S, ÷òî ïðåäïîëàãàåò èíòåðïîëÿöèþ êîýôôèöèåíòà êâàçèäèôôóçèè íàãðàíèöå. Âòîðûì íåäîñòàòêîì äàííîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíò êâàçèäèôôóçèèñ÷èòàåòñÿ íå íà èòåðàöèÿõ, à îäèí ðàç íà øàãå, òî âîçíèêàåò ðàññîãëàñîâàíèå ïðè ïîëó÷åíèè ïëîò-íîñòè èçëó÷åíèÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê íà èòåðàöèÿõ:U�i+1=2 = 0;5 �(DU)�i + (DU)�i+1�+ Æ�i (r�S�)Dni+1=2 :Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîòîêîâîé ïðîãîíêè. Ïðåäïîëàãàåì ñâÿçüìåæäó Ui è Si â âèäå XiUi + YiSi = Zi, Xi + Yi = 1, ãäå Xi, Yi, Zi � ïðîãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû,êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàìXi+1 = Li (Xihcbii + Yihbaii) ;Yi+1 = Li (Xihcdii + Yihdaii) ;Zi+1 = Li (Xihcfii + Yihfaii + Zihacii) ;L�1i = Xi (hcbii + hcdii) + Yi (hbaii + hdaii) ;X0 = �0�0 + �0 ; Y0 = �0�0 + �0 ; Z0 = '0�0 + �0 ;habi = a1b0 � a0b1; hcai = c1a0 � c0a1; : : : (9)
Ôîðìóëû îáðàòíîé ïðîãîíêè:Ui = LiY �1i+1 (hbdiiYiUi+1 + hdfiiYi + hcdiiZi) ; Si = Y �1i (Zi �XiUi) ; i = I � 1; : : : ; 1; 0;UI = (�1ZI � '1YI) (�1XI � �1YI)�1 ; SI = ('1XI � �1ZI) (�1XI � �1YI)�1 : (10)Ïðè Y0 = 0, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî íà ãðàíèöå, ïîòîê âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëåSi = LiX�1i+1 (hbdiiXiSi+1 � hbfiiXi + hbaiiZi) :Íàéäåì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè ðàññìîòðåííûõ âûøå ñõåì.Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòèÄëÿ ñèñòåìû (9) âèäíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿhcbii � 0; hbaii � 0; hcdii � 0; hdaii � 0; X0 � 0; Y0 � 0; X0 + Y0 > 0; (11)òî ïðîãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû Õi, Yi âñåãäà ëåæàò â èíòåðâàëå [0, 1], ò. å. âû÷èñëÿþòñÿ óñòîé÷èâî.Óñòîé÷èâîå âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà Zi òðåáóåò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿjLihaciij � 1: (12)Òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Zi ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì:hcfii � 0; hfaii � 0; hacii � 0; Z0 � 0: (13)Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ôîðìóë îáðàòíîé ïðîãîíêè (10) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè âû÷èñëåíèè U âûïîë-íÿëèñü óñëîâèÿ ��LiY �1i+1hbdiiY �� � 1, èëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (11)jhbdiijYi � hcdiiXi + hdaiiYi (14)� 7 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâè íà ãðàíèöå �XI 6= �YI .Òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîñòè U ïðèâîäèò ê óñëîâèÿìhbdii � 0; hdfii � 0; UI � 0: (15)Óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà ïðè Yi 6= 0 ñëåäóåò èç óñòîé÷èâîñòè Zi, Ui ïðè îãðàíè÷åííîñòèXi è Y �1i .Ïåðâàÿ ñõåìà (ÐÎÌÁ). Âûïîëíåíèå óñëîâèé (11), (12), (14) ïðè a � 0, m � 0 ãàðàíòèðóåòóñòîé÷èâîñòü ïðîãîíêè è âìåñòå ñ íåé óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû ÐÎÌÁ. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿïîëîæèòåëüíîñòè U çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðîâ Æ, �.Ñ÷åò çàäà÷ íà÷èíàåòñÿ ïî ñõåìå ñ ïàðàìåòðàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-öèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðè îòðèöàòåëüíîñòè U â êàæäîé êîíêðåòíîé òî÷êå ìîæíî ïåðåõîäèòü íàñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè Æ, � â äàííîé òî÷-êå. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû a, b, c, d â äàííîé òî÷êå è ïðîãîíî÷íûåêîýôôèöèåíòû X, Y , Z âî âñåõ òî÷êàõ. ×òîáû óïðîñòèòü ïðîöåäóðó ïåðåñ÷åòà è íå ïîâòîðÿòü âû-÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ X, Y , Z, ìîæíî ïðîâåðÿòü óñëîâèÿ (13)�(15) ñðàçó è â çàâèñèìîñòè îòýòîãî âûáèðàòü ïàðàìåòðû Æ, �. Ýòî íàêëàäûâàåò áîëåå æåñòêèå òðåáîâàíèÿ íà ïàðàìåòðû ñõåìû,òàê êàê ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ è ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé. Îäíàêî åñëèíå ïîâòîðÿòü âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ X, Y , Z è ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ U ïðè ïåðåñ÷åòå, òî ñ÷åòçàìåòíî óäåøåâëÿåòñÿ.Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåìû ÐÎÌÁ èç óñëîâèé (11), (12), (14) ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿóñëîâèé a � 0; m � 0; m � 0;5p; Æ jpj � 0;5; (16)V � 2 jpj r�q1 : (17)Óñëîâèå (17) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü æåñòêèì, òàê êàê íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñõåìû è äàæå â ÐÄ-ïðèáëèæåíèè îãðàíè÷èâàåò ðàçìåð ÿ÷åéêè ñíèçó. Â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè p = 0 (17) âû-ïîëíÿåòñÿ âñåãäà è îñòàþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿ a � 0 è m � 0.Èç óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè (13), (15) ñ ó÷åòîì (16), (17) è çíàêîïåðåìåííîñòè êîýôôèöèåíòà f1ñëåäóåò (1� 2Æp) f0 � 2a ��f1�� ; 2Æp � 1; (18)(2m� p) f0 � ��f1�� ; 2m � p: (19)Ýòè óñëîâèÿ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0, Æ � 0, m � 0. Ïðè � == 1 óñëîâèÿ (18), (19) âûïîëíÿþòñÿ íå âñåãäà è ïîñòðîèòü ïîëîæèòåëüíóþ ñõåìó èìåííî èç-çà ýòèõóñëîâèé â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó áåç èõ âûïîëíåíèÿ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòüòîëüêî óñòîé÷èâîñòü ïðîãîíêè.Ïàðàìåòðû Æ, � â ðàáîòàõ [4, 5�9] äëÿ äàííîé ñõåìû âûáèðàþòñÿ â âèäåÆ = 14m ; � = h4��Dq � ; (20)ãäå � (A) � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâó:� (A)i+1=2 = Ai�1=2 � 2Ai+1=2 +Ai+3=2h2 :Äëÿ ïàðàìåòðîâ Æ, � èç (20) âûïîëíåíû óñëîâèÿ a � 0, m � 0 è ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Îäíàêî îñòàëüíûå óñëîâèÿ (16), (17) ìîãóò íàðóøàòüñÿ, ïîýòîìóñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Ïåðåõîä íà ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ Æ = 12 jpj , � = 0;5 jpj ïîìîãàåòâûïîëíèòü âñå óñëîâèÿ (16). Îäíàêî ïðè ïðîèçâîëüíûõ Æ, � óñëîâèÿ (16) ìîãóò íàðóøàòüñÿ.� 8 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÎòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â P1-ïðèáëèæåíèè ïðè p = 0 ñõåìà ÐÎÌÁ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, íî íåïîëî-æèòåëüíîé [7�9]. Â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïðè p = � = 0 ñõåìà ÐÎÌÁ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé èïîëîæèòåëüíîé. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå. Ýòî ïîêàçàíîâ ðàáîòàõ [5, 8, 9].Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ñõåìà ÐÎÌÁ â ÊÄ- è ÐÄ-ïðèáëèæåíèÿõ ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâîé,â P1-ïðèáëèæåíèè îíà óñòîé÷èâà, íî íåïîëîæèòåëüíà è íåìîíîòîííà, â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæå-íèè � óñòîé÷èâà, ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííà.Âòîðàÿ ñõåìà. Ðàññìîòðèì âòîðóþ ñõåìó ñ ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçè (6). Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñòîé-÷èâîñòè ñõåìû ÐÎÌÁ èç óñëîâèé (11), (12), (14) ñëåäóþò óñëîâèÿm � 0; a � 0; a = �; � = ; (21)am � 1 + ��� �� �: (22)Óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè (13), (15) ñ ó÷åòîì (21), (22) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè(�� p�) f0 � a ��f1�� ; �� p� � 0;(1� �+ p�) f0 � a ��f1�� ; 1� �+ p� � 0;(m� p) f0 � � ��f1�� ; m� p � 0: (23)Ýòè óñëîâèÿ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè p = � = 0. Ïðè � = 1 óñëîâèÿ (23)âûïîëíÿþòñÿ íå âñåãäà è ïîñòðîèòü ïîëîæèòåëüíóþ ñõåìó èìåííî èç-çà ýòèõ óñëîâèé â ãèïåðáîëè-÷åñêîì ñëó÷àå ñëîæíî, à áåç èõ âûïîëíåíèÿ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî óñòîé÷èâîñòü ñõåìû.Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (23) ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ ��p� � 0 èëè óñëîâèÿ 1��+p� � 0 ïîòðå-áóåì çàíóëåíèÿ êîýôôèöèåíòà �, ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ m�p � 0 � çàíóëåíèÿ êîýôôèöèåíòà .Òîãäà óñëîâèÿ (23) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè Ïëàíêà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïðè�max (x; z; s) jSnj � Un; x = a!�� p� � 0; z = a!1� �+ p� � 0; s = �!m� p � 0; ! = q1r�q : (24)Â ñëó÷àå, åñëè òàêîé âûáîð ïàðàìåòðîâ íå ïîìîãàåò âûïîëíåíèþ óñëîâèé (23), â ýòîé òî÷êå ìîæíîçàíóëÿòü êîýôôèöèåíò �, ò. å. ñ÷èòàòü â äàííîé òî÷êå ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ.Ñ÷åò çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ ïî ñõåìå ñ ïàðàìåòðàìè � = � =  = 0;5; � = Æ + 1q1Vi � 0; Æ = 14m ;� = h4��Dr�q �. Ïðè ýòèõ ïàðàìåòðàõ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâóè ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè.Ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ïðèíèìàþò âèäUi+1=2 = Ui + Ui+12 + Æi�i (r�S) ;(r�S)i+1=2 = (r�S)i + (r�S)i+12 + �i�iU ;(Uh)i+1=2 = Ui + Ui+12 +�Æ + 1q1Vi��i (r�S) :Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ m � 0;5p è íàðóøåíèè óñëîâèÿ jpj � � 0;5 ïîëàãàåì � = 0, ò. å. ïîëó÷àåì(Uh)i+1=2 = Ui + Ui+12 :Ýòî íå íàðóøàåò âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïîýòîìó ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé(22) è ïðè p � 0 ïîëàãàåì  = 1 � ïîëó÷àåì ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (Uh)i+1=2 = Ui.� 9 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. ØåñòàêîâÏðè íàðóøåíèè óñëîâèé (22) è ïðè p � 0 ïîëàãàåì  = 0 � ïîëó÷àåì ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè (Uh)i+1=2 = Ui+1.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ jpj � � 0;5 è íàðóøåíèè óñëîâèÿ m � p â ñèñòåìå (23) (ýòî âîçìîæíîòîëüêî ïðè p � 0) ïîëàãàåì  = 0, ò. å. ïîëó÷àåì(Uh)i+1=2 = Ui+1 +�Æ + 1q1Vi��i (r�S) :Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ a � 0;5� ïîëàãàåì � = 0, ò. å. ïîëó÷àåì (Uh)i+1=2 = Ui+1.Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòüÓòâåðæäåíèå 1. Ñõåìà (5), (6) ñ âûøåïåðå÷èñëåííûì àëãîðèòìîì âûáîðà ïàðàìåòðîâ ïîëî-æèòåëüíà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Un=0i+1=2 � 0, íà ãðàíèöàõ X0 � 0, Y0 � 0,Z0 � 0, X0 + Y0 > 0, UI � 0 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà (24).Ñëåäñòâèå 1. Â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0, D = 1=3 ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíà áåçóñëîâèÿ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó.Ñëåäñòâèå 2. Â ïàðàáîëè÷åñêîì êâàçèäèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0 ñõåìà (5), (6) ïîëîæè-òåëüíà áåç óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà, íî ìîæåò ñíèæàòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàí-ñòâó äî ïåðâîãî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ m � 0;5p.Ñëåäñòâèå 3. Â P1-ïðèáëèæåíèè ïðè � = 1, D = 1=3, p = 0 ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíà ïðèóñëîâèè îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà (24) è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ñõåìû òðåáóåòñÿ áîëåå æåñòêîå óñëî-âèå îãðàíè÷åíèÿ èçìåíåíèÿ ïîòîêà�max (x1; x2) ���i�1=2Sn�� � �i�1=2Un; x1 = aq1d1q ; x2 = q1q Xa+ YX (0;5� p�) + Y (m� p) � 0: (25)Óòâåðæäåíèå 2. Ñõåìà (5), (6) ìîíîòîííà â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Un+1iìîíîòîííî âîçðàñòàåò, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå �i�1=2Un � 0, íà ãðàíèöàõ (Z1 � Z0) � 0,(UI � UI�1) � 0, èñòî÷íèê âîçðàñòàåò, �i�1=2Bn+1 � 0, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åíèÿèçìåíåíèÿ ïîòîêà (25). Ðåøåíèå Un+1i ìîíîòîííî óáûâàåò, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûïîë-íÿåòñÿ óñëîâèå �i�1=2Un � 0, íà ãðàíèöàõ (Z1 � Z0) � 0, (UI � UI�1) � 0, èñòî÷íèê óáûâàåò,�i�1=2Bn+1 � 0, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åíèÿ èçìåíåíèÿ ïîòîêà (25).Ñëåäñòâèå 1. Â çàâèñèìîñòè îò âûïîëíåíèÿ óñëîâèé îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà (24), (25) ñõåìàìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé, íî íåìîíîòîííîé è ìîíîòîííîé, íî íåïîëîæèòåëüíîé.Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè ñõåìû.Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íà ïîòîê (24), (25), òî ñõåìà (5), (6) ïîëîæè-òåëüíà è ìîíîòîííà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.Ñëåäñòâèå 1. Â ïàðàáîëè÷åñêîì êâàçèäèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0 ñõåìà (5), (6) ïîëî-æèòåëüíà è ìîíîòîííà áåç óñëîâèé íà ïîòîê, íî ìîæåò ñíèæàòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïîïðîñòðàíñòâó äî ïåðâîãî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ m � 0;5p.Ñëåäñòâèå 2. Â P1-ïðèáëèæåíèè ïðè � = 1, D = 1=3, p = 0 ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíàè ìîíîòîííà ïðè óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðî-ñòðàíñòâó.Ñëåäñòâèå 3. Â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0, D = 1=3 ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíà èìîíîòîííà áåç óñëîâèé íà ïîòîê è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó.Ñëåäñòâèå 4. Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû a0i , b0i , �c0i , d0i , f0i , �a1i , b1i , c1i , d1i , f1i ñèñòåìû (4)�(6)ïîëîæèòåëüíû, òî ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (23) èñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.� 10 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÒðåòüÿ ñõåìà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îãðàíè÷åíèé íà âûáîð ïàðàìåòðîâ Æ, �, , � â òðåòüåì âàðèàíòå(ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (8)) ðàñêðîåì óãëîâûå ñêîáêè â ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ (9), (10). Ïîëó÷èìîãðàíè÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîëó÷åííûì äëÿ âòîðîé ñõåìû.Ñ÷åò çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ ïî ñõåìå ñ ïàðàìåòðàìè  = 0;5, � = Æ+ Dq1Vi � 0, Æ = 14m , � = h4��r�q �.Ïðè ýòèõ ïàðàìåòðàõ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâûé ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè.Ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ïðèíèìàþò âèä(DU)i+1=2 = (DU)i + (DU)i+12 + Æi�i (r�S) ;(r�S)i+1=2 = (r�S)i + (r�S)i+12 + �i�i (DU) ;(DUh)i+1=2 = (DU)i + (DU)i+12 +�Æ + Dq1Vi��i (r�S) :Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ m � 0;5p è íàðóøåíèè óñëîâèÿ jpj � � 0;5 ïîëàãàåì � = 0.Ïðè íàðóøåíèè îäíîãî èç óñëîâèé (23) è ïðè p � 0 ïîëàãàåì  = 1. Åñëè p � 0 ïîëàãàåì  = 0.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ jpj � � 0;5 è íàðóøåíèè óñëîâèÿ m � p ïîëàãàåì  = 0.Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ a � 0;5� ïîëàãàåì � = 0.Ïðè íàðóøåíèè îäíîãî èç óñëîâèé hdfii � 0, hcfii � 0, hfaii � 0 ïîëàãàåì � = 0. Â âàêóóìå ïðè� = 0 êîýôôèöèåíò q = �c� + � ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü, ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå íà �i = 0 è pi = 0äëÿ âàêóóìà ïîëàãàåì f1 = 0 è � = c�h4 � (Dr�).Âûáîð ïàðàìåòðîâ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, àíàëèçèðóÿ êîýôôèöèåíòû a, b, c, d. Êîýôôèöèåíòûa0i , b0i , �c0i , d0i âñåãäà ïîëîæèòåëüíû. Ïðè c1i � 0 (ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ p� � 0;5) ïîëàãàåì � = 0;ïðè d1i � 0 (p� � �0;5) òàêæå � = 0; ïðè b1i � 0 (m � p� 1) ïîëàãàåì  = 0; ïðè �a1i � 0 (m � p)ïîëàãàåì  = 1.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿì äëÿ âòîðîé ñõåìû, äëÿ äàííîé ñõåìû âûïîëíÿ-þòñÿ óòâåðæäåíèÿ 1�3 îòíîñèòåëüíî U , S, �iU . Â òðåòüåé ñõåìå â ôîðìóëå (24) äëÿ ïàðàìåòðà !îòñóòñòâóåò ìíîæèòåëü r�i+1=2.Äëÿ ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ýíåðãèè è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäâûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ÂÄÌ [10].×èñëåííûå ðàñ÷åòûÂ äàííîé ðàáîòå ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå ïî ñõåìå (5), (6),ñõåìàì ÐÎÌÁ [4] è TVD [5]. Ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû èññëåäîâàëèñü íà äâóõ çàäà÷àõ â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè.Çàäà÷à 1 (ïåðâàÿ çàäà÷à Ôëåêà) èìååò ãëàäêîå ðåøåíèå, ïîýòîìó îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ÷èñëåííûõ ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè ñõåì. Çàäà÷à 2 (âòîðàÿ çàäà÷à Ôëåêà) õàðàêòåðèçóåòñÿáîëüøèì ÷èñëîì èòåðàöèé èç-çà ðåçêèõ îòëè÷èé îïòè÷åñêèõ òîëùèí â ñîñåäíèõ îáëàñòÿõ, ïîýòî-ìó â íåé àíàëèçèðóþòñÿ ïðîôèëü òåïëîâîãî ôðîíòà è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé. Äîñòàòî÷íîñêàçàòü, ÷òî ýòó çàäà÷ó ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ñõåì è ìåòîäîìïðîñòîé èòåðàöèè. Ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðàìè Æ = � = 0 ïðèâîäèò ê áîëüøèì îñöèëëÿ-öèÿì â ðåøåíèè, à ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðàìè Æ = � = 0;5 ñèëüíî ðàçìàçûâàåò ôðîíò.Ïðè ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè èç-çà ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè ìîæåò íàñòóïàòü ëîæíàÿ ñõîäèìîñòü,ïðè êîòîðîé ïðàâèëüíîå ðåøåíèå íå äîñòèãàåòñÿ.Â íîâîé ñõåìå (5), (6) èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûáîðà ïàðàìåòðîâ. Ñ÷åò çàäà÷ íà÷è-íàåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè � = � =  = 0;5, � = Æ+ 1q1Vi , Æ = 14m , � = h4��Dr�q �. Ïðè c1i � 0 èëè d1i � 0� 11 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâïîëàãàåì � = 0, ïðè b1i � 0 ïîëàãàåì  = 0, ïðè a1i � 0 ïîëàãàåì  = 1. Ïðè íàðóøåíèè îäíîãî èçóñëîâèé hdfii � 0, hcfii � 0, hfaii � 0 ïîëàãàåì �i = 0.Çàäà÷à 1. Íà ëåâîé ãðàíèöå (1 � r � 5) çàäàíî èçëó÷åíèå ïëàíêîâñêîãî èñòî÷íèêà òåìïåðà-òóðû B� (T = 1), íà ïðàâîé � óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ðàâåí�g = 27 �1� e�"g=T � ="3g; E = 0;81T ; k = 0; T 0 = 0;001. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè: ��T �+1 � T ��� �� 10�4 �1 + T �+1�. Ïî ïðîñòðàíñòâó èñïîëüçîâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ èçìåëü÷åíèåì, øàã ïî-ñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàëñÿ â äâà ðàçà: �r = 0;08; 0;04; 0;02; 0;01. Ïî âðåìåíè øàã âûáèðàëñÿ ñïîñëåäîâàòåëüíûì óìåíüøåíèåì â 4 ðàçà: � = 2 � 10�6; 0;5 � 10�6; 1;25 � 10�7; 3;125 � 10�8.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà, ïîëó÷åííûå ïî ñõåìå ÐÎÌÁ íà ÷åòûðåõñåòêàõ ñ�r = 0;08; 0;04; 0;02; 0;01. Âèäíî, ÷òî ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà ñåòêàõ ñ�r < 0;02ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Íà ïîäðîáíîé ñåòêå ñ �r < 0;02 ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî íîâîé ñõåìå(6) è ñõåìå TVD, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ñõåìå ÐÎÌÁ.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ðàçíûõ ñõåì. Âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõñõåì (6) è ñõåìû ÐÎÌÁ â íîðìå L1 áëèçîê êî âòîðîìó, à ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè íåëèíåéíîé ñõåìûTVD äàåò áîëüøîé ðàçáðîñ ïî çíà÷åíèÿì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ çàäà÷è è ñõåìû TVD.

Ðèñ. 1. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0;01: 4 � 4r = 0;08; Æ � 4r = 0;04; � �4r = 0;02; � � 4r = 0;01 Òàáëèöà 1Ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ñõåì ×èñëî èíòåðâàëîâÒèï ñõåìû 56=112=224� 112/224/448TVD 0,4 2,5ÐÎÌÁ 2,3 3,2Ñõåìà (6) 1,9 1,8� Çíàê "/" îòäåëÿåò ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè â òðåõ ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ.� 12 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÇàäà÷à 2. Íà ëåâîé ãðàíèöå çàäàíî èçëó÷åíèå ïëàíêîâñêîãî èñòî÷íèêà òåìïåðàòóðû B� (T = 1),íà ïðàâîé � óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Â îáëàñòÿõ 1 (1 � r � 3) è 3 (3;4 � r � 5) êîýôôèöèåíòïîãëîùåíèÿ ðàâåí �g = 27 �1� e�"g=T � ="3g, â îáëàñòè 2 (3 � r � 3;4) �g = 10 000 �1� e�"g=T � ="3g.Âñþäó E = 0;81T ; k = 0 è T 0 = 0;001. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè: ��T �+1 � T ��� � 10�4 �1 + T �+1�.Èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ñåòêè:1) ïî ïðîñòðàíñòâó: r1 = 1; 1;004; 1;04; r4 = 1;1; : : :; r22 = 2;9 (�r = 0;1); r23 = 2;987; 2;999;3; 3;001; 3;004; 3;013; r29 = 3;04; : : :; r37 = 3;36 (�r = 0;04); r38 = 3;396; 3;4; 3;404; 3;44;r42 = 3;5; : : :; r57 = 5 (�r = 0;1);2) ïî ãðóïïàì: g1:::16 = 0; 0;3; 0;6; 0;8; 1;2; 1;5; 1;8; 2;4;; 2;7; 3; 4; 5; 7; 9; 11; 15;3) ïî âðåìåíè: � = 0;0002.Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ðàñ÷åòàõ íà ñõîäèìîñòü ïîêèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà òðè ìîìåíòà âðåìåíè. Âûáðàíû õàðàê-òåðíûå ìîìåíòû äâèæåíèÿ òåïëîâîé âîëíû: t = 0;004 � ïðîãðåâ îáëàñòè 1; t = 0;028 � âõîæäåíèåè íà÷àëî ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîòíîì âåùåñòâå; t = 0;15 � ïðîãðåâ îáëàñòè 2 è âûõîä íàñòàöèîíàðíûé ðåæèì.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî íà ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0;004 ïðîãðåâ îáëàñòè 1 áûñòðåå âñå-ãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû (6), ïî-âèäèìîìó, çà ñ÷åò äèññèïàòèâíîé äîáàâêè1q1Vi�i (r�S) â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè (Uh)i+1=2 = iUi + (1� i)Ui+1 + �i�i (r�S), � = Æ + 1q1Vi (ýòîìîæåò ïðîèñõîäèòü òàêæå èç-çà ïåðåõîäà íà äèôôóçèîííûé ðåæèì �i = 0, íî â äàííîé çàäà÷å òàêèõïåðåõîäîâ íåò). Îäíàêî ïðîãðåâ îáëàñòè 2 íà ïåðâûé è ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè ïðîèñõî-äèò ìåäëåííåå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè TVD-ñõåìû (ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà êðó÷å). ÑõåìàÐÎÌÁ íà ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû âðåìåíè äàåò íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû. Íà ïîñëåäíèé ìîìåíòâðåìåíè ïðè âûõîäå íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàåò ñõåìà (6).

Ðèñ. 2. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà: 1 � t = 0;004; 2 � t = 0;028; 3 � t = 0;15; Æ � ñõåìà ÐÎÌÁ; 4 �ñõåìà TVD; � � ñõåìà (6); � òî÷íîå ðåøåíèå � 13 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. ØåñòàêîâÁîëåå áûñòðûé ïðîãðåâ îáëàñòè 1 ïî ñõåìå (6) îáúÿñíÿåòñÿ åùå òåì, ÷òî ïåðåõîä íà äèôôóçèîííûéðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ íå ïðè óñëîâèè Ui < 0, à ïðè íàðóøåíèè áîëåå æåñòêèõ óñëîâèé hdfii � 0,hcfii � 0, hfaii � 0, êîòîðûå óäîáíû ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ ñõåìû, íî ìîãóò âíîñèòü èçëèøíþþäèôôóçèîííîñòü â ðåøåíèå çàäà÷è. Â äàííîé çàäà÷å ïðè �i = 0 êîýôôèöèåíò q = �c� + � íåîáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó íå íóæíî ðàññìàòðèâàòü øåñòü âàðèàíòîâ, ðàññìîòðåííûõ äëÿ çàäà÷è 1.Âòîðàÿ çàäà÷à Ôëåêà õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì èòåðàöèé, ïîýòîìó ïðîàíàëèçèðóåì ñõî-äèìîñòü èòåðàöèé â ðàçíûõ ñõåìàõ.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ñóììàðíîå, ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëà èòåðàöèé çà ïåðâûå 20 øàãîâ. Âñòðîêå ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì èòåðàöèé ïðèâîäèòñÿ (÷åðåç /) øàã, íà êîòîðîì ýòîò ìàêñèìóì äî-ñòèãàåòñÿ. Äàëåå ÷èñëî èòåðàöèé áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó ñóììàðíîå è ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèéäîñòàòî÷íî ïðèâîäèòü çà ïåðâûå 20 øàãîâ.Èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî íàèëó÷øóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé èìååò ñõåìà ÐÎÌÁ. Ýòî îáúÿñ-íÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òåì, ÷òî ëèíåéíûå è îäíîðîäíûå ñõåìû ïðîùå, à ñõåìà ÐÎÌÁ ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé è îäíîðîäíîé. Ñõåìà TVD ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, ïîýòîìó ó íåå ñõîäèìîñòü íàèõóäøàÿ.Íîâûå ñõåìû (5), (6) è (7), (8) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, íî íåîäíîðîäíûìè ñ ïåðåêëþ÷àòåëÿìè ïðèíàðóøåíèè óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ.Àíàëèç ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ñõåìû äàþò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïî T èU . Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî íîâîé ñõåìå (6), õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìèïî ñõåìàì ÐÎÌÁ è TVD. Íî â îòëè÷èå îò ýòèõ ñõåì äëÿ ñõåìû (6) àíàëèòè÷åñêè ãàðàíòèðóåòñÿâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ.Àâòîðû ñ÷èòàþò, ÷òî â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ïðåäëîæåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ïåðå-íîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì ñ àíàëèòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ïîëó÷åíèÿïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå. Òàáëèöà 2Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé â ðàçíûõ ñõåìàõ ïðè � = 0;0002, "ñõ = 0;0001Òèï ñõåìû×èñëî èòåðàöèé TVD ÐÎÌÁ Ñõåìà (6)Ñóììàðíîå çà 20 øàãîâ 305 190 236Ñðåäíåå 15,25 9,5 11,8Ìàêñèìàëüíîå 22/4 14/6 18/3Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ãîëüäèí Â. ß. Êâàçèäèôôóçèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ // Æóðíàë âû-÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 1964. Ò. 4, � 6. Ñ. 1078�1087.2. Àíòîíåíêî Ý. Í., Äîëãîë¼âà Ã. Â., Êðóïèíà Ñ. Í. Ïðîãðàììà ðàñ÷åòà îäíîìåðíûõ çàäà÷ ëà-çåðíîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà (SND) // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìà-òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1993. Âûï. 2. Ñ. 3�9.3. Ãàäæèåâ À. Ä., Ïèñàðåâ Â. Í. Íåÿâíûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ÐÎÌÁ äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò.ôèç. 1979. Ò. 19, � 5. Ñ. 1288�1303.4. Ãàäæèåâ À. Ä., Ñåëåçíåâ Â. Í., Ðîìàíîâà Å. Ì., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîäèêà ÒÎÌ4-ÊÄ äëÿìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ìíîãîãðóïïîâîìêâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷å-ñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2001. Bûï. 4. Ñ. 48�59.5. Ãàäæèåâ À. Ä., Ãðàáîâåíñêàÿ Ñ. À., Çàâüÿëîâ Â. Â., Øåñòàêîâ À. À.Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäàê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì // Òàì æå.2010. Âûï. 3. C. 3�14. � 14 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì6. Ïèñàðåâ Â. Í. Î ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñõåì ÐÎÌÁ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìåòîäèêè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1985. Âûï. 1. Ñ. 30�42.7. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîä ÐÎÌÁ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîãðóïïîâîãî óðàâíåíèÿ ïå-ðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè // Òàì æå. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè-÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1989. Âûï. 3. Ñ. 66�70.8. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Îá óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìûÐÎÌÁ äëÿ ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýíåðãèè è óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1�ïðèáëèæåíèè // Òàì æå. 1993. Âûï. 1. Ñ. 31�37.9. Øåñòàêîâ À. À. Áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåíîñà ëó-÷èñòîé ýíåðãèè â äèôôóçèîííîì è P1-ïðèáëèæåíèÿõ // Òàì æå. Âûï. 3. Ñ. 47�53.10. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîä âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè ïî ñõåìå ÐÎÌÁ // Òàì æå. 2006.Âûï. 1. Ñ. 3�13. Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15.10.10.




