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ÓÄÊ 681.324ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ.3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÒÅÑÒÎÂÛÕ ÐÀÑ×ÅÒÎÂÂ. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. Øåìàðóëèí(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òåñòîâûõ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå òî÷íûõðåøåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà, Ìîðçå è Ëåííàðäà-Äæîíñà. Äàííûå çàäà÷è èñ-ïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè, òî÷íîñòè è êîíñåðâàòèâíûõ ñâîéñòâ ðàç-íîñòíîé ñõåìû Verlet, ñàìîé ðàñïðîñòðàíåííîé â ðàñ÷åòàõ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè,è âûáðàííîé â êà÷åñòâå åå àëüòåðíàòèâû òðåõñòàäèéíîé ñõåìû RKN4, ïðèíàäëåæàùåéê êëàññó ñõåì, ñîõðàíÿþùèõ êàíîíè÷íîñòü ôàçîâîãî ïîòîêà. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòèïîâåäåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèé óñòîé-÷èâîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.Ñõåìà RKN4 ïðîäåìîíñòðèðîâàëà âûñîêèå êîíñåðâàòèâíûå ñâîéñòâà íà àñèìïòîòè-÷åñêè áîëüøèõ âðåìåíàõ, à ïî ñîîòíîøåíèþ òî÷íîñòü-ýêîíîìè÷íîñòü � çíà÷èòåëüíîåïðåâîñõîäñòâî íàä ñõåìîé Verlet.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà, ïîòåíöèàë Íüþòîíà, êëàññè÷åñêèé è ìî-äèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàëû Ìîðçå, ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà, ðàçíîñòíûå ñõåìûìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìà òåñòîâ, ñîçäàííàÿ íà îñíîâå òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ïîòåí-öèàëîâ Íüþòîíà, Ìîðçå è Ëåííàðäà-Äæîíñà. Äàííàÿ ñèñòåìà òåñòîâ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïðîâåðêèóñòîé÷èâîñòè, òî÷íîñòè è êîíñåðâàòèâíûõ ñâîéñòâ ðàçíîñòíûõ ñõåì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çàäà÷, ïðåäñòàâëåííûõ â [1]. Äëÿ ïîòåíöèàëà Íüþòîíàïîëàãàåì 
 = 1 (
 � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ). Çàäà÷è Ýéëåðà è Ëàãðàíæà èíòåðåñíû äëÿ âûÿñ-íåíèÿ îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèéóñòîé÷èâîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷àñòèöÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Îäíàêî îïðåäåëåíèå ãðàíèö îá-ëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ òàêèõ çàäà÷ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî.Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõ ðàçíîñòíûõ ñõåì � Verlet è RKN4. Ïåðâàÿ èç íèõ � ñàìàÿðàñïðîñòðàíåííàÿ â ðàñ÷åòàõ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Âòîðàÿ ñõåìà (RKN4) ÿâëÿåòñÿ åå àëüòåð-íàòèâîé. Îíà ïðîäåìîíñòðèðîâàëà âûñîêèå êîíñåðâàòèâíûå ñâîéñòâà íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõâðåìåíàõ. Òðåõñòàäèéíàÿ ñõåìà RKN4 ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ñõåì, ñîõðàíÿþùèõ êàíîíè÷íîñòüôàçîâîãî ïîòîêà [2].Â êà÷åñòâå ìåðû òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âûáðàíî ñóììàðíîå îòêëîíåíèå ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöîò ýòàëîííîãî (àíàëèòè÷åñêîãî) ðåøåíèÿ:dr (t) =vuuuuutPi ���~ri (t)� ~ria (t)���2Pi ���~ria (0)���2 :� 39 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÑòðóêòóðà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè òàêîâà, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëü-ñà âûïîëíåí àâòîìàòè÷åñêè. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ãàìèëüòîíîâûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíå-íèå åùå îäíîãî çàêîíà � ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. ×òî êàñàåòñÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîéýíåðãèè ñèñòåìû ÷àñòèö, òî åãî âûïîëíåíèå íå ãàðàíòèðóåòñÿ ðàçíîñòíîé ñõåìîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíåäëÿ âñåõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû äàííûå ëèáî ïî äèñáàëàíñó ïîëíîé ýíåðãèè (â âèäå ôóíêöèè âðå-ìåíè), ëèáî ïî ìàêñèìàëüíîìó äèñáàëàíñó äëÿ çàäàííîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà (â âèäå ôóíêöèèâðåìåííîãî øàãà):dE (t) = �������0;5Pi mi j~uij2 +Pi Pj 6=iU (~ri; ~rj)�E0E0 ������� ; dEmax (T ) = maxt<T dE (t) :1. Çàäà÷à ÝéëåðàÐàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëëèíåàðíîì äâèæåíèè ñèñòåìû òðåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê m1 == 3; m2 = 2; m3 = 1 âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò (öåíòðà ìàññ). Íà÷àëüíûå äàííûå(xi; yi) = (ri cos'i; ri sin'i) ; (uxi; uyi) = (�ri!0 sin'i; ri!0 cos'i) ; i = 1; 2; 3;r1 = 1; r2 = m1 � �m3m2 + (�+ 1)m3 ; r3 = (�+ 1)m1 + �m2m2 + (�+ 1)m3 ;'1 (0) = �; '2 (0) = 0; '3 (0) = 0ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ, ïðèâåäåííîìó â [1]. Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê âðàùàåòñÿ âîêðóã íà÷àëàêîîðäèíàò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ! = !0 =vuut"m2 + (�+ 1)m3m1 +m2 +m3 #3" m1(�+ 1)3 + ��2 + 1�m2�2 (�+ 1) + m3(�+ 1)3 # = 0;958 801 579 9;ãäå � = 0;780 671 8588 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ (m1 +m2) �5 + (3m1 + 2m2)�4+

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíîãî óãëà ÷àñòèö (1�3) îòâðåìåíè äëÿ çàäà÷è Ýéëåðà: � RKN4; �Verlet

+(3m1 +m2) �3�(m2 + 3m3)�2�(2m2 + 3m3)��� (m2 +m3) = 0.Ðåøåíèå çàäà÷è Ýéëåðà � ri (t) = ri (0),'i (t) = 'i (0) + !0t, i = 1; 2; 3. Èçâåñòíî,÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ïî-ýòîìó â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ÷àñòèöû óõîäÿò ñîñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé ïîñëå òðåõ ïåðèîäîââðàùåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðåîáðàçîâàí-íûå â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, èçîáðàæåíûíà ðèñ. 1. Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ �t = 0;01 �� 2�=!0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èñïîëüçîâàíèåñõåìû RKN4 ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòüäèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö (ðèñ. 2) è ïî-ãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ (ðèñ. 3).� 40 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü äèñáàëàíñà ñóììàðíîé ýíåðãèè÷àñòèö îò íîìåðà øàãà. Ðàñ÷åò çàäà÷è Ýéëåðà ñ øà-ãîì �t = 0;01 � 2�=!0: � RKN4; � Verlet Ðèñ. 3. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàñ-÷åò çàäà÷è Ýéëåðà ñ øàãîì �t = 0;01 �2�=!0: �RKN4; � Verlet2. Çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ óñòîé÷èâûìè è íåóñòîé÷èâûìè òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèöÂ çàäà÷å Ëàãðàíæà ÷àñòèöûm1, m2, m3 ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà,âðàùàþùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã öåíòðà ìàññ ! = !0 =r
 (m1 +m2 +m3)l3 .Íà÷àëüíûå äàííûå ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ, ïðèâåäåííîìó â [1], ñî çíà÷åíèåì ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðàl = 3pm1 +m2 +m3:(xi; yi) = (ri cos'i; ri sin'i) ; (uxi; uyi) = (�!0ri sin'i; !0ri cos'i) ; i = 1; 2; 3;ãäå r1 = lpm22 +m2m3 +m23m1 +m2 +m3 ; r2 = lpm21 +m1m3 +m23m1 +m2 +m3 ; r3 = lpm21 +m1m2 +m22m1 +m2 +m3 ; (1)'1 = 0; '2 = arccos�r21 + r22 � l22r1r2 � ; '3 = 2� � arccos�r21 + r23 � l22r1r3 � : (2)Ðåøåíèå çàäà÷è Ëàãðàíæà � ri (t) = ri (0), 'i (t) = 'i (0) + !0t, i = 1; 2; 3, óñòîé÷èâî â ïåðâîìïðèáëèæåíèè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ðàóññà27 < (m1 +m2 +m3)2m1m2 +m1m3 +m2m3 : (3)Ðàññìîòðèì âàðèàíòû ýòîé çàäà÷è:1) óñòîé÷èâûé: m1 = 0;97, m2 = 0;015, m3 = 0;015;2) íåóñòîé÷èâûé: m1 = 1, m2 = 2, m3 = 3.Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ �t = 0;01T = 0;01�2�=!0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4�7.Â óñòîé÷èâîì âàðèàíòå ÷àñòèöû îñòàþòñÿ íà ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèÿõ íà âñåì âðåìåííîì èí-òåðâàëå 0 < t < 200T . Â ðàñ÷åòàõ Verlet íàáëþäàåòñÿ çàìåòíàÿ ôàçîâàÿ îøèáêà. Íà ìîìåíòâðåìåíè t = 200T îòñòàâàíèå ïî óãëó îò ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåò � � (ñì. ðèñ. 4). Â ðàñ÷å-òàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû RKN4 ïîëîæåíèå ÷àñòèö ïîñëå 200 ïåðèîäîâ âðàùåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äîãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ñóììàðíàÿ îøèáêà ïîëîæåíèÿ÷àñòèö â óêàçàííîì èíòåðâàëå íå ïðåâûñèëà 0;15%; äëÿ ñõåìû Verlet ýòà îøèáêà ñîñòàâèëà � 20%(ñì. ðèñ. 5).Â íåóñòîé÷èâîì âàðèàíòå çàäà÷è ÷àñòèöû óõîäÿò ñî ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé â ìîìåíò âðåìåíèt � 8T . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óâåëè÷èâàþòñÿ ðàñõîæäåíèÿ â ðàñ÷åòàõ, ïîëó÷åí-íûõ ïî äâóì ðàçíîñòíûì ñõåìàì (ñì. ðèñ. 6). � 41 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÒî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ RKN4 â èíòåðâàëå óñòîé÷èâîñòè óâåëè÷åíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè Verletïðèìåðíî íà òðè ïîðÿäêà (ñì. ðèñ. 7).

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíîãî óãëà ÷àñòèö (1�3) îòâðåìåíè äëÿ óñòîé÷èâîãî âàðèàíòà çàäà÷è Ëàãðàí-æà: � RKN4; � Verlet Ðèñ. 5. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàñ-÷åò óñòîé÷èâîãî âàðèàíòà çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ øàãîìèíòåãðèðîâàíèÿ �t = 0;01 � 2�=!0: � RKN4;� Verlet

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíîãî óãëà ÷àñòèö (1�3)îò âðåìåíè äëÿ íåóñòîé÷èâîãî âàðèàíòà çàäà÷èËàãðàíæà: � RKN4; � Verlet Ðèñ. 7. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàñ-÷åò íåóñòîé÷èâîãî âàðèàíòà çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ øà-ãîì èíòåãðèðîâàíèÿ �t = 0;01 � 2�=!0: �RKN4; � Verlet3. Ãîìîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à òðåõ òåëÍà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ãîìîãðàôè÷åñêîé çàäà÷è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì ìàññ ÷àñòèömi (i = 1; 2; 3) è ýêñöåíòðèñèòåòà e òðàåêòîðèé:(xi; yi) = (ri cos'i; ri sin'i) ; (uxi; uyi) = ��rip1 + e sin'i; rip1 + e cos'i� ; i = 1; 2; 3:Êàê è â çàäà÷å Ëàãðàíæà, ÷àñòèöû ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñîñòîðîíîé l = 3pm1 +m2 +m3. Êîîðäèíàòû (ri; 'i) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1), (2). Ïåðèîäîáðàùåíèÿ ïî îðáèòàì äëÿ e < 1 ðàâåí T = 2� (1� e)�3=2. Äëÿ ãîìîãðàôè÷èñêèõ ðåøåíèé âûïîëíåíçàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû i:Ei = mi �u2xi + u2yi�2 � mir30ij~rij = E0i = mir20i (e� 1)2� 42 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâè äëÿ âñåé ñèñòåìû:E = 3Xi=1 24mi �u2xi + u2yi�2 �Xj 6=i mimjj~ri � ~rj j35 = 3Xi=1 E0i = e� 12 3Xi=1 mir20i:Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òðàåêòîðèè ÷àñòèö èìåþò âèäri (') = r0i (1 + e)1 + e cos ('� '0i) ; i = 1; 2; 3:Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ÷àñòèö îò âðåìåíè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.Âûïèøåì óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ (e < 1) è ïàðàáîëè÷åñêèõ (e = 1) òðàåêòîðèé:� äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò (e < 1)xi (t) = r0i�1� e cos � (t)� cos'i (t)1� e ; yi (t) = r0i�1� e cos � (t)� sin'i (t)1� e ;'i (t) = '0i + sign�sin � (t)� arccos� cos � (t)� e1� e cos � (t)� :Ôóíêöèÿ � (t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ � � e sin (�)� (1� e)3=2 t = 0;� äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ îðáèò (e = 1)xi (t) = r0i �1 + � (t)2� cos'i (t); yi (t) = r0i �1 + � (t)2� sin'i (t);'i (t) = '0i + arccos 1� � (t)21 + � (t)2!; � (t) =  r1 + 9t28 � 3t2p2!1=3� r1 + 9t28 + 3t2p2!1=3:Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ âûáåðåì ìàññû ÷àñòèö m1 = 1, m2 = 2, m3 = 3 è äâà âàðèàíòàîðáèò: e = 0;75 è e = 1. Äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëàãàëñÿ ðàâíûì �t = 0;01T == 0;502 65, ãäå T � ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî îðáèòå ñ e = 0;75. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ïîñòàíîâêåçàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, òàê êàê äëÿ íåå íå âûïîëíåíî óñëîâèå Ðàóññà (3).Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýëëèïòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé e = 0;75 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8 (ñì. òàêæå öâåò-íóþ âêëàäêó). Äëÿ ãîìîãðàôè÷åñêèõ ðåøåíèé ÷àñòèöû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïîëîæåíû ââåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Êàê âèäèì, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ÷èñëåííî-ãî ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàñ÷åòàõ Verlet ÷àñòèöû çíà÷èòåëüíî îòêëîíÿþòñÿ îò ñòàöèîíàðíûõòðàåêòîðèé. Â òî æå âðåìÿ, â ðàñ÷åòàõ ñî ñõåìîé RKN4 ïîëîæåíèå ÷àñòèö â èíòåðâàëå âðåìåíèt . 6T ' 300 áëèçêî ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ÷èñëåííîå ðåøåíèå òåðÿåòóñòîé÷èâîñòü. Ìàêñèìàëüíûé äèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè âî âðåìåííîì èíòåðâàëå, íå âûõîäÿùåì çàïðåäåëû óñòîé÷èâîñòè, óìåíüøåí â ðàñ÷åòàõ RKN4 íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ (ðèñ. 9).Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10 (ñì. òàêæå öâåòíóþâêëàäêó). Âåñüìà çíà÷èòåëüíûé äèñáàëàíñ ñõåìû Verlet ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîëó÷åííîå ïî ýòîéñõåìå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó îðáèò. Òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿñèñòåìû äëÿ ýòîãî âàðèàíòà òðàåêòîðèé ðàâíà íóëþ, òî äèñáàëàíñ íîðìèðîâàëñÿ íà íà÷àëüíóþêèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèö (ðèñ. 11). � 43 �
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Ðèñ. 8. Çàäà÷à òðåõ òåë. Ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòî-ðèè ÷àñòèö (1�3) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < 6T ,e = 0;75: � RKN4; � Verlet; ìàðêåðà-ìè îòìå÷åíî ïîëîæåíèå ÷àñòèö â ìîìåíòû âðåìåíèt = 0; 5,03; 10,01
Ðèñ. 9. Ðàñ÷åò ýëëèïòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òðåõ òåë.Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè0 < t < 4T ) äèñáàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö îò÷èñëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� �RKN4; ��� � Verlet (N � ÷èñëî øàãîâ, m � êîëè-÷åñòâî ñòàäèé ðàçíîñòíîé ñõåìû)

Ðèñ. 10. Çàäà÷à òðåõ òåë. Ïàðàáîëè÷åñêèå òðàåê-òîðèè ÷àñòèö (1�3) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t <25, e = 1: ��� � RKN4; ��� � Verlet; ìàðêåðà-ìè îòìå÷åíî ïîëîæåíèå ÷àñòèö â ìîìåíòû âðåìå-íè t = 0; 5,03; 10,01
Ðèñ. 11. Ðàñ÷åò ïàðàáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òðåõ òåë.Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè0 < t < 50) äèñáàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö îò ÷èñ-ëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� �RKN4; ��� � Verlet

4. Ãîìîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à ïÿòè òåëÄëÿ ãîìîãðàôè÷åñêîé çàäà÷è ïÿòè òåë ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-íåíèé ([1], ôîðìóëà (11)) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Íà÷àëüíûå äàííûå ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçî-âàíèåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ ìàññàõ ÷àñòèö m1 = 5, m2 = 6, m3 = 7,m4 = 8, m5 = 9: � 44 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ(x1; y1) = (1;653 168 149 232 52; �1;785 811 020 808 70) ;(x2; y2) = (�2;603 123 828 153 07; �1;785 811 020 808 70) ;(x3; y3) = (�1;118 723 159 839 59; �0;705 916 706 154 389) ;(x4; y4) = (1;539 561 308 964 25; 2;366 306 680 768 69) ;(x5; y5) = (0;318 608 207 768 776; 0;628 320 525 091 879) ;(uxi; uyi) = ��yip1 + e; xip1 + e� :Êàê è ðàíåå, ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî îðáèòàì äëÿ e < 1 ðàâåí T = 2� (1� e)�3=2. Â çàâèñèìîñòè îòíà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé òðàåêòîðèè (îðáèòû) òî÷åê ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñàìè (E < 0), ïàðàáîëàìè (E = 0)èëè ãèïåðáîëàìè (E > 0).Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ âñåé ñèñòåìûE = 5Xi=1 24mi �u2xi + u2yi�2 �Xj 6=i mimjj~ri � ~rj j35 = 5Xi=1 E0i = e� 12 5Xi=1 mir20i:Çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò ñ e = 0;75. Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëàãàëñÿ ðàâíûì�t = 0;01T = 0;502 65, ãäå T � ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî îðáèòå.Íà ðèñ. 12 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ïîëó÷åííûåâ ðàñ÷åòàõ ñî ñõåìàìè Verlet è RKN4. Â ðàñ÷åòàõ ñ RKN4 ïîëîæåíèå ÷àñòèö â èíòåðâàëå óñòîé÷èâî-ñòè t . T áëèçêî ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Êàê è ðàíåå, â ðàñ÷åòàõ Verlet ÷àñòèöû çíà÷èòåëüíîîòêëîíÿþòñÿ îò ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé. Äàííûå î äèñáàëàíñå ïîëíîé ýíåðãèè òàêæå ñâèäåòåëü-ñòâóþò î ïðåâîñõîäñòâå ñõåìû RKN4 (ðèñ. 13).Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ îáùåé çàäà÷è ïÿòè òåë àâòîðàì íå èçâåñòíû. Âûÿñíèëîñü, ÷òî äèàïàçîíóñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è ñóçèëñÿ è ñîñòàâèë ïðèìåðíî îäèí ïåðèîä (âîòëè÷èå îò çàäà÷è òðåõ òåë, ãäå îí ñîñòàâëÿë ïðèìåðíî øåñòü ïåðèîäîâ).

Ðèñ. 12. Çàäà÷à ïÿòè òåë. Ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòî-ðèè ÷àñòèö (1�5) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < T ;e = 0;75: � RKN4; � Verlet
Ðèñ. 13. Ðàñ÷åò ýëëèïòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïÿòè òåë.Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè0 < t < T ) äèñáàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö îò ÷èñ-ëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� �RKN4; ��� � Verlet5. Äâèæåíèå ÷àñòèö â öåíòðàëüíîì ïîëå ïîòåíöèàëà ÌîðçåÐàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå äâóõ ÷àñòèö ìàññîé m1 = m2 = m ñ ïîòåíöèàëîì ìåæ÷àñòè÷íîãîâçàèìîäåéñòâèÿ Ìîðçå:UM (r) = D he�2�(r�a) � 2e��(r�a)i ; D; �; a = const:� 45 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÂ ìîìåíò t = 0 çàäàíà ñêîðîñòü ðàçëåòà ÷àñòèö, íàïðàâëåííàÿ âäîëü ïðÿìîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåéýòè ÷àñòèöû. Èõ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ: r1 = 0;5a; r2 == �0;5a; u1 = u0, u2 = �u0. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà � = 4, D = 14�2 = 0;015 625 âûáèðàåìòàê, ÷òîáû ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé áûëà ðàâíà åäèíèöå: ! = 2rD�2m = 1.Ïðè b = rmu20D < 1 ÷àñòèöû êîëåáëþòñÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ïåðèîäîì T == ��r mD (1� b2) . Çíà÷åíèþ b = 1 ñîîòâåòñòâóåò ðåæèì ðàçëåòà, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöû îñòàíàâ-ëèâàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö áîëüøå ðàçìåðà ïîòåíöè-

Ðèñ. 14. Òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöíà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, �t = 0;01 �2�=!0: � u0 == 0;12; � u0 = 0;13

àëüíîé ÿìû (b > 1), òî ÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿ íàáåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, îòëè÷íîéîò íóëÿ.Çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà b = 1 ñîîòâåòñòâóåò íà-÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö u0 = brDm = 18 == 0;125.Íà ðèñ. 14 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-÷åòîâ äëÿ äâóõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñçàìêíóòîé (u0 = 0;12; b = 0;96) è ðàñõîäÿùåéñÿ(u0 = 0;13; b = 1;04) òðàåêòîðèÿìè íà ôàçîâîéïëîñêîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ñõåìû RKN4 ïîçâî-ëÿåò óìåíüøèòü ìåðó ïîãðåøíîñòè ïî ñðàâíå-íèþ ñî ñõåìîé Verlet ïðèìåðíî íà òðè ïîðÿäêà(ðèñ. 15, 16).

Ðèñ. 15. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèb = 0;96, �t = 0;01T : � RKN4; � Verlet Ðèñ. 16. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèb = 1;04, �t = 0;01 � 2�=!0: � RKN4; �Verlet6. Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîëå ñèë ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà ÌîðçåÌîäèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàë Ìîðçå íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, òàê êàê çàâèñèò íå òîëüêî îòðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, íî è îò ïîëÿðíîãî óãëà:UMì (r; ') = UM (r) � (') ; UM (r) = D �e�2�(r�a) � 2e��(r�a)� ; � (') = d+ b cos2 ';d; b 2 R; d � 0; b > 0; d+ b = 1: (4)� 46 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâÂ äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (äâèæåíèå âäîëü ëó÷åé è äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè) ðåøåíèå çàäà÷è îäâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîëå ïîòåíöèàëà UMì (r; ') ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-öèÿõ.6.1. Äâèæåíèå ÷àñòèöû âäîëü ëó÷åé ïîêîÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå.Ïóñòü d = 0, b = 1. Â ýòîì ñëó÷àå â ïîëå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå ñóùåñòâóþò äâàëó÷à ïîêîÿ: ' = �=2 è ' = 3�=2. Íà ýòèõ ëó÷àõ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, ðàâíà íóëþ: F == � gradU = 0. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ' = �=2èëè ' = 3�=2, à ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü ýòîãî ëó÷à, òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè:x (t) = x (0) + tux (0) ; y (t) = y (0) + tuy (0) ;u (t) = ux (0) = U0 cos'; uy (t) = uy (0) = U0 sin'; ' = �=2; 3�=2:Ðàñ÷åòû ïî ñõåìàì Verlet è RKN4 íå âûÿâèëè ïðèçíàêîâ íåóñòîé÷èâîñòè ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöûâäîëü ëó÷åé ïîêîÿ.6.2. Êðóãîâîå äâèæåíèå ÷àñòèöû. Ïàðàìåòðû ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå: D == 1, a = 1, � = 4, d = 0, b = 1. Íà÷àëüíûå äàííûå:x0 = r0 cos'0; y0 = r0 sin'0; ux0 = �r0! sin'0; uy0 = r0! cos'0:Çäåñü '0 = 0, ïàðàìåòðû ! = s�2UM (r0)r20 � ('0) = 1;240 132 348, r0 = 1;088 508 355 îïðåäåëåíû èçóðàâíåíèé (14) ðàáîòû [1]. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî â [1, ðàçä. 3]:r (t) = r0; ' (t) = arcsin (th (!t)) :Ñîãëàñíî àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðòü îêðóæíî-ñòè � ÷àñòèöà, ñòðåìÿñü ê òî÷êå (r0; �=2) ; íèêîãäà íå äîñòèãàåò åå:limt!+1' (t) = �=2:Ðàñ÷åòíûå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû èçîáðàæåíûíà ðèñ. 17, 18 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó). Òî÷-êè (r0;��=2) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íåóñòîé÷èâîãîðàâíîâåñèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà UMì (r; ') (4). Ýòèìîáúÿñíÿåòñÿ ïîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ: ïî-ñëå ïðîäîëæèòåëüíîãî íàõîæäåíèÿ íà î÷åðåäíîéïîëî÷êå ' = �=2, ' = 3�=2, èëè ' = 5�=2 òðà-åêòîðèÿ óõîäèò íà ñëåäóþùóþ âåòâü ðåøåíèÿ,ðàñïîëîæåííóþ â ñîñåäíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðèóìåíüøåíèè øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ÷àñòèöà ïåðå-ñåêàåò ãðàíèöó ' = �=2 â áîëåå ïîçäíèé ìîìåíòâðåìåíè. Â ðàñ÷åòàõ Verlet ÷àñòèöà ïîñëå ïåðå-ñå÷åíèÿ ëèíèè ' = �=2 îñòàåòñÿ â ëåâîé ïîëó-ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 17, 18).Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îáðàùàåòñÿâ íóëü íà ëó÷àõ ' = ��=2, ïîýòîìó îòñóòñòâèåäèñáàëàíñà ãàðàíòèðóåò íåâîçìîæíîñòü ïåðåñå-÷åíèÿ ÷àñòèöåé ýòèõ ëó÷åé. Òàêèì îáðàçîì, òî÷-íîñòü ðàñ÷åòà íàïðÿìóþ çàâèñèò îò âûïîëíåíèÿ Ðèñ. 17. Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíîãî óãëà ÷àñòèöû îò âðå-ìåíè ïðè åå êðóãîâîì äâèæåíèè: N � RKN4,dt = 0;1; ��� � RKN4, dt = 0;01; ��� � Verlet,dt = 0;1; � Verlet, dt = 0;01; � àíàëèòè-÷åñêîå ðåøåíèå� 47 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. Øåìàðóëèíâ ðàçíîñòíîì ðåøåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ìàêñèìàëüíûé äèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè óìåíü-øåí â ðàñ÷åòàõ RKN4 íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ (ðèñ. 19). Òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïðè ååêðóãîâîì äâèæåíèè ðàâíà íóëþ, òî äèñáàëàíñ íîðìèðîâàëñÿ íà íà÷àëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ.

Ðèñ. 18. Òðàåêòîðèÿ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöûâ ïîëå ñèë ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîð-çå: �N� � RKN4, dt = 0;1; ��� � Verlet, dt == 0;1; � Verlet, dt = 0;01 Ðèñ. 19. Ðàñ÷åò êðóãîâîé òðàåêòîðèè. Çàâèñèìîñòü ìàê-ñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < 35) äèñáàëàíñàïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû îò ÷èñëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèèâû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� � RKN4; ��� � Verlet7. Äâèæåíèå ñèñòåìû òåë, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà-ÄæîíñàÒåñò î ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè ñåìè ÷àñòèö ïðåäëîæåí â [3]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîòåíöèàëòèïà Ëåííàðäà-Äæîíñà:ULD (r) = U0 nmn�m � 1n �r0r �n � 1m �r0r �m� ; n;m = const; U0 = const; r0 = const:Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïåðâàÿ ÷àñòèöà (i = 1) ðàñïîëîæåíà â öåíòðå ñèñòåìû êîîðäèíàò: ~r1 == (0; 0; 0). Îñòàëüíûå øåñòü íàõîäÿòñÿ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà:~r2 = (0;75r0; 0; 0) ; ~r3 = (�0;75r0; 0; 0) ; ~r4 = (0; 0;75r0; 0) ;~r5 = (0;�0;75r0; 0) ; ~r6 = (0; 0; 0;75r0) ; ~r7 = (0; 0;�0;75r0) :Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè âñåõ ÷àñòèö ðàâíû íóëþ. Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè öåíòðàëüíàÿ ÷à-ñòèöà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé; äðóãèå øåñòü äâèæóòñÿ âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé òàê, ÷òî âñå îíèîêàçûâàþòñÿ óäàëåííûìè íà îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ(n = 2, m = 1, U0 = 1) ïîëó÷åíî [3] òî÷íîå ðåøåíèå (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ):rr0 + �2 = �� cos0@ 2� 24s�2 �� rr0 + �2�2 +r�H072 t351A ;H07 = 2� 12p29 ; � = 5 + 4p24H07 ; � =r��2�2 + 1716H07 : (5)� 48 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâÏåðèîä êîëåáàíèé T = 2��� �p�2H07�,àìïëèòóäà rmin = r0 ���2 � �� = 0; 75r0,rmax = r0 ���2 + ��. Ïîëó÷åííûå âðàñ÷åòàõ RKN4 è Verlet (�t = 0;01T )(r; t)-äèàãðàììû äâèæåíèÿ ÷àñòèö, i == 2; 3; : : : ; 7, ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàôè÷å-ñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ìåæäó ñî-áîé è ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (5).Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè Verlet äèñáà-ëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè â ðàñ÷åòàõ RKN4óìåíüøåí ïðèìåðíî íà ÷åòûðå ïîðÿä-êà (ðèñ. 20). Ðèñ. 20. Ðàñ÷åò ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ ñåìè ÷à-ñòèö. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè0 < t < 2T ) äèñáàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö îò ÷èñëà îá-ðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� � RKN4; ��� �VerletÂûâîäû1. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà, Ìîðçå è Ëåííàðäà-Äæîíñà,ïîçâîëèâøèå îöåíèòü òî÷íîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì RKN4 è Verlet è âûÿñíèòü îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿýòèõ ñõåì è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.2. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè ñóùåñòâåííîå ïðåâîñõîäñòâî ñõåìû RKN4 ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðîêîèñïîëüçóåìîé â ðàñ÷åòàõ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ñõåìîé Verlet.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Øåìàðóëèí Â. Å., Ñîôðîíîâ Â. Í., Ìîêèíà Ê. Ñ. Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.2. Ñèñòåìà äâóìåðíûõ òåñòîâ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2011. Âûï. 3. Ñ. 3�15.2. Ñîôðîíîâ Â. Í., Ìîêèíà Ê. Ñ., Øåìàðóëèí Â. Å. Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìè-êè. 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, òî÷íîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè // Òàì æå. Âûï. 2.Ñ. 18�32.3. Àëåéíèêîâ À. Þ., Áàðàáàíîâ Ð. À., Áóòíåâ Î. È. è äð. Ïðîãðàììà ÌÄÏ-ÑÎÂÖ ðåøåíèÿçàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè íà ïàðàëëåëüíûõ ÝÂÌ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ // Òàì æå.2001. Âûï. 1. Ñ. 3�13. Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 09.11.10.




