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ÓÄÊ 519.6ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ ÏÐÎÖÅÑÑÀÊÐÈÑÒÀËËÈÇÀÖÈÈ ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ ÐÀÑÏËÀÂÎÂÂ. Ï. Ãèíêèí, Ñ. Ì. Ãàíèíà, Ê. Ã. ×åðíîâ(ÃÍÖ ÐÔ-ÔÝÈ, ã. Îáíèíñê)Ïðåäëàãàåòñÿ íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõðàñïëàâîâ, â êîòîðîé ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ çàäà÷à Ñòåôàíà ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè: òâåðäàÿôàçà � äâóõôàçíàÿ ïåðåõîäíàÿ çîíà è äâóõôàçíàÿ çîíà � æèäêàÿ ôàçà. Äâóõôàçíàÿçîíà ïðåäñòàâëåíà ïîðèñòîé ñðåäîé ñ ïåðåìåííîé ïîðèñòîñòüþ. Ó÷èòûâàåòñÿ äîïîëíè-òåëüíàÿ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ òå÷åíèþ ðàñïëàâà â ïîðèñòîé ñðåäå ïî àíàëîãèè ñ çàêîíîìÄàðñè. Ñðàâíèâàþòñÿ ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòÿìè îáúåìíîéäîëè æèäêîé ôàçû îò òåìïåðàòóðû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýêñïåðèìåíòàïî êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâà Sn ñ 20%-íûì ñîäåðæàíèåì Pb ìåòîäîì íàïðàâëåííîéâåðòèêàëüíîé êðèñòàëëèçàöèè, êîòîðàÿ âåäåòñÿ ñâåðõó âíèç ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðàãðàâèòàöèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõêîìïîíåíòíûå ðàñïëàâû, êðèñòàëëèçàöèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-äåëü, òå÷åíèå â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, çàäà÷à Ñòåôàíà, ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà, ðàñ÷åòýêñïåðèìåíòà.ÂâåäåíèåÎäíèì èç êëþ÷åâûõ óñëîâèé ñîçäàíèÿ íîâûõìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ïîòðåáèòåëüñêèìè õà-ðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå êðèòè-÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñîñòàâîì, ñòðóêòó-ðîé è ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà. Ñîçäàíèå âîñïðî-èçâîäèìîé ñáàëàíñèðîâàííîé äâóõôàçíîé ñòðóê-òóðû ñïëàâà ñ îïòèìàëüíûìè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàçìåðíûìè è îðèåíòàöèîííûìè ïàðàìåòðàìèÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà-÷åé, êîòîðóþ íåâîçìîæíî ðåøèòü áåç ñîçäàíèÿìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîìàññîïåðåíîñà èïðîâåäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ èññëå-äîâàíèé.Äëÿ óêàçàííûõ öåëåé áûëà ðàçðàáîòàíà êâà-çèñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü [1], îïèñûâàþùàÿ ïðî-öåññ òåïëîìàññîïåðåíîñà ïðè êðèñòàëëèçàöèèðàñïëàâà â ñðåäå ñ øèðîêîé ïåðåõîäíîé äâóõôàç-íîé îáëàñòüþ. Â ýòîé ìîäåëè ÷èñëåííî ðåøàåò-ñÿ çàäà÷à Ñòåôàíà ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè: òâåðäàÿôàçà � ïðîìåæóòî÷íàÿ ïåðåõîäíàÿ äâóõôàçíàÿçîíà è äâóõôàçíàÿ çîíà �æèäêàÿ ôàçà ñ ó÷åòîìêîíâåêöèè â ðàñïëàâå è äâóõôàçíîé çîíå ñ íåîä-íîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì òâåðäîé ôàçû ïî îáú-åìó ïåðåõîäíîé çîíû. Â æèäêîé îáëàñòè ðåøà-þòñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà â ïðèáëèæåíèè

Áóññèíåñêà, â ïåðåõîäíîé äâóõôàçíîé çîíå �ìîäèôèöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, âêîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà ñî-ïðîòèâëåíèÿ òå÷åíèþ ðàñïëàâà âñëåäñòâèå òîð-ìîçÿùåãî âîçäåéñòâèÿ çàðîæäàþùåéñÿ è ïðîðàñ-òàþùåé â ðàñïëàâ òâåðäîé ôàçû. Äâóõôàçíàÿçîíà ìîäåëèðóåòñÿ ïîðèñòîé ñðåäîé; â íåé òâåð-äàÿ ôàçà ïðåäñòàâëÿåò íåïîäâèæíûé ïîðèñòûéñêåëåò, ÷åðåç êîòîðûé òå÷åò ðàñïëàâ. Òåìïåðà-òóðà â äâóõôàçíîé çîíå ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîéòåìïåðàòóðå ëèêâèäóñ è çàâèñèò òîëüêî îò êîí-öåíòðàöèè ïðèìåñè â æèäêîé ôàçå. Ýòî óñëîâèåñëåäóåò èç ñäåëàííîãî â ðàáîòå [1] ïðåäïîëîæå-íèÿ î êâàçèñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà çàòâåðäåâà-íèÿ ðàñïëàâà.Â ðàáîòå [1] òàêæå áûë ïðåäëîæåí ÷èñëåí-íûé áåí÷ìàðê, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âåðèôèêà-öèè äàííîé ìîäåëè. Âûøåóïîìÿíóòàÿ ìîäåëüðåàëèçîâàíà â êîäå GIGAN-2D è èñïîëüçîâàíàäëÿ ðàñ÷åòà äàííîãî áåí÷ìàðêà. Ñðàâíåíèå ðå-çóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííû-ìè äðóãèìè àâòîðàìè, ïîêàçàëî õîðîøåå ñîãëà-ñèå ìåæäó íèìè [2, 3]. Îäíàêî ðàñ÷åòû ýêñïåðè-ìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè èç ðàáîòû [1] íå ïðèâå-ëè ê óäîâëåòâîðèòåëüíîìó ñîãëàñèþ ðàñ÷åòíûõ èýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.� 58 �



Íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñïëàâîâÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà íåðàâíîâåñ-íàÿ ìîäåëü çàòâåðäåâàíèÿ, â êîòîðîé âìåñòîïðåäïîëîæåíèÿ î êâàçèñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåñ-ñà èñïîëüçóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàå-ìàÿ çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òâåðäîé ôàçûâ äâóõôàçíîé îáëàñòè. Ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåòâåðäîé ôàçû â äâóõôàçíîé îáëàñòè àïïðîêñè-ìèðóåòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ îò òåìïå-ðàòóðû.Äëÿ âàëèäàöèè ìîäåëè áûë âûïîëíåí ðàñ÷åòýêñïåðèìåíòà èç ðàáîòû [4] ïî êðèñòàëëèçàöèèðàñïëàâà Sn ñ 20%-íîé ïðèìåñüþ Pb ìåòîäîìâåðòèêàëüíîé íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè. Âýòîì ýêñïåðèìåíòå êðèñòàëëèçàöèÿ îñóùåñòâ-ëÿëàñü ñâåðõó âíèç, ÷òîáû èñêóññòâåííî âû-çâàòü ñðàâíèòåëüíî ñèëüíîå êîíâåêòèâíîå òå÷å-íèå è èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëü-íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âàëèäàöèè ïðîãðàìì ðàñ÷å-òà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõðàñïëàâîâ ñ ó÷åòîì êîíâåêòèâíîãî òåïëîìàññî-ïåðåíîñà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûë âûïîëíåí ðàñ÷åòýòîãî æå ýêñïåðèìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåé-íîé çàâèñèìîñòè äîëè òâåðäîé ôàçû îò òåìïåðà-òóðû, çàèìñòâîâàííîé èç ðàáîòû [5]. Ïðèâîäÿò-ñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàä-ðàòè÷íîé è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòåé äîëè æèäêîéôàçû îò òåìïåðàòóðû è ñðàâíåíèå èõ ñ ýêñïåðè-ìåíòîì.Óðàâíåíèÿ òåïëîìàññîïåðåíîñàÂ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ âåùåñòâî ìîæåò íà-õîäèòüñÿ â òâåðäîì, æèäêîì èëè ïðîìåæóòî÷-íîì äâóõôàçíîì ñîñòîÿíèè, ïðåäñòàâëÿþùåìñìåñü äâóõ ôàç, òâåðäîé è æèäêîé, ñ ðàçíûìèîáúåìíûìè äîëÿìè. Çîíó, ñîäåðæàùóþ ñìåñüäâóõ ôàç, áóäåì íàçûâàòü äâóõôàçíîé çîíîé.Äëÿ ìîäåëüíîãî ñîñòàâà ñïëàâà Sn + 20%Pb ýòàçîíà ïî îïðåäåëåíèþ îãðàíè÷åíà ñíèçó òåìïåðà-òóðîé îáðàçîâàíèÿ ýâòåêòèêè Te (èëè òåìïåðà-òóðîé ñîëèäóñ äëÿ íåýâòåêòè÷åñêèõ ñïëàâîâ, òà-êèõ êàê TiAl), à ñâåðõó � òåìïåðàòóðîé ëèêâè-äóñ Tliq, çàâèñÿùåé îò êîíöåíòðàöèè Cl ïðèìåñèâ ðàñïëàâå. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàâèñè-ìîñòü Tliq îò Cl ëèíåàðèçîâàíà:
Tliq = Tm +mCl,ãäå m � íàêëîí ëèíèè ëèêâèäóñ íà ôàçîâîé äèà-ãðàììå (çàäàííàÿ êîíñòàíòà); Tm � òåìïåðàòóðàïëàâëåíèÿ ÷èñòîãî ìàòåðèàëà (ò. å. ïðè Cl = 0).Ââåäåì îáúåìíûå äîëè ôàç â åäèíèöå îáúåìàäâóõôàçíîé îáëàñòè: εl è εs. Çäåñü è íèæå èí-äåêñû l è s îçíà÷àþò ïðèíàäëåæíîñòü ê æèäêîé

èëè òâåðäîé ôàçå ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåìíàÿ äî-ëÿ æèäêîé ôàçû íàçûâàåòñÿ òàêæå ïîðèñòîñòüþâåùåñòâà. Ïî îïðåäåëåíèþ
εl + εs = 1.Ðàññìîòðèì ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ äâóõêîì-ïîíåíòíîãî ðàñïëàâà, ïðè÷åì îäèí êîìïîíåíòáóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûì, à âòîðîé � ïðèìåñüþ.Òàê êàê ïëîòíîñòè âåùåñòâà â æèäêîé (ρl) èòâåðäîé (ρs) ôàçàõ ðàçëè÷íû, òî ïëîòíîñòü âå-ùåñòâà â äâóõôàçíîé çîíå îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-æåíèåì

ρ = εlρl + εsρs.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíò òåïëî-ïðîâîäíîñòè k, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïðèìå-ñè D è òåïëîåìêîñòü cp â äâóõôàçíîé çîíå:
k = εlkl + εsks; D = εlDl + εsDs;

cp = εlcpl + εscps .Äèôôóçèåé ïðèìåñè â òâåðäîé ôàçå òðàäèöèîí-íî ïðåíåáðåãàåì, ò. å. ïîëàãàåì Ds = 0; D =
= εlDl. Íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå Cs = k0Cl, ãäå
k0 � êîýôôèöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

V = εlvl; p = pl;

hs = cps (T − Te) ; hl = cpl (T − Te) + L;

〈h〉 = cp (T − Te) + εlL;

〈C〉 = εlCl + εsCs = [εl + (1− εl) k0]Cl,ãäå V � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè ðàñïëàâà; vl �èñòèííàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàñïëàâà; p � äàâëå-íèå; T � òåìïåðàòóðà ìàòåðèàëà; hs, hl � óäåëü-íàÿ ýíòàëüïèÿ âåùåñòâà â òâåðäîé è æèäêîé ôà-çàõ ñîîòâåòñòâåííî; 〈h〉 � óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿâåùåñòâà â äâóõôàçíîé çîíå; L � ñêðûòàÿ òåï-ëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òå÷åíèÿ ðàñïëàâà ïðè-ìåíèìî ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà, ãäå ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïëàâà ëèíåéíî çàâèñèòîò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè:
ρ̃ = ρl

[
1− βT (T − T0)− βC (Cl −C0)

]
,ãäå ρl � ïëîòíîñòü ðàñïëàâà ïðè T = T0; C = C0(ñ÷èòàåì êîíñòàíòîé); βT , βC � êîýôôèöèåíòûòåìïåðàòóðíîãî è êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðå-íèÿ. Òîãäà óðàâíåíèÿ òåïëîìàññîïåðåíîñà èìå-þò ñëåäóþùèé âèä:� 59 �
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ρl
∂V

∂t
+

ρl
εl

(∇V)V =

= ∇ (µ∇V)− εl∇p+ εlρ̃~g −
µεl
K

V, (1)ãäå µ � âÿçêîñòü (êîíñòàíòà);� óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
∇V = 0; (2)� óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

∂ρ 〈h〉

∂t
+∇ (ρcpT )V−∇ (k∇T ) = 0; (3)� óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïðèìåñè

∂ 〈C〉

∂t
+∇ClV −∇ (D∇Cl) = 0. (4)Ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (1)ó÷èòûâàåò ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ òå÷åíèþ ðàñïëà-âà ïðè òå÷åíèè â ïîðèñòîé ñðåäå ïî àíàëîãèè ñçàêîíîì Äàðñè:
F = −

µεl
K

V,ãäå K � ïðîíèöàåìîñòü ïîðèñòîé ñðåäû äëÿæèäêîñòíûõ ïîòîêîâ. Ïðèìåì äëÿ ïðîíèöàåìî-ñòè K ôîðìóëó Êîçåíè�Êàðìàíà â âèäå, ïðåä-ëîæåííîì â ðàáîòå [1]:
K =

λ2

2
ε3l

180ε2s
,ãäå λ2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæ-äó âòîðè÷íûìè âåòâÿìè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõäåíäðèòîâ.Ñèñòåìà ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (1)�(4) ñîäåðæèòïÿòü íåèçâåñòíûõ: V, p, 〈h〉, Cl, εl. Ïîýòîìóíåîáõîäèìî åùå îäíî äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå.Â êà÷åñòâå òàêîãî óðàâíåíèÿ âûáåðåì çàâèñè-ìîñòü εl îò ýíòàëüïèè 〈h〉

εl = εl (〈h〉) ,ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîé áóäåò îïðåäåëåíîíèæå.Çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè îò ýíòàëüïèèÑíà÷àëà íàéäåì çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè îòòåìïåðàòóðû. Îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç

ýêñïåðèìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëèêðèñòàë-ëè÷åñêîãî TiAl (Nb) ìåòîäîì çàêàëêè ïðîöåñ-ñà íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè ïîëó÷åíà ýêñ-ïåðèìåíòàëüíàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ òâåðäîéè æèäêîé ôàç â äâóõôàçíîé çîíå â ïðîäîëüíîìñðåçå ñëèòêà (ðèñ. 1). Âèäíî, ÷òî äâóõôàçíàÿ çî-íà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñðåäîé ñ íåðàâíîìåð-íîé ïîðèñòîñòüþ, à íå ãîìîãåííîé ñìåñüþ òâåð-äîé è æèäêîé ôàç. Â íåé òâåðäàÿ ôàçà îáðàçóåòíåïîäâèæíûé ïîðèñòûé ñêåëåò, â ïîðàõ êîòîðîãîòå÷åò ðàñïëàâ.Êîìïüþòåðíîå ðàçäåëåíèå ôàç ïðè îáðàáîò-êå ýòîãî èçîáðàæåíèÿ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ýêñ-ïåðèìåíòàëüíóþ çàâèñèìîñòü εs (T ) â äâóõôàç-íîé çîíå, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2. Ýòó çàâè-ñèìîñòü ìîæíî ïðèáëèæåííî àïïðîêñèìèðîâàòüïàðàáîëîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 2)

Ðèñ. 1. Äâóõôàçíàÿ çîíà, âûÿâëåííàÿ ïðè ñòðóê-òóðíûõ èññëåäîâàíèÿõ ñëèòêà TiAl ïîñëå ðåçêîãî çà-ìîðàæèâàíèÿ (çàêàëêè) ïðîöåññà åãî íàïðàâëåííîéêðèñòàëëèçàöèè. Êðèñòàëëèçàöèÿ ïðîòåêàëà ñëåâàíàïðàâî

Ðèñ. 2. Àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíîé äî-ëè òâåðäîé ôðàêöèè â äâóõôàçíîé çîíå ïàðàáîëîéêàê ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû� 60 �



Íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñïëàâîâ
εs = 1−

(
T − Te

Tliq − Te

)2

,ãäå Te = 1500 ◦Ñ, Tliq = 1570 ◦Ñ. Ñîîòâåòñòâåí-íî äëÿ ïîðèñòîñòè εl = 1−εs ïîëó÷èì ñëåäóþùååâûðàæåíèå:
εl =

(
T − Te

Tliq − Te

)
2

, Te ≤ T ≤ Tliq.Âûáåðåì çà íà÷àëî îòñ÷åòà òåìïåðàòóðû òåì-ïåðàòóðó îáðàçîâàíèÿ ýâòåêòèêè Te. Òîãäà ïî-ëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî-ðèñòîñòè â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû:
εl =





0, T < 0;
(

T

Tliq

)
2

, 0 ≤ T ≤ Tliq;

1, T > Tliq.Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó äëÿ ýíòàëü-ïèè â äâóõôàçíîé çîíå 〈h〉 = cpT + εlL, ïîëó÷èìóðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå òåìïåðàòóðó T ñ óäåëü-íîé ýíòàëüïèåé 〈h〉, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
T =





〈h〉

cps
, 〈h〉 ≤ 0;

cpT
2

liq

2L

(√
1+

4L〈h〉

c2pT
2

liq

−1

)
, 0<〈h〉<cpTliq+L;

〈h〉 − L

cpl
, 〈h〉 ≥ cpTliq + L.Îòñþäà ñ ó÷åòîì êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïî-ðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû íàõîäèì âûðàæåíèåäëÿ ïîðèñòîñòè â çàâèñèìîñòè îò ýíòàëüïèè:

εl=





0, 〈h〉 ≤ 0;

c2p
4L2

(√
1+

4L〈h〉

c2pT
2

liq

−1

)
2

, 0<〈h〉<cpTliq+L;

1, 〈h〉 ≥ L. (5)Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå çàìûêàþùåå ñîîòíîøå-íèå íàéäåíî.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îáúåìíîéäîëè òâåðäîé ôàçû ìîæíî òàêæå ïðèáëèæåííîàïïðîêñèìèðîâàòü ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò òåìïå-ðàòóðû:
εl =





0, T < 0;
T

Tliq
, 0 ≤ T ≤ Tliq;

1, T > Tliq.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòüïîðèñòîñòè îò ýíòàëüïèè:
εl =





0, 〈h〉 ≤ 0;

〈h〉

cpTliq + L
, 0 < 〈h〉 < cpTliq + L;

1, 〈h〉 ≥ L.

(6)Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòó-ðû â äâóõôàçíîé çîíå áûëà èñïîëüçîâàíà â ðà-áîòå [5].Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (1)�(4) ñ ó÷åòîì çàìûêàþùåãî ñîîòíîøå-íèÿ (5) èëè (6) áûë èñïîëüçîâàí íåÿâíûé ìåòîäóñòàíîâëåíèÿ, îïèñàííûé â ðàáîòå [2] è ðåàëèçî-âàííûé â êîäå GIGAN-2D.Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâÄëÿ âåðèôèêàöèè ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè áûëðàññ÷èòàí ìåòîäîì íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçà-öèè ýêñïåðèìåíò èç ðàáîòû [4] ïî çàòâåðäåâàíèþðàñïëàâà Sn ñ 20%-íîé ïðèìåñüþ Pb â âåðòè-êàëüíî ðàñïîëîæåííîé öèëèíäðè÷åñêîé àìïóëå.Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ â äâóìåðíîé (x, y)-ãåîìåòðèè.×èñëî óçëîâ ïî îñÿì X è Y çàäàâàëîñü 150 è 56ñîîòâåòñòâåííî. Øàã ïî âðåìåíè çàäàâàëñÿ ðàâ-íûì 0,001 ñ.Êðèñòàëëèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü â âåðòèêàëüíîìíàïðàâëåíèè, ïî îñè X, ñâåðõó âíèç. Äî íà÷à-ëà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâ íàõîäèë-ñÿ â àäèàáàòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ïðè òåìïåðàòó-ðå T0 =211 ◦Ñ. Ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà ñâåð-õó âíèç. Êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè ïåðåä íà÷à-ëîì ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ïîñòîÿííà è ðàâ-íà 20%.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà âåðõíåì òîð-öå åìêîñòè çàäàâàëñÿ îòâîä òåïëà ïî çàêîíó
qb = hT (T − Text) ,ãäå hT = 2100t−0,001, t � âðåìÿ â ñ; Text = 25 ◦Ñ.Òåïëîôèçè÷åñêèå äàííûå, èñïîëüçîâàííûå âðàñ÷åòàõ, âçÿòû èç ðàáîò [1, 6] è ïðèâåäåíû âòàáëèöå.Èç-çà ïîÿâèâøèõñÿ ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóð èêîíöåíòðàöèé â åìêîñòè ðàçâèâàëàñü ñâîáîäíàÿêîíâåêöèÿ. Â ðàñ÷åòàõ îöåíèâàëèñü ïàðàìåòðûêðèñòàëëèçàöèè, òàêèå êàê ðàñïðåäåëåíèå òåì-ïåðàòóð, ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè,ïîëîæåíèå ãðàíèöû ëèêâèäóñ, ñêîðîñòü îõëà-æäåíèÿ íà ãðàíèöå ëèêâèäóñ è äð.� 61 �



Â. Ï. Ãèíêèí, Ñ. Ì. Ãàíèíà, Ê. Ã. ×åðíîâÒåïëîôèçè÷åñêèå äàííûå, èñïîëüçîâàííûå âðàñ÷åòàõ Âåëè÷èíà Çíà÷åíèåÒåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ 232 ◦ÑÒåìïåðàòóðà îáðàçîâàíèÿýâòåêòèêè 183 ◦ÑÒåïëîåìêîñòü òâåðäîé ôàçû 200Äæ/ (êã ·Ê)Òåïëîåìêîñòü æèäêîé ôàçû 231Äæ/ (êã ·Ê)Òåïëîïðîâîäíîñòü òâåðäîé ôàçû 59Âò/ (ì ·Ê)Òåïëîïðîâîäíîñòü æèäêîé ôàçû 32Âò/ (ì ·Ê)Òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè 52 580Äæ/êãÏëîòíîñòü òâåðäîé ôàçû 8 250 êã/ì3Ïëîòíîñòü æèäêîé ôàçû 7 860 êã/ì3

βT 6,0 · 10−5 (◦Ñ)−1

βC −5,3 · 10−3 (%)
−1Ìîëåêóëÿðíàÿ âÿçêîñòü 10−3 êã/ (ì · ñ)Êîýôôèöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ k0 0,0656

m −1,5 ◦Ñ · (%)
−1

λ2 6,5 · 10−5Ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ (cooling rate) îöåíèâà-ëàñü â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû ëèêâèäóñ ïî çíà-÷åíèÿì òåìïåðàòóðû â òåêóùèé è ïðåäûäóùèéìîìåíòû âðåìåíè. Ñóùåñòâóåò êîððåëÿöèÿ ìåæ-äó çíà÷åíèåì ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ è òåìïåðà-òóðíûì ãðàäèåíòîì íà ãðàíèöå ëèêâèäóñ, ñ îä-íîé ñòîðîíû, è ïîëîæåíèåì ìèêðîñòðóêòóðíî-ãî ïåðåõîäà â êðèñòàëëèçóåìîì ìàòåðèàëå, îïðå-äåëÿþùèì ñìåíó ìîðôîëîãèè êðèñòàëëèçóåìûõäåíäðèòîâ (Columnar to Equiaxed Transition �CET), ñ äðóãîé. Ýòà êîððåëÿöèÿ ïîçâîëÿåò èñ-ïîëüçîâàòü ïîçèöèþ ÑÅÒ â êðèñòàëëèçàöèîííîéñèñòåìå êàê ðåïåðíóþ ìîäåëüíóþ òî÷êó. Â ýêñ-ïåðèìåíòå [4] áûëî íàéäåíî, ÷òî CET ïðîèñõîäèòïðè çíà÷åíèè ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ íà ãðàíèöåëèêâèäóñ r = 0,03Ê/ñ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàñ-ñòîÿíèþ ïîçèöèè CET îò îõëàæäàåìîãî òîðöà
X = 76ìì. Â ðàñ÷åòå ïî ïðåäñòàâëåííîé ìî-äåëè áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèåñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ r = 0,03Ê/ñ äîñòèãàåòñÿïðè X = 70ìì.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåí-òàëüíîé è äâóõ ðàñ÷åòíûõ êðèâûõ ñêîðîñòåéîõëàæäåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ïî îñèàìïóëû îò îõëàæäàåìîãî òîðöà X. Îáå ðàñ÷åò-íûå êðèâûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòà-ìè èçìåðåíèé, ÷òî ïîäòâåðæäàåò àäåêâàòíîñòüïðåäëîæåííîé ìîäåëè. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëü-çîâàíèå ôîðìóë (5) èëè (6) â êà÷åñòâå çàìûêàþ-ùèõ ñîîòíîøåíèé äàåò ïðàêòè÷åñêè îäèí è òîòæå ðåçóëüòàò.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ íà ãðàíè-öå ëèêâèäóñ îò ðàññòîÿíèÿ ïî îñè àìïóëû îò îõëà-æäàåìîãî òîðöà: 1 � ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàä-ðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû;2 � ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòèïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû; • � ýêñïåðèìåíòàëüíûåäàííûå (ñ ãðàôèêà èç ðàáîòû [6])Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ïîëÿ ñêîðîñòåé êîíâåê-òèâíîãî òå÷åíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè,ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòè÷íîé çà-âèñèìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû. Ñïëîø-íîé ëèíèåé íà íèõ óêàçàíî ïîëîæåíèå ãðàíèöûëèêâèäóñ. ×åðíûì öâåòîì îêðàøåíà çîíà òâåð-äîé ôàçû. Çîíà, ëåæàùàÿ ìåæäó òâåðäîé ôà-çîé è ãðàíèöåé ëèêâèäóñ, ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíîéäâóõôàçíîé çîíîé è îêðàøåíà îòòåíêàìè ñåðî-ãî öâåòà, ïðè÷åì áîëåå òåìíûé îòòåíîê îçíà÷àåòáîëüøóþ äîëþ òâåðäîé ôàçû. Èç ðèñóíêà âèä-íî, ÷òî â íà÷àëå ýêñïåðèìåíòà â æèäêîé ôàçåâäîëü ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà ðàçâèâàþòñÿäâà ñèììåòðè÷íûõ êîíâåêòèâíûõ âèõðÿ, íàïðàâ-ëåííûõ äðóã ê äðóãó è ê öåíòðó åìêîñòè. Â ïå-ðåõîäíóþ äâóõôàçíóþ çîíó òå÷åíèå ïðîíèêàåòñðàâíèòåëüíî íåãëóáîêî. Ñî âðåìåíåì øèðèíàäâóõôàçíîé çîíû è ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ òå-÷åíèÿ â äâóõôàçíóþ çîíó âîçðàñòàþò. Õàðàê-òåð òå÷åíèÿ òîæå ñî âðåìåíåì ìåíÿåòñÿ â ñâÿçèñ òåì, ÷òî äâóõâèõðåâîå òå÷åíèå â äàííîì ñëó-÷àå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ïîñòåïåííî îäèíâèõðü óìåíüøàåòñÿ â ðàçìåðàõ, à âòîðîé óâåëè-÷èâàåòñÿ, è ê 100-é ñåêóíäå òå÷åíèå ñòàíîâèò-ñÿ ïðàêòè÷åñêè îäíîâèõðåâûì. Ëèíèÿ ëèêâèäóñèñêðèâëÿåòñÿ ñî âðåìåíåì âñëåäñòâèå ðàçâèòèÿêîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå ïîëÿ ñêî-ðîñòåé êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîðèñòî-� 62 �



Íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñïëàâîâ

Ðèñ. 4. Ïîëÿ ñêîðîñòåé êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ â ïðîöåññå çàòâåðäåâàíèÿ ðàñïëàâà, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçî-âàíèåì êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ðèñ. 5. Ïîëÿ ñêîðîñòåé êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ â ïðîöåññå çàòâåðäåâàíèÿ ðàñïëàâà, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçî-âàíèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíèñòè îò òåìïåðàòóðû. Êà÷åñòâåííî îíè ïîõîæèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé, ïðåäñòàâëåííûå íàðèñ. 4, îäíàêî èìåþòñÿ è ñóùåñòâåííûå ðàçëè-÷èÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé ìîäåëè ïîðè-ñòîñòè êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå ãëóáæå ïðîíèêàåòâíóòðü äâóõôàçíîé çîíû, ÷åì ïðè èñïîëüçîâà-íèè êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè. Ïîëîæåíèå ãðàíèöû
ëèêâèäóñ ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé çàâèñè-ìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû îïåðåæàåò ïî-ëîæåíèå ãðàíèöû ëèêâèäóñ ïðè èñïîëüçîâàíèèêâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè.Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ èçîëèíèéêîíöåíòðàöèé ñâèíöà â çàòâåðäåâøåì ñëèòêå, ïî-ëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé è êâàäðà-� 63 �
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â çà-òâåðäåâøåì ñëèòêå, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåìëèíåéíîé (à) è êâàäðàòè÷íîé (á) çàâèñèìîñòåé ïî-ðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðûòè÷íîé çàâèñèìîñòåé ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòó-ðû. Âèäíî, ÷òî îíè òàêæå çàìåòíî îòëè÷àþòñÿäðóã îò äðóãà. Â ñå÷åíèè X = 70ìì, ñîîòâåò-ñòâóþùåì ÑÅÒ, íàáëþäàþòñÿ ñèëüíîå ñãóùåíèåèçîëèíèé è ëîêàëüíûé ìàêñèìóì êîíöåíòðàöèèïðèìåñè. Îñîáåííî ÿðêî ýòî âèäíî íà ðèñ. 6, á,ñîîòâåòñòâóþùåì êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïî-ðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äàåò âîçìîæíîñòü êà-÷åñòâåííî îáúÿñíèòü ïðè÷èíó âîçíèêíîâåíèÿÑÅÒ, ñâÿçàâ åãî ñ âîçðàñòàíèåì êîíöåíòðàöèèïðèìåñè. Äåéñòâèòåëüíî, àòîìû ïðèìåñè â ïå-ðåîõëàæäåííîì ðàñïëàâå ñëóæàò öåíòðàìè çà-ðîäûøåîáðàçîâàíèÿ òâåðäîé ôàçû ñ ðàâíîîñíîéìèêðîñòðóêòóðîé (êðèñòàëëèòîâ). ×åì âûøåêîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â ïåðåîõëàæäåííîì ðàñ-ïëàâå, òåì âûøå âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ êðè-ñòàëëèòîâ. Çàðîäèâøèåñÿ êðèñòàëëèòû áûñòðîðàñòóò, äîñòèãàÿ ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ ðàçìå-ðîâ. Âûäåëÿþùàÿñÿ ïðè ýòîì ñêðûòàÿ òåïëî-òà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïîâûøàåò ëîêàëüíóþ òåì-ïåðàòóðó è ñíèìàåò â äàííîé îáëàñòè ïåðåîõëà-æäåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîäîëæàåòñÿ ðîñòäåíäðèòîâ. Ïðè âñòðå÷å ôðîíòîâ äåíäðèòíîãîè êðèñòàëëèòíîãî ðîñòà òâåðäîé ôàçû è ïðîèñ-õîäèò ÑÅÒ, ò. å. ïåðåõîä îò ñòîëá÷àòîé ìèêðî-ñòðóêòóðû ñëèòêà ê ðàâíîîñíîé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïî-ðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû (ñì. ðèñ. 6, à) òàêæåíàáëþäàåòñÿ ëîêàëüíîå âîçðàñòàíèå êîíöåíòðà-öèè ïðèìåñè, íî ýòî âîçðàñòàíèå âûðàæåíî çíà-÷èòåëüíî ñëàáåå. Â öåëîì, ìîæíî êîíñòàòèðî-âàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè ïîðèñòî-ñòè îò òåìïåðàòóðû äàåò ïðèìåðíî òàêèå æå ðå-çóëüòàòû, êàê è áîëåå òî÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ìî-äåëü. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñ-ïëàâîâ, ó÷èòûâàþùàÿ êîíâåêòèâíûé òåïëîìàñ-ñîïåðåíîñ â ðàñïëàâå è ïåðåõîäíîé äâóõôàçíîéçîíå. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî âàðèàíòà â íî-âîé ìîäåëè íå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î êâàçè-ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ ðàñïëà-âà. Âìåñòî ýòîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîìå-æóòî÷íîé äâóõôàçíîé çîíå ïîðèñòîñòü êâàäðà-òè÷íî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Ýòà çàâèñèìîñòüïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêèðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ôàç â ïåðåõîäíîé äâóõôàçíîé çîíå.Äâóõôàçíàÿ çîíà îãðàíè÷åíà òåìïåðàòóðîé îá-ðàçîâàíèÿ ýâòåêòèêè (èëè òåìïåðàòóðîé ñîëè-äóñ äëÿ íåýâòåêòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ) è òåìïå-ðàòóðîé ëèêâèäóñ, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ çàâèñèò îòêîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â æèäêîé ôàçå. Ðåøàåò-ñÿ çàäà÷à Ñòåôàíà ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè: æèäêàÿôàçà � ïåðåõîäíàÿ äâóõôàçíàÿ çîíà, äâóõôàçíàÿçîíà � òâåðäàÿ ôàçà. Ñîïðîòèâëåíèå òå÷åíèþðàñïëàâà â äâóõôàçíîé çîíå ó÷èòûâàåòñÿ äîïîë-íèòåëüíîé ñèëîé, îïðåäåëÿåìîé ïî àíàëîãèè ñçàêîíîì Äàðñè äëÿ òå÷åíèÿ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ.Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ðåàëèçîâàíà â ïðî-ãðàììå GIGAN-2D, ðàçðàáîòàííîé â ÃÍÖ ÐÔ-ÔÝÈ, ã. Îáíèíñê. Ìåòîä ðàñ÷åòà âêëþ÷àåò íåÿâ-íóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî âðåìåíè, íåÿâíûé ìå-òîä óñòàíîâëåíèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíóþ àïïðîêñè-ìàöèþ êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ. ×èñëåííûé ðàñ-÷åò ýêñïåðèìåíòà ïî êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâàSn ñ 20%-íîé ïðèìåñüþ Pb ìåòîäîì âåðòèêàëü-íîé íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè ïîêàçàë õîðî-øåå ñîâïàäåíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõðåçóëüòàòîâ.Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóí-äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 09-08-00844-à è 10-03-00338-a).� 64 �
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