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ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2011. Âûï. 4
ÓÄÊ 517.958:536.2 ÀÍÀËÈÇ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÕÅÌÄËß ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÊÂÀÇÈÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÌ ÌÅÒÎÄÎÌÑ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ êâàçè-äèôôóçèîííûì ìåòîäîì, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè äëÿíèõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â îòëè÷èå îò ñòàðûõ ñõåì äâå ïîñòðîåííûå íîâûå ñõåìû ïîëîæè-òåëüíû â ïàðàáîëè÷åñêîì êâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå.ÂâåäåíèåÑèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ, íåëè-íåéíóþ ñèñòåìó, ïîýòîìó åå ÷àñòî ðåøàþò â áîëåå ïðîñòîì ïðèáëèæåíèè. Îäíèì èç øèðîêî ïðèìå-íÿåìûõ ÿâëÿåòñÿ êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå [1]. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îíî ïðèâîäèòê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Èç òåîðåìû Ãîäóíîâà èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñè-ñòåìû íå ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà â êëàññå ëèíåéíûõ ñõåì. Åñëè ïðåíåáðå÷üâðåìåííîé ïðîèçâîäíîé îò ïîòîêà èçëó÷åíèÿ, òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïåðåéäåò â ïàðàáîëè÷å-ñêîå óðàâíåíèå [2]. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì êâàçèäèôôóçèèD = 1=3 íåò ïðîáëåìû ñ ïîñòðîåíèåì ìîíîòîííîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî ïðè ïåðåìåí-íîì êîýôôèöèåíòå êâàçèäèôôóçèè ýòî ïðîáëåìàòè÷íî, òàê êàê â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó÷àå íåâûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Áîëüøå òîãî, äëÿ òàêîé ñèñòåìû íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîñòðîèòüìîíîòîííóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèìåíÿâøàÿñÿ ðàíåå ñõåìà ÐÎÌÁ [3, 4] íå âñåãäà ïîçâîëÿ-ëà ïîëó÷àòü ìîíîòîííûå è ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìêîýôôèöèåíòîì êâàçèäèôôóçèè.Îäíèì èç ïóòåé ê ïîñòðîåíèþ ìîíîòîííîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå TVD-ñõåì [5]. Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, îíè íåëèíåéíûå, ò. å. áîëåå ñëîæíûåâ ðåàëèçàöèè è ìåíåå ýêîíîìè÷íûå, ÷åì ëèíåéíûå ñõåìû. Âî-âòîðûõ, ýòè ñõåìû òðåáóþò ñïåöèàëü-íûõ âèäîèçìåíåíèé äëÿ ñ÷åòà îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ ó ãðàíèö. Â-òðåòüèõ, îíè èñïîëüçóþòïåðåõîä ê èíâàðèàíòàì, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äèôôåðåíöèàëü-íóþ ñèñòåìó ïåðåíîñà â êâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïðèâåñòè ê èíâàðèàíòàì íå óäàåòñÿ.Â ðàçíîñòíîì âèäå ïåðåõîä ê èíâàðèàíòàì âîçìîæåí, íî â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèåTVD-ñõåìû ñ ïåðåõîäîì ê èíâàðèàíòàì çàòðóäíåíî. Íàêîíåö, ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ñõåì ÷ðåçâû÷àéíîñëîæíà äëÿ ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèé è íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê.Â äàííîé ðàáîòå, íå íàðóøàÿ èäåîëîãèè äâóõòî÷å÷íîé ñõåìû ÐÎÌÁ, àïïðîêñèìèðóþùåé óðàâíå-íèÿ â ðàìêàõ ÿ÷åéêè, ïðåäëàãàþòñÿ äâà âàðèàíòà ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, óëó÷øàþùèõ óñëîâèÿïîëîæèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ. Äëÿ îäíîãî èç íèõ ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ñ èñïîëüçóåìûìèðàíåå ñõåìàìè ÐÎÌÁ [4] è TVD [5]. Ñóòü íîâûõ ñõåì çàêëþ÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ, â ðàçäåëåíèè ÷ëåíà�i (DU) íà äâà ñëàãàåìûõ D�iU è U�iD, à âî-âòîðûõ, â èñïîëüçîâàíèè îñîáîé àïïðîêñèìàöèèñëàãàåìîãî U�iD. Ðàçäåëåíèå ÷ëåíà �i (DU) íà äâà ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê àïïðîêñèìàöèè âòîðîãîóðàâíåíèÿ êâàçèäèôôóçèîííîé ñèñòåìû â íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå. Îäíàêî ýòî íå íàðóøàåò êîí-ñåðâàòèâíîñòè ñõåìû, òàê êàê â óðàâíåíèè áàëàíñà ó÷àñòâóåò òîëüêî ïåðâîå óðàâíåíèå ñ ïîòîêàìè� 3 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâíà ãðàíÿõ, âû÷èñëÿåìûìè ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå D�iU íå ïðåäñòàâëÿ-åò ñëîæíîñòè â àïïðîêñèìàöèè, òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå â ïåðâîå óðàâíåíèå êâàçèäèôôóçèîííîéñèñòåìû ïðåâðàùàåòñÿ â äèôôóçèîííûé ÷ëåí. Àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èìååò ïåðâûéïîðÿäîê ïî âðåìåíè è âòîðîé ïîðÿäîê ïî ïðîñòðàíñòâó, à ïðè ïîëó÷åíèè îòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿñíèæàåò ïîðÿäîê ïî ïðîñòðàíñòâó äî ïåðâîãî. Â íîâîé ñõåìå âïåðâûå ïðèìåíåíû ðàçíûå ñîîòíîøå-íèÿ ñâÿçè äëÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â ðàçíûõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû êâàçèäèôôóçèè. Çíà÷åíèÿ ïëîò-íîñòè èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå èç ðàçíûõ ñîîòíîøåíèé ñâÿçè, îòëè÷àþòñÿ â ÷ëåíàõ âòîðîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè. Îñîáàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ âî âòîðîì óðàâíåíèè íå íàðóøàåòêîíñåðâàòèâíîñòè ñõåìû è îòëè÷àåòñÿ îò àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â ïåðâîì óðàâíåíèèâ õóäøåì ñëó÷àå â ÷ëåíàõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó ïåðåíîñà ëó÷èñòîé ýíåðãèè â ìíîãîãðóïïîâîì êâàçèäèôôóçè-îííîì âèäå [1]: 1c @Ug@t + @ (r�Sg)r�@r + �cgUg = �cgBg;�c @Sg@t + @ (DgUg)@r + �gSg + dgUg = 0;@E@t = GXg=1 �cg (Ug �Bg): (1)Çäåñü t � âðåìÿ; r � êîîðäèíàòà; c � ñêîðîñòü ñâåòà; g � èíäåêñ ýíåðãåòè÷åñêîé ãðóïïû, g == 1; : : : ; G; Ug = 1R�1 Jgd� � ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà; Sg = 1R�1 �Jgd� �ïîòîê èçëó÷åíèÿ; Jg � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ; "g � ýíåðãèÿ; Bg = 8�c2eh3 Z�"g "3exp("=T ) � 1d" �ôóíêöèÿ Ïëàíêà, óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà; eh � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; �cg � êîýôôèöèåíòïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ; �sg � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ; �g � êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ, �g == �cg + �sg; E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âåùåñòâà; Dg, Dg;1 � êîýôôèöèåíòû êâàçèäèôôóçèè; òèïïðèáëèæåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ:� � = 1 � êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå (ÊÄ);� � = 0 � êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå (ÐÄ);� � = 1; Dg = 1=3 � P1-ïðèáëèæåíèå;� � = 0; Dg = 1=3 � äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå;� � òèï ãåîìåòðèè:� ïðè � = 0 � ïëîñêàÿ ãåîìåòðèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè dg = 0, Dg = 1Ug 1R�1 �2Jgd�;� ïðè � = 1 � öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ, dg = 1r (2Dg +Dg;1 � 1),Dg = 1Ug 2�R0 cos2 ' 1R�1 �1� �2�Jgd�d'; Dg;1 = 1Ug 2�R0 1R�1 �2Jgd�d'; Ug = 2�R0 1R�1 Jgd�d';� ïðè � = 2 � ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ, dg = 1r (3Dg � 1), Dg = 1Ug 1R�1 �2Jgd�.Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä�0;gUg + �0;gSg = '0;g; �1;gUg + �1;gSg = '1;g;ãäå �0;g, �0;g, '0;g, �1;g, �1;g, '1;g � ïàðàìåòðû äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.� 4 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÐàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÐàññìîòðèì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ñèñòåìû (1) â ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè. Òîãäà ñèñòåìà ðàç-íîñòíûõ ÊÄ-óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè çäåñü îïóùåíû èíäåêñû g è i+ 1=2)1c� Un+1 + 1Vi�i �r�Sn+1�+ �cUn+1 = 1c� Un + �cBn+1;�c� Sn+1 + Dh�iUn+1 + �Sn+1 + (d+ �)Un+1 = �c� Sn; (2)ãäå � = �c + �s; � = tn+1 � tn; h = ri+1 � ri; Vi = r�+1i+1 � r�+1i� + 1 ; � = �iDh .Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé. Äëÿ åå çàìûêàíèÿ íàäî çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíûåñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè èñêîìûõ âåëè÷èí â öåíòðàõ ÿ÷ååê ñ èõ àíàëîãàìè íà ãðàíÿõ. Ýòè ñîîòíîøå-íèÿ îïðåäåëÿþò òî÷íîñòü è ìîíîòîííîñòü ñõåìû. Áóäåì ââîäèòü óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ïî-ðàçíîìó. Äåëî â òîì, ÷òî â êëàññå ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì íå óäàåòñÿ ïîäîáðàòü äîïîëíèòåëüíûõñîîòíîøåíèé ñâÿçè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîíîòîííîãî ðåøåíèÿ äàæå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Ïî-ýòîìó â äàííîé ðàáîòå ñðàâíèâàþòñÿ òðè âàðèàíòà ñîîòíîøåíèé ñâÿçè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû(1) â ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ U è S ïî ñõåìå ÐÎÌÁ (ïåðâàÿ ñõåìà), ïðèìåíÿåìûåäëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÊÄ-óðàâíåíèé â ðàáîòå [4]:Ui+1=2 = 0;5 (Ui + Ui+1) + Æ�iS; Si+1=2 = 0;5 (Si + Si+1) + ��iU; (3)ãäå Æ, � � ïàðàìåòðû ðàçíîñòíîé ñõåìû.Ïîäñòàâëÿÿ (3) â ñèñòåìó (2), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:a0iUi + b0iUi+1 + c0iSi + d0iSi+1 = f0i ;a1iUi + b1iUi+1 + c1iSi + d1iSi+1 = f1i ; (4)ãäå a0i = b0i = 1; c0i = �2a; d0i = 2�a; a = Æ + r�iq1Vi ; �a = Æ + r�i+1q1Vi ;a1i = �2m+ p; b1i = 2m+ p; c1i = 1� 2Æp; d1i = 1 + 2Æp; p = d+ �q ; m = � + Dqh ;f0 = 2q1 � 1c� Un + �cBn+1� ; f1 = 2�c�qSn; q1 = 1c� + �c; q = �c� + �:Çàìåòèì, ÷òî ïðè Æ � 0 êîýôôèöèåíòû a0i , b0i , �c0i , d0i ïîëîæèòåëüíû, à êîýôôèöèåíòû a1i , b1i , c1i , d1ièç-çà çíàêîïåðåìåííîñòè p ìîãóò ìåíÿòü çíàê. Çíàêîïîñòîÿííûìè îíè ñòàíîâÿòñÿ òîëüêî ïðè p = 0.Âî âòîðîé ñõåìå èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ ñèñòåìû (1)1c� Un+1 + 1Vi�i �r�Sn+1�+ �cUn+1 = 1c� Un + �cBn+1;�c� Sn+1 + Dh �iUn+1 + �Sn+1 + (d+ �)Un+1h = �c� Sn: (5)Ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ ñèñòåìû (5) èìåþò âèäUi+1=2 = �iUi + (1� �i)Ui+1 + Æi�i (r�S) ;(r�S)i+1=2 = �i (r�S)i + (1� �i) (r�S)i+1 + �i�iU ;(Uh)i+1=2 = 
iUi + (1� 
i)Ui+1 + �i�i (r�S) ; (6)� 5 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâãäå Æ, �, �, �, �, 
, 0 � �i � 1, 0 � �i � 1, 0 � 
i � 1 � ïàðàìåòðû ðàçíîñòíîé ñõåìû.Â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè (6) èñïîëüçóåòñÿ ðàçíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè ïëîòíîñòè èçëó÷å-íèÿ â ïåðâîì è âòîðîì óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (5). Â îáùåì ñëó÷àå ðàçíîñòü (Uh)i+1=2�Ui+1=2 = O (h)èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ïðè 
 = � = 0;5, Æ = O (h), � = O (h) ýòà ðàçíîñòü èìååò âòîðîéïîðÿäîê ìàëîñòè, à ïðè 
 = �, Æ = � îíà âñåãäà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Õîòÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû(1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ â íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå ñ äðóãèìè ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçè äëÿ U , ýòî íå íà-ðóøàåò êîíñåðâàòèâíîñòè ñõåìû, òàê êàê â óðàâíåíèè áàëàíñà ó÷àñòâóåò òîëüêî ïåðâîå óðàâíåíèå ñïîòîêàìè íà ãðàíÿõ, âû÷èñëÿåìûìè ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ.Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (6) â ñèñòåìó (5), ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíî Ui, �Si = (r�S)i óðàâíå-íèÿ (4) ñ êîýôôèöèåíòàìèa0i = �i; b0i = 1� �i; c0i = �ai; d0i = ai; ai = Æi + 1q1;iVi ;a1i = �mi + 
ipi; b1i = mi + (1� 
i) pi; c1i = �i � pi�i; d1i = 1� �i + pi�i;pi = r�i+1=2 di + �iqi ; mi = �i + Dir�i+1=2qihi ;f0 = 1q1 � 1c� Un + �cBn+1� ; f1 = �r�c�q Sn:Çàìåòèì, ÷òî ïðè Æ � 0 êîýôôèöèåíòû a0i , b0i , �c0i , d0i ïîëîæèòåëüíû, à êîýôôèöèåíòû a1i , b1i ,c1i , d1i èç-çà çíàêîïåðåìåííîñòè p ìîãóò ìåíÿòü çíàê, íî â îòëè÷èå îò ñõåìû ÐÎÌÁ ìîãóò ñòàòüçíàêîïîñòîÿííûìè íå òîëüêî ïðè p = 0, íî òàêæå ïðè �i = 0 è 
i = 0 èëè 
i = 1.Â òðåòüåé ñõåìå ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèè ÷ëåíà @ (DU)@r ïðîèçâîäèòñÿ â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå:1c� Un+1 + 1Vi�i �r�Sn+1�+ �cUn+1 = 1c� Un + �cBn+1;�c� Sn+1 + 1h�i �DUn+1�+ �Sn+1 + dUn+1h = �c� Sn: (7)Äëÿ ñèñòåìû (7) ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè â âèäå(DU)i+1=2 = 0;5 �(DU)i + (DU)i+1�+ Æ�i (r�S) ;(r�S)i+1=2 = 0;5 �(r�S)i + (r�S)i+1�+ ��i (DU) ;(DUh)i+1=2 = 
i (DU)i + (1� 
i) (DU)i+1 + �i�i (r�S) ; (8)ãäå Æ, �, 
, � � ïàðàìåòðû ðàçíîñòíîé ñõåìû.Ïîäñòàâëÿÿ (8) â ñèñòåìó (7), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (4) îòíîñèòåëüíî U i = (DU)i, Si = (r�S)iâìåñòî U , S ñ êîýôôèöèåíòàìèa0i = b0i = 1; c0i = �2a; d0i = 2a; a = Æ + Di+1=2q1Vi ;a1i = 2p
 � 2m; b1i = 2p (1� 
) + 2m; c1i = 1� 2p�; d1i = 1 + 2p�;p = dr�i+1=2qDi+1=2 ; m = � + r�i+1=2qh ;f0 = 2Di+1=2q1 � 1c� Un + �cBn+1� ; f1 = 2�c�q (r�Sn)i+1=2 :Çàìåòèì, ÷òî ïðè Æ � 0 êîýôôèöèåíòû a0i , b0i , �c0i , d0i ïîëîæèòåëüíû, à êîýôôèöèåíòû �a1i , b1i , c1i ,d1i ìîæíî ñäåëàòü ïîëîæèòåëüíûìè çà ñ÷åò âûáîðà ïàðàìåòðîâ 
, �.Äîñòîèíñòâîì äàííîé ñõåìû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé (5), (6) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîýôôèöèåíò p == dr�i+1=2qDi+1=2 ñòàíîâèòñÿ áîëåå çíàêîîïðåäåëåííûì, òàê êàê â áîëüøèíñòâå çàäà÷ D > 1=3 è d > 0.� 6 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÍåäîñòàòêîì äàííîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîãîíêè íàäî ñòàâèòü îòíî-ñèòåëüíî U i, Si âìåñòî U , S, ÷òî ïðåäïîëàãàåò èíòåðïîëÿöèþ êîýôôèöèåíòà êâàçèäèôôóçèè íàãðàíèöå. Âòîðûì íåäîñòàòêîì äàííîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíò êâàçèäèôôóçèèñ÷èòàåòñÿ íå íà èòåðàöèÿõ, à îäèí ðàç íà øàãå, òî âîçíèêàåò ðàññîãëàñîâàíèå ïðè ïîëó÷åíèè ïëîò-íîñòè èçëó÷åíèÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê íà èòåðàöèÿõ:U�i+1=2 = 0;5 �(DU)�i + (DU)�i+1�+ Æ�i (r�S�)Dni+1=2 :Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîòîêîâîé ïðîãîíêè. Ïðåäïîëàãàåì ñâÿçüìåæäó Ui è Si â âèäå XiUi + YiSi = Zi, Xi + Yi = 1, ãäå Xi, Yi, Zi � ïðîãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû,êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàìXi+1 = Li (Xihcbii + Yihbaii) ;Yi+1 = Li (Xihcdii + Yihdaii) ;Zi+1 = Li (Xihcfii + Yihfaii + Zihacii) ;L�1i = Xi (hcbii + hcdii) + Yi (hbaii + hdaii) ;X0 = �0�0 + �0 ; Y0 = �0�0 + �0 ; Z0 = '0�0 + �0 ;habi = a1b0 � a0b1; hcai = c1a0 � c0a1; : : : (9)
Ôîðìóëû îáðàòíîé ïðîãîíêè:Ui = LiY �1i+1 (hbdiiYiUi+1 + hdfiiYi + hcdiiZi) ; Si = Y �1i (Zi �XiUi) ; i = I � 1; : : : ; 1; 0;UI = (�1ZI � '1YI) (�1XI � �1YI)�1 ; SI = ('1XI � �1ZI) (�1XI � �1YI)�1 : (10)Ïðè Y0 = 0, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî íà ãðàíèöå, ïîòîê âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëåSi = LiX�1i+1 (hbdiiXiSi+1 � hbfiiXi + hbaiiZi) :Íàéäåì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè ðàññìîòðåííûõ âûøå ñõåì.Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòèÄëÿ ñèñòåìû (9) âèäíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿhcbii � 0; hbaii � 0; hcdii � 0; hdaii � 0; X0 � 0; Y0 � 0; X0 + Y0 > 0; (11)òî ïðîãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû Õi, Yi âñåãäà ëåæàò â èíòåðâàëå [0, 1], ò. å. âû÷èñëÿþòñÿ óñòîé÷èâî.Óñòîé÷èâîå âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà Zi òðåáóåò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿjLihaciij � 1: (12)Òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Zi ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì:hcfii � 0; hfaii � 0; hacii � 0; Z0 � 0: (13)Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ôîðìóë îáðàòíîé ïðîãîíêè (10) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè âû÷èñëåíèè U âûïîë-íÿëèñü óñëîâèÿ ��LiY �1i+1hbdiiY �� � 1, èëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (11)jhbdiijYi � hcdiiXi + hdaiiYi (14)� 7 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâè íà ãðàíèöå �XI 6= �YI .Òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîñòè U ïðèâîäèò ê óñëîâèÿìhbdii � 0; hdfii � 0; UI � 0: (15)Óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà ïðè Yi 6= 0 ñëåäóåò èç óñòîé÷èâîñòè Zi, Ui ïðè îãðàíè÷åííîñòèXi è Y �1i .Ïåðâàÿ ñõåìà (ÐÎÌÁ). Âûïîëíåíèå óñëîâèé (11), (12), (14) ïðè a � 0, m � 0 ãàðàíòèðóåòóñòîé÷èâîñòü ïðîãîíêè è âìåñòå ñ íåé óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû ÐÎÌÁ. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿïîëîæèòåëüíîñòè U çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðîâ Æ, �.Ñ÷åò çàäà÷ íà÷èíàåòñÿ ïî ñõåìå ñ ïàðàìåòðàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-öèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðè îòðèöàòåëüíîñòè U â êàæäîé êîíêðåòíîé òî÷êå ìîæíî ïåðåõîäèòü íàñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè Æ, � â äàííîé òî÷-êå. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû a, b, c, d â äàííîé òî÷êå è ïðîãîíî÷íûåêîýôôèöèåíòû X, Y , Z âî âñåõ òî÷êàõ. ×òîáû óïðîñòèòü ïðîöåäóðó ïåðåñ÷åòà è íå ïîâòîðÿòü âû-÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ X, Y , Z, ìîæíî ïðîâåðÿòü óñëîâèÿ (13)�(15) ñðàçó è â çàâèñèìîñòè îòýòîãî âûáèðàòü ïàðàìåòðû Æ, �. Ýòî íàêëàäûâàåò áîëåå æåñòêèå òðåáîâàíèÿ íà ïàðàìåòðû ñõåìû,òàê êàê ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ è ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé. Îäíàêî åñëèíå ïîâòîðÿòü âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ X, Y , Z è ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ U ïðè ïåðåñ÷åòå, òî ñ÷åòçàìåòíî óäåøåâëÿåòñÿ.Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåìû ÐÎÌÁ èç óñëîâèé (11), (12), (14) ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿóñëîâèé a � 0; m � 0; m � 0;5p; Æ jpj � 0;5; (16)V � 2 jpj r�q1 : (17)Óñëîâèå (17) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü æåñòêèì, òàê êàê íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñõåìû è äàæå â ÐÄ-ïðèáëèæåíèè îãðàíè÷èâàåò ðàçìåð ÿ÷åéêè ñíèçó. Â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè p = 0 (17) âû-ïîëíÿåòñÿ âñåãäà è îñòàþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿ a � 0 è m � 0.Èç óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè (13), (15) ñ ó÷åòîì (16), (17) è çíàêîïåðåìåííîñòè êîýôôèöèåíòà f1ñëåäóåò (1� 2Æp) f0 � 2a ��f1�� ; 2Æp � 1; (18)(2m� p) f0 � ��f1�� ; 2m � p: (19)Ýòè óñëîâèÿ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0, Æ � 0, m � 0. Ïðè � == 1 óñëîâèÿ (18), (19) âûïîëíÿþòñÿ íå âñåãäà è ïîñòðîèòü ïîëîæèòåëüíóþ ñõåìó èìåííî èç-çà ýòèõóñëîâèé â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó áåç èõ âûïîëíåíèÿ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòüòîëüêî óñòîé÷èâîñòü ïðîãîíêè.Ïàðàìåòðû Æ, � â ðàáîòàõ [4, 5�9] äëÿ äàííîé ñõåìû âûáèðàþòñÿ â âèäåÆ = 14m ; � = h4��Dq � ; (20)ãäå � (A) � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâó:� (A)i+1=2 = Ai�1=2 � 2Ai+1=2 +Ai+3=2h2 :Äëÿ ïàðàìåòðîâ Æ, � èç (20) âûïîëíåíû óñëîâèÿ a � 0, m � 0 è ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Îäíàêî îñòàëüíûå óñëîâèÿ (16), (17) ìîãóò íàðóøàòüñÿ, ïîýòîìóñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Ïåðåõîä íà ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ Æ = 12 jpj , � = 0;5 jpj ïîìîãàåòâûïîëíèòü âñå óñëîâèÿ (16). Îäíàêî ïðè ïðîèçâîëüíûõ Æ, � óñëîâèÿ (16) ìîãóò íàðóøàòüñÿ.� 8 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÎòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â P1-ïðèáëèæåíèè ïðè p = 0 ñõåìà ÐÎÌÁ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, íî íåïîëî-æèòåëüíîé [7�9]. Â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïðè p = � = 0 ñõåìà ÐÎÌÁ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé èïîëîæèòåëüíîé. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå. Ýòî ïîêàçàíîâ ðàáîòàõ [5, 8, 9].Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ñõåìà ÐÎÌÁ â ÊÄ- è ÐÄ-ïðèáëèæåíèÿõ ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâîé,â P1-ïðèáëèæåíèè îíà óñòîé÷èâà, íî íåïîëîæèòåëüíà è íåìîíîòîííà, â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæå-íèè � óñòîé÷èâà, ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííà.Âòîðàÿ ñõåìà. Ðàññìîòðèì âòîðóþ ñõåìó ñ ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçè (6). Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñòîé-÷èâîñòè ñõåìû ÐÎÌÁ èç óñëîâèé (11), (12), (14) ñëåäóþò óñëîâèÿm � 0; a � 0; a = �; � = 
; (21)am � 1 + ��� �� �: (22)Óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè (13), (15) ñ ó÷åòîì (21), (22) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè(�� p�) f0 � a ��f1�� ; �� p� � 0;(1� �+ p�) f0 � a ��f1�� ; 1� �+ p� � 0;(m� p
) f0 � � ��f1�� ; m� p
 � 0: (23)Ýòè óñëîâèÿ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè p = � = 0. Ïðè � = 1 óñëîâèÿ (23)âûïîëíÿþòñÿ íå âñåãäà è ïîñòðîèòü ïîëîæèòåëüíóþ ñõåìó èìåííî èç-çà ýòèõ óñëîâèé â ãèïåðáîëè-÷åñêîì ñëó÷àå ñëîæíî, à áåç èõ âûïîëíåíèÿ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî óñòîé÷èâîñòü ñõåìû.Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (23) ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ ��p� � 0 èëè óñëîâèÿ 1��+p� � 0 ïîòðå-áóåì çàíóëåíèÿ êîýôôèöèåíòà �, ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ m�p
 � 0 � çàíóëåíèÿ êîýôôèöèåíòà 
.Òîãäà óñëîâèÿ (23) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè Ïëàíêà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïðè�max (x; z; s) jSnj � Un; x = a!�� p� � 0; z = a!1� �+ p� � 0; s = �!m� p
 � 0; ! = q1r�q : (24)Â ñëó÷àå, åñëè òàêîé âûáîð ïàðàìåòðîâ íå ïîìîãàåò âûïîëíåíèþ óñëîâèé (23), â ýòîé òî÷êå ìîæíîçàíóëÿòü êîýôôèöèåíò �, ò. å. ñ÷èòàòü â äàííîé òî÷êå ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ.Ñ÷åò çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ ïî ñõåìå ñ ïàðàìåòðàìè � = � = 
 = 0;5; � = Æ + 1q1Vi � 0; Æ = 14m ;� = h4��Dr�q �. Ïðè ýòèõ ïàðàìåòðàõ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâóè ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè.Ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ïðèíèìàþò âèäUi+1=2 = Ui + Ui+12 + Æi�i (r�S) ;(r�S)i+1=2 = (r�S)i + (r�S)i+12 + �i�iU ;(Uh)i+1=2 = Ui + Ui+12 +�Æ + 1q1Vi��i (r�S) :Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ m � 0;5p è íàðóøåíèè óñëîâèÿ jpj � � 0;5 ïîëàãàåì � = 0, ò. å. ïîëó÷àåì(Uh)i+1=2 = Ui + Ui+12 :Ýòî íå íàðóøàåò âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïîýòîìó ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé(22) è ïðè p � 0 ïîëàãàåì 
 = 1 � ïîëó÷àåì ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (Uh)i+1=2 = Ui.� 9 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. ØåñòàêîâÏðè íàðóøåíèè óñëîâèé (22) è ïðè p � 0 ïîëàãàåì 
 = 0 � ïîëó÷àåì ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè (Uh)i+1=2 = Ui+1.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ jpj � � 0;5 è íàðóøåíèè óñëîâèÿ m � 
p â ñèñòåìå (23) (ýòî âîçìîæíîòîëüêî ïðè p � 0) ïîëàãàåì 
 = 0, ò. å. ïîëó÷àåì(Uh)i+1=2 = Ui+1 +�Æ + 1q1Vi��i (r�S) :Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ a � 0;5� ïîëàãàåì � = 0, ò. å. ïîëó÷àåì (Uh)i+1=2 = Ui+1.Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòüÓòâåðæäåíèå 1. Ñõåìà (5), (6) ñ âûøåïåðå÷èñëåííûì àëãîðèòìîì âûáîðà ïàðàìåòðîâ ïîëî-æèòåëüíà, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Un=0i+1=2 � 0, íà ãðàíèöàõ X0 � 0, Y0 � 0,Z0 � 0, X0 + Y0 > 0, UI � 0 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà (24).Ñëåäñòâèå 1. Â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0, D = 1=3 ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíà áåçóñëîâèÿ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó.Ñëåäñòâèå 2. Â ïàðàáîëè÷åñêîì êâàçèäèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0 ñõåìà (5), (6) ïîëîæè-òåëüíà áåç óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà, íî ìîæåò ñíèæàòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàí-ñòâó äî ïåðâîãî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ m � 0;5p.Ñëåäñòâèå 3. Â P1-ïðèáëèæåíèè ïðè � = 1, D = 1=3, p = 0 ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíà ïðèóñëîâèè îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà (24) è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ñõåìû òðåáóåòñÿ áîëåå æåñòêîå óñëî-âèå îãðàíè÷åíèÿ èçìåíåíèÿ ïîòîêà�max (x1; x2) ���i�1=2Sn�� � �i�1=2Un; x1 = aq1d1q ; x2 = q1q Xa+ YX (0;5� p�) + Y (m� 
p) � 0: (25)Óòâåðæäåíèå 2. Ñõåìà (5), (6) ìîíîòîííà â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Un+1iìîíîòîííî âîçðàñòàåò, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå �i�1=2Un � 0, íà ãðàíèöàõ (Z1 � Z0) � 0,(UI � UI�1) � 0, èñòî÷íèê âîçðàñòàåò, �i�1=2Bn+1 � 0, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åíèÿèçìåíåíèÿ ïîòîêà (25). Ðåøåíèå Un+1i ìîíîòîííî óáûâàåò, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûïîë-íÿåòñÿ óñëîâèå �i�1=2Un � 0, íà ãðàíèöàõ (Z1 � Z0) � 0, (UI � UI�1) � 0, èñòî÷íèê óáûâàåò,�i�1=2Bn+1 � 0, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åíèÿ èçìåíåíèÿ ïîòîêà (25).Ñëåäñòâèå 1. Â çàâèñèìîñòè îò âûïîëíåíèÿ óñëîâèé îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà (24), (25) ñõåìàìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé, íî íåìîíîòîííîé è ìîíîòîííîé, íî íåïîëîæèòåëüíîé.Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè ñõåìû.Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íà ïîòîê (24), (25), òî ñõåìà (5), (6) ïîëîæè-òåëüíà è ìîíîòîííà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.Ñëåäñòâèå 1. Â ïàðàáîëè÷åñêîì êâàçèäèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0 ñõåìà (5), (6) ïîëî-æèòåëüíà è ìîíîòîííà áåç óñëîâèé íà ïîòîê, íî ìîæåò ñíèæàòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïîïðîñòðàíñòâó äî ïåðâîãî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ m � 0;5p.Ñëåäñòâèå 2. Â P1-ïðèáëèæåíèè ïðè � = 1, D = 1=3, p = 0 ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíàè ìîíîòîííà ïðè óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðî-ñòðàíñòâó.Ñëåäñòâèå 3. Â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè � = 0, D = 1=3 ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíà èìîíîòîííà áåç óñëîâèé íà ïîòîê è èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó.Ñëåäñòâèå 4. Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû a0i , b0i , �c0i , d0i , f0i , �a1i , b1i , c1i , d1i , f1i ñèñòåìû (4)�(6)ïîëîæèòåëüíû, òî ñõåìà (5), (6) ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (23) èñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.� 10 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÒðåòüÿ ñõåìà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îãðàíè÷åíèé íà âûáîð ïàðàìåòðîâ Æ, �, 
, � â òðåòüåì âàðèàíòå(ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (8)) ðàñêðîåì óãëîâûå ñêîáêè â ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ (9), (10). Ïîëó÷èìîãðàíè÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîëó÷åííûì äëÿ âòîðîé ñõåìû.Ñ÷åò çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ ïî ñõåìå ñ ïàðàìåòðàìè 
 = 0;5, � = Æ+ Dq1Vi � 0, Æ = 14m , � = h4��r�q �.Ïðè ýòèõ ïàðàìåòðàõ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâûé ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè.Ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ïðèíèìàþò âèä(DU)i+1=2 = (DU)i + (DU)i+12 + Æi�i (r�S) ;(r�S)i+1=2 = (r�S)i + (r�S)i+12 + �i�i (DU) ;(DUh)i+1=2 = (DU)i + (DU)i+12 +�Æ + Dq1Vi��i (r�S) :Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ m � 0;5p è íàðóøåíèè óñëîâèÿ jpj � � 0;5 ïîëàãàåì � = 0.Ïðè íàðóøåíèè îäíîãî èç óñëîâèé (23) è ïðè p � 0 ïîëàãàåì 
 = 1. Åñëè p � 0 ïîëàãàåì 
 = 0.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ jpj � � 0;5 è íàðóøåíèè óñëîâèÿ m � 
p ïîëàãàåì 
 = 0.Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ a � 0;5� ïîëàãàåì � = 0.Ïðè íàðóøåíèè îäíîãî èç óñëîâèé hdfii � 0, hcfii � 0, hfaii � 0 ïîëàãàåì � = 0. Â âàêóóìå ïðè� = 0 êîýôôèöèåíò q = �c� + � ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü, ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå íà �i = 0 è pi = 0äëÿ âàêóóìà ïîëàãàåì f1 = 0 è � = c�h4 � (Dr�).Âûáîð ïàðàìåòðîâ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, àíàëèçèðóÿ êîýôôèöèåíòû a, b, c, d. Êîýôôèöèåíòûa0i , b0i , �c0i , d0i âñåãäà ïîëîæèòåëüíû. Ïðè c1i � 0 (ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ p� � 0;5) ïîëàãàåì � = 0;ïðè d1i � 0 (p� � �0;5) òàêæå � = 0; ïðè b1i � 0 (m � 
p� 1) ïîëàãàåì 
 = 0; ïðè �a1i � 0 (m � 
p)ïîëàãàåì 
 = 1.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿì äëÿ âòîðîé ñõåìû, äëÿ äàííîé ñõåìû âûïîëíÿ-þòñÿ óòâåðæäåíèÿ 1�3 îòíîñèòåëüíî U , S, �iU . Â òðåòüåé ñõåìå â ôîðìóëå (24) äëÿ ïàðàìåòðà !îòñóòñòâóåò ìíîæèòåëü r�i+1=2.Äëÿ ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ýíåðãèè è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäâûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ÂÄÌ [10].×èñëåííûå ðàñ÷åòûÂ äàííîé ðàáîòå ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå ïî ñõåìå (5), (6),ñõåìàì ÐÎÌÁ [4] è TVD [5]. Ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû èññëåäîâàëèñü íà äâóõ çàäà÷àõ â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè.Çàäà÷à 1 (ïåðâàÿ çàäà÷à Ôëåêà) èìååò ãëàäêîå ðåøåíèå, ïîýòîìó îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ÷èñëåííûõ ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè ñõåì. Çàäà÷à 2 (âòîðàÿ çàäà÷à Ôëåêà) õàðàêòåðèçóåòñÿáîëüøèì ÷èñëîì èòåðàöèé èç-çà ðåçêèõ îòëè÷èé îïòè÷åñêèõ òîëùèí â ñîñåäíèõ îáëàñòÿõ, ïîýòî-ìó â íåé àíàëèçèðóþòñÿ ïðîôèëü òåïëîâîãî ôðîíòà è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé. Äîñòàòî÷íîñêàçàòü, ÷òî ýòó çàäà÷ó ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ñõåì è ìåòîäîìïðîñòîé èòåðàöèè. Ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðàìè Æ = � = 0 ïðèâîäèò ê áîëüøèì îñöèëëÿ-öèÿì â ðåøåíèè, à ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðàìè Æ = � = 0;5 ñèëüíî ðàçìàçûâàåò ôðîíò.Ïðè ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè èç-çà ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè ìîæåò íàñòóïàòü ëîæíàÿ ñõîäèìîñòü,ïðè êîòîðîé ïðàâèëüíîå ðåøåíèå íå äîñòèãàåòñÿ.Â íîâîé ñõåìå (5), (6) èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì âûáîðà ïàðàìåòðîâ. Ñ÷åò çàäà÷ íà÷è-íàåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè � = � = 
 = 0;5, � = Æ+ 1q1Vi , Æ = 14m , � = h4��Dr�q �. Ïðè c1i � 0 èëè d1i � 0� 11 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. Øåñòàêîâïîëàãàåì � = 0, ïðè b1i � 0 ïîëàãàåì 
 = 0, ïðè a1i � 0 ïîëàãàåì 
 = 1. Ïðè íàðóøåíèè îäíîãî èçóñëîâèé hdfii � 0, hcfii � 0, hfaii � 0 ïîëàãàåì �i = 0.Çàäà÷à 1. Íà ëåâîé ãðàíèöå (1 � r � 5) çàäàíî èçëó÷åíèå ïëàíêîâñêîãî èñòî÷íèêà òåìïåðà-òóðû B� (T = 1), íà ïðàâîé � óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ðàâåí�g = 27 �1� e�"g=T � ="3g; E = 0;81T ; k = 0; T 0 = 0;001. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè: ��T �+1 � T ��� �� 10�4 �1 + T �+1�. Ïî ïðîñòðàíñòâó èñïîëüçîâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ èçìåëü÷åíèåì, øàã ïî-ñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàëñÿ â äâà ðàçà: �r = 0;08; 0;04; 0;02; 0;01. Ïî âðåìåíè øàã âûáèðàëñÿ ñïîñëåäîâàòåëüíûì óìåíüøåíèåì â 4 ðàçà: � = 2 � 10�6; 0;5 � 10�6; 1;25 � 10�7; 3;125 � 10�8.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà, ïîëó÷åííûå ïî ñõåìå ÐÎÌÁ íà ÷åòûðåõñåòêàõ ñ�r = 0;08; 0;04; 0;02; 0;01. Âèäíî, ÷òî ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà ñåòêàõ ñ�r < 0;02ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Íà ïîäðîáíîé ñåòêå ñ �r < 0;02 ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî íîâîé ñõåìå(6) è ñõåìå TVD, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ñõåìå ÐÎÌÁ.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ðàçíûõ ñõåì. Âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõñõåì (6) è ñõåìû ÐÎÌÁ â íîðìå L1 áëèçîê êî âòîðîìó, à ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè íåëèíåéíîé ñõåìûTVD äàåò áîëüøîé ðàçáðîñ ïî çíà÷åíèÿì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ çàäà÷è è ñõåìû TVD.

Ðèñ. 1. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0;01: 4 � 4r = 0;08; Æ � 4r = 0;04; � �4r = 0;02; � � 4r = 0;01 Òàáëèöà 1Ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ñõåì ×èñëî èíòåðâàëîâÒèï ñõåìû 56=112=224� 112/224/448TVD 0,4 2,5ÐÎÌÁ 2,3 3,2Ñõåìà (6) 1,9 1,8� Çíàê "/" îòäåëÿåò ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè â òðåõ ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ.� 12 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîìÇàäà÷à 2. Íà ëåâîé ãðàíèöå çàäàíî èçëó÷åíèå ïëàíêîâñêîãî èñòî÷íèêà òåìïåðàòóðû B� (T = 1),íà ïðàâîé � óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Â îáëàñòÿõ 1 (1 � r � 3) è 3 (3;4 � r � 5) êîýôôèöèåíòïîãëîùåíèÿ ðàâåí �g = 27 �1� e�"g=T � ="3g, â îáëàñòè 2 (3 � r � 3;4) �g = 10 000 �1� e�"g=T � ="3g.Âñþäó E = 0;81T ; k = 0 è T 0 = 0;001. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè: ��T �+1 � T ��� � 10�4 �1 + T �+1�.Èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ñåòêè:1) ïî ïðîñòðàíñòâó: r1 = 1; 1;004; 1;04; r4 = 1;1; : : :; r22 = 2;9 (�r = 0;1); r23 = 2;987; 2;999;3; 3;001; 3;004; 3;013; r29 = 3;04; : : :; r37 = 3;36 (�r = 0;04); r38 = 3;396; 3;4; 3;404; 3;44;r42 = 3;5; : : :; r57 = 5 (�r = 0;1);2) ïî ãðóïïàì: g1:::16 = 0; 0;3; 0;6; 0;8; 1;2; 1;5; 1;8; 2;4;; 2;7; 3; 4; 5; 7; 9; 11; 15;3) ïî âðåìåíè: � = 0;0002.Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ðàñ÷åòàõ íà ñõîäèìîñòü ïîêèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà òðè ìîìåíòà âðåìåíè. Âûáðàíû õàðàê-òåðíûå ìîìåíòû äâèæåíèÿ òåïëîâîé âîëíû: t = 0;004 � ïðîãðåâ îáëàñòè 1; t = 0;028 � âõîæäåíèåè íà÷àëî ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîòíîì âåùåñòâå; t = 0;15 � ïðîãðåâ îáëàñòè 2 è âûõîä íàñòàöèîíàðíûé ðåæèì.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî íà ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0;004 ïðîãðåâ îáëàñòè 1 áûñòðåå âñå-ãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû (6), ïî-âèäèìîìó, çà ñ÷åò äèññèïàòèâíîé äîáàâêè1q1Vi�i (r�S) â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè (Uh)i+1=2 = 
iUi + (1� 
i)Ui+1 + �i�i (r�S), � = Æ + 1q1Vi (ýòîìîæåò ïðîèñõîäèòü òàêæå èç-çà ïåðåõîäà íà äèôôóçèîííûé ðåæèì �i = 0, íî â äàííîé çàäà÷å òàêèõïåðåõîäîâ íåò). Îäíàêî ïðîãðåâ îáëàñòè 2 íà ïåðâûé è ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè ïðîèñõî-äèò ìåäëåííåå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè TVD-ñõåìû (ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà êðó÷å). ÑõåìàÐÎÌÁ íà ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû âðåìåíè äàåò íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû. Íà ïîñëåäíèé ìîìåíòâðåìåíè ïðè âûõîäå íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàåò ñõåìà (6).

Ðèñ. 2. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà: 1 � t = 0;004; 2 � t = 0;028; 3 � t = 0;15; Æ � ñõåìà ÐÎÌÁ; 4 �ñõåìà TVD; � � ñõåìà (6); � òî÷íîå ðåøåíèå � 13 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, À. À. ØåñòàêîâÁîëåå áûñòðûé ïðîãðåâ îáëàñòè 1 ïî ñõåìå (6) îáúÿñíÿåòñÿ åùå òåì, ÷òî ïåðåõîä íà äèôôóçèîííûéðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ íå ïðè óñëîâèè Ui < 0, à ïðè íàðóøåíèè áîëåå æåñòêèõ óñëîâèé hdfii � 0,hcfii � 0, hfaii � 0, êîòîðûå óäîáíû ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ ñõåìû, íî ìîãóò âíîñèòü èçëèøíþþäèôôóçèîííîñòü â ðåøåíèå çàäà÷è. Â äàííîé çàäà÷å ïðè �i = 0 êîýôôèöèåíò q = �c� + � íåîáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó íå íóæíî ðàññìàòðèâàòü øåñòü âàðèàíòîâ, ðàññìîòðåííûõ äëÿ çàäà÷è 1.Âòîðàÿ çàäà÷à Ôëåêà õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì èòåðàöèé, ïîýòîìó ïðîàíàëèçèðóåì ñõî-äèìîñòü èòåðàöèé â ðàçíûõ ñõåìàõ.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ñóììàðíîå, ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëà èòåðàöèé çà ïåðâûå 20 øàãîâ. Âñòðîêå ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì èòåðàöèé ïðèâîäèòñÿ (÷åðåç /) øàã, íà êîòîðîì ýòîò ìàêñèìóì äî-ñòèãàåòñÿ. Äàëåå ÷èñëî èòåðàöèé áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó ñóììàðíîå è ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèéäîñòàòî÷íî ïðèâîäèòü çà ïåðâûå 20 øàãîâ.Èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî íàèëó÷øóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé èìååò ñõåìà ÐÎÌÁ. Ýòî îáúÿñ-íÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òåì, ÷òî ëèíåéíûå è îäíîðîäíûå ñõåìû ïðîùå, à ñõåìà ÐÎÌÁ ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé è îäíîðîäíîé. Ñõåìà TVD ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, ïîýòîìó ó íåå ñõîäèìîñòü íàèõóäøàÿ.Íîâûå ñõåìû (5), (6) è (7), (8) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, íî íåîäíîðîäíûìè ñ ïåðåêëþ÷àòåëÿìè ïðèíàðóøåíèè óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ.Àíàëèç ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ñõåìû äàþò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïî T èU . Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî íîâîé ñõåìå (6), õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìèïî ñõåìàì ÐÎÌÁ è TVD. Íî â îòëè÷èå îò ýòèõ ñõåì äëÿ ñõåìû (6) àíàëèòè÷åñêè ãàðàíòèðóåòñÿâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ.Àâòîðû ñ÷èòàþò, ÷òî â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ïðåäëîæåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ïåðå-íîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì ñ àíàëèòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ïîëó÷åíèÿïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå. Òàáëèöà 2Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé â ðàçíûõ ñõåìàõ ïðè � = 0;0002, "ñõ = 0;0001Òèï ñõåìû×èñëî èòåðàöèé TVD ÐÎÌÁ Ñõåìà (6)Ñóììàðíîå çà 20 øàãîâ 305 190 236Ñðåäíåå 15,25 9,5 11,8Ìàêñèìàëüíîå 22/4 14/6 18/3Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ãîëüäèí Â. ß. Êâàçèäèôôóçèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ // Æóðíàë âû-÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 1964. Ò. 4, � 6. Ñ. 1078�1087.2. Àíòîíåíêî Ý. Í., Äîëãîë¼âà Ã. Â., Êðóïèíà Ñ. Í. Ïðîãðàììà ðàñ÷åòà îäíîìåðíûõ çàäà÷ ëà-çåðíîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà (SND) // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìà-òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1993. Âûï. 2. Ñ. 3�9.3. Ãàäæèåâ À. Ä., Ïèñàðåâ Â. Í. Íåÿâíûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ÐÎÌÁ äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò.ôèç. 1979. Ò. 19, � 5. Ñ. 1288�1303.4. Ãàäæèåâ À. Ä., Ñåëåçíåâ Â. Í., Ðîìàíîâà Å. Ì., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîäèêà ÒÎÌ4-ÊÄ äëÿìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ìíîãîãðóïïîâîìêâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷å-ñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2001. Bûï. 4. Ñ. 48�59.5. Ãàäæèåâ À. Ä., Ãðàáîâåíñêàÿ Ñ. À., Çàâüÿëîâ Â. Â., Øåñòàêîâ À. À.Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäàê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì // Òàì æå.2010. Âûï. 3. C. 3�14. � 14 �



Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì6. Ïèñàðåâ Â. Í. Î ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñõåì ÐÎÌÁ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìåòîäèêè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1985. Âûï. 1. Ñ. 30�42.7. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîä ÐÎÌÁ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîãðóïïîâîãî óðàâíåíèÿ ïå-ðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè // Òàì æå. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè-÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1989. Âûï. 3. Ñ. 66�70.8. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Îá óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìûÐÎÌÁ äëÿ ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýíåðãèè è óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1�ïðèáëèæåíèè // Òàì æå. 1993. Âûï. 1. Ñ. 31�37.9. Øåñòàêîâ À. À. Áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåíîñà ëó-÷èñòîé ýíåðãèè â äèôôóçèîííîì è P1-ïðèáëèæåíèÿõ // Òàì æå. Âûï. 3. Ñ. 47�53.10. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîä âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè ïî ñõåìå ÐÎÌÁ // Òàì æå. 2006.Âûï. 1. Ñ. 3�13. Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15.10.10.



ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2011. Âûï. 4
ÓÄÊ 621.039.548.2.016.22:621.039.546.8ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈßÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÒÎÍÊÈÕ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÅËÈ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÅ ÏÎËÛÕ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÀÍÀËÎÂÂ. À. Ñòàðêîâ, È. Ô. Ïîëèâàíîâ(ÃÍÖ ÍÈÈÀÐ, ã. Äèìèòðîâãðàä)Ôîðìóëèðóþòñÿ ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òîíêîãî (d� h)öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ, ðàñïîëîæåííîãî â çàìåäëÿþùåé ñðåäå. Ïëîòíîñòü ïîòî-êà íåéòðîíîâ â çàìåäëèòåëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà â P1-ïðèáëèæåíèè, ïðèýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå àçèìóòàëüíîé çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ïîòîêà íåéòðî-íîâ íà ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ïóñòîãî öèëèíäðè÷åñêîãîêàíàëà ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ïîòîêà íåéòðîíîâ îò âûñîòû è ïåðèìåòðà êàíà-ëà. Ïðèâîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ è òàáëè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, âõîäÿùèõâ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èññëåäîâàòåëüñêèå ðåàêòîðû, P1-ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíî-ñà, ñå÷åíèÿ ðåàêöèé, ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèé, ôóíêöèè Áåññåëÿ, ïëîòíîñòü ïîòîêàíåéòðîíîâ, îäíîñòîðîííèé òîê íåéòðîíîâ, àëüáåäî.ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ïîä îáëó÷åíèåì îáû÷íî ïðîâîäÿò â èññëåäîâà-òåëüñêèõ ðåàêòîðàõ, èìåþùèõ ÿðêî âûðàæåííóþ ãåòåðîãåííóþ ñòðóêòóðó àêòèâíîé çîíû (ÀÇ). Êà-÷åñòâî ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ è èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñÿò îò òî÷íî-ñòè îïðåäåëåíèÿ íåéòðîííîãî ïîëÿ è ýíåðãîâûäåëåíèÿ â èñïûòóåìîé ñáîðêå. Íî ýòè õàðàêòåðèñòèêèìîãóò ñèëüíî èçìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå îáëó÷åíèÿ ïîä âëèÿíèåì ðÿäà ôàêòîðîâ, ãëàâíûì èç êîòîðûõÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñáîðêè ñ âûãîðàíèåì â íåé òîïëèâà. Êðîìå òîãî, íà ýòèõàðàêòåðèñòèêè ìîãóò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ïåðåìåùåíèå îðãàíîâ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿè çàùèòû è èçìåíåíèå çàãðóçêè â áëèçëåæàùèõ êàíàëàõ ðåàêòîðà.Íåïîñðåäñòâåííûå èçìåðåíèÿ ïîëÿ íåéòðîíîâ è ýíåðãîâûäåëåíèÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîì óñòðîé-ñòâå â ïðîöåññå èñïûòàíèÿ âåñüìà òðóäîåìêè è íå âñåãäà âîçìîæíû. Âñå ýòî óêàçûâàåò íà âàæíîñòüè íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ ðàñ÷åòíûõ ìåòîäîâ, äàþùèõ ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì êîí-ñòðóêòèâíîå èñïîëíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñáîðîê è íåðàâíîìåðíîñòü âûãîðàíèÿ òîïëèâà â íèõïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî â ðàñ÷åòå íóæíî ó÷èòûâàòü ãåòåðîãåííîñòü ñòðóêòóðû íå òîëüêî ÀÇ ðåàê-òîðà, íî è îáëó÷àòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Ãåòåðîãåííàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà òàêîãî ðåàêòîðà ñòàíîâèòñÿñëîæíîé è òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîèñêîâûõ, ñ öå-ëüþ îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèè îáëó÷àòåëüíîãî óñòðîéñòâà, è èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ öåëåñîîáðàçíîïðîâåñòè â ìåòîäèêå òàêèå óïðîùåíèÿ, îñíîâàííûå íà ôèçè÷åñêèõ îñîáåííîñòÿõ êîíñòðóêöèè îá-ëó÷àòåëüíûõ êàíàëîâ, êîòîðûå ïðèâåëè áû ê çíà÷èòåëüíîìó ñîêðàùåíèþ îáúåìà ïàìÿòè è çàòðàòâðåìåíè íà ðàñ÷åò ïðè äîñòàòî÷íîé äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ.Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ äîïóùåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ ïðîñòîå ãðàíè÷íîåóñëîâèå àëüáåäíîãî òèïà íà ïîâåðõíîñòè òîíêîãî ñòåðæíÿ, èñïîëüçóÿ êîòîðîå ìîæíî äåòàëüíî ó÷åñòüãåòåðîãåííóþ ñòðóêòóðó îáëó÷àòåëüíîãî óñòðîéñòâà.Î÷åíü ÷àñòî â ñîñòàâå ðàññ÷èòûâàåìîé ÀÇ èìåþòñÿ ïóñòûå êàíàëû, â êîòîðûõ ïîãëîùåíèå èðàññåÿíèå íåéòðîíîâ ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Äëÿ òàêèõ êàíàëîâ ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè. � 16 �



Ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë...Ñôîðìóëèðîâàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò óïðîñòèòü ãåòåðîãåííóþ ìåòîäèêó ðàñ÷åòà ðå-àêòîðà ïðè äîñòàòî÷íîé äåòàëüíîñòè îïèñàíèÿ íåéòðîííîãî ïîëÿ â îáëó÷àòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ.Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ, âõîäÿùèõ â ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, çàòàáóëèðîâàíû è ìîãóò áûòü èñ-ïîëüçîâàíû â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è×àñòî â ìåæáëî÷íîì ïðîñòðàíñòâå ðåàêòîðà, êàê ïðàâèëî, çàïîëíåííîì çàìåäëèòåëåì, äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà íåéòðîíîâ èñïîëüçóþò P1-ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Ïîýòîìóäëÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåéòðîíîâ, âëåòàþùèõ èç çàìåäëèòåëÿ â áëîê, ìîæíî çàïèñàòü [1]~'�~r; ~
� = 14� h~�(~r)� 3" bD �~
r~�(~r)�i ïðè ~
 � ~n < 0; ~r 2 S: (1)Çäåñü ~
 � îðò íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà íåéòðîíîâ; ~'�~r; ~
� = n'1 �~r; ~
� ; : : : ; 'm �~r; ~
�oT � m-ìåðíûéâåêòîð-ñòîëáåö, i-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ïîòîêà íåéòðîíîâ i-é ýíåðãåòè-÷åñêîé ãðóïïû, äâèãàþùèõñÿ ñ ðàçáðîñîì íàïðàâëåíèé âíóòðè åäèíè÷íîãî òåëåñíîãî óãëà âîêðóãíàïðàâëåíèÿ ~
, â òî÷êå ~r; ~Ô (~r) = f�1 (~r) ; : : : ;�m (~r)gT � m-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö èçîòðîïíîéïëîòíîñòè ïîòîêà íåéòðîíîâ â çàìåäëèòåëå; bD � ìàòðèöà äèôôóçèè â çàìåäëèòåëå; ~n � âíåøíÿÿíîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè áëîêà S; " � ïîïðàâêà ê P1-ïðèáëèæåíèþ, ó÷èòûâàþùàÿ êðèâèçíó áëîêà.Âû÷èñëèì ÷èñëî íåéòðîíîâ, âëåòàþùèõ ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè áëîêà â åäèíèöó âðåìåíè ïîâñåì íàïðàâëåíèÿì (ðèñ. 1):~j� (~r) = Z
 d
~'�~r; ~
� ���~
 � ~n��� äëÿ ~n � ~
 < 0; ~r 2 S; (2)ãäå ~
 = cos �~i+ sin � sin  ~j + sin � cos ~k: (3)

Ðèñ. 1. Ñõåìà äâèæåíèÿ íåéòðîíà â áëîêå � 17 �



Â. À. Ñòàðêîâ, È. Ô. ÏîëèâàíîâÂûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî åäèíè÷íîé ïîëóñôåðå ñ öåíòðîì â òî÷êå âëåòà íåéòðîíà. Òîãäà ñèñïîëüçîâàíèåì (1) è (3) ïîëó÷èì~j� (~r) = 14� 2�Z0 d �=2Z0 d� h~�(~r)� 3" bD �~
r~�(~r)�i sin � cos �; ~r 2 S:Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ~
r~�(~r) = @~�(~r)@x cos � + @~�(~r)@y sin � sin + @~�(~r)@z sin � cos ; ~r 2 S;2�Z0 d �=2Z0 d� sin � cos � = �; 2�Z0 d �=2Z0 d� sin � cos2 � = 23�;2�Z0 d �=2Z0 d� sin2 � sin cos � = 2�Z0 d �=2Z0 d� sin2 � cos � cos = 0; (4)
èìååì îêîí÷àòåëüíî ~j� (~r) = 14~�(~r) + " bD2 @~� (~r)@� ������=R ; ~r 2 S: (5)Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà âûëåòàþùèõ èç áëîêà íåéòðî-íîâ: ~j+ (~r) = 14~�(~r)� " bD2 @~� (~r)@� ������=R ; ~r 2 S: (6)Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó (5) è (6), íå ïðèáåãàÿ ê âû÷èñëåíèþïëîòíîñòè ïîòîêà íåéòðîíîâ âíóòðè áëîêà.Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîíêîì öèëèíäðè÷åñêîì ñòåðæíåÏðåäïîëîæèì, ÷òî:1) ïëîòíîñòü íåéòðîíîâ íà ïîâåðõíîñòè áëîêà íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî óãëà:~�(~r)���~r2S = ~�(R) ;2) âëåòåâøèå â áëîê íåéòðîíû ïðåòåðïåâàþò íå áîëåå îäíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîñëå êîòîðîãîðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé èçîòðîïíî.Âû÷èñëèì êîëè÷åñòâî íåéòðîíîâ, âëåòåâøèõ â áëîê â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàä-êó ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå äîëæíû ïðîâçàèìîäåéñòâîâàòü â áëîêå ñ óõîäîì èç ñâîåé ýíåðãåòè÷åñêîéãðóïïû: ~j1 (~r) = Z
 bP �~
� ~'�~r; ~
� ���~n � ~
��� d
; ~n � ~
 < 0; ~r 2 S: (7)Çäåñü bP �~
� = jjÆijPijjm = ��������Æij �1� e��(i)cfdl(~
)���������m� 18 �



Ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë...� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé âçàèìîäåéñòâèé íåéòðîíîâ íà ïóòè l �~
� ïðîëåòà èõ âíóòðèáëîêà ñ ÿäðàìè ìàòåðèàëà áëîêà, ïðèâîäÿùèõ ê óõîäó èç ãðóïïû; Æij = 8<: 1 ïðè i = j;0 ïðè i 6= j; �(i)cfd �ïîëíîå ñå÷åíèå óâîäà èç i-é ãðóïïû. Íåòðóäíî ïîêàçàòü [2], ÷òî (ñì. ðèñ. 1)l �~
� = l ( ; �) = 2R cos �1� sin2 � cos2  :Èíòåãðèðóÿ (7) ïî ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ïîëóñôåðû, ñ ó÷åòîì (1), (3), (4) è ïðåäïîëîæåíèÿ 1ïîëó÷àåì ~j1 (~r) = ~j1 (R) = b�0 (�) ~�(R)4 + by0 (�) " bD2 d~�(�)d� ������=R : (8)Çäåñü � = f�igm, �i = �icfdR; b�0 (�) è by0 (�) � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû âåðîÿòíîñòåé âçàèìîäåé-ñòâèé, âûâîäÿùèõ íåéòðîí èç ñâîåé ãðóïïû ñîîòâåòñòâåííî ïðè èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèè ñêîðî-ñòåé ïàäàþùèõ íà áëîê íåéòðîíîâ è ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè ïîòîêà íà ãðàíèöå áëîêà.Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè�0 (�i) = 1� 2�Z0 d �=2Z0 d��1� e��i cos �1�sin2 � cos2  � cos � sin �; (9)y0 (�i) = 32� 2�Z0 d �=2Z0 d��1� e�2�i cos �1�sin2 � cos2  � cos2 � sin �: (10)Ïðîèíòåãðèðîâàâ (9), ñëåäóÿ ðàáîòå [2], à òàêæå âûðàæåíèå (10), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:b�0 (�) = 43b�2 n2hb�� bK1 (�) bI1 (�) + bK0 (�) bI0 (�)�� bEi++b��1 bK1 (�) bI1 (�)� bK0 (�) bI1 (�) + bK1 (�) bI0 (�)o ; (11)by0 (�) = bE + 110 h18 bK1 (�) bI1 (�)� bE + b�2�+ 10b�2 � bK0 (�) bI0 (�)� bK1 (�) bI1 (�)���2b�2 bK0 (�) bI0 (�) + 4b�� bK0 (�) bI1 (�)� bK1 (�) bI0 (�)�� b�0 (�)�152 b��1 + 8b��� : (12)Çäåñü b� = jjÆij�ijjm; bKp (�) = jjÆijKp (�i)jjm; bIp (�) = jjÆijIp (�i)jjm; Kp (�i), Ip (�i) (p = 0; 1) �ôóíêöèè Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà.Ôîðìóëû (11), (12) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (�0 (�) è y0 (�))ýòèõ ìàòðèö ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà � ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿôóíêöèè �0 (�) ìîæíî íàéòè òàêæå â êíèãå [3]. Òàì æå äàåòñÿ ìåòîäèêà ó÷åòà íåîäíîêðàòíîãîðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ â áëîêå ïðè èçîòðîïíîì ïàäàþùåì íà áëîê ïîòîêå íåéòðîíîâ.Ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:� ïðè �� 1 �0 (�) �= 1� 14��2; y0 (�) �= 1 + 120��1 �1� 3��2�;� ïðè �� 1 �0 (�) �= 2�� 83�2 + 74�3 � �3ln�2 + 0 ��3�; y0 (�) �= 2�� 52�2 + �210 ln�2 + 0 ��2�.� 19 �



Â. À. Ñòàðêîâ, È. Ô. ÏîëèâàíîâÒàáëèöà 1Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé �0 (�) è y0 (�)� �0 (�) y0 (�)0,0 0 00,1 0,177005 0,1793900,2 0,3172136 0,3238680,3 0,429894 0,44092260,4 0,5212926 0,53619760,5 0,595953 0,61404420,6 0,6572976 0,67786560,7 0,7073588 0,73034730,8 0,7499854 0,77363160,9 0,785000 0,8094211,0 0,8138955 0,83960881,1 0,8388849 0,86375271,2 0,85961400 0,88429751,3 0,8771889 0,90145531,4 0,89212569 0,91569841,5 0,9047177 0,927872361,6 0,91556106 0,93801141,7 0,92486444 0,94656081,8 0,9328747 0,95378721,9 0,93979506 0,95991162,0 0,9457960 0,96511254

Êîëè÷åñòâî íåéòðîíîâ, âëåòåâøèõ â åäèíèöó âðå-ìåíè ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ïîâåðõíîñòè áëîêà èíå ïðåòåðïåâøèõ âçàèìîäåéñòâèÿ â áëîêå èëè ïðîâçà-èìîäåéñòâîâàâøèõ áåç óõîäà èç ãðóïïû, îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèåì~j2 (R)=Z
 � bE�bP �~
��~'�R; ~
� ���~n�~
��� d
; ~n�~
 < 0;èëè ñ ó÷åòîì (2) è (7)~j2 (R) = ~j� (R)�~j1 (R) : (13)Êîëè÷åñòâî íåéòðîíîâ, ðîäèâøèõñÿ â áëîêå â åäè-íèöó âðåìåíè â ðåçóëüòàòå çàõâàòà ñ äåëåíèåì è ñî-ãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ 2 èçîòðîïíî âûëåòàþùèõ èçáëîêà ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè, âû÷èñëÿåòñÿ ïîôîðìóëå ~jf+ (R) = 1kýô ~����!�f�f b��1cfd~j1 (R) ;b��1cfd = ������Æij�(i)�1cfd ������m : (14)
Çäåñü ~� � âåêòîð-ñòîëáåö, i-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî åñòü äîëÿ íåéòðîíîâ i-é ãðóïïû â ñïåêòðå äåëå-íèÿ; ���!�f�f � âåêòîð-ñòðîêà ãðóïïîâûõ ñå÷åíèé äåëåíèÿ.Êîëè÷åñòâî íåéòðîíîâ, âûëåòàþùèõ èç áëîêà ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè ïîñëå ðàññåÿíèÿ íà ÿä-ðàõ áëîêà ñ ïåðåõîäîì â ñîñåäíþþ ãðóïïó, âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì~js+ =i!jb�j>i b��1cfd~j1 (R) : (15)Çäåñü i!jb�j>i=

�������������������
�������������������

0 � � � � �1!2�0 0 � � � �0 2!3�0 0 � � �� � � � � �� � � � � �0 0 � 0 m�1!m�0 0
�������������������
�������������������m
:

Î÷åâèäíî, ïëîòíîñòü ïîòîêà íåéòðîíîâ, âûëåòàþùèõ èç áëîêà, áóäåò ñîñòîÿòü èç òðåõ êîìïîíåí-òîâ: ~j+ (R) = ~jf+ (R) +~js+ (R) +~j2 (R) : (16)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13)�(15), (8), (5) è (6) â óðàâíåíèå (16) ïîëó÷èìb$b��1cfd b�0 (�) ~�(R) + 2"�b$b��1cfd by0 (�) + 2 bE� bDd~�(�)d� ������=R = 0: (17)� 20 �



Ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë...Çäåñü b$ = 1kýô ~����!�f�f+ i!jb�j>i �b�cfd:Åñëè ó÷åñòü, ÷òî bDd~� (�)d� ������=R = � ~J (R), âûðàæåíèå (17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåb$b��1cfd b�0 (�) ~�(R) + 2"�b$b��1cfd by0 (�) + 2 bE� ~J (R) = 0; (18)èëè ~�(R)� 2"�b��10 (�) by0 (�) + 2b��10 (�) b�cfd b$�1� ~J (R) = 0: (19)Âûðàæåíèÿ (17 ), (18), èëè (17), (19), ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ïóñòîãî öèëèíäðè÷åñêîãî êàíàëàÏëîòíîñòü ïîòîêà íåéòðîíîâ, âûëåòàþùèõ èç êàíàëà ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó âîêðóã òî÷êè A(ðèñ. 2), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå~j (~r) = Zs ~'�~r0; ~
0� ���~eR0 � ~
0��� ���~eR � ~
���l2 �~r0; ~r� ds0: (20)Çäåñü l �~r0; ~r� =q(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 =r4R2 sin2 '0 � '2 + (z � z0)2 (21)� äëèíà ïóòè ïðîëåòà íåéòðîíîâ â êàíàëå;~eR0 , ~e'0 , ~ez0 � îðòû àôôèííûõ êîîðäèíàò âòî÷êå âëåòà íåéòðîíà â áëîê; ~eR, ~e', ~ez � îðòûàôôèííûõ êîîðäèíàò â òî÷êå âûëåòà íåéòðîíàèç áëîêà; ~
 0 = � 2Rl (~r 0; ~r) sin2 '0 � '2 ~eR0 �� 2Rl (~r 0; ~r) sin '0 � '2 cos '0 �'2 ~e'0 � z0 � zl (~r 0; ~r)~ez0 �åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ïîëå-òà íåéòðîíà â òî÷êå âëåòà â áëîê; ~
 == � 2Rl (~r 0; ~r) sin2 '0 � '2 ~eR � 2Rl (~r 0; ~r) sin '0 � '2 �� cos '0 � '2 ~e'� � z0 � zl (~r 0; ~r)~ez � åäèíè÷íûé âåêòîðíàïðàâëåíèÿ ïîëåòà íåéòðîíà â òî÷êå âûëåòà;ds0 = Rd'0dz0.Ïðåäñòàâèì ïëîòíîñòü ïîòîêà íåéòðîíîâ �(~r)â âûðàæåíèè (1) â âèäå~��~r0� = ~� �R;'0; z0� == cos�z0 1Xn=0 ~�n (R) cos n �'0 + ��: (22) Ðèñ. 2. Ñõåìà äâèæåíèÿ íåéòðîíà â ïóñòîì êàíàëå� 21 �



Â. À. Ñòàðêîâ, È. Ô. ÏîëèâàíîâÏîäñòàâëÿÿ (22) â (1), ñ ó÷åòîì (21) ïîëó÷àåì~'�~r0; ~
0� = 14� (cos �z0 1Xn=0 ~�n (R) cos n�'0 + ���� 3" bD 1Xn=02664�~� 0n (R) cos n�'0 + �� cos�z0 2Rr4R2 sin2 '�2 + (z0 � z)2 sin2 '�2 ++n~�n (R) sin n�'0 + �� cos�z0 2 sin '�2 cos '�2r4R2 sin2 '�2 + (z0 � z)2 ++ ~�n (R)� sin�z0 cos n�'0 + �� z0 � zr4R2 sin2 '�2 + (z0 � z)237759>>=>>; : (23)Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:'� = '0 � '; ~�0n (R) = d~�n (�)d� ������=R ;r~��~r0� = @~��~r0�@R ~eR0 + @~��~r0�@'0 1R~e'0 + @~��~r0�@z0 ~ez0 = 1Xn=0h ~�0n (R) cosn �'0 + �� cos�z0 ~eR0�� nR ~�n (R) sinn �'0 + �� cos�z0~e'0 � ~�n (R)� sin�z0 cos n �'0 + ��~ez0i:Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèå (23) â (20), ñ ó÷åòîì (21) ïîëó÷àåì~j (~r) = R4� 2�Z0 d'� +hZ�h dz0((cos�z0 1Xn=0 ~�n (R) cos n�'0 + ��++3" bD 1Xn=02664~� 0n (R) cos�z0 cos n �'0 + �� 2R sin2 '�2r4R2 sin2 '02 + (z0 � z)2��n~�n (R) sin n �'0 + �� cos�z0 2 sin '�2 cos '�2r4R2 sin2 '�2 + (z0 � z)2 �� ~�n (R)� sin�z0 cos n �'0 + �� z0 � zr4R2 sin2 '�2 + (z0 � z)237759>>=>>; 4R2 sin4 '2�4R2 sin2 '�2 + (z0 � z)2�29>>>=>>>; :(24)Ïðèìåíèâ ñëåäóþùèå ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ñîîòíîøåíèÿ2�Z0 d'�f �sin2 '2 �� cos n'� = 2 2�Z0 f �sin2 '2 �� cos n'�d'�;� 22 �



Ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë...2�Z0 d'�f �sin2 '2 �� sin'� sin n'� = 2 �Z0 f �sin2 '2 �� cos n'�d'�;2�Z0 d'�f �sin2 '2 �� sin n'� = 2�Z0 d'�f �sin2 '2 �� sin'� cos n'� = 0è èçâåñòíûå ôîðìóëûcos n �'0 + �� = cos n'� cos n ('+ �)� sin n'� sin n ('+ �) ;sin n �'0 + �� = sin n'� cos n ('+ �) + sin n'� sin n ('+ �) ;âûðàæåíèå (24) ïåðåïèøåì â âèäå~j (~r) = R4� �Z0 d'� +hZ�h dz0 4R2 sin4 '�2�(z � z0)2 + 4R2 sin2 '�2 �2 (cos�z0 1Xn=0 ~�n (R) cos n'� cos n ('+ �) ++3" bD 1Xn=02664~�0n (R) 2R sin2 '�2r(z0 � z)2 + 4R2 sin2 '�2 cos�z0 cos n'���n~�n (R) 2 sin '�2 cos '�2r(z0 � z)2 + 4R2 sin2 '�2 2 cos�z0 sin n'� �� ~�n (R)� sin�z0 z0 � zr4R2 sin2 '�2 + (z0 � z)23775 cos n ('+ �)9>>=>>; : (25)Áóäåì âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ ~j (~r) â òî÷êàõ, äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò êîíöîâ êàíàëà. Òîãäà, èñ-ïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî äëèíà êàíàëà âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî äèàìåòðîì, çàìåíèì â (25) ïðåäåëûèíòåãðèðîâàíèÿ âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå íà áåñêîíå÷íûå. Ïðåîáðàçóåì (25), ñäåëàâ çàìåíó ïåðå-ìåííûõ z0 � z = 2tR sin '�2 è èñïîëüçîâàâ òîæäåñòâàcos�z0 = cos� �z0 � z� cos�z � sin� �z0 � z� sin�z;sin�z0 = sin� �z0 � z� cos�z0 + cos� �z0 � z� sin�z;ê ñëåäóþùåìó âèäó:~j (~r) = 12� �Z0 d'� 1Z0 dt sin '�2 1(t2 + 1)2 (cos�2� sin '�2 t� cos�z 1Xn=0 ~�n (R) cos n ('+ �) cos n'�++3" bD 1Xn=02664~�0n (R) sin '�2 cos�2� sin '�2 t�pt2 + 1 cos�z cos n ('+ �)�� 23 �



Â. À. Ñòàðêîâ, È. Ô. Ïîëèâàíîâ�n~�n (R) cos '�2 cos�2� sin '�2 t� sin n'�Rpt2 + 1 cos�z cos n ('+ �)�� ~�n (R) �R tpt2 + 1 sin�2� sin '�2 t� cos n'� cos�z cos n ('+ �)�� : (26)Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 1Z�1 f (t)(t2 + 1)2dt = 8>>><>>>: 2 1Z0 f (t)(t2 + 1)2dt ïðè f (t) = f (�t) ;0 ïðè f (t) = �f (�t) ;� = �R:Èçâåñòíî, ÷òî [4, 5] 1Z0 cos��2� sin '�2 � t�(t2 + 1)2 dt = �4 �1 + 2� sin '�2 �e�2� sin '�2 ;1Z0 cos��2� sin '�2 � t�(t2 + 1)2+12 dt = 43�2 sin2 '�2 K2�2� sin '�2 �;1Z0 t sin�2��sin '�2 � t�(t2 + 1)2+1=2 dt = 43�2 sin2 '�2 K1�2� sin '�2 �:
(27)

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (27) ñîîòíîøåíèå (26) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó~j (~r) = cos�z 1Xn=0 cos n ('+ �) �14~�n (R) y(1)n (�) ++ " bD2 �~�0n (R) y(2)n (�)� 1R~�n (R) y(3)n (�)� 1R~�n (R) y(4)n (�)�# ; (28)ãäå y(1)n (�) = 12 �Z0 d'� sin '�2 �1 + 2� sin '�2 � e�2� sin '�2 cos n'�; (29)y(2)n (�) = 4�2� �Z0 d'� sin4 '�2 cos n'�K2�2� sin '�2 � ; (30)y(3)n (�) = n4�2� �Z0 d'� sin3 '�2 cos '�2 sin n'�K2�2� sin '�2 � ; (31)y(4)n (�) = 4�3� �Z0 d'� sin3 '�2 cos n'�K1�2� sin '�2 � : (32)� 24 �



Ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë...Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (29)�(32) äàåò ðåçóëüòàòû, îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîòîðûõ èìå-þò ñëåäóþùèé âèä:y(1)n (�) = 11� 4n2�I0 (2�)� 2�I1 (2�)�+ 1Xk=1 (�1)k Rnk�I2k (2�)� �I2k�1 (2�)� �I2k+1 (2�)�++(�1)n�2 h2�I2n (2�) + (n� 1) I2n�1 (2�)� (n+ 1) �I2n+1 (2�)i;Rnk = 2 1� 4n2 � 4k2(4k2 � 4n2 + 1)2 � 16k2 ;y(2)n (�) = �24 �In�2 (�)Kn�2 (�) +Kn+2 (�) In+2 (�)� 4In�1 (�)Kn�1 (�)��4In+1 (�)Kn+1 (�) + 6Kn (�) In (�)����2�Kn+2 (�) In+1 (�) + In�1 (�)Kn�2 (�) + 3Kn (�) In�1 (�) + 3Kn (�) In+1 (�)�+ 2;y(3)n = n"�24 �2In�1 (�)Kn�1 (�)� 2Kn+1 (�) In+1 (�)� In�2 (�)Kn�2 (�) +Kn+2 (�) In+2 (�)�++ �2�In�1 (�)Kn�1 (�) + In�1 (�)Kn (�)� In+1 (�)Kn (�)� In+1 (�)Kn+1 (�)�#;y(4)n = �32 �2In (�)Kn�1 (�) + 2In (�)Kn+1 (�)� In�1 (�)Kn�2 (�)��In�1 (�)Kn (�)� In+1 (�)Kn (�)� In+1 (�)Kn+2 (�)�:Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîãî öèëèíäðà ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèÿ~j (~r) = ~j+ (~r) ; ~r 2 S: (33)Ïîäñòàâëÿÿ â (33) âûðàæåíèÿ (28) è (6), ïîëó÷àåì~�n (R)4 � " bD2 ~�0n (R) = 14~�n (R) y(1)n (�) + " bD2  ~�0n (R) y(2)n (�)� ~�n (R)R eyn (�)! ; (34)ãäå eyn (�) = y(3)n (�) + y(4)n (�).Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèÿ (34) ïîëó÷èì âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:��n bE + 1R�n bD� ~�n (R) + 2 ~Jn (R) = 0;ãäå �n = 1� y(1)n (�)1 + y(2)n (�) ; �n = 2eyn (�)1 + y(2)n (�) ; ~Jn (R) = � bD~�0n (R).Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé �n (�) è �n (�) ïðèâåäåíû â òàáë. 2, 3.Çàêëþ÷åíèåÂ ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê ãðàíè÷íûõ óñëîâèé àëüáåäíîãî òèïàäëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî áëîêà ñ ðàçìíîæåíèåì, ðàññåÿíèåì è ðàäèàöèîííûì çàõâàòîì íåéòðîíîâ è äëÿïóñòîãî êàíàëà. Â ñîâîêóïíîñòè ñ èçâåñòíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè àíàëîãè÷íîãî òèïà íà áëî-êèðîâàííûõ ïîãëîòèòåëÿõ (ñì., íàïðèìåð, [6]) ìàòåðèàëû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ìåòîäè÷åñêóþ îñíîâó� 25 �



Â. À. Ñòàðêîâ, È. Ô. Ïîëèâàíîâ
Òàáëèöà2

Çíà÷åíèåô
óíêöèè� n(�
)

n=�0
0,10
,20,
30,4
0,50
,60,
70,8
0,91
,0

00
0,00595395
0,02146080
,04385820,
07130560,1
0248850,13
643040,172
37560,2097
1410,24793
580,28661
7

12,6666
662,62696
702,523279
42,3808779
2,22188832
,06211621,
91115211,7
7392281,65
215001,545
79511,4538
4738

21,06666
661,068860
11,0743263
1,08158551
,08947291,0
97121451,10
3920951,109
473841,1135
54861,11607
4671,117046
92

31,02857
1401,028702
571,0291171
71,02982946
1,030821861
,032050061,
033452151,0
34957781,03
6495251,037
997281,0394
0359

41,01587
301,015907
71,0160121
21,0161865
1,01643021
,016739981
,01711051,
01753371,0
1799981,01
849721,019
0135

51,01010
1011,01011
431,010154
11,0102202
1,01031161
,01042851,
01056841,0
1073021,01
091141,011
10981,0113
221

61,00699
301,00699
91,007017
81,0070486
1,00709131
,00714571,
00721111,0
0728701,00
737291,007
46741,0075
699

71,00512
821,005131
51,0051413
1,00515761
,00518031,
00520931,0
0524401,00
528471,005
33071,0053
8171,00543
74

81,00392
181,003923
51,0039292
1,00393861
,00395171,
00396861,0
0398881,00
401251,004
03451,0040
6951,00410
24

91,00309
601,003097
21,0031007
1,00310651
,00311461,
00312511,0
0313771,00
315251,003
16941,0031
8821,00320
89

101,00251
001,002507
01,0025093
1,00251321
,00251851,
00252531,0
0253361,00
254331,002
55431,0025
6671,00258
04

111,00207
031,002070
31,0020703
1,00207041
,00207041,
00207041,0
0207051,00
207051,002
07061,0020
7081,00207
10

121,00173
9131,001739
131,0017391
31,00173913
1,001739131
,001739131,
001739131,0
01739171,00
1739261,001
739371,0017
3943

� 26 �



Ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë...
Òàáëèöà3

Çíà÷åíèåô
óíêöèè� n(�
)

n=�0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

000,0
09683340,0
3647680,0
7635630,12
5443910,18
0372150,23
8328030,29
7003690,35
4534810,40
9443390,46
059344

12,01,
95201491,8
24347201,6
48305791,4
53178841,2
60204151,0
82150950,9
251922390,
791152360
,679327780
,58773427

200,0
04784090,0
17588990,0
35673050,0
56482460,0
77964960,0
98611780,1
17410680,
13376680,
147416990,
15834526

300,3
498�10�4 0,36
644�10�3 0,0
01331320,0
03145030,0
05887750,0
09524610,0
13939080,0
18977160,0
24461630,0
3021961

400,1
54�10�5 0,22
58�10�4 0,10
52�10�3 0,301
81�10�3 0,666
86�10�3 0,00
1163820,00
2066240,0
0315110,0
04502870,0
0611288

500,
14�10�6 0,4
10�10�5 0,17
58�10�4 0,53
6�10�4 0,125
48�10�3 0,249
81�10�3 0,439
62�10�3 0,709
06�10�3 0,107
05�10�2 0,00
153289

600,
11�10�6 0,
92�10�6 0,4
96�10�5 0,1
48�10�4 0,3
54�10�4 0,7
16�10�4 0,12
640�10�3 0,2
128�10�3 0
,33�10�3 0,
485�10�3

70
�
�0,12
�10�5 0,500
�10�5 0,128
4�10�4 0,25
8�10�4 0,4
7�10�4 0,
8�10�4 0,1
252�10�3 0,1
866�10�3

80
�
�
�0,242
�10�5 0,552
�10�5 0,118
�10�4 0,21
�10�4 0,35
�10�4 0,555
8�10�4 0,834
�10�4

90
�
�
�0,134
�10�5 0,262
�10�5 0,58
�10�5 0,10
2�10�4 0,17
6�10�4 0,27
40�10�4 0,41
4�10�4

100
�
�
�0,54
�10�6 0,14
8�10�5 0,3
2�10�5 0,5
8�10�5 0,9
0�10�5 0,1
52�10�4 0,2
30�10�4

110
�
�
�
�0,10
0�10�5 0,1
8�10�5 0,2
8�10�5 0,5
60�10�5 0,8
4�10�54 0,1
32�10�4

120
�
�
�
�0,46
�10�5 0,14
�10�5 0,26
�10�5 0,34
0�10�5 0,58
9�10�5 0,84
�10�5

� 27 �



Ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë...äëÿ ñîçäàíèÿ èíæåíåðíîé ïðîãðàììû äëÿ ðàñ÷åòà íåéòðîííî-ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ãåòåðîãåí-íûõ êàíàëîâ èëè ðåàêòîðà. Ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû ìîãóò áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþàíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ áîëåå ïðîñòûõ ãåîìåòðèé (ïëîñêîñòè è øàðà).Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû íîñÿò îðèãèíàëüíûé õàðàêòåð: ïîëó÷åííûå â ðàáîòå èíòåãðàëû(10), (29)�(32) â ëèòåðàòóðå àâòîðàì íå âñòðå÷àëèñü è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äðóãèõ ïðè-ëîæåíèé. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ïîíîìàðåâ-Ñòåïíîé Í. Í., Êðóòîâ À. Ì., Ëîáûíöåâ Â. À. è äð. Ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãîâûäå-ëåíèÿ â òîïëèâíîì ñåðäå÷íèêå òâýëîâ // Àòîìíàÿ ýíåðãèÿ. 1973. Ò. 34. Ñ. 197�198.2. Áåêóðö Ê., Âèðòö Ê. Íåéòðîííàÿ ôèçèêà. Ì.: Àòîìèçäàò, 1968.3. Ìàð÷óê Ã. È. Ìåòîäû ðàñ÷åòà ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ. Ì.: Àòîìèçäàò, 1961.4. Ãðàäøòåéí È. Ñ., Ðûæèê È. Ì. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé. Ì.: Ôèç-ìàòãèç, 1962.5. Ëåáåäåâ Í. Í. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963.6. Ãàëàíèí À. Ä. Òåîðèÿ ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ íà òåïëîâûõ íåéòðîíàõ. Ì.: Àòîìèçäàò, 1959.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 03.12.11.
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ÓÄÊ 533.9 ÒÅÑÒÛ ÄËß ÏÐÎÃÐÀÌÌ,ÈÑÏÎËÜÇÓÞÙÈÕ ÃÈÁÐÈÄÍÓÞ ÌÎÄÅËÜÏÐÈ ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏËÀÇÌÛÀ. È. Ãîëóáåâ, Í. Ï. Ïÿòàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äâóõ ìîäåëüíûõ çàäà÷: çàäà÷è Êîøè äëÿ êèíåòè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ñî ñïåöèàëüíûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èîíîâ ïðè èõäâèæåíèè â çàäàííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå è çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèéýëåêòðîííîé ãèäðîäèíàìèêè è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñëó÷àå èäåàëüíî ïðîâîäÿùåéïëàçìû. Ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïðîáíûõ ôóíêöèé. Ýòè ðåøåíèÿìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè òåñòèðîâàíèè ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ãè-áðèäíóþ ìîäåëü ïëàçìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Âëàñîâà, çàäà÷à Êîøè, ìåòîä õàðàêòåðè-ñòèê, óðàâíåíèÿ ýëåêòðîííîé ãèäðîäèíàìèêè, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ìåòîä ïðîáíûõôóíêöèé. ÂâåäåíèåÏåðâûå ïóáëèêàöèè, ñîäåðæàùèå óðàâíåíèÿ ãèáðèäíîé ìîäåëè ïëàçìû, îòíîñÿòñÿ ê ñåðåäèíå 70-õãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ [1, 2]. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè èîííûõ êîìïîíåíòîâïëàçìû èñïîëüçóåòñÿ êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä, à ýëåêòðîíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ æèäêîñòüþ, íåéòðàëèçóþ-ùåé çàðÿä èîíîâ. Ýòà ìîäåëü îêàçàëàñü ÷ðåçâû÷àéíî ïðîäóêòèâíîé è íàøëà øèðîêîå ïðèìåíåíèå âïîñëåäóþùèå ãîäû ïðè èçó÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêîâ ðàçðåæåííîé ïëàçìû â ìàãíèòíîì ïîëå.Òàê, íàïðèìåð, ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå ãèáðèäíóþ ìîäåëü ïëàçìû, èñïîëüçîâàëèñü ïðè òåîðå-òè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ äèíàìèêè ïëàçìû [3�6], ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ëàáîðàòîðíûõýêñïåðèìåíòîâ è àêòèâíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â êîñìîñå [7�9] è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ôèçèêè ïëàçìû [10].×èñëåííûå àëãîðèòìû, ïðèìåíÿåìûå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ãèáðèäíîé ìîäåëè, èñïîëüçóþò õî-ðîøî èçâåñòíûé ìåòîä ÷àñòèöà â ÿ÷åéêå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ èîííûõ êîìïîíåíòîâ ïëàç-ìû [11] è ðàçëè÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýëåêòðîííîé ãèäðîäèíàìèêè ñîâ-ìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà (ñì., íàïðèìåð, [12�15]).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà õîðîøî ðàçâèòóþ îáùóþ òåîðèþ ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàçìû ìå-òîäîì ÷àñòèöà â ÿ÷åéêå [11], ïðè ðåøåíèè ýòèì ìåòîäîì êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ òðåáóåòñÿóäåëÿòü îñîáîå âíèìàíèå îòäåëüíûì äåòàëÿì ìåòîäà, â ÷àñòíîñòè, çàäàíèþ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ àíñàìáëÿ ìîäåëüíûõ ÷àñòèö. Áîëüøóþ ïîìîùü ïðè ýòîì ìîãóò îêàçàòü ïðåäñòàâèòåëüíûåòåñòîâûå çàäà÷è, â êîòîðûõ çàðàíåå èçâåñòíî âðåìåííîå ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ ìîäåëüíûõ ÷àñòèö.Òàê, ïðè èçó÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ èîíèçîâàííîãî îáëàêà ñ îêðóæàþùåé ïëàçìîé â ìàãíèòíîì ïîëå(ñì., íàïðèìåð, [4, 6]) âåñüìà ïîëåçíîé, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, îêàçûâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè àí-ñàìáëÿ èîíîâ â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Õîòÿ ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèèîòäåëüíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â çàäàííîì ìàãíèòíîì ïîëå õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [16]),àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí äëÿ àíñàìáëÿ òàêèõ ÷àñòèö ïðè äâèæåíèè âçàäàííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïî-âèäèìîìó, îòñóòñòâóåò. Âìåñòå ñ òåì, êàê ïîêàçàë îïûòàâòîðîâ â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ðàçðåæåííîé ïëàçìû íà îñíî-âå ãèáðèäíîé ìîäåëè, ýòà çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíîé äëÿ âûÿñíåíèÿ ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ� 29 �



À. È. Ãîëóáåâ, Í. Ï. Ïÿòàêîâðàñ÷åòà òðàåêòîðèé ìîäåëüíûõ ÷àñòèö è èõ âêëàäîâ â ñðåäíèå õàðàêòåðèñòèêè ïëàçìû. Â äàííîéðàáîòå ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ñî ñïå-öèàëüíûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èîíîâ ïðè èõ äâèæåíèè â çàäàííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîìïîëå. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàññìîòðåííîé ìîäåëüíîé çàäà÷å íàéäåíà ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.Â ãèáðèäíîé ìîäåëè ïëàçìû ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé ýëåêòðîííîé ãèäðîäèíàìèêè è óðàâíåíèéÌàêñâåëëà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé ñèñòåìîé, èìåþùåé ñëîæíûå äèñïåðñèîííûå ñâîé-ñòâà [15]. Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðàçíîñòíûõ ñõåì, èñïîëüçóåìûõ ïðè èõ ðåøåíèè, ìîæåòáûòü âûïîëíåíî ëèøü ïðè çíà÷èòåëüíûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è íå âñåãäà äàåò ïîëíî-ãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñâîéñòâàõ ýòèõ ñõåì, â ÷àñòíîñòè ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ èõ óñòîé÷èâîñòè. Âäàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è äëÿ ýòîé íåëèíåéíîé ñèñòå-ìû â ñëó÷àå èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïëàçìû. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïðîáíûõ ôóíêöèé. Ïðèýòîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ïîâåäåíèå êîìïîíåíò ñàìîñîãëàñîâàííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûáðà-íî ñõîäíûì ñ èõ ïîâåäåíèåì â çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè èîíèçîâàííîãî îáëàêà ñ îêðóæàþùåé ïëàç-ìîé â ìàãíèòíîì ïîëå [4, 6], à äâèæåíèå èîííûõ êîìïîíåíòîâ ïëàçìû ïîäîáðàíî òàêèì îáðàçîì,÷òîáû óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿëèñü áåç ÿâíîãî ââåäåíèÿ â íèõ, êàê ýòîîáû÷íî äåëàåòñÿ â ìåòîäå ïðîáíûõ ôóíêöèé, êàêèõ-ëèáî ôèêòèâíûõ èñòî÷íèêîâ.Óðàâíåíèÿ óïðîùåííîé ãèáðèäíîé ìîäåëè ïëàçìûÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðèì óïðîùåííûé âàðèàíò ãèáðèäíîé ìîäåëè, ïðåäïîëàãàÿ ïëàçìó èäå-àëüíî ïðîâîäÿùåé è ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì ýëåêòðîííîãî äàâëåíèÿ íà äâèæåíèå ÷àñòèö. Â ýòîìñëó÷àå óðàâíåíèÿ ãèáðèäíîé ìîäåëè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå (ñì., íàïðèìåð, [10, 12];èñïîëüçóåòñÿ ãàóññîâà ñèñòåìà åäèíèö):� êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fk(t,x,v) èîíîâ ñîðòà k

∂fk
∂t

+ v
∂fk
∂x

+
Fk

mk

∂fk
∂v

= 0. (1)Çäåñü Fk = Zk (E+ [v ×B] /c), ãäå Zk, mk � çàðÿä è ìàññà èîíîâ; c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå;
E, B � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâåííî.Ïðè èçâåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ ñîðòà k è èõ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòüîïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

nk =

∫
fk (t,x,v) dv; nkuk =

∫
vfk (t,x,v) dv; (2)� óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðîíîâ

ene =
∑

k

Zknk; E+
1

c
[ue ×B] = 0, (3)ãäå (−e) � çàðÿä ýëåêòðîíà; ne � êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ; ue � èõ ñêîðîñòü;� óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, íå ñîäåðæàùèå òîêà ñìåùåíèÿ:

∇×E = −
1

c

∂B

∂t
; ∇×B =

4π

c
J. (4)Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ ðàâíà

ue = u−
J

ene
, u =

1

ene

∑

k

Zknkuk. (5)Áóäåì ïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1)�(5) ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å î âçàèìî-äåéñòâèè èîíèçîâàííîãî îáëàêà ñ îêðóæàþùåé ïëàçìîé âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, ïðåäïîëàãàÿ� 30 �



Òåñòû äëÿ ïðîãðàìì, èñïîëüçóþùèõ ãèáðèäíóþ ìîäåëü ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. . .ïðè ýòîì, ÷òî îêðóæàþùàÿ îáëàêî ïëàçìà ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíà, à íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå÷àñòèö îáëàêà ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííûì âûäåëåííûì íàïðàâëåíèåìâ ìîäåëè îñòàåòñÿ íàïðàâëåíèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé ñîñüþ ñèììåòðèè, íàïðàâëåííîé âäîëü ýòîãî ïîëÿ è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ öåíòðîìíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö îáëàêà. Äëÿ çàäà÷è ñ îñåâîé ñèììåòðèåé óäîáíî çàïèñàòü óðàâíå-íèÿ ãèáðèäíîé ìîäåëè â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, θ, ϕ) ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå è ïîëÿðíîéîñüþ, íàïðàâëåííîé âäîëü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âñå âåëè÷èíû íåáóäóò çàâèñåòü îò ïåðåìåííîé ϕ.Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) äëÿ èîíîâ ñîðòà k ïðèìåò âèä [17] (èíäåêñ k äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñèîïóñòèì)
∂
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∂vθ
f +

+

(
−
vϕvθ
r

ctg θ −
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Fϕ

m

)
∂

∂vϕ
f = 0. (6)Ôóíêöèÿ f â (6) èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (r, θ, vr, vθ, vϕ),ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó àçèìóòàëüíîãî óãëà.Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ óäîáíî â óðàâíåíèÿõ (2)�(6) ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì èôóíêöèÿì. Èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ñëåäóþùèå åäèíèöû èçìåðåíèÿ ([a] îçíà÷àåò åäèíèöóèçìåðåíèÿ âåëè÷èíû a):

[r] = r0; [v] = u0; [n] = n0; [B] = B0; [mk] = m0; [Zk] = e,ãäå B0 � èíäóêöèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èí ïîëîæèì
[t] = t̃0 =

r0
u0

; [f ] = f0 =
n0

u3
0

; [E] = E0 =
u0
c
B0; [J ] = J0 = en0u0.Òîãäà, ñîõðàíÿÿ äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è äëÿ ðàçìåðíûõ, áóäåì èìåòü

Fk = qZk (E+ [v ×B]) ; ne =
∑

k

Zknk; E+ [ue ×B] = 0; (7)
∇×E = −

∂B

∂t
; ∇×B = qM2

J, (8)ãäå
q =

r0
u0

eB0

m0c
; M2 =

4πm0n0u
2

0

B2

0

.Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâîåãî âèäà íå èçìåíÿò.Äâèæåíèå àíñàìáëÿ èîíîâ â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëåÏðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå E = 0, à âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíî è íàïðàâ-ëåíî âäîëü ïîëÿðíîé îñè ââåäåííîé ðàíåå ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (r, θ, ϕ). Íåòðóäíî ïîëó-÷èòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (6), ïðîõîäÿùåé ïðè t = t0 ÷åðåç òî÷êó(r0, θ0, vr0, vθ0, vϕ0):
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[
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)
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r
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r
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r
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ρ
. (11)� 31 �



À. È. Ãîëóáåâ, Í. Ï. ÏÿòàêîâÂ ýòèõ ôîðìóëàõ
τ = t− t0; s = sin(ωτ); c = cos(ωτ); α =

s

ω
; β =

1− c

ω
; ω =

qZ

m
;

ρ2 = ρ2
0
+
(
β2 + α2

)
v2
⊥0

+ 2ρ0 (αvρ0 + βvϕ0) ; z = z0 + vz0τ ; r2 = ρ2 + z2;

ρvρ = ρ0 (cvρ0 + svϕ0) + αv2⊥0
; vz = vz0;

v2⊥0
= v2ρ0 + v2ϕ0; vρ0 = vr0 sin θ0 + vθ0 cos θ0; vz0 = vr0 cos θ0 − vθ0 sin θ0;

ρ0 = r0 sin θ0; z0 = r0 cos θ0.Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóë (9)�(11) óäîáíî ñíà÷àëà íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðè-ñòèê êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y, z) ñ îñüþ z, ñîâïàäàþùåé ñïîëÿðíîé îñüþ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à çàòåì ïåðåéòè ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì ê âûðà-æåíèÿì (9)�(11) â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Îòìåòèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìîäåëüíîé ÷àñòèöû èìååò âèä v0 =
= (vr0, 0, 0), ãäå vr0 = r0/t0. Äëÿ íåãî ïîëó÷èì

ρ2 =
ρ2
0

ω2t2
0

[
(ωt

0
+ s)2 + (1− c)2

]
; z = z0 +

r0 cos θ0
t0

(t− t0) = z0
t

t0
.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ρ/ρ0 íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ êîîðäèíàò ÷àñòèöû è äëÿ âñåõ ÷àñòèöîäèíàêîâî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîëó÷åíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6). Ïóñòüïðè t = t0 íà÷àëüíîå óñëîâèå â çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèä

f (t = t0) =
N
4

3
πt3

0

θ̃ (r0 − t0) δ
(
vr0 −

r0
t0

)
δ (vθ0) δ (vϕ0) ,ãäå N � ñóììàðíîå ÷èñëî èîíîâ â àíñàìáëå (â ïðèíÿòûõ âûøå åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ); θ̃ (x) = 1 ïðè

x < 0 è θ̃ (x) = 0 ïðè x > 0. Òîãäà ïðè t > t0 ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè áóäåò ôóíêöèÿ
f =

N
4

3
πt3

0

θ̃
(
r0 (•)− t0

)
δ
(
wr (•)

)
δ
(
wθ (•)

)
δ
(
wϕ (•)

)
, (12)ãäå r0 (•) , wr (•) = vr0 (•) −

r0 (•)

t0
, wθ (•) = vθ0 (•) , wϕ (•) = vϕ0 (•) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè àðãóìåí-òîâ t, r, θ, vr, vθ, vϕ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ÿâíîì âèäå ÷åðåç ýòèàðãóìåíòû, ñëåäóåò âûðàçèòü ÷åðåç íèõ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ r0, θ0, vr0, vθ0, vϕ0. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-ìóëàìè (9), (11). Çàìåíèì â íèõ τ íà −τ , âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì 0 � íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíûáåç èíäåêñà, à âåëè÷èíû áåç èíäåêñà � íà âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì 0. Òîãäà ïîëó÷èì

r20 = ρ20 + z20 ; ρ20 = ρ2 +
(
β2 + α2

)
v2⊥ + 2ρ (−αvρ + βvϕ) ; z0 = z − vzτ ; (13)

r0νr0 = ρ0νρ0 + z0νz;

ρ0r0νθ0 = z0ρ0νρ0 − ρ2
0
νz;

ρ0νϕ0 = ρ (sνρ + cνϕ)− βν2
⊥
,





(14)ãäå ρ0vρ0 = ρ (cvρ − svϕ)− αv2
⊥
. � 32 �



Òåñòû äëÿ ïðîãðàìì, èñïîëüçóþùèõ ãèáðèäíóþ ìîäåëü ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. . .Íå áóäåì ïðèâîäèòü ÿâíûé âèä ôóíêöèè f , ïîñêîëüêó â èòîãå ïîòðåáóþòñÿ ëèøü âûðàæåíèÿ äëÿñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê n(t, r, θ), u(t, r, θ). Ïðè èõ âû÷èñëåíèè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèåïî ïåðåìåííûì vr, vθ, vϕ. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê áóäåì èíòåãðèðîâàòü â äðóãèõ ïåðåìåííûõ,à èìåííî â ïåðåìåííûõ wr, wθ, wϕ. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóë (14), ïåðåõîä ê ýòèì ïåðåìåííûìóïðîñòèòñÿ, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ââåñòè ïðîìåæóòî÷íûå ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ
v̂ρ = cvρ − svϕ; v̂ϕ = svρ + cvϕ; v̂z = vz. (15)ßêîáèàí Ĵ ïåðåõîäà îò ïåðåìåííûõ vr, vθ, vϕ ê ïåðåìåííûì (15) ðàâåí Ĵ = 1. Ïåðåïèøåì ñîîòíî-øåíèÿ (13), (14) â íîâûõ ïåðåìåííûõ:

r20 = ρ20 + z20 ; ρ20 = ρ2 +
(
β2 + α2

)
v̂2⊥ − 2ρ (αv̂ρ + βv̂ϕ) ; z0 = z − v̂zτ ; (16)

r0νr0 = ρ0νρ0 + z0ν̂z;

ρ0r0νθ0 = z0ρ0νρ0 − ρ2
0
ν̂z;

ρ0νϕ0 = ρν̂ϕ − βν̂2
⊥
,





(17)ãäå òåïåðü ρ0vρ0 = ρv̂ρ−αv̂2
⊥
. Îòìåòèì, ÷òî v̂2

⊥
= v̂2ρ+ v̂2ϕ = v2ρ+v2ϕ = v2

⊥
= v2

⊥0
= v2ρ0+v2ϕ0 = v̂2ρ0+ v̂2ϕ0.Íàéäåì íóëè àðãóìåíòîâ δ-ôóíêöèé â ôîðìóëå (12), ò. å. ðåøèì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ v̂ρ, v̂z,

v̂ϕ ñèñòåìó óðàâíåíèé
wr =

1

r0

(
ρ0vρ0 + z0vz0 −

r2
0

t0

)
= 0; wθ =

1

r0
(z0vρ0 − ρ0vz0) = 0; wϕ = vϕ0 = 0.Èç íåå èìååì

vρ0 =
ρ0
t0
; vz0 =

z0
t0
; vϕ0 = 0.Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (17) è òî, ÷òî v̂z = vz = vz0, íàõîäèì

ρv̂ρ = αv̂2
⊥
+

ρ2
0

t0
; ρv̂ϕ = βv̂2

⊥
; v̂z =

z0
t0
. (18)Ïðè ýòîì

v̂2⊥ = v2ρ0 + v2ϕ0 = v2ρ0 =
ρ2
0

t2
0

. (19)Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (18), (19) â (16), â íóëÿõ àðãóìåíòîâ δ-ôóíêöèé ïîëó÷àåì
ρ20 =

ρ2t2
0

(t0 + α)2 + β2
; z0 =

zt0
t0 + τ

=
zt0
t
. (20)Ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå ∆ = (t0 + α)2 + β2, òîãäà r2

0
=

ρ2t2
0

∆
+

z2t2
0

t2
. Ó÷èòûâàÿ (19), (20), èç (18)èìååì

ρv̂ρ = (t0 + α)
ρ2
0

t2
0

= (t0 + α)
ρ2

∆
; ρv̂ϕ = β

ρ2
0

t2
0

= β
ρ2

∆
; v̂z =

z0
t0

=
z

t
. (21)Òåïåðü ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ ïåðåéäåì îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (12) ê ïåðåìåííûì wr, wθ,

wϕ. Ýòè ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå ïåðåìåííûå v̂ρ, v̂ϕ, v̂z ïî ôîðìóëàì
wr = vr0 −

r0
t0

=
1

r0

(
ρ0vρ0 + z0vz0 −

r2
0

t0

)
=

1

r0

(
ρv̂ρ − αv̂2⊥ + z0v̂z −

r2
0

t0

)
;

wθ = vθ0 =
1

r0
(z0vρ0 − ρ0vz0) =

1

r0ρ0

[
z0(ρv̂ρ − αv̂2⊥)− ρ20v̂z

]
; (22)

wϕ = vϕ0 =
1

ρ0

(
ρv̂ϕ − βv̂2⊥

)
. � 33 �



À. È. Ãîëóáåâ, Í. Ï. ÏÿòàêîâÂû÷èñëèì ÿêîáèàí J =

∣∣∣∣
D (wr, wθ, wϕ)

D (v̂ρ, v̂ϕ, v̂z)

∣∣∣∣ â íóëÿõ àðãóìåíòîâ δ-ôóíêöèé â ôîðìóëå (12). Çàìåòèì,÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ â ôîðìóëàõ (22) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äèôôåðåí-öèðîâàíèåì òîëüêî âûðàæåíèé â ñêîáêàõ. Èñêîìûé ÿêîáèàí J ðàâåí
J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ

r0∆

[
(t0 + α)2 − β2

] 1

r0

2βρ

∆
(t0 + α)

z0
r0

t

t0
z0
ρ0

ρ

r0∆

[
(t0 + α)2 − β2

] z0
ρ0

1

r0

2βρ

∆
(t0 + α) −

ρ0t

r0t0

−
2β

ρ0t20

ρ (α+ t0)

∆

ρ

ρ0

(t0 + α)2 − β2

∆
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
t

t3
0

∆.Çíàÿ ÿêîáèàí, íåòðóäíî âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö:
n (r, θ, ϕ) =

∫
fdv =

N
4

3
πt∆

θ̃

(√
ρ2

∆
+

z2

t2
− 1

)
.Ïðè âû÷èñëåíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ïîòðåáóþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ vr, vθ, vϕ â íóëÿõ àðãóìåíòîâ δ-ôóíêöèé. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (21) â (15), ïîëó÷èì

vρ = cv̂ρ + sv̂ϕ = c
ρ (α+ t0)

∆
+ s

βρ

∆
= ρ

ct0 + α

∆
;

vϕ = −sv̂ρ + cv̂ϕ = −s
ρ (α+ t0)

∆
+ c

βρ

∆
= −ρ

st0 + β

∆
;

vz = v̂z =
z

t
.×òîáû ïåðåéòè ê vr, vθ, vϕ, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (11). Îêîí÷àòåëüíî äëÿ êîìïîíåíòñðåäíåé ñêîðîñòè ÷àñòèö u (r, θ, ϕ) =
1

n

∫
vfdv íàõîäèì

ur =
1

r

(
ρ2

ct0 + α

∆
+ z2

1

t

)
; uθ =

zρ

r

(
ct0 + α

∆
−

1

t

)
; uϕ = −ρ

st0 + β

∆
.Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî ÷àñòîòà ω = 0, ïîëó÷èì çàäà÷ó î ñâîáîäíîì ðàçëåòå øàðîâîãîîáëàêà â ïóñòîòó. Â ýòîì ñëó÷àå s = 0, c = 1, α = τ , β = 0, ∆ = t2 è ïîëó÷àþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûåâûðàæåíèÿ

n (r, θ, ϕ) =
N
4

3
πt3

θ̃ (r − t) ; ur =
r

t
; uθ = 0; uϕ = 0.Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷èäëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîííîé ãèäðîäèíàìèêè è óðàâíåíèé ÌàêñâåëëàÄëÿ çàäà÷è ñ îñåâîé ñèììåòðèåé óäîáíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå êîìïîíåíòó Aϕ âåêòîðíîãî ïîòåí-öèàëà A òàêîãî, ÷òî B = ∇×A. Â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷àþòñÿ äâà ñêàëÿðíûõóðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò Aϕ,Bϕ:

∂Aϕ

∂t
+ Eϕ = 0;

∂Bϕ

∂t
=

1

r

(
∂Er

∂θ
−

∂rEθ

∂r

)
. (23)Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ñîãëàñíî (7)

Er = ueϕBθ − ueθBϕ; Eθ = uerBϕ − ueϕBr; Eϕ = ueθBr − uerBθ. (24)� 34 �



Òåñòû äëÿ ïðîãðàìì, èñïîëüçóþùèõ ãèáðèäíóþ ìîäåëü ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. . .Â ñâîþ î÷åðåäü,
Br =

1

r sin θ

∂

∂θ
Aϕ sin θ; Bθ = −

1

r

∂

∂r
rAϕ, (25)à êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ ue îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (5):

uer = ur −
1

M2qne

1

r sin θ

∂

∂θ
(Bϕ sin θ) ; ueθ = uθ +

1

M2qne

1

r

∂

∂r
(rBϕ) ; (26)

ueϕ = uϕ −
1

M2qne

1

r

(
∂

∂r
rBθ −

∂

∂θ
Br

)
. (27)Â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå M2qne = n.Ïðè ïîëó÷åíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (23)�(27) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðîáíûõôóíêöèé [18, 19], îïðåäåëÿÿ ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ñðåäíåé ñêîðîñòè èîíîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíèïðèâîäèëè ê çàðàíåå çàäàííîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (23)�(27) ñóùåñòâåííîóïðîñòÿòñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

uθ = −
1

nr

∂

∂r
rBϕ.Â ýòîì ñëó÷àå ueθ = 0 è â óðàâíåíèÿõ (23)�(27) ìîæíî ÿâíî âûäåëèòü óãëîâóþ çàâèñèìîñòü, åñëèïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé θ.Ââåäåì íîâûå íåèçâåñòíûå aϕ, bϕ, br, bθ, αϕ, αeϕ, eϕ, er, eθ, ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî îíè áóäóòçàâèñåòü ëèøü îò ïåðåìåííûõ r, t:

Aϕ = aϕ sin θ; Bϕ = bϕ sin θ cos θ; Br = br cos θ; Bθ = bθ sin θ;

uϕ = αϕ sin θ; ueϕ = αeϕ sin θ; Er = er sin
2 θ; Eθ = eθ sin θ cos θ; Eϕ = eϕ sin θ.Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü

ur = αr (r, t)−
3

nr
bϕ sin2 θ,òî ñîãëàñíî (26) êîìïîíåíòà uer íå áóäåò çàâèñåòü îò óãëà θ:

uer = αr −
2

nr
bϕ. (28)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàâèñèìîñòè n (r, t), aϕ (r, t), bϕ (r, t) èçâåñòíû; ïî ôîðìóëàì (25) ìîæíî âû÷èñ-ëèòü ôóíêöèè br (r, t), bθ (r, t). Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé íàéäåì ôóíêöèè αr (r, t),

αϕ (r, t) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü óðàâíåíèÿ (23)�(27). Ñ ó÷åòîì (23), (24), (28) èìååì
αr = uer +

2

nr
bϕ =

1

bθ

∂aϕ
∂t

+
2

nr
bϕ.Îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè αϕ (r, t) ïðîâåäåì ñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â (23). Ïðåä-âàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (27)

αϕ = αeϕ +
1

nr

(
br +

∂rbθ
∂r

)
. (29)Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (23) äëÿ ôóíêöèè αeϕ (r, t) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå âèäà

2aϕ
r

(
∂αeϕ

∂r
−

αeϕ

r

)
=

∂bϕ
∂t

+
1

r

∂ruerbϕ
∂r

.Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëàãàÿ, ÷òî αeϕ (r = 0, t) = 0, ìîæíî ÷èñëåííî èëè àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëèòüôóíêöèþ αeϕ (r, t) è ïî ôîðìóëå (29) âû÷èñëèòü αϕ (r, t).� 35 �



À. È. Ãîëóáåâ, Í. Ï. ÏÿòàêîâÏðèâåäåì ðåçóëüòàòû èçëîæåííîãî âûøå ïîäõîäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå èìååò âèä
Br=

(
1−e−αr2/t2

)
cos θ; Bθ=−

[
1 +

(
α
r2

t2
− 1

)
e−αr2/t2

]
sin θ; Bϕ = Bϕ0

r2t

2
e−βr/t sin θ cos θ, (30)ãäå α, β, Bϕ0 � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû; â ýòîì ñëó÷àå Aϕ =

r

2

(
1− e−αr2/t2
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sin θ. Îòìåòèì, ÷òî åñëèïîñòðîèòü ïðîåêöèè ñèëîâûõ ëèíèé ýòîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòü ϕ = const, òî èõ ðàñïðåäåëåíèå áóäåòêà÷åñòâåííî ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïðîåêöèé ñèëîâûõ ëèíèé â çàäà÷àõ, ðàññìîòðåííûõâ ðàáîòàõ [4, 6].Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè èîíîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà
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.Ðåøåíèå (30) íå çàâèñèò íè îò çíà÷åíèé M2, q, íè îò êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ ne(r, t). Çàäàâàÿâ òåñòèðóåìîé ïðîãðàììå äâèæåíèå èîíîâ ñîãëàñíî (31), ìîæíî, ñðàâíèâàÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå èðåøåíèå (30), ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ñâîéñòâàõ ðàçíîñòíîé ñõåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4), (5).Çàìå÷àíèå 2. Êàê ýòî îáû÷íî ïðèíÿòî â ãèáðèäíûõ ìîäåëÿõ ïëàçìû, ïëîòíîñòü çàðÿäà ýëåêòðîíîâïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ñóììàðíîé ïëîòíîñòè çàðÿäîâ èîíîâ (ñì. ôîðìóëû (3)), ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííîñàìî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ â ýòèõ ìîäåëÿõ íå èñïîëüçóåòñÿ. Åñëèáû îíî ïðèìåíÿëîñü íàðÿäó ñ äðóãèìè óðàâíåíèÿìè ýëåêòðîííîé ãèäðîäèíàìèêè, òî è òîãäà ìîæíîáûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè. Îäíàêî ïðè ýòîì ïðèøëîñü áû äîáàâèòüâ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ôèêòèâíûé èñòî÷íèê ýëåêòðîíîâ, ïîñêîëüêó â ðàññìîòðåííîé âûøåìîäåëüíîé çàäà÷å êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå çàäàâàåìîé ôóíêöèåé.Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äâóõ ìîäåëüíûõ çàäà÷, à èìåííî àíàëèòè÷å-ñêîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí äëÿ àíñàìáëÿ èîíîâ ïðè èõ äâèæåíèè â çàäàííîì îäíîðîä-íîì ìàãíèòíîì ïîëå è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéýëåêòðîííîé ãèäðîäèíàìèêè è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñëó÷àå èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïëàçìû. Ýòèðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè òåñòèðîâàíèè ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ãèáðèä-íóþ ìîäåëü ïëàçìû. � 36 �



Òåñòû äëÿ ïðîãðàìì, èñïîëüçóþùèõ ãèáðèäíóþ ìîäåëü ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. . .Îòìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ äâóìåðíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîí-íîé ãèäðîäèíàìèêè è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, íàéäåííîå â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìûêîîðäèíàò, íåñëîæíî ïåðåïèñàòü äëÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâè-òåëüíûé òåñò äëÿ ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïëàçìû âòðåõìåðíîé ãåîìåòðèè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Chodura R. A. Hybrid-�uid-particle model of ion heating in high-max-number shock waves // Nucl.Fusion. 1975. Vol. 15. P. 55�61.2. Sgro A. G., Nielson C. W. Hybrid model studies of ion dynamics and magnetic �eld di�usion duringpinch implosion // Phys. Fluids. 1976. Vol. 19, No 1. P. 126�133.3. Ãîëóáåâ À. È., Ñîëîâü¼â À. À., Òåð¼õèí Â. À. Î áåññòîëêíîâèòåëüíîì ðàçëåòå èîíèçîâàííîãîîáëàêà â îäíîðîäíóþ çàìàãíè÷åííóþ ïëàçìó // ÏÌÒÔ. 1978. � 5. Ñ. 33�42.4. Áàøóðèí Â. Ï., Ãîëóáåâ À. È., Òåð¼õèí Â. À. Î áåññòîëêíîâèòåëüíîì òîðìîæåíèè èîíèçîâàí-íîãî îáëàêà, ðàçëåòàþùåãîñÿ â îäíîðîäíóþ çàìàãíè÷åííóþ ïëàçìó // Òàì æå. 1983. � 5.Ñ. 10�17.5. Ãàðàíèí Ñ. Ô., Ãîëóáåâ À. È., Èñìàèëîâà Í. À. Äâóìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîéáåññòîëêíîâèòåëüíîé óäàðíîé âîëíû // Ôèçèêà ïëàçìû. 2000. Ò. 26, � 5. Ñ. 426�433.6. Winske D., Gary P. S. Hybrid simulation of debris-ambient ion interactions in astrophysical explo-sons // J. Geophys. Res. 2007. Vol. 112. P. A10303(1�11).7. Àíòîíîâ Â. Ì., Áàøóðèí Â. Ï., Ãîëóáåâ À. È. è äð. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå áåñ-ñòîëêíîâèòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåðõàëüôâåíîâñêèõ âçàèìîïðîíèêàþùèõ ïîòîêîâ ïëàç-ìû // ÏÌÒÔ. 1985. � 6. Ñ. 3�9.8. Àíòîíîâ Â. Ì., Áàøóðèí Â. Ï., Ãîëóáåâ À. È. è äð. Èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêîâáåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Àëüôâåíà�Ìàõà // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1986.Ò. 289, � 1. Ñ. 72�75.9. Delamere P. A., Swift D. W., Stenbaek-Nielson H. C. A three-dimensional hybrid code simulationof the december 1984 solar wind AMPTE release // Geophys. Res. Letters. 1999. Vol. 26, No 18.P. 2837�2840.10. De Bartolo R., Greco A., Veltri P. A 3D kinetic-�uid numerical code for stationary equilibriumstates in magnetized plasmas // Comput. Phys. Commun. 2008. Vol. 178. P. 647�664.11. Áýäñåë ×., Ëåíãäîí À. Ôèçèêà ïëàçìû è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Ì.: Ýíåðãîàòîìèçäàò,1989.12. Ãîëóáåâ À. È., Ñîëîâü¼â À. À. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñèëüíîì âçðûâå âðàçðåæåííîé ïëàçìå // ×èñë. ìåòîäû ìåõ. ñïë. ñðåäû. 1979. Ò. 10, � 4. Ñ. 23�41.13. Harned D. S. Quasineutral hybrid simulation of macroscopic plasma phenomena // J. Comput.Phys. 1982. Vol. 47, No 3. P. 452�462.14. Matthews A. P. Current advance method and cyclic leapfrog for 2D multispecies hybrid plasmasimulations // Ibid. 1994. Vol. 112, No 1. P. 102�116.15. Áàøóðèí Â. Ï., Ãîëóáåâ À. È., Øàãàëèåâà Â. Ñ. Î ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ýëåêòðîííîéãèäðîäèíàìèêè ïðè âûñîêîé çàìàãíè÷åííîñòè ýëåêòðîíîâ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíè-êè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1995. Âûï. 3. Ñ. 20�24.16. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Òåîðèÿ ïîëÿ. Ì.: Íàóêà, 1967.17. Êîãàí Ì. Í. Äèíàìèêà ðàçðåæåííîãî ãàçà. Ì.: Íàóêà, 1967.18. Ñàìàðñêèé À. À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1977.� 37 �
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ÓÄÊ 681.324ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ.3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÒÅÑÒÎÂÛÕ ÐÀÑ×ÅÒÎÂÂ. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. Øåìàðóëèí(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òåñòîâûõ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå òî÷íûõðåøåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà, Ìîðçå è Ëåííàðäà-Äæîíñà. Äàííûå çàäà÷è èñ-ïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè, òî÷íîñòè è êîíñåðâàòèâíûõ ñâîéñòâ ðàç-íîñòíîé ñõåìû Verlet, ñàìîé ðàñïðîñòðàíåííîé â ðàñ÷åòàõ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè,è âûáðàííîé â êà÷åñòâå åå àëüòåðíàòèâû òðåõñòàäèéíîé ñõåìû RKN4, ïðèíàäëåæàùåéê êëàññó ñõåì, ñîõðàíÿþùèõ êàíîíè÷íîñòü ôàçîâîãî ïîòîêà. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòèïîâåäåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèé óñòîé-÷èâîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.Ñõåìà RKN4 ïðîäåìîíñòðèðîâàëà âûñîêèå êîíñåðâàòèâíûå ñâîéñòâà íà àñèìïòîòè-÷åñêè áîëüøèõ âðåìåíàõ, à ïî ñîîòíîøåíèþ òî÷íîñòü-ýêîíîìè÷íîñòü � çíà÷èòåëüíîåïðåâîñõîäñòâî íàä ñõåìîé Verlet.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà, ïîòåíöèàë Íüþòîíà, êëàññè÷åñêèé è ìî-äèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàëû Ìîðçå, ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà, ðàçíîñòíûå ñõåìûìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìà òåñòîâ, ñîçäàííàÿ íà îñíîâå òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ïîòåí-öèàëîâ Íüþòîíà, Ìîðçå è Ëåííàðäà-Äæîíñà. Äàííàÿ ñèñòåìà òåñòîâ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïðîâåðêèóñòîé÷èâîñòè, òî÷íîñòè è êîíñåðâàòèâíûõ ñâîéñòâ ðàçíîñòíûõ ñõåì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çàäà÷, ïðåäñòàâëåííûõ â [1]. Äëÿ ïîòåíöèàëà Íüþòîíàïîëàãàåì 
 = 1 (
 � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ). Çàäà÷è Ýéëåðà è Ëàãðàíæà èíòåðåñíû äëÿ âûÿñ-íåíèÿ îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèéóñòîé÷èâîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷àñòèöÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Îäíàêî îïðåäåëåíèå ãðàíèö îá-ëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ òàêèõ çàäà÷ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî.Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõ ðàçíîñòíûõ ñõåì � Verlet è RKN4. Ïåðâàÿ èç íèõ � ñàìàÿðàñïðîñòðàíåííàÿ â ðàñ÷åòàõ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Âòîðàÿ ñõåìà (RKN4) ÿâëÿåòñÿ åå àëüòåð-íàòèâîé. Îíà ïðîäåìîíñòðèðîâàëà âûñîêèå êîíñåðâàòèâíûå ñâîéñòâà íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõâðåìåíàõ. Òðåõñòàäèéíàÿ ñõåìà RKN4 ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ñõåì, ñîõðàíÿþùèõ êàíîíè÷íîñòüôàçîâîãî ïîòîêà [2].Â êà÷åñòâå ìåðû òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âûáðàíî ñóììàðíîå îòêëîíåíèå ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöîò ýòàëîííîãî (àíàëèòè÷åñêîãî) ðåøåíèÿ:dr (t) =vuuuuutPi ���~ri (t)� ~ria (t)���2Pi ���~ria (0)���2 :� 39 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÑòðóêòóðà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè òàêîâà, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëü-ñà âûïîëíåí àâòîìàòè÷åñêè. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ãàìèëüòîíîâûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíå-íèå åùå îäíîãî çàêîíà � ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. ×òî êàñàåòñÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîéýíåðãèè ñèñòåìû ÷àñòèö, òî åãî âûïîëíåíèå íå ãàðàíòèðóåòñÿ ðàçíîñòíîé ñõåìîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíåäëÿ âñåõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû äàííûå ëèáî ïî äèñáàëàíñó ïîëíîé ýíåðãèè (â âèäå ôóíêöèè âðå-ìåíè), ëèáî ïî ìàêñèìàëüíîìó äèñáàëàíñó äëÿ çàäàííîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà (â âèäå ôóíêöèèâðåìåííîãî øàãà):dE (t) = �������0;5Pi mi j~uij2 +Pi Pj 6=iU (~ri; ~rj)�E0E0 ������� ; dEmax (T ) = maxt<T dE (t) :1. Çàäà÷à ÝéëåðàÐàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëëèíåàðíîì äâèæåíèè ñèñòåìû òðåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê m1 == 3; m2 = 2; m3 = 1 âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò (öåíòðà ìàññ). Íà÷àëüíûå äàííûå(xi; yi) = (ri cos'i; ri sin'i) ; (uxi; uyi) = (�ri!0 sin'i; ri!0 cos'i) ; i = 1; 2; 3;r1 = 1; r2 = m1 � �m3m2 + (�+ 1)m3 ; r3 = (�+ 1)m1 + �m2m2 + (�+ 1)m3 ;'1 (0) = �; '2 (0) = 0; '3 (0) = 0ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ, ïðèâåäåííîìó â [1]. Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê âðàùàåòñÿ âîêðóã íà÷àëàêîîðäèíàò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ! = !0 =vuut"m2 + (�+ 1)m3m1 +m2 +m3 #3" m1(�+ 1)3 + ��2 + 1�m2�2 (�+ 1) + m3(�+ 1)3 # = 0;958 801 579 9;ãäå � = 0;780 671 8588 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ (m1 +m2) �5 + (3m1 + 2m2)�4+

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíîãî óãëà ÷àñòèö (1�3) îòâðåìåíè äëÿ çàäà÷è Ýéëåðà: � RKN4; �Verlet

+(3m1 +m2) �3�(m2 + 3m3)�2�(2m2 + 3m3)��� (m2 +m3) = 0.Ðåøåíèå çàäà÷è Ýéëåðà � ri (t) = ri (0),'i (t) = 'i (0) + !0t, i = 1; 2; 3. Èçâåñòíî,÷òî äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ïî-ýòîìó â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ÷àñòèöû óõîäÿò ñîñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé ïîñëå òðåõ ïåðèîäîââðàùåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðåîáðàçîâàí-íûå â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, èçîáðàæåíûíà ðèñ. 1. Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ �t = 0;01 �� 2�=!0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èñïîëüçîâàíèåñõåìû RKN4 ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòüäèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö (ðèñ. 2) è ïî-ãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ (ðèñ. 3).� 40 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü äèñáàëàíñà ñóììàðíîé ýíåðãèè÷àñòèö îò íîìåðà øàãà. Ðàñ÷åò çàäà÷è Ýéëåðà ñ øà-ãîì �t = 0;01 � 2�=!0: � RKN4; � Verlet Ðèñ. 3. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàñ-÷åò çàäà÷è Ýéëåðà ñ øàãîì �t = 0;01 �2�=!0: �RKN4; � Verlet2. Çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ óñòîé÷èâûìè è íåóñòîé÷èâûìè òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèöÂ çàäà÷å Ëàãðàíæà ÷àñòèöûm1, m2, m3 ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà,âðàùàþùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã öåíòðà ìàññ ! = !0 =r
 (m1 +m2 +m3)l3 .Íà÷àëüíûå äàííûå ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ, ïðèâåäåííîìó â [1], ñî çíà÷åíèåì ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðàl = 3pm1 +m2 +m3:(xi; yi) = (ri cos'i; ri sin'i) ; (uxi; uyi) = (�!0ri sin'i; !0ri cos'i) ; i = 1; 2; 3;ãäå r1 = lpm22 +m2m3 +m23m1 +m2 +m3 ; r2 = lpm21 +m1m3 +m23m1 +m2 +m3 ; r3 = lpm21 +m1m2 +m22m1 +m2 +m3 ; (1)'1 = 0; '2 = arccos�r21 + r22 � l22r1r2 � ; '3 = 2� � arccos�r21 + r23 � l22r1r3 � : (2)Ðåøåíèå çàäà÷è Ëàãðàíæà � ri (t) = ri (0), 'i (t) = 'i (0) + !0t, i = 1; 2; 3, óñòîé÷èâî â ïåðâîìïðèáëèæåíèè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ðàóññà27 < (m1 +m2 +m3)2m1m2 +m1m3 +m2m3 : (3)Ðàññìîòðèì âàðèàíòû ýòîé çàäà÷è:1) óñòîé÷èâûé: m1 = 0;97, m2 = 0;015, m3 = 0;015;2) íåóñòîé÷èâûé: m1 = 1, m2 = 2, m3 = 3.Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ �t = 0;01T = 0;01�2�=!0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4�7.Â óñòîé÷èâîì âàðèàíòå ÷àñòèöû îñòàþòñÿ íà ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèÿõ íà âñåì âðåìåííîì èí-òåðâàëå 0 < t < 200T . Â ðàñ÷åòàõ Verlet íàáëþäàåòñÿ çàìåòíàÿ ôàçîâàÿ îøèáêà. Íà ìîìåíòâðåìåíè t = 200T îòñòàâàíèå ïî óãëó îò ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåò � � (ñì. ðèñ. 4). Â ðàñ÷å-òàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû RKN4 ïîëîæåíèå ÷àñòèö ïîñëå 200 ïåðèîäîâ âðàùåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äîãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Ñóììàðíàÿ îøèáêà ïîëîæåíèÿ÷àñòèö â óêàçàííîì èíòåðâàëå íå ïðåâûñèëà 0;15%; äëÿ ñõåìû Verlet ýòà îøèáêà ñîñòàâèëà � 20%(ñì. ðèñ. 5).Â íåóñòîé÷èâîì âàðèàíòå çàäà÷è ÷àñòèöû óõîäÿò ñî ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé â ìîìåíò âðåìåíèt � 8T . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óâåëè÷èâàþòñÿ ðàñõîæäåíèÿ â ðàñ÷åòàõ, ïîëó÷åí-íûõ ïî äâóì ðàçíîñòíûì ñõåìàì (ñì. ðèñ. 6). � 41 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÒî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ RKN4 â èíòåðâàëå óñòîé÷èâîñòè óâåëè÷åíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè Verletïðèìåðíî íà òðè ïîðÿäêà (ñì. ðèñ. 7).

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíîãî óãëà ÷àñòèö (1�3) îòâðåìåíè äëÿ óñòîé÷èâîãî âàðèàíòà çàäà÷è Ëàãðàí-æà: � RKN4; � Verlet Ðèñ. 5. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàñ-÷åò óñòîé÷èâîãî âàðèàíòà çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ øàãîìèíòåãðèðîâàíèÿ �t = 0;01 � 2�=!0: � RKN4;� Verlet

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíîãî óãëà ÷àñòèö (1�3)îò âðåìåíè äëÿ íåóñòîé÷èâîãî âàðèàíòà çàäà÷èËàãðàíæà: � RKN4; � Verlet Ðèñ. 7. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàñ-÷åò íåóñòîé÷èâîãî âàðèàíòà çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ øà-ãîì èíòåãðèðîâàíèÿ �t = 0;01 � 2�=!0: �RKN4; � Verlet3. Ãîìîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à òðåõ òåëÍà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ãîìîãðàôè÷åñêîé çàäà÷è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì ìàññ ÷àñòèömi (i = 1; 2; 3) è ýêñöåíòðèñèòåòà e òðàåêòîðèé:(xi; yi) = (ri cos'i; ri sin'i) ; (uxi; uyi) = ��rip1 + e sin'i; rip1 + e cos'i� ; i = 1; 2; 3:Êàê è â çàäà÷å Ëàãðàíæà, ÷àñòèöû ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñîñòîðîíîé l = 3pm1 +m2 +m3. Êîîðäèíàòû (ri; 'i) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1), (2). Ïåðèîäîáðàùåíèÿ ïî îðáèòàì äëÿ e < 1 ðàâåí T = 2� (1� e)�3=2. Äëÿ ãîìîãðàôè÷èñêèõ ðåøåíèé âûïîëíåíçàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû i:Ei = mi �u2xi + u2yi�2 � mir30ij~rij = E0i = mir20i (e� 1)2� 42 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâè äëÿ âñåé ñèñòåìû:E = 3Xi=1 24mi �u2xi + u2yi�2 �Xj 6=i mimjj~ri � ~rj j35 = 3Xi=1 E0i = e� 12 3Xi=1 mir20i:Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òðàåêòîðèè ÷àñòèö èìåþò âèäri (') = r0i (1 + e)1 + e cos ('� '0i) ; i = 1; 2; 3:Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ÷àñòèö îò âðåìåíè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.Âûïèøåì óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ (e < 1) è ïàðàáîëè÷åñêèõ (e = 1) òðàåêòîðèé:� äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò (e < 1)xi (t) = r0i�1� e cos � (t)� cos'i (t)1� e ; yi (t) = r0i�1� e cos � (t)� sin'i (t)1� e ;'i (t) = '0i + sign�sin � (t)� arccos� cos � (t)� e1� e cos � (t)� :Ôóíêöèÿ � (t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ � � e sin (�)� (1� e)3=2 t = 0;� äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ îðáèò (e = 1)xi (t) = r0i �1 + � (t)2� cos'i (t); yi (t) = r0i �1 + � (t)2� sin'i (t);'i (t) = '0i + arccos 1� � (t)21 + � (t)2!; � (t) =  r1 + 9t28 � 3t2p2!1=3� r1 + 9t28 + 3t2p2!1=3:Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ âûáåðåì ìàññû ÷àñòèö m1 = 1, m2 = 2, m3 = 3 è äâà âàðèàíòàîðáèò: e = 0;75 è e = 1. Äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëàãàëñÿ ðàâíûì �t = 0;01T == 0;502 65, ãäå T � ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî îðáèòå ñ e = 0;75. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ïîñòàíîâêåçàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, òàê êàê äëÿ íåå íå âûïîëíåíî óñëîâèå Ðàóññà (3).Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýëëèïòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé e = 0;75 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8 (ñì. òàêæå öâåò-íóþ âêëàäêó). Äëÿ ãîìîãðàôè÷åñêèõ ðåøåíèé ÷àñòèöû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïîëîæåíû ââåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Êàê âèäèì, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ÷èñëåííî-ãî ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàñ÷åòàõ Verlet ÷àñòèöû çíà÷èòåëüíî îòêëîíÿþòñÿ îò ñòàöèîíàðíûõòðàåêòîðèé. Â òî æå âðåìÿ, â ðàñ÷åòàõ ñî ñõåìîé RKN4 ïîëîæåíèå ÷àñòèö â èíòåðâàëå âðåìåíèt . 6T ' 300 áëèçêî ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ÷èñëåííîå ðåøåíèå òåðÿåòóñòîé÷èâîñòü. Ìàêñèìàëüíûé äèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè âî âðåìåííîì èíòåðâàëå, íå âûõîäÿùåì çàïðåäåëû óñòîé÷èâîñòè, óìåíüøåí â ðàñ÷åòàõ RKN4 íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ (ðèñ. 9).Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10 (ñì. òàêæå öâåòíóþâêëàäêó). Âåñüìà çíà÷èòåëüíûé äèñáàëàíñ ñõåìû Verlet ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîëó÷åííîå ïî ýòîéñõåìå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó îðáèò. Òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿñèñòåìû äëÿ ýòîãî âàðèàíòà òðàåêòîðèé ðàâíà íóëþ, òî äèñáàëàíñ íîðìèðîâàëñÿ íà íà÷àëüíóþêèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèö (ðèñ. 11). � 43 �
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Ðèñ. 8. Çàäà÷à òðåõ òåë. Ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòî-ðèè ÷àñòèö (1�3) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < 6T ,e = 0;75: � RKN4; � Verlet; ìàðêåðà-ìè îòìå÷åíî ïîëîæåíèå ÷àñòèö â ìîìåíòû âðåìåíèt = 0; 5,03; 10,01
Ðèñ. 9. Ðàñ÷åò ýëëèïòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òðåõ òåë.Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè0 < t < 4T ) äèñáàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö îò÷èñëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� �RKN4; ��� � Verlet (N � ÷èñëî øàãîâ, m � êîëè-÷åñòâî ñòàäèé ðàçíîñòíîé ñõåìû)

Ðèñ. 10. Çàäà÷à òðåõ òåë. Ïàðàáîëè÷åñêèå òðàåê-òîðèè ÷àñòèö (1�3) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t <25, e = 1: ��� � RKN4; ��� � Verlet; ìàðêåðà-ìè îòìå÷åíî ïîëîæåíèå ÷àñòèö â ìîìåíòû âðåìå-íè t = 0; 5,03; 10,01
Ðèñ. 11. Ðàñ÷åò ïàðàáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òðåõ òåë.Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè0 < t < 50) äèñáàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö îò ÷èñ-ëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� �RKN4; ��� � Verlet

4. Ãîìîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à ïÿòè òåëÄëÿ ãîìîãðàôè÷åñêîé çàäà÷è ïÿòè òåë ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-íåíèé ([1], ôîðìóëà (11)) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Íà÷àëüíûå äàííûå ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçî-âàíèåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ ìàññàõ ÷àñòèö m1 = 5, m2 = 6, m3 = 7,m4 = 8, m5 = 9: � 44 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ(x1; y1) = (1;653 168 149 232 52; �1;785 811 020 808 70) ;(x2; y2) = (�2;603 123 828 153 07; �1;785 811 020 808 70) ;(x3; y3) = (�1;118 723 159 839 59; �0;705 916 706 154 389) ;(x4; y4) = (1;539 561 308 964 25; 2;366 306 680 768 69) ;(x5; y5) = (0;318 608 207 768 776; 0;628 320 525 091 879) ;(uxi; uyi) = ��yip1 + e; xip1 + e� :Êàê è ðàíåå, ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî îðáèòàì äëÿ e < 1 ðàâåí T = 2� (1� e)�3=2. Â çàâèñèìîñòè îòíà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé òðàåêòîðèè (îðáèòû) òî÷åê ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñàìè (E < 0), ïàðàáîëàìè (E = 0)èëè ãèïåðáîëàìè (E > 0).Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ âñåé ñèñòåìûE = 5Xi=1 24mi �u2xi + u2yi�2 �Xj 6=i mimjj~ri � ~rj j35 = 5Xi=1 E0i = e� 12 5Xi=1 mir20i:Çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò ñ e = 0;75. Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëàãàëñÿ ðàâíûì�t = 0;01T = 0;502 65, ãäå T � ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî îðáèòå.Íà ðèñ. 12 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ïîëó÷åííûåâ ðàñ÷åòàõ ñî ñõåìàìè Verlet è RKN4. Â ðàñ÷åòàõ ñ RKN4 ïîëîæåíèå ÷àñòèö â èíòåðâàëå óñòîé÷èâî-ñòè t . T áëèçêî ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Êàê è ðàíåå, â ðàñ÷åòàõ Verlet ÷àñòèöû çíà÷èòåëüíîîòêëîíÿþòñÿ îò ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé. Äàííûå î äèñáàëàíñå ïîëíîé ýíåðãèè òàêæå ñâèäåòåëü-ñòâóþò î ïðåâîñõîäñòâå ñõåìû RKN4 (ðèñ. 13).Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ îáùåé çàäà÷è ïÿòè òåë àâòîðàì íå èçâåñòíû. Âûÿñíèëîñü, ÷òî äèàïàçîíóñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è ñóçèëñÿ è ñîñòàâèë ïðèìåðíî îäèí ïåðèîä (âîòëè÷èå îò çàäà÷è òðåõ òåë, ãäå îí ñîñòàâëÿë ïðèìåðíî øåñòü ïåðèîäîâ).

Ðèñ. 12. Çàäà÷à ïÿòè òåë. Ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòî-ðèè ÷àñòèö (1�5) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < T ;e = 0;75: � RKN4; � Verlet
Ðèñ. 13. Ðàñ÷åò ýëëèïòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïÿòè òåë.Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè0 < t < T ) äèñáàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö îò ÷èñ-ëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� �RKN4; ��� � Verlet5. Äâèæåíèå ÷àñòèö â öåíòðàëüíîì ïîëå ïîòåíöèàëà ÌîðçåÐàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå äâóõ ÷àñòèö ìàññîé m1 = m2 = m ñ ïîòåíöèàëîì ìåæ÷àñòè÷íîãîâçàèìîäåéñòâèÿ Ìîðçå:UM (r) = D he�2�(r�a) � 2e��(r�a)i ; D; �; a = const:� 45 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÂ ìîìåíò t = 0 çàäàíà ñêîðîñòü ðàçëåòà ÷àñòèö, íàïðàâëåííàÿ âäîëü ïðÿìîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåéýòè ÷àñòèöû. Èõ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ: r1 = 0;5a; r2 == �0;5a; u1 = u0, u2 = �u0. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà � = 4, D = 14�2 = 0;015 625 âûáèðàåìòàê, ÷òîáû ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé áûëà ðàâíà åäèíèöå: ! = 2rD�2m = 1.Ïðè b = rmu20D < 1 ÷àñòèöû êîëåáëþòñÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ïåðèîäîì T == ��r mD (1� b2) . Çíà÷åíèþ b = 1 ñîîòâåòñòâóåò ðåæèì ðàçëåòà, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöû îñòàíàâ-ëèâàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö áîëüøå ðàçìåðà ïîòåíöè-

Ðèñ. 14. Òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöíà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, �t = 0;01 �2�=!0: � u0 == 0;12; � u0 = 0;13

àëüíîé ÿìû (b > 1), òî ÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿ íàáåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, îòëè÷íîéîò íóëÿ.Çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà b = 1 ñîîòâåòñòâóåò íà-÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö u0 = brDm = 18 == 0;125.Íà ðèñ. 14 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-÷åòîâ äëÿ äâóõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñçàìêíóòîé (u0 = 0;12; b = 0;96) è ðàñõîäÿùåéñÿ(u0 = 0;13; b = 1;04) òðàåêòîðèÿìè íà ôàçîâîéïëîñêîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ñõåìû RKN4 ïîçâî-ëÿåò óìåíüøèòü ìåðó ïîãðåøíîñòè ïî ñðàâíå-íèþ ñî ñõåìîé Verlet ïðèìåðíî íà òðè ïîðÿäêà(ðèñ. 15, 16).

Ðèñ. 15. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèb = 0;96, �t = 0;01T : � RKN4; � Verlet Ðèñ. 16. Ìåðà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèb = 1;04, �t = 0;01 � 2�=!0: � RKN4; �Verlet6. Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîëå ñèë ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà ÌîðçåÌîäèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàë Ìîðçå íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, òàê êàê çàâèñèò íå òîëüêî îòðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, íî è îò ïîëÿðíîãî óãëà:UMì (r; ') = UM (r) � (') ; UM (r) = D �e�2�(r�a) � 2e��(r�a)� ; � (') = d+ b cos2 ';d; b 2 R; d � 0; b > 0; d+ b = 1: (4)� 46 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâÂ äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (äâèæåíèå âäîëü ëó÷åé è äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè) ðåøåíèå çàäà÷è îäâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîëå ïîòåíöèàëà UMì (r; ') ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-öèÿõ.6.1. Äâèæåíèå ÷àñòèöû âäîëü ëó÷åé ïîêîÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå.Ïóñòü d = 0, b = 1. Â ýòîì ñëó÷àå â ïîëå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå ñóùåñòâóþò äâàëó÷à ïîêîÿ: ' = �=2 è ' = 3�=2. Íà ýòèõ ëó÷àõ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, ðàâíà íóëþ: F == � gradU = 0. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ' = �=2èëè ' = 3�=2, à ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü ýòîãî ëó÷à, òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè:x (t) = x (0) + tux (0) ; y (t) = y (0) + tuy (0) ;u (t) = ux (0) = U0 cos'; uy (t) = uy (0) = U0 sin'; ' = �=2; 3�=2:Ðàñ÷åòû ïî ñõåìàì Verlet è RKN4 íå âûÿâèëè ïðèçíàêîâ íåóñòîé÷èâîñòè ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöûâäîëü ëó÷åé ïîêîÿ.6.2. Êðóãîâîå äâèæåíèå ÷àñòèöû. Ïàðàìåòðû ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå: D == 1, a = 1, � = 4, d = 0, b = 1. Íà÷àëüíûå äàííûå:x0 = r0 cos'0; y0 = r0 sin'0; ux0 = �r0! sin'0; uy0 = r0! cos'0:Çäåñü '0 = 0, ïàðàìåòðû ! = s�2UM (r0)r20 � ('0) = 1;240 132 348, r0 = 1;088 508 355 îïðåäåëåíû èçóðàâíåíèé (14) ðàáîòû [1]. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî â [1, ðàçä. 3]:r (t) = r0; ' (t) = arcsin (th (!t)) :Ñîãëàñíî àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðòü îêðóæíî-ñòè � ÷àñòèöà, ñòðåìÿñü ê òî÷êå (r0; �=2) ; íèêîãäà íå äîñòèãàåò åå:limt!+1' (t) = �=2:Ðàñ÷åòíûå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû èçîáðàæåíûíà ðèñ. 17, 18 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó). Òî÷-êè (r0;��=2) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íåóñòîé÷èâîãîðàâíîâåñèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà UMì (r; ') (4). Ýòèìîáúÿñíÿåòñÿ ïîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ: ïî-ñëå ïðîäîëæèòåëüíîãî íàõîæäåíèÿ íà î÷åðåäíîéïîëî÷êå ' = �=2, ' = 3�=2, èëè ' = 5�=2 òðà-åêòîðèÿ óõîäèò íà ñëåäóþùóþ âåòâü ðåøåíèÿ,ðàñïîëîæåííóþ â ñîñåäíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðèóìåíüøåíèè øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ÷àñòèöà ïåðå-ñåêàåò ãðàíèöó ' = �=2 â áîëåå ïîçäíèé ìîìåíòâðåìåíè. Â ðàñ÷åòàõ Verlet ÷àñòèöà ïîñëå ïåðå-ñå÷åíèÿ ëèíèè ' = �=2 îñòàåòñÿ â ëåâîé ïîëó-ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 17, 18).Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îáðàùàåòñÿâ íóëü íà ëó÷àõ ' = ��=2, ïîýòîìó îòñóòñòâèåäèñáàëàíñà ãàðàíòèðóåò íåâîçìîæíîñòü ïåðåñå-÷åíèÿ ÷àñòèöåé ýòèõ ëó÷åé. Òàêèì îáðàçîì, òî÷-íîñòü ðàñ÷åòà íàïðÿìóþ çàâèñèò îò âûïîëíåíèÿ Ðèñ. 17. Çàâèñèìîñòü ïîëÿðíîãî óãëà ÷àñòèöû îò âðå-ìåíè ïðè åå êðóãîâîì äâèæåíèè: N � RKN4,dt = 0;1; ��� � RKN4, dt = 0;01; ��� � Verlet,dt = 0;1; � Verlet, dt = 0;01; � àíàëèòè-÷åñêîå ðåøåíèå� 47 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. Øåìàðóëèíâ ðàçíîñòíîì ðåøåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ìàêñèìàëüíûé äèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè óìåíü-øåí â ðàñ÷åòàõ RKN4 íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ (ðèñ. 19). Òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïðè ååêðóãîâîì äâèæåíèè ðàâíà íóëþ, òî äèñáàëàíñ íîðìèðîâàëñÿ íà íà÷àëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ.

Ðèñ. 18. Òðàåêòîðèÿ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöûâ ïîëå ñèë ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîð-çå: �N� � RKN4, dt = 0;1; ��� � Verlet, dt == 0;1; � Verlet, dt = 0;01 Ðèñ. 19. Ðàñ÷åò êðóãîâîé òðàåêòîðèè. Çàâèñèìîñòü ìàê-ñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < 35) äèñáàëàíñàïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû îò ÷èñëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèèâû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� � RKN4; ��� � Verlet7. Äâèæåíèå ñèñòåìû òåë, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà-ÄæîíñàÒåñò î ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè ñåìè ÷àñòèö ïðåäëîæåí â [3]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîòåíöèàëòèïà Ëåííàðäà-Äæîíñà:ULD (r) = U0 nmn�m � 1n �r0r �n � 1m �r0r �m� ; n;m = const; U0 = const; r0 = const:Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïåðâàÿ ÷àñòèöà (i = 1) ðàñïîëîæåíà â öåíòðå ñèñòåìû êîîðäèíàò: ~r1 == (0; 0; 0). Îñòàëüíûå øåñòü íàõîäÿòñÿ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà:~r2 = (0;75r0; 0; 0) ; ~r3 = (�0;75r0; 0; 0) ; ~r4 = (0; 0;75r0; 0) ;~r5 = (0;�0;75r0; 0) ; ~r6 = (0; 0; 0;75r0) ; ~r7 = (0; 0;�0;75r0) :Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè âñåõ ÷àñòèö ðàâíû íóëþ. Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè öåíòðàëüíàÿ ÷à-ñòèöà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé; äðóãèå øåñòü äâèæóòñÿ âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé òàê, ÷òî âñå îíèîêàçûâàþòñÿ óäàëåííûìè íà îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ(n = 2, m = 1, U0 = 1) ïîëó÷åíî [3] òî÷íîå ðåøåíèå (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ):rr0 + �2 = �� cos0@ 2� 24s�2 �� rr0 + �2�2 +r�H072 t351A ;H07 = 2� 12p29 ; � = 5 + 4p24H07 ; � =r��2�2 + 1716H07 : (5)� 48 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 3. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâÏåðèîä êîëåáàíèé T = 2��� �p�2H07�,àìïëèòóäà rmin = r0 ���2 � �� = 0; 75r0,rmax = r0 ���2 + ��. Ïîëó÷åííûå âðàñ÷åòàõ RKN4 è Verlet (�t = 0;01T )(r; t)-äèàãðàììû äâèæåíèÿ ÷àñòèö, i == 2; 3; : : : ; 7, ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàôè÷å-ñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ìåæäó ñî-áîé è ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (5).Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè Verlet äèñáà-ëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè â ðàñ÷åòàõ RKN4óìåíüøåí ïðèìåðíî íà ÷åòûðå ïîðÿä-êà (ðèñ. 20). Ðèñ. 20. Ðàñ÷åò ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ ñåìè ÷à-ñòèö. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî (â èíòåðâàëå âðåìåíè0 < t < 2T ) äèñáàëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèö îò ÷èñëà îá-ðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë: ��� � RKN4; ��� �VerletÂûâîäû1. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà, Ìîðçå è Ëåííàðäà-Äæîíñà,ïîçâîëèâøèå îöåíèòü òî÷íîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì RKN4 è Verlet è âûÿñíèòü îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿýòèõ ñõåì è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.2. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè ñóùåñòâåííîå ïðåâîñõîäñòâî ñõåìû RKN4 ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðîêîèñïîëüçóåìîé â ðàñ÷åòàõ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ñõåìîé Verlet.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Øåìàðóëèí Â. Å., Ñîôðîíîâ Â. Í., Ìîêèíà Ê. Ñ. Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.2. Ñèñòåìà äâóìåðíûõ òåñòîâ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2011. Âûï. 3. Ñ. 3�15.2. Ñîôðîíîâ Â. Í., Ìîêèíà Ê. Ñ., Øåìàðóëèí Â. Å. Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìè-êè. 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, òî÷íîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè // Òàì æå. Âûï. 2.Ñ. 18�32.3. Àëåéíèêîâ À. Þ., Áàðàáàíîâ Ð. À., Áóòíåâ Î. È. è äð. Ïðîãðàììà ÌÄÏ-ÑÎÂÖ ðåøåíèÿçàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè íà ïàðàëëåëüíûõ ÝÂÌ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ // Òàì æå.2001. Âûï. 1. Ñ. 3�13. Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 09.11.10.



ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2011. Âûï. 4
ÓÄÊ 519.6 ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ "ÌÎËÎÕ" ÄËßÌÎËÅÊÓËßÐÍÎ-ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÏÐÎÖÅÑÑÎÂÂ ÊÎÍÄÅÍÑÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÀÕÔ. À. Ñàïîæíèêîâ, Ã. Â. Èîíîâ, Â. Â. Äð¼ìîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äåñÿòè ëåò â ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïðîãðàììà "Ìî-ëîõ", èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ðàñ÷åòîâ íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ ìå-òîäîì êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ñ âûñîêèì êîýôôèöèåíòîì ðàñïàðàëëå-ëèâàíèÿ. Áûë ðàçðàáîòàí íàáîð òåñòîâ äëÿ àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçîâàííûõàëãîðèòìîâ. Îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà, ñïèñîê ñîñåäåé, êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóê-òóðà, ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.ÂâåäåíèåÒåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäî-âàíèå ñâîéñòâ ïëîòíîãî âåùåñòâà ÿâëÿåòñÿ îä-íèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé íàó÷íîé ðàáîòûÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ. Ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìè-êè (ÌÄ) ÿâëÿåòñÿ íîâûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèéâ îáëàñòè ìàòåðèàëîâåäåíèÿ. Ñîâðåìåííûå ñó-ïåðêîìïüþòåðû ïîçâîëÿþò íàïðÿìóþ ìîäåëèðî-âàòü ñîâìåñòíûå ýôôåêòû â îáðàçöàõ, ñîñòîÿ-ùèõ èç ìèëëèàðäîâ àòîìîâ, ÷òî äàåò âîçìîæ-íîñòü ìîäåëèðîâàòü íà àòîìèñòè÷åñêîì óðîâíåðàçëè÷íûå ïðîöåññû: ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà ïðèäèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè, ðàäèàöèîííûå ïî-âðåæäåíèÿ, âëèÿíèå äåôåêòîâ è ëåãèðóþùèõ äî-áàâîê íà ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, ñòà-ðåíèå àêòèíèäîâ.Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äåñÿòè ëåò â ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïðîãðàììà "Ìîëîõ".Ýòî ïðîãðàììà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ñó-ïåðêîìïüþòåðàõ â ðåæèìå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ(ïàðàëëåëüíûõ ðàñ÷åòîâ). Èñïîëüçîâàíèå ñîâðå-ìåííûõ ñðåäñòâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëèëîäîñòè÷ü î÷åíü âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè. Â ïðî-ãðàììå ðåàëèçîâàíû ïðàêòè÷åñêè âñå íåîáõîäè-ìûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåäñòâà: ïîñòðîåíèåïîòåíöèàëîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, ìîäå-ëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â ïðîèçâîëüíîéòðåõìåðíîé ãåîìåòðèè, àâòîìàòè÷åñêèé àíàëèçðåçóëüòàòîâ.

Áûë ðàçðàáîòàí íàáîð òåñòîâ äëÿ àíàëèçà ýô-ôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Îíìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ñðàâíåíèÿ ìåæäóñîáîé êîìïëåêñîâ ñ ðàçíûìè ñïîñîáàìè ðåàëèçà-öèè ÌÄ.Ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿáëèçêîäåéñòâèÿ ìåòîäîì ÌÄÄëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áëèçêîäåéñòâèÿ ìåòî-äîì ÌÄ íåîáõîäèìî ðåøèòü ðÿä çàäà÷, â òîì÷èñëå ðàçðàáîòàòü è ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ïîèñ-êà ñîñåäíèõ àòîìîâ â ïðåäåëàõ çàäàííîãî ðàäè-óñà è ìåòîäû ðàçáèåíèÿ ìîäåëèðóåìîãî îáðàçöàäëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñ÷åòà. Îò óñïåøíîãî ðåøå-íèÿ ýòèõ çàäà÷ çàâèñèò ãèáêîñòü ïðîãðàììû.Ïîèñê ñîñåäåé â ïðåäåëàõ çàäàííîãî ðà-äèóñà. Äëÿ áûñòðîãî ðàñ÷åòà ýíåðãèè âçàè-ìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ äðóãèìè àòîìàìè îáðàçöàâ ÌÄ áûë ââåäåí ðàäèóñ îáðåçàíèÿ âçàèìîäåé-ñòâèÿ, ò. å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñ àòîìàìè, âûõî-äÿùèìè çà îêðóæíîñòü ýòîãî ðàäèóñà, äàííûéàòîì íå âçàèìîäåéñòâóåò.Îäèí èç ïîäõîäîâ ê îðãàíèçàöèè ñ÷åòà ÌÄñâÿçàí ñ ïîñòðîåíèåì ñïèñêà ñîñåäåé äëÿ êàæ-äîãî àòîìà, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî áûñòðî îïðå-äåëèòü àòîìû, íàõîäÿùèåñÿ â ïðåäåëàõ ðàäèóñàîáðåçàíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ â ìèðå øèðîêî èñïîëü-� 50 �



Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ "Ìîëîõ" äëÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ. . .çóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä Link Cell (LCM)êàê ñàìûé ïðîñòîé â ðåàëèçàöèè è äîñòàòî÷íîáûñòðûé ïðè âûïîëíåíèè. Â ïðîãðàììíîì êîì-ïëåêñå "Ìîëîõ" áûë ðåàëèçîâàí îðèãèíàëüíûéàëãîðèòì ïîèñêà àòîìîâ â çàäàííîì ðàäèóñå �ìåòîä óïîðÿäî÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà (OSM).Ìåòîä LCM äåëèò ïðîñòðàíñòâî ñ àòîìàìè íàêóáè÷åñêèå ýëåìåíòû ñ ïîñòîÿííîé äëèíîé ðåá-ðà, ðàâíîé ðàäèóñó îáðåçàíèÿ (èëè ìåíüøå), èðàñïðåäåëÿåò âñå àòîìû ïî ýòèì êóáèêàì (ñëåâàíà ðèñ. 1, ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó). Ñîñåä-íèå àòîìû ðàñïîëàãàþòñÿ â 27 áëèæàéøèõ êóáè-êàõ. Ìåòîä ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ è ðàáîòàåò áûñòðî,íî åãî îñíîâíîé íåäîñòàòîê � ïðîáëåìû ñ ïàìÿ-òüþ, êîòîðîé íå õâàòàåò äëÿ óâåëè÷èâàþùåãîñÿîáðàçöà (ðèñ. 2, ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó).Ýòîò íåäîñòàòîê ïîðîæäàåòñÿ áåññïîðíûìïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà LCM � ïîñòîÿííîé äëè-íîé ðåáðà. Ðàçðàáàòûâàÿ íîâûé ìåòîä ïîèñêà,áûëî ðåøåíî îòêàçàòüñÿ îò êîíñòàíòíîé äëèíûðåáðà êóáèêà. Íî ýòî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî-ìó óñëîæíåíèþ ïðîöåäóðû ïîèñêà êàíäèäàòîâ âñîñåäè äàííîãî àòîìà.Ìåòîä OSM äåëèò ïðîñòðàíñòâî íà îáëàñòè ñïðèáëèæåííî ðàâíûìè êîíöåíòðàöèÿìè àòîìîâ(ñïðàâà íà ðèñ. 1, ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó),÷òîáû íå çàâèñåòü îò ðàçìåðà îáðàçöà. Ýòîò ìå-òîä ðàáîòàåò ìåäëåííåå, ÷åì LCM, íà 15% äëÿïîòåíöèàëîâ òèïà Ëåííàðäà-Äæîíñà (äëÿ ÃÖÊ-ðåøåòêè ïðè ðàäèóñå îáðåçàíèÿ 10
◦

A ïîëó÷èì
∼ 140 ñîñåäåé) è íà 30% äëÿ ïîòåíöèàëîâ òèïàÌÌÏÀ (äëÿ ÃÖÊ-ðåøåòêè ïðè ðàäèóñå îáðåçà-íèÿ 4

◦

A ïîëó÷èì ∼ 14 ñîñåäåé), íî îí íèêîãäà íåäàåò ñáîÿ.Ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ñóùåñòâóåòíåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ÌÄ:ïî ñèëàì, ïî àòîìàì, ïî ïðîñòðàíñòâó. Êàê áûëîïîêàçàíî â [1], ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïî ïðîñòðàí-

Ðèñ. 1. Ïðèìåðû ñèñòåì è ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ñïèñêà ñîñåäåé

Ðèñ. 2. Êîíòðîëüíûé îáðàçåö (äåòîíàöèÿ öèëèíäðàèç ÒÀÒÁ-ïîäîáíîãî ÂÂ)ñòâó ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïðè áîëü-øîì êîëè÷åñòâå àòîìîâ è ïðîöåññîðîâ.Â "Ìîëîõå" èñïîëüçîâàíà èåðàðõè÷åñêàÿ ïðî-ñòðàíñòâåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ (ðèñ. 3), ÷òî ïîçâî-ëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿòü çîíû îò-âåòñòâåííîñòè ïðîöåññîðîâ â çàâèñèìîñòè îòëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè àòîìîâ. Ýòî òàêæå ïîç-âîëÿåò ïðîâîäèòü ýôôåêòèâíóþ äèíàìè÷åñêóþáàëàíñèðîâêó ñ÷åòíîé íàãðóçêè íà ïðîöåññîðû ñëîêàëüíûì èçìåíåíèåì ýòèõ çîí, êîòîðàÿ ïðîèç-âîäèòñÿ âìåñòå ñ îáìåíîì àòîìàìè è ìîæåò çà-ïóñêàòüñÿ êàê íà êàæäîì øàãå, òàê è ïî óñëîâèþïðåâûøåíèÿ ïîðîãà äèñáàëàíñà.Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ çîí ñîñòîèò èç íåñêîëü-êèõ ýòàïîâ (ñì. ðèñ. 3):1. Ðàçðåçàåì îáðàçåö âäîëü îñè X íà ðàâíûåïî êîíöåíòðàöèè àòîìîâ ñëîè.2. Ðàçðåçàåì êàæäûé ñëîé â îòäåëüíîñòè, íåçà-âèñèìî îò äðóãèõ, âäîëü îñè Y íà ðàâíûå ïîêîíöåíòðàöèè àòîìîâ áðóñêè.3. Ðàçðåçàåì êàæäûé áðóñîê â îòäåëüíîñòè,íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, âäîëü îñè Z íà ðàâ-íûå ïî êîíöåíòðàöèè àòîìîâ çîíû.
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Ðèñ. 3. Èåðàðõè÷åñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ äåêîìïîçèöèÿÊàæäîìó ïðîöåññîðó ïðèñâàèâàåòñÿ ñâîÿ çî-íà êîíòðîëÿ ïðîñòðàíñòâà ñ àòîìàìè (èëè áåçíèõ, òàêîå ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè âûñîêîé ñêîðî-ñòè ïîòîêà àòîìîâ, êîãäà áàëàíñèðîâêà ïðîñòî íåóñïåâàåò èçìåíèòü çîíû).Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ "Ìîëîõ"Ëþáîé ÌÄ-ðàñ÷åò ïîäðàçóìåâàåò òðè ñòàäèè:ïîñòðîåíèå îáðàçöà, ÌÄ-ìîäåëèðîâàíèå, îáðà-áîòêà ïîëó÷åííûõ äàííûõ. Ïîëó÷åíèå ôèçè÷å-ñêè íåàäåêâàòíûõ ðåçóëüòàòîâ õîòÿ áû íà îäíîéèç ýòèõ ñòàäèé ñòàâèò ïîä âîïðîñ ïðàâèëüíîñòüâñåãî ðàñ÷åòà. Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå "Ìî-ëîõ" ðåàëèçîâàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû, ïîç-âîëÿþùèå ïîëó÷àòü äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû.Ïîñòðîåíèå îáðàçöà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôè-çè÷åñêè ïðàâäîïîäîáíûõ îáðàçöîâ â "Ìîëîõå"ðåàëèçîâàí ïîñòðîèòåëü ìîíî- è ïîëèêðèñòàë-ëîâ ìåòîäîì ÿ÷ååê Âîðîíîãî (ðèñ. 4, à, ñì. òàê-æå öâåòíóþ âêëàäêó). Åñòü âîçìîæíîñòü âíåä-ðèòü ïðèìåñè è äåôåêòû. Ñóùåñòâóåò ñïåöè-àëüíàÿ áèáëèîòåêà ïðåäâàðèòåëüíî íàñ÷èòàííûõäåôåêòîâ, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ïóçûðåê ãå-ëèÿ â ðåøåòêå ïëóòîíèÿ (ðèñ. 4, á), ïåòëåâàÿäèñëîêàöèÿ (ðèñ. 4, â). Ïðèìåíÿåòñÿ íàëîæå-íèå óñëîâèé ñëîæíîé ãåîìåòðèè: ïîëóïëîñêîñòü,
Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå îáðàçöà: à � ïîëèêðèñòàëë; á � ïóçûðåê ãåëèÿ; â � ïåòëåâàÿ äèñëîêàöèÿ; ã � ñëîæíàÿãåîìåòðèÿ

ñôåðà, öèëèíäð, ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïè-ïåä (ðèñ. 4, ã).Ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ.Ïîòåíöèàëû. Â "Ìîëîõå" ðåàëèçîâàíû ñëåäó-þùèå øèðîêî èçâåñòíûå ïîòåíöèàëû: Ëåííàðäà-Äæîíñà, EXP-6, ÌÏÀ, ÌÌÏÀ, Brener REBO2002, AIREBO, ìîëåêóëÿðíî-ìåõàíè÷åñêîå ñèëî-âîå ïîëå (ðèñ. 5). Íåïîñðåäñòâåííî àâòîðàìè áû-ëè ðàçðàáîòàíû ïîòåíöèàëû GEAM (GeneralizedEmbeded Atom Model) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìà-òåðèàëîâ ñî ñëîæíîé ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðîé,Modi�ed REBO ABCD � ìîäèôèöèðîâàííûéREBO ñ äîáàâëåíèåì äàëüíîäåéñòâèÿ (äî 8
◦

A)äëÿ ðàñ÷åòà ìîäåëüíîé âçðûâ÷àòêè èç ÷åòûðåõòèïîâ àòîìîâ (ïàðàìåòðèçàöèÿ äëÿ ÒÀÒÁ) [2].Äëÿ óëó÷øåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóþùèõïîòåíöèàëîâ è ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ äëÿ íîâûõïîòåíöèàëîâ â "Ìîëîõå" ðåàëèçîâàí ïàðàëëåëü-íûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé ìèíèìè-çèðóåò îøèáêó îïèñàíèÿ ïîòåíöèàëîì çàäàííûõýêñïåðèìåíòàëüíûõ èëè ðàññ÷èòàííûõ äàííûõ."Ìîëîõ" íàïèñàí íà ÿçûêå Ñ++, ÷òî ïîçâîëÿ-åò ñ ëåãêîñòüþ äîáàâëÿòü íîâûå ïîòåíöèàëû ïðèìèíèìàëüíîì èçìåíåíèè ñóùåñòâóþùåãî êîäà.Ìîäåëèðîâàíèå. Ìîäåëèðîâàíèå ìîæíî ïðî-èçâîäèòü â NVE-, NVT-, NPT-àíñàìáëÿõ ñ èñ-
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Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ "Ìîëîõ" äëÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ. . .
Ðèñ. 5. Ýëåìåíòû ìîëåêóëÿðíî-ìåõàíè÷åñêîãî ïîëÿ: à � êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü; á � âàëåíòíûé óãîë; â �òîðñèîííûé óãîë; ã � õèðàëüíûé óãîë; ä � äâîéíîé õèðàëüíûé óãîëïîëüçîâàíèåì íåñêîëüêèõ ïîòåíöèàëîâ îäíîâðå-ìåííî, ñ âàðüèðîâàíèåì øàãà ïî âðåìåíè. Ðåà-ëèçîâàíî íàëîæåíèå ñëîæíûõ äâèæóùèõñÿ ãåî-ìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé (äâèæóùèéñÿ ñõëîïû-âàþùèéñÿ ñôåðè÷åñêèé ïîðøåíü).Àâòîìàòèçàöèÿ ðàñ÷åòîâ. Áûëè àâòîìàòèçè-ðîâàíû ïðîöåäóðû ðàñ÷åòà ôîíîííûõ äèñïåðñè-îííûõ êðèâûõ è DOS ïðè æåëàåìîé òåìïåðàòóðå(ðèñ. 6, à), óïðóãèõ ìîäóëåé (ðèñ. 6, á, ñì. òàê-æå öâåòíóþ âêëàäêó), óäàðíîé àäèàáàòû (ìåòî-äîì ãþãîíèîñòàòà), èçîòåðìû, õîëîäíîé êðèâîé,ïñåâäîèçýíòðîïû.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Â "Ìîëîõå" ðåàëèçî-âàíû ïîñòðîåíèå òðåõìåðíûõ ñåòîê ìàêðîñêîïè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (òåìïåðàòóðà, äàâëåíèå,ïëîòíîñòü), îïðåäåëåíèå êîâàëåíòíûõ ñâÿçåé èõèìè÷åñêîãî ñîñòàâà îáðàçöà (íàïðèìåð, ïðè ìî-äåëèðîâàíèè èñïàðåíèÿ íàíîêëàñòåðà óãëåðîäà),à òàêæå àâòîìàòè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå ñòðóê-òóð.Ïîñëå àíàëèçà ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâîïðåäåëåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû (öåí-òðàëüíîé ñèììåòðèè [3], îáùèõ ñîñåäåé [4], ðàñ-ïðåäåëåíèé óãëîâ [5]) è îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè èõïðèìåíèìîñòè àâòîðàìè ñòàòüè áûëî ïðèíÿòîðåøåíèå ðàçðàáîòàòü ñîáñòâåííûé àëãîðèòì àâ-òîìàòè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé

Ðèñ. 6. Ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóð àâòîìàòèçàöèè ðàñ÷åòîâ: à � ôîíîííûå äèñïåðñèîííûå êðèâûåè DOS; á � óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ Þíãà äëÿ ÎÖÊ-ðåøåòêè ìåäè

ñòðóêòóðû è äåôåêòîâ â îáðàçöå � ìåòîä àäàï-òèâíîãî øàáëîíà (ÌÀØ) [6]. Îí îïðåäåëÿåò òà-êèå ðåøåòêè, êàê ÎÖÊ, ÃÖÊ, ÃÏÓ, àëìàçíóþ,ëèñòû Ãðàôåíà (ëåãêî äîáàâèòü è äðóãèå ñòðóê-òóðû) è âîññòàíàâëèâàåò âàêàíñèè, èäåíòèôè-öèðóåò ìåæäîóçëèÿ è ðàçäåëåííûå ìåæäîóçëèÿ,äèñëîêàöèè è äåôåêòû óïàêîâêè. ÌÀØ íå èìå-åò ïîäñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ è ìàëî ÷óâñòâè-òåëåí ê òåìïåðàòóðíîìó ðàçóïîðÿäî÷åíèþ.Ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.Äèíàìè÷åñêàÿ áàëàíñèðîâêà ñ÷åòíîé íàãðóçêèíà ïðîöåññîðû (îáû÷íî ïðîèçâîäèòñÿ ïðè äèñ-áàëàíñå âûøå 5%) ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ âûñîêîéýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äàæå íàçàäà÷àõ íåðàâíîâåñíîé ÌÄ.Íà ðèñ. 7, a ïîêàçàí ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿíà 64 ïðîöåññîðàõ òåñòà íà óìíîæåíèå îáðàç-öà. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿ ìîíîêðèñòàëëà ìåäè,
240×25×25 ïåðèîäîâ ðåøåòêè (600 000 àòîìîâ),â ïåðèîäèêå ïî íàïðàâëåíèÿì Y è Z. Ðàññ÷èòû-âàëîñü ñòîëêíîâåíèå 1/3 îáðàçöà ñ 2/3 îáðàçöà(ïî X) ñî ñêîðîñòüþ V = 1000ì/ñ. Óìíîæå-íèÿ îáðàçöà ïðîèçâîäèëèñü ïî íàïðàâëåíèÿì Yè Z (240× 25× 50, 240× 50× 50, 240× 50× 100,
240× 100 × 100).Íà ðèñ. 7, á ïîêàçàí ðåçóëüòàò òåñòà íà äåëåíèåîáðàçöà äëÿ ìîíîêðèñòàëëà ìåäè, 120 × 70 × 70ïåðèîäîâ ðåøåòêè (2 352 000 àòîìîâ), â ïåðèîäè-
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Ðèñ. 7. Ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ E â òåñòàõ íà óìíîæåíèå (à) è äåëåíèå (á) îáðàçöà; N � êîëè-÷åñòâî ïðîöåññîðîâêå ïî íàïðàâëåíèÿì Y è Z, ïðè ñòîëêíîâåíèè
1/3 îáðàçöà ñ 2/3 îáðàçöà (ïî X) ñî ñêîðîñòüþ
V = 1000ì/ñ.Â îáîèõ òåñòàõ íàáëþäàåòñÿ âûñîêàÿ ýôôåê-òèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (äèñáàëàíñ ìåíü-øå 5%) äàæå íà ñèëüíî íåðàâíîâåñíîé çàäà÷å.Ñèñòåìà òåñòîâ ÌÄ-êîìïëåêñîâÑóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òåñòîâ äëÿ îöåíêè ôè-çè÷åñêîé àäåêâàòíîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõñ ïîìîùüþ ÌÄ-êîìïëåêñîâ, îäíàêî íåîáõîäè-ìî èìåòü òåñòû, îöåíèâàþùèå ïðîãðàììíóþ ýô-ôåêòèâíîñòü êàê êîíêðåòíûõ àëãîðèòìîâ, òàê èâñåãî ïîäõîäà ïðè ðåàëèçàöèè ÌÄ â äàííîì êîì-ïëåêñå. Äàëåå áóäóò ïðèâåäåíû òåñòû, íàïðàâ-ëåííûå íà îöåíêó òàêèõ âàæíûõ àëãîðèòìîâ,êàê äèíàìè÷åñêàÿ áàëàíñèðîâêà, ðàñ÷åò ìíîãî-ïîòåíöèàëüíîé çàäà÷è è ïîñòðîåíèå ñïèñêà ñîñå-äåé.Â "Ìîëîõå" áàëàíñèðîâêà ñ÷åòíîé íàãðóçêè íàïðîöåññîðû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñóììå âðåìåíèïîñòðîåíèÿ ñïèñêà ñîñåäåé è âðåìåíè âû÷èñëå-íèÿ ýíåðãèè è ñèë. Äèñáàëàíñ D âû÷èñëÿåòñÿïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Ðèñ. 8. Ñðåç îáîëî÷êè Rbig = 722
◦

A íà ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè: à � t = 15 ïñ; á � t = 30 ïñ; â � t = 45 ïñ

D =
max{ti} −min{ti}

〈ti〉
,ãäå ti = tññi + týñi � ñóììàðíîå âðåìÿ èñïîëüçî-âàíèÿ i-ãî ïðîöåññîðà; tññi � âðåìÿ ïîñòðîåíèÿñïèñêà ñîñåäåé íà i-ì ïðîöåññîðå, týñi � âðåìÿ âû-÷èñëåíèÿ ýíåðãèè è ñèë íà i-ì ïðîöåññîðå; 〈ti〉 �ñðåäíåå çíà÷åíèå ti.Òåñò 1 ("Death Star"). Äàííûé òåñò íà-ïðàâëåí íà îöåíêó ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçîâàí-íîé â ÌÄ-êîìïëåêñå äèíàìè÷åñêîé áàëàíñèðîâ-êè ñ÷åòíîé íàãðóçêè íà ïðîöåññîðû (åñëè îíàâîîáùå åñòü), êîòîðàÿ íå äîëæíà çàâèñåòü îòîñåâûõ íàïðàâëåíèé òå÷åíèé àòîìîâ. Â äàííîéçàäà÷å ïîëíîñòüþ ðåàëèçóåòñÿ òðåõìåðíàÿ äå-ôîðìàöèÿ òîíêîé îáîëî÷êè (ðèñ. 8, ñì. òàêæåöâåòíóþ âêëàäêó). Äèíàìè÷åñêàÿ áàëàíñèðîâêàêðàéíå íåîáõîäèìà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷å-ñêèõ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿùèõ ê áîëüøèì âûñîêî-ñêîðîñòíûì äåôîðìàöèÿì, � óäàðíîãî íàãðóæå-íèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Çíà÷èòåëüíûå òðåõ-ìåðíûå äåôîðìàöèè ïðèâîäÿò ê ïîòîêàì àòîìîâ,êîòîðûå ñëîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ïðîöåññî-ðàìè áåç íàðóøåíèÿ áàëàíñà.
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Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ "Ìîëîõ" äëÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ. . .Òåñòèðóåìûé îáðàçåö � îáîëî÷êà ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò, âíåøíèì è âíóòðåííèì ðàäè-óñàìè Rbig è Rsmall = 0,95Rbig ñîîòâåòñòâåííî �âûðåçàåòñÿ èç ìîíîêðèñòàëëà ìåäè (EAM [7])(ðèñ. 9, à). Ñêîðîñòü êàæäîãî àòîìà âû÷èñëÿ-åòñÿ ïî ôîðìóëå
v = Vmaxe

− arccos(cos θ cos θ0+sin θ sin θ0 cos(ϕ−ϕ0)), (1)ãäå Vmax = 3000ì/ñ � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü,è íàïðàâëåíà ê öåíòðó îáîëî÷êè (ðèñ. 9, á, ñì.òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó).Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû âûäåëåííîãî íà-ïðàâëåíèÿ íàãðóæåíèÿ: ϕ0 = π/6; θ0 =
= π/3. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû àòîìà: ϕ =
= atan2 (y/Rbig , x/Rbig), θ = arccos (z/Rbig), ãäå
x, y, z � åãî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (atan2 �ôóíêöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé áèáëèîòåêè Ñ++).Êîíòðîëüíûé îáðàçåö � êóá ñ ðåáðîì L =

= 0,995 3

√(
R3

big −R3

small

)
4π/3 � âûðåçàåòñÿ èçìîíîêðèñòàëëà ìåäè (ðèñ. 9, â) ñ íà÷àëüíîé òåì-ïåðàòóðîé 300Ê. Îí èìååò ïî÷òè òàêîå æå êîëè-÷åñòâî àòîìîâ, ÷òî è òåñòèðóåìàÿ îáîëî÷êà.Ïðè ðàñ÷åòå çàäàâàëèñü ñâîáîäíûå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ, øàã ïî âðåìåíè 1,5ôñ. Ñ÷èòàëîñü30 000 øàãîâ.Îòíîøåíèå µ ïîëíîãî âðåìåíè ñ÷åòà òåñòèðóå-ìîãî îáðàçöà ê ïîëíîìó âðåìåíè ñ÷åòà êîíòðîëü-íîãî îáðàçöà äîëæíî áûòü áëèçêî ê åäèíèöå.Çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå äàííîãî îòíîøåíèÿ ãî-âîðèò î íèçêîé ýôôåêòèâíîñòè áàëàíñèðîâêè.Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïî ïðîãðàììíîìó êîì-ïëåêñó "Ìîëîõ" ïîëó÷åíî:1) äëÿ Rbig = 361

◦

A (100 ïåðèîäîâ ðåøåòêè,
2,39 ìëí. àòîìîâ) íà 128 ïðîöåññîðàõ µ =
= 0,95. Ñðåäíèé äèñáàëàíñ ïðè ñ÷åòå îáî-

Ðèñ. 9. Òåñò 1: a � ïðîäîëüíûé ñðåç òåñòèðóåìîé îáîëî÷êè; á � ðàñêðàñêà îáîëî÷êè ïî êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè àòîìîâ; â � êîíòðîëüíûé îáðàçåö

ëî÷êè ñîñòàâèë 4,6%, ïðè ñ÷åòå êóáèêà �4,3%;2) äëÿ Rbig = 722
◦

A (200 ïåðèîäîâ ðåøåòêè,19 ìëí. àòîìîâ) íà 1 024 ïðîöåññîðàõ µ =
= 1,1. Ñðåäíèé äèñáàëàíñ ïðè ñ÷åòå îáîëî÷-êè ñîñòàâèë 15%, ïðè ñ÷åòå êóáèêà � 7%.Òåñò 2 ("Cocktail B-52"). Äàííûé òåñò íà-ïðàâëåí íà îöåíêó ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçîâàí-íîãî â ÌÄ-êîìïëåêñå ñ÷åòà ñ íåñêîëüêèìè ïî-òåíöèàëàìè, èìåþùèìè ñèëüíî ðàçëè÷àþùèéñÿðàäèóñ îáðåçàíèÿ: MEAM (3,5 ◦

A) è LJ (10 ◦

A).Äàííàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ìîäåëèðîâàíèèíåóñòîé÷èâîñòè ãðàíèöû ìåæäó äâóìÿ ñðåäàìè.Ïðè ýòîì âðåìÿ òðåõàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé,ðàññ÷èòûâàåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëàMEAM, ñèëüíî çàâèñèò îò ðàäèóñà îáðåçàíèÿ,÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê çàìåäëåíèþ ðàñ÷åòà âíåñêîëüêî ðàç íà ïðîñòîì ïîèñêå ñðåäè íåíóæ-íûõ äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà òðîåê àòîìîâ.Òåñòèðóåìûé îáðàçåö � áðóñîê, ñîñòîÿùèé èçêóáèêîâ, ñäåëàííûõ èç Be (MEAM [8]) è Ar (ïî-òåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà ñ σ = 3,4−10, ε =
= 1,7−21) (ðèñ. 10, à), ñ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé300Ê. Âçàèìîäåéñòâèå Be�Ar èãíîðèðóåòñÿ.Êîíòðîëüíûé îáðàçåö � êàæäûé èç êóáèêîâ âîòäåëüíîñòè (ðèñ. 10, á, â).Ïðè ðàñ÷åòå çàäàâàëèñü ñâîáîäíûå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ, øàã ïî âðåìåíè 1,5ôñ. Ñ÷èòàëîñü 1 000øàãîâ.Îòíîøåíèå µ ïîëíîãî âðåìåíè ñ÷åòà òåñòèðóå-ìîãî îáðàçöà ê ñóììå ïîëíûõ âðåìåí ñ÷åòà êîí-òðîëüíûõ îáðàçöîâ Be è Ar äîëæíî áûòü áëèç-êî ê åäèíèöå. Çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå äàííîãîîòíîøåíèÿ ãîâîðèò î íèçêîé ýôôåêòèâíîñòè ðå-àëèçàöèè ñ÷åòà.
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Ðèñ. 10. Òåñò 2: à � òåñòèðóåìûé îáðàçåö; á � êîíòðîëüíûé áåðèëëèåâûé êóá; â � êîíòðîëüíûé àðãîíîâûéêóáÂ ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî:1) äëÿ L = 200

◦

A (988 130 àòîìîâ Be, 376 785àòîìîâ Ar) íà 128 ïðîöåññîðàõ µ = 1,8.Ñðåäíèé äèñáàëàíñ ïðè ñ÷åòå òåñòèðóåìîãîîáðàçöà ñîñòàâèë 5%, ïðè ñ÷åòå êóáèêîâ Beè Ar � ñîîòâåòñòâåííî 6,8% è 10%;2) äëÿ L = 400
◦

A (7 901 960 àòîìîâ Be, 2 997 722àòîìîâ Ar) íà 1 024 ïðîöåññîðàõ µ = 1,7.Ñðåäíèé äèñáàëàíñ ïðè ñ÷åòå òåñòèðóåìîãîîáðàçöà ñîñòàâèë 7,8%, ïðè ñ÷åòå êóáèêîâBe è Ar � ñîîòâåòñòâåííî 9% è 16%.Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, µ ∼ 1,7 � ýòî õîðîøèéðåçóëüòàò, äîáèòüñÿ êîòîðîãî óäàëîñü ââåäåíè-åì ñîðòèðîâêè ñïèñêà ñîñåäåé ïî âîçðàñòàíèþðàññòîÿíèÿ äî íèõ äëÿ êàæäîãî àòîìà â îòäåëü-íîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ áëèçêèõ âçàèìîäåé-ñòâèé (MEAM) ïîëíîñòüþ ïðåêðàùàòü ðàññìîò-ðåíèå ñîñåäåé ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëüíîãî ðà-äèóñà, íà êîòîðîì êîëè÷åñòâî ñîñåäåé ìåíåå 10,÷òî íà ïîðÿäîê ìåíüøå ïîëíîãî êîëè÷åñòâà ñî-ñåäåé. Âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà ñîðòèðîâêó, ïðè-âîäèò ê çàìåäëåíèþ ðàñ÷åòà ìåíåå ÷åì â 2 ðàçà,òîãäà êàê âðåìÿ ñ÷åòà ïîòåíöèàëà óâåëè÷èëîñüìåíåå ÷åì íà 1%, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Òåñò 3 ("Supernova"). Äàííûé òåñò íà-ïðàâëåí íà îöåíêó âîçìîæíîñòè ñ÷åòà ñ èñïîëü-çîâàíèåì ÌÄ-êîìïëåêñà ðàçëåòàþùèõñÿ îáðàç-

Ðèñ. 11. Òåñò 3. Ïðîäîëüíûé ñðåç îáðàçöà (ðàçíûå ìàñøòàáû) íà ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè: à � t = 0 ïñ;á � t = 15 ïñ; â � t = 150 ïñ; ã � t = 300 ïñ. Êâàäðàò ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ðàçìåðó

öîâ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äåòîíàöèè, íàïðèìåðïðè ðàñ÷åòå êðèòè÷åñêîãî äèàìåòðà, âîçíèêàþòñèòóàöèè, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ñòàíîâèò-ñÿ ñèëüíî íåîäíîðîäíîé, à ëèíåéíûå ðàçìåðûîáðàçöà óâåëè÷èâàþòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ.Äàæå â òàêîé ñèòóàöèè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè áåç-îòêàçíûé ðàñ÷åò áåç îñòàíîâêè íà äåéñòâèÿ, ñâÿ-çàííûå ñ ðó÷íîé ïåðåñòðîéêîé äàííûõ â ïðî-ãðàììå.Ïðîáëåìà, êîòîðóþ ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ðå-øèòü: âî âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ ñïèñêà ñîñåäåé ñ ïî-ìîùüþ ìåòîäîâ LCL ñ êîíñòàíòíîé äëèíîé ðåáðà(ðàäèóñ îáðåçàíèÿ) ìîæåò âîçíèêíóòü ïåðåïîë-íåíèå ïàìÿòè äëÿ áîëüøèõ ïîðèñòûõ îáðàçöîâ.Òåñòèðóåìûé îáðàçåö � ìåäíûé (EAM [7])øàð, àòîìû êîòîðîãî èìåþò íà÷àëüíóþ ñêî-ðîñòü 1 000ì/ñ, íàïðàâëåííóþ èç öåíòðà íàðó-æó.Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íû-ìè óñëîâèÿìè, øàã ïî âðåìåíè çàäàâàëñÿ ðàâ-íûì 1,5ôñ. Ñ÷èòàëîñü 200 000 øàãîâ. Öåëü ðàñ-÷åòà çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëü-òàò ñ ñîõðàíåíèåì ýíåðãèè, èçáåæàâ ñîîáùåíèÿîá îøèáêå.Òåñò áûë ïðîéäåí íà îáðàçöå R = 200
◦

A(2,85ìëí. àòîìîâ) íà 128 ïðîöåññîðàõ áåç îñòàíî-âîê. Ñðåäíèé äèñáàëàíñ çà âåñü ðàñ÷åò ñîñòàâèë10%. Îáúåì îáðàçöà óâåëè÷èëñÿ â 224 140 ðàç(ðèñ. 11, ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó).
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Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ "Ìîëîõ" äëÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ. . .Çàêëþ÷åíèåÐåøåíèå ìåòîäîì ÌÄ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, ðàç-íîðîäíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè, íàáîðà ìî-äåëèðóåìûõ âåùåñòâ è ñëîæíîñòè èñïîëüçóåìûõïðè ýòîì ìîäåëåé ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,òðåáóåò ðàçðàáîòêè óíèâåðñàëüíîãî ïðîãðàìì-íîãî êîìïëåêñà. Ôóíêöèîíàëüíûå ÷àñòè òàêî-ãî êîìïëåêñà äîëæíû ñ ìàêñèìàëüíîé ýôôåê-òèâíîñòüþ èñïîëüçîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóð-ñû ñóïåðêîìïüþòåðà, íà êîòîðîì ïðîâîäÿòñÿ âû-÷èñëåíèÿ.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, êðîìå îïèñàíèÿ ñîáñòâåí-íî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà "Ìîëîõ", âïåðâûåïðèâåäåíà ñèñòåìà òåñòîâ, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòüòó èëè èíóþ ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ ìåòîäÌÄ, ñ òî÷êè çðåíèÿ òàêîé ýôôåêòèâíîñòè. Âïðåäëàãàåìûõ òåñòàõ ðàññìîòðåíû òðè çàäà÷è,ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà ïîèñïîëüçóåìîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè è, ïî ìíåíèþàâòîðîâ, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïîäõîäÿùèå äëÿòåñòèðîâàíèÿ áàëàíñèðîâêè ñ÷åòíîé íàãðóçêè,ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ïîèñêà ñîñåäåé è ýô-ôåêòèâíîñòè ñîâìåñòíîé (â ðàìêàõ îäíîé ìîäå-ëèðóåìîé ñèñòåìû) îáðàáîòêè íåñêîëüêèõ ïîòåí-öèàëîâ, õàðàêòåðèçóåìûõ ðàçíîé ñëîæíîñòüþ èðàäèóñîì äåéñòâèÿ.Ïðåäëîæåííàÿ ñèñòåìà òåñòîâ íå ïðåòåíäóåòíà ïîëíîòó è áóäåò äîïîëíåíà ïî ìåðå ðàñøèðå-íèÿ êðóãà ðåøàåìûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Plimpton S. Fast parallel algorithms for shortrange molecular dynamics // J. Comp. Phys.1995. Vol. 117. P. 1�19.2. Sapozhnikov F. A., Dremov V. V., Der-benev I. V. et al. Molecular dynamicssimulation of TATB-like explosive // AIPConf. Proc. 2007. Vol. 955. P. 463�466.

3. Kelchner C. L., Plimpton S. J., Hamilton J. C.Dislocation nucleation and defect structureduring surface indentation // Phys. Rev. B.1998. Vol. 58. P. 11085-11088.4. Honeycut J. D., Anderson H. C. Moleculardynamics study of melting and freezing ofsmall Lennard-Jones clusters // J. Phys.Chem. 1987. Vol. 91. P. 4950�4963.5. Ackland G. J., Jones A. P. Applications oflocal crystal structure measures in experimentand simulation // Phys. Rev. B. 2006. Vol. 73.P. 054104 (1�6).6. Ñàïîæíèêîâ Ô. À., Èîíîâ Ã. Â., Äð¼-ìîâ Â. Â. Ìåòîä àäàïòèâíîãî øàáëîíà äëÿàíàëèçà êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð è äåôåê-òîâ ïðè ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîì ìîäåëè-ðîâàíèè âûñîêîñêîðîñòíûõ äåôîðìàöèé //Õèìè÷åñêàÿ ôèçèêà. 2008. Ò. 27, � 3.Ñ. 63�70.7. Mishin Y., Papaconstantopoulos D. A.,Voter A. F., et al. Structural stability andlattice defects in copper: Ab initio, tight-binding and embedded-atom calculations //Phys. Rev. B. 2001. Vol. 63. P. 224106(1�15).8. Dremov V., Karavaev A., Sapozhnikov F.et al. Molecular dynamic simulation ofthermodynamic and mechanical properties andbehaviour of Be when high-rate straining //DYMAT 2009 Conf. Proc. Brussels, Belgium,2009. P. 1277�1283.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21.02.11.
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ÓÄÊ 519.6ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ ÏÐÎÖÅÑÑÀÊÐÈÑÒÀËËÈÇÀÖÈÈ ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ ÐÀÑÏËÀÂÎÂÂ. Ï. Ãèíêèí, Ñ. Ì. Ãàíèíà, Ê. Ã. ×åðíîâ(ÃÍÖ ÐÔ-ÔÝÈ, ã. Îáíèíñê)Ïðåäëàãàåòñÿ íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõðàñïëàâîâ, â êîòîðîé ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ çàäà÷à Ñòåôàíà ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè: òâåðäàÿôàçà � äâóõôàçíàÿ ïåðåõîäíàÿ çîíà è äâóõôàçíàÿ çîíà � æèäêàÿ ôàçà. Äâóõôàçíàÿçîíà ïðåäñòàâëåíà ïîðèñòîé ñðåäîé ñ ïåðåìåííîé ïîðèñòîñòüþ. Ó÷èòûâàåòñÿ äîïîëíè-òåëüíàÿ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ òå÷åíèþ ðàñïëàâà â ïîðèñòîé ñðåäå ïî àíàëîãèè ñ çàêîíîìÄàðñè. Ñðàâíèâàþòñÿ ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòÿìè îáúåìíîéäîëè æèäêîé ôàçû îò òåìïåðàòóðû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýêñïåðèìåíòàïî êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâà Sn ñ 20%-íûì ñîäåðæàíèåì Pb ìåòîäîì íàïðàâëåííîéâåðòèêàëüíîé êðèñòàëëèçàöèè, êîòîðàÿ âåäåòñÿ ñâåðõó âíèç ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðàãðàâèòàöèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõêîìïîíåíòíûå ðàñïëàâû, êðèñòàëëèçàöèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-äåëü, òå÷åíèå â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, çàäà÷à Ñòåôàíà, ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà, ðàñ÷åòýêñïåðèìåíòà.ÂâåäåíèåÎäíèì èç êëþ÷åâûõ óñëîâèé ñîçäàíèÿ íîâûõìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ïîòðåáèòåëüñêèìè õà-ðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå êðèòè-÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñîñòàâîì, ñòðóêòó-ðîé è ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà. Ñîçäàíèå âîñïðî-èçâîäèìîé ñáàëàíñèðîâàííîé äâóõôàçíîé ñòðóê-òóðû ñïëàâà ñ îïòèìàëüíûìè ïðîñòðàíñòâåííî-ðàçìåðíûìè è îðèåíòàöèîííûìè ïàðàìåòðàìèÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà-÷åé, êîòîðóþ íåâîçìîæíî ðåøèòü áåç ñîçäàíèÿìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîìàññîïåðåíîñà èïðîâåäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ èññëå-äîâàíèé.Äëÿ óêàçàííûõ öåëåé áûëà ðàçðàáîòàíà êâà-çèñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü [1], îïèñûâàþùàÿ ïðî-öåññ òåïëîìàññîïåðåíîñà ïðè êðèñòàëëèçàöèèðàñïëàâà â ñðåäå ñ øèðîêîé ïåðåõîäíîé äâóõôàç-íîé îáëàñòüþ. Â ýòîé ìîäåëè ÷èñëåííî ðåøàåò-ñÿ çàäà÷à Ñòåôàíà ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè: òâåðäàÿôàçà � ïðîìåæóòî÷íàÿ ïåðåõîäíàÿ äâóõôàçíàÿçîíà è äâóõôàçíàÿ çîíà �æèäêàÿ ôàçà ñ ó÷åòîìêîíâåêöèè â ðàñïëàâå è äâóõôàçíîé çîíå ñ íåîä-íîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì òâåðäîé ôàçû ïî îáú-åìó ïåðåõîäíîé çîíû. Â æèäêîé îáëàñòè ðåøà-þòñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà â ïðèáëèæåíèè

Áóññèíåñêà, â ïåðåõîäíîé äâóõôàçíîé çîíå �ìîäèôèöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, âêîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà ñî-ïðîòèâëåíèÿ òå÷åíèþ ðàñïëàâà âñëåäñòâèå òîð-ìîçÿùåãî âîçäåéñòâèÿ çàðîæäàþùåéñÿ è ïðîðàñ-òàþùåé â ðàñïëàâ òâåðäîé ôàçû. Äâóõôàçíàÿçîíà ìîäåëèðóåòñÿ ïîðèñòîé ñðåäîé; â íåé òâåð-äàÿ ôàçà ïðåäñòàâëÿåò íåïîäâèæíûé ïîðèñòûéñêåëåò, ÷åðåç êîòîðûé òå÷åò ðàñïëàâ. Òåìïåðà-òóðà â äâóõôàçíîé çîíå ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîéòåìïåðàòóðå ëèêâèäóñ è çàâèñèò òîëüêî îò êîí-öåíòðàöèè ïðèìåñè â æèäêîé ôàçå. Ýòî óñëîâèåñëåäóåò èç ñäåëàííîãî â ðàáîòå [1] ïðåäïîëîæå-íèÿ î êâàçèñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà çàòâåðäåâà-íèÿ ðàñïëàâà.Â ðàáîòå [1] òàêæå áûë ïðåäëîæåí ÷èñëåí-íûé áåí÷ìàðê, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âåðèôèêà-öèè äàííîé ìîäåëè. Âûøåóïîìÿíóòàÿ ìîäåëüðåàëèçîâàíà â êîäå GIGAN-2D è èñïîëüçîâàíàäëÿ ðàñ÷åòà äàííîãî áåí÷ìàðêà. Ñðàâíåíèå ðå-çóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííû-ìè äðóãèìè àâòîðàìè, ïîêàçàëî õîðîøåå ñîãëà-ñèå ìåæäó íèìè [2, 3]. Îäíàêî ðàñ÷åòû ýêñïåðè-ìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè èç ðàáîòû [1] íå ïðèâå-ëè ê óäîâëåòâîðèòåëüíîìó ñîãëàñèþ ðàñ÷åòíûõ èýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.� 58 �



Íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñïëàâîâÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà íåðàâíîâåñ-íàÿ ìîäåëü çàòâåðäåâàíèÿ, â êîòîðîé âìåñòîïðåäïîëîæåíèÿ î êâàçèñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåñ-ñà èñïîëüçóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàå-ìàÿ çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òâåðäîé ôàçûâ äâóõôàçíîé îáëàñòè. Ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåòâåðäîé ôàçû â äâóõôàçíîé îáëàñòè àïïðîêñè-ìèðóåòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ îò òåìïå-ðàòóðû.Äëÿ âàëèäàöèè ìîäåëè áûë âûïîëíåí ðàñ÷åòýêñïåðèìåíòà èç ðàáîòû [4] ïî êðèñòàëëèçàöèèðàñïëàâà Sn ñ 20%-íîé ïðèìåñüþ Pb ìåòîäîìâåðòèêàëüíîé íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè. Âýòîì ýêñïåðèìåíòå êðèñòàëëèçàöèÿ îñóùåñòâ-ëÿëàñü ñâåðõó âíèç, ÷òîáû èñêóññòâåííî âû-çâàòü ñðàâíèòåëüíî ñèëüíîå êîíâåêòèâíîå òå÷å-íèå è èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëü-íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âàëèäàöèè ïðîãðàìì ðàñ÷å-òà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõðàñïëàâîâ ñ ó÷åòîì êîíâåêòèâíîãî òåïëîìàññî-ïåðåíîñà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûë âûïîëíåí ðàñ÷åòýòîãî æå ýêñïåðèìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåé-íîé çàâèñèìîñòè äîëè òâåðäîé ôàçû îò òåìïåðà-òóðû, çàèìñòâîâàííîé èç ðàáîòû [5]. Ïðèâîäÿò-ñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàä-ðàòè÷íîé è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòåé äîëè æèäêîéôàçû îò òåìïåðàòóðû è ñðàâíåíèå èõ ñ ýêñïåðè-ìåíòîì.Óðàâíåíèÿ òåïëîìàññîïåðåíîñàÂ îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ âåùåñòâî ìîæåò íà-õîäèòüñÿ â òâåðäîì, æèäêîì èëè ïðîìåæóòî÷-íîì äâóõôàçíîì ñîñòîÿíèè, ïðåäñòàâëÿþùåìñìåñü äâóõ ôàç, òâåðäîé è æèäêîé, ñ ðàçíûìèîáúåìíûìè äîëÿìè. Çîíó, ñîäåðæàùóþ ñìåñüäâóõ ôàç, áóäåì íàçûâàòü äâóõôàçíîé çîíîé.Äëÿ ìîäåëüíîãî ñîñòàâà ñïëàâà Sn + 20%Pb ýòàçîíà ïî îïðåäåëåíèþ îãðàíè÷åíà ñíèçó òåìïåðà-òóðîé îáðàçîâàíèÿ ýâòåêòèêè Te (èëè òåìïåðà-òóðîé ñîëèäóñ äëÿ íåýâòåêòè÷åñêèõ ñïëàâîâ, òà-êèõ êàê TiAl), à ñâåðõó � òåìïåðàòóðîé ëèêâè-äóñ Tliq, çàâèñÿùåé îò êîíöåíòðàöèè Cl ïðèìåñèâ ðàñïëàâå. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàâèñè-ìîñòü Tliq îò Cl ëèíåàðèçîâàíà:
Tliq = Tm +mCl,ãäå m � íàêëîí ëèíèè ëèêâèäóñ íà ôàçîâîé äèà-ãðàììå (çàäàííàÿ êîíñòàíòà); Tm � òåìïåðàòóðàïëàâëåíèÿ ÷èñòîãî ìàòåðèàëà (ò. å. ïðè Cl = 0).Ââåäåì îáúåìíûå äîëè ôàç â åäèíèöå îáúåìàäâóõôàçíîé îáëàñòè: εl è εs. Çäåñü è íèæå èí-äåêñû l è s îçíà÷àþò ïðèíàäëåæíîñòü ê æèäêîé

èëè òâåðäîé ôàçå ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåìíàÿ äî-ëÿ æèäêîé ôàçû íàçûâàåòñÿ òàêæå ïîðèñòîñòüþâåùåñòâà. Ïî îïðåäåëåíèþ
εl + εs = 1.Ðàññìîòðèì ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ äâóõêîì-ïîíåíòíîãî ðàñïëàâà, ïðè÷åì îäèí êîìïîíåíòáóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûì, à âòîðîé � ïðèìåñüþ.Òàê êàê ïëîòíîñòè âåùåñòâà â æèäêîé (ρl) èòâåðäîé (ρs) ôàçàõ ðàçëè÷íû, òî ïëîòíîñòü âå-ùåñòâà â äâóõôàçíîé çîíå îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-æåíèåì

ρ = εlρl + εsρs.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíò òåïëî-ïðîâîäíîñòè k, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïðèìå-ñè D è òåïëîåìêîñòü cp â äâóõôàçíîé çîíå:
k = εlkl + εsks; D = εlDl + εsDs;

cp = εlcpl + εscps .Äèôôóçèåé ïðèìåñè â òâåðäîé ôàçå òðàäèöèîí-íî ïðåíåáðåãàåì, ò. å. ïîëàãàåì Ds = 0; D =
= εlDl. Íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå Cs = k0Cl, ãäå
k0 � êîýôôèöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

V = εlvl; p = pl;

hs = cps (T − Te) ; hl = cpl (T − Te) + L;

〈h〉 = cp (T − Te) + εlL;

〈C〉 = εlCl + εsCs = [εl + (1− εl) k0]Cl,ãäå V � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè ðàñïëàâà; vl �èñòèííàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàñïëàâà; p � äàâëå-íèå; T � òåìïåðàòóðà ìàòåðèàëà; hs, hl � óäåëü-íàÿ ýíòàëüïèÿ âåùåñòâà â òâåðäîé è æèäêîé ôà-çàõ ñîîòâåòñòâåííî; 〈h〉 � óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿâåùåñòâà â äâóõôàçíîé çîíå; L � ñêðûòàÿ òåï-ëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òå÷åíèÿ ðàñïëàâà ïðè-ìåíèìî ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà, ãäå ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïëàâà ëèíåéíî çàâèñèòîò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè:
ρ̃ = ρl

[
1− βT (T − T0)− βC (Cl −C0)

]
,ãäå ρl � ïëîòíîñòü ðàñïëàâà ïðè T = T0; C = C0(ñ÷èòàåì êîíñòàíòîé); βT , βC � êîýôôèöèåíòûòåìïåðàòóðíîãî è êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðå-íèÿ. Òîãäà óðàâíåíèÿ òåïëîìàññîïåðåíîñà èìå-þò ñëåäóþùèé âèä:� 59 �
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ρl
∂V

∂t
+

ρl
εl

(∇V)V =

= ∇ (µ∇V)− εl∇p+ εlρ̃~g −
µεl
K

V, (1)ãäå µ � âÿçêîñòü (êîíñòàíòà);� óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
∇V = 0; (2)� óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

∂ρ 〈h〉

∂t
+∇ (ρcpT )V−∇ (k∇T ) = 0; (3)� óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïðèìåñè

∂ 〈C〉

∂t
+∇ClV −∇ (D∇Cl) = 0. (4)Ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (1)ó÷èòûâàåò ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ òå÷åíèþ ðàñïëà-âà ïðè òå÷åíèè â ïîðèñòîé ñðåäå ïî àíàëîãèè ñçàêîíîì Äàðñè:
F = −

µεl
K

V,ãäå K � ïðîíèöàåìîñòü ïîðèñòîé ñðåäû äëÿæèäêîñòíûõ ïîòîêîâ. Ïðèìåì äëÿ ïðîíèöàåìî-ñòè K ôîðìóëó Êîçåíè�Êàðìàíà â âèäå, ïðåä-ëîæåííîì â ðàáîòå [1]:
K =

λ2

2
ε3l

180ε2s
,ãäå λ2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæ-äó âòîðè÷íûìè âåòâÿìè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõäåíäðèòîâ.Ñèñòåìà ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (1)�(4) ñîäåðæèòïÿòü íåèçâåñòíûõ: V, p, 〈h〉, Cl, εl. Ïîýòîìóíåîáõîäèìî åùå îäíî äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå.Â êà÷åñòâå òàêîãî óðàâíåíèÿ âûáåðåì çàâèñè-ìîñòü εl îò ýíòàëüïèè 〈h〉

εl = εl (〈h〉) ,ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîé áóäåò îïðåäåëåíîíèæå.Çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè îò ýíòàëüïèèÑíà÷àëà íàéäåì çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè îòòåìïåðàòóðû. Îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç

ýêñïåðèìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëèêðèñòàë-ëè÷åñêîãî TiAl (Nb) ìåòîäîì çàêàëêè ïðîöåñ-ñà íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè ïîëó÷åíà ýêñ-ïåðèìåíòàëüíàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ òâåðäîéè æèäêîé ôàç â äâóõôàçíîé çîíå â ïðîäîëüíîìñðåçå ñëèòêà (ðèñ. 1). Âèäíî, ÷òî äâóõôàçíàÿ çî-íà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñðåäîé ñ íåðàâíîìåð-íîé ïîðèñòîñòüþ, à íå ãîìîãåííîé ñìåñüþ òâåð-äîé è æèäêîé ôàç. Â íåé òâåðäàÿ ôàçà îáðàçóåòíåïîäâèæíûé ïîðèñòûé ñêåëåò, â ïîðàõ êîòîðîãîòå÷åò ðàñïëàâ.Êîìïüþòåðíîå ðàçäåëåíèå ôàç ïðè îáðàáîò-êå ýòîãî èçîáðàæåíèÿ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ýêñ-ïåðèìåíòàëüíóþ çàâèñèìîñòü εs (T ) â äâóõôàç-íîé çîíå, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2. Ýòó çàâè-ñèìîñòü ìîæíî ïðèáëèæåííî àïïðîêñèìèðîâàòüïàðàáîëîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 2)

Ðèñ. 1. Äâóõôàçíàÿ çîíà, âûÿâëåííàÿ ïðè ñòðóê-òóðíûõ èññëåäîâàíèÿõ ñëèòêà TiAl ïîñëå ðåçêîãî çà-ìîðàæèâàíèÿ (çàêàëêè) ïðîöåññà åãî íàïðàâëåííîéêðèñòàëëèçàöèè. Êðèñòàëëèçàöèÿ ïðîòåêàëà ñëåâàíàïðàâî

Ðèñ. 2. Àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíîé äî-ëè òâåðäîé ôðàêöèè â äâóõôàçíîé çîíå ïàðàáîëîéêàê ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû� 60 �



Íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñïëàâîâ
εs = 1−

(
T − Te

Tliq − Te

)2

,ãäå Te = 1500 ◦Ñ, Tliq = 1570 ◦Ñ. Ñîîòâåòñòâåí-íî äëÿ ïîðèñòîñòè εl = 1−εs ïîëó÷èì ñëåäóþùååâûðàæåíèå:
εl =

(
T − Te

Tliq − Te

)
2

, Te ≤ T ≤ Tliq.Âûáåðåì çà íà÷àëî îòñ÷åòà òåìïåðàòóðû òåì-ïåðàòóðó îáðàçîâàíèÿ ýâòåêòèêè Te. Òîãäà ïî-ëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî-ðèñòîñòè â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû:
εl =





0, T < 0;
(

T

Tliq

)
2

, 0 ≤ T ≤ Tliq;

1, T > Tliq.Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó äëÿ ýíòàëü-ïèè â äâóõôàçíîé çîíå 〈h〉 = cpT + εlL, ïîëó÷èìóðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå òåìïåðàòóðó T ñ óäåëü-íîé ýíòàëüïèåé 〈h〉, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
T =





〈h〉

cps
, 〈h〉 ≤ 0;

cpT
2

liq

2L

(√
1+

4L〈h〉

c2pT
2

liq

−1

)
, 0<〈h〉<cpTliq+L;

〈h〉 − L

cpl
, 〈h〉 ≥ cpTliq + L.Îòñþäà ñ ó÷åòîì êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïî-ðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû íàõîäèì âûðàæåíèåäëÿ ïîðèñòîñòè â çàâèñèìîñòè îò ýíòàëüïèè:

εl=





0, 〈h〉 ≤ 0;

c2p
4L2

(√
1+

4L〈h〉

c2pT
2

liq

−1

)
2

, 0<〈h〉<cpTliq+L;

1, 〈h〉 ≥ L. (5)Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå çàìûêàþùåå ñîîòíîøå-íèå íàéäåíî.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îáúåìíîéäîëè òâåðäîé ôàçû ìîæíî òàêæå ïðèáëèæåííîàïïðîêñèìèðîâàòü ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò òåìïå-ðàòóðû:
εl =





0, T < 0;
T

Tliq
, 0 ≤ T ≤ Tliq;

1, T > Tliq.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòüïîðèñòîñòè îò ýíòàëüïèè:
εl =





0, 〈h〉 ≤ 0;

〈h〉

cpTliq + L
, 0 < 〈h〉 < cpTliq + L;

1, 〈h〉 ≥ L.

(6)Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòó-ðû â äâóõôàçíîé çîíå áûëà èñïîëüçîâàíà â ðà-áîòå [5].Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (1)�(4) ñ ó÷åòîì çàìûêàþùåãî ñîîòíîøå-íèÿ (5) èëè (6) áûë èñïîëüçîâàí íåÿâíûé ìåòîäóñòàíîâëåíèÿ, îïèñàííûé â ðàáîòå [2] è ðåàëèçî-âàííûé â êîäå GIGAN-2D.Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâÄëÿ âåðèôèêàöèè ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè áûëðàññ÷èòàí ìåòîäîì íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçà-öèè ýêñïåðèìåíò èç ðàáîòû [4] ïî çàòâåðäåâàíèþðàñïëàâà Sn ñ 20%-íîé ïðèìåñüþ Pb â âåðòè-êàëüíî ðàñïîëîæåííîé öèëèíäðè÷åñêîé àìïóëå.Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ â äâóìåðíîé (x, y)-ãåîìåòðèè.×èñëî óçëîâ ïî îñÿì X è Y çàäàâàëîñü 150 è 56ñîîòâåòñòâåííî. Øàã ïî âðåìåíè çàäàâàëñÿ ðàâ-íûì 0,001 ñ.Êðèñòàëëèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü â âåðòèêàëüíîìíàïðàâëåíèè, ïî îñè X, ñâåðõó âíèç. Äî íà÷à-ëà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâ íàõîäèë-ñÿ â àäèàáàòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ïðè òåìïåðàòó-ðå T0 =211 ◦Ñ. Ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà ñâåð-õó âíèç. Êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè ïåðåä íà÷à-ëîì ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ïîñòîÿííà è ðàâ-íà 20%.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà âåðõíåì òîð-öå åìêîñòè çàäàâàëñÿ îòâîä òåïëà ïî çàêîíó
qb = hT (T − Text) ,ãäå hT = 2100t−0,001, t � âðåìÿ â ñ; Text = 25 ◦Ñ.Òåïëîôèçè÷åñêèå äàííûå, èñïîëüçîâàííûå âðàñ÷åòàõ, âçÿòû èç ðàáîò [1, 6] è ïðèâåäåíû âòàáëèöå.Èç-çà ïîÿâèâøèõñÿ ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóð èêîíöåíòðàöèé â åìêîñòè ðàçâèâàëàñü ñâîáîäíàÿêîíâåêöèÿ. Â ðàñ÷åòàõ îöåíèâàëèñü ïàðàìåòðûêðèñòàëëèçàöèè, òàêèå êàê ðàñïðåäåëåíèå òåì-ïåðàòóð, ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè,ïîëîæåíèå ãðàíèöû ëèêâèäóñ, ñêîðîñòü îõëà-æäåíèÿ íà ãðàíèöå ëèêâèäóñ è äð.� 61 �



Â. Ï. Ãèíêèí, Ñ. Ì. Ãàíèíà, Ê. Ã. ×åðíîâÒåïëîôèçè÷åñêèå äàííûå, èñïîëüçîâàííûå âðàñ÷åòàõ Âåëè÷èíà Çíà÷åíèåÒåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ 232 ◦ÑÒåìïåðàòóðà îáðàçîâàíèÿýâòåêòèêè 183 ◦ÑÒåïëîåìêîñòü òâåðäîé ôàçû 200Äæ/ (êã ·Ê)Òåïëîåìêîñòü æèäêîé ôàçû 231Äæ/ (êã ·Ê)Òåïëîïðîâîäíîñòü òâåðäîé ôàçû 59Âò/ (ì ·Ê)Òåïëîïðîâîäíîñòü æèäêîé ôàçû 32Âò/ (ì ·Ê)Òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè 52 580Äæ/êãÏëîòíîñòü òâåðäîé ôàçû 8 250 êã/ì3Ïëîòíîñòü æèäêîé ôàçû 7 860 êã/ì3

βT 6,0 · 10−5 (◦Ñ)−1

βC −5,3 · 10−3 (%)
−1Ìîëåêóëÿðíàÿ âÿçêîñòü 10−3 êã/ (ì · ñ)Êîýôôèöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ k0 0,0656

m −1,5 ◦Ñ · (%)
−1

λ2 6,5 · 10−5Ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ (cooling rate) îöåíèâà-ëàñü â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû ëèêâèäóñ ïî çíà-÷åíèÿì òåìïåðàòóðû â òåêóùèé è ïðåäûäóùèéìîìåíòû âðåìåíè. Ñóùåñòâóåò êîððåëÿöèÿ ìåæ-äó çíà÷åíèåì ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ è òåìïåðà-òóðíûì ãðàäèåíòîì íà ãðàíèöå ëèêâèäóñ, ñ îä-íîé ñòîðîíû, è ïîëîæåíèåì ìèêðîñòðóêòóðíî-ãî ïåðåõîäà â êðèñòàëëèçóåìîì ìàòåðèàëå, îïðå-äåëÿþùèì ñìåíó ìîðôîëîãèè êðèñòàëëèçóåìûõäåíäðèòîâ (Columnar to Equiaxed Transition �CET), ñ äðóãîé. Ýòà êîððåëÿöèÿ ïîçâîëÿåò èñ-ïîëüçîâàòü ïîçèöèþ ÑÅÒ â êðèñòàëëèçàöèîííîéñèñòåìå êàê ðåïåðíóþ ìîäåëüíóþ òî÷êó. Â ýêñ-ïåðèìåíòå [4] áûëî íàéäåíî, ÷òî CET ïðîèñõîäèòïðè çíà÷åíèè ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ íà ãðàíèöåëèêâèäóñ r = 0,03Ê/ñ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàñ-ñòîÿíèþ ïîçèöèè CET îò îõëàæäàåìîãî òîðöà
X = 76ìì. Â ðàñ÷åòå ïî ïðåäñòàâëåííîé ìî-äåëè áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèåñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ r = 0,03Ê/ñ äîñòèãàåòñÿïðè X = 70ìì.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåí-òàëüíîé è äâóõ ðàñ÷åòíûõ êðèâûõ ñêîðîñòåéîõëàæäåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ïî îñèàìïóëû îò îõëàæäàåìîãî òîðöà X. Îáå ðàñ÷åò-íûå êðèâûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòà-ìè èçìåðåíèé, ÷òî ïîäòâåðæäàåò àäåêâàòíîñòüïðåäëîæåííîé ìîäåëè. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëü-çîâàíèå ôîðìóë (5) èëè (6) â êà÷åñòâå çàìûêàþ-ùèõ ñîîòíîøåíèé äàåò ïðàêòè÷åñêè îäèí è òîòæå ðåçóëüòàò.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ íà ãðàíè-öå ëèêâèäóñ îò ðàññòîÿíèÿ ïî îñè àìïóëû îò îõëà-æäàåìîãî òîðöà: 1 � ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàä-ðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû;2 � ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòèïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû; • � ýêñïåðèìåíòàëüíûåäàííûå (ñ ãðàôèêà èç ðàáîòû [6])Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ïîëÿ ñêîðîñòåé êîíâåê-òèâíîãî òå÷åíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè,ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòè÷íîé çà-âèñèìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû. Ñïëîø-íîé ëèíèåé íà íèõ óêàçàíî ïîëîæåíèå ãðàíèöûëèêâèäóñ. ×åðíûì öâåòîì îêðàøåíà çîíà òâåð-äîé ôàçû. Çîíà, ëåæàùàÿ ìåæäó òâåðäîé ôà-çîé è ãðàíèöåé ëèêâèäóñ, ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíîéäâóõôàçíîé çîíîé è îêðàøåíà îòòåíêàìè ñåðî-ãî öâåòà, ïðè÷åì áîëåå òåìíûé îòòåíîê îçíà÷àåòáîëüøóþ äîëþ òâåðäîé ôàçû. Èç ðèñóíêà âèä-íî, ÷òî â íà÷àëå ýêñïåðèìåíòà â æèäêîé ôàçåâäîëü ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà ðàçâèâàþòñÿäâà ñèììåòðè÷íûõ êîíâåêòèâíûõ âèõðÿ, íàïðàâ-ëåííûõ äðóã ê äðóãó è ê öåíòðó åìêîñòè. Â ïå-ðåõîäíóþ äâóõôàçíóþ çîíó òå÷åíèå ïðîíèêàåòñðàâíèòåëüíî íåãëóáîêî. Ñî âðåìåíåì øèðèíàäâóõôàçíîé çîíû è ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ òå-÷åíèÿ â äâóõôàçíóþ çîíó âîçðàñòàþò. Õàðàê-òåð òå÷åíèÿ òîæå ñî âðåìåíåì ìåíÿåòñÿ â ñâÿçèñ òåì, ÷òî äâóõâèõðåâîå òå÷åíèå â äàííîì ñëó-÷àå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ïîñòåïåííî îäèíâèõðü óìåíüøàåòñÿ â ðàçìåðàõ, à âòîðîé óâåëè-÷èâàåòñÿ, è ê 100-é ñåêóíäå òå÷åíèå ñòàíîâèò-ñÿ ïðàêòè÷åñêè îäíîâèõðåâûì. Ëèíèÿ ëèêâèäóñèñêðèâëÿåòñÿ ñî âðåìåíåì âñëåäñòâèå ðàçâèòèÿêîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå ïîëÿ ñêî-ðîñòåé êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîðèñòî-� 62 �



Íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñïëàâîâ

Ðèñ. 4. Ïîëÿ ñêîðîñòåé êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ â ïðîöåññå çàòâåðäåâàíèÿ ðàñïëàâà, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçî-âàíèåì êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ðèñ. 5. Ïîëÿ ñêîðîñòåé êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ â ïðîöåññå çàòâåðäåâàíèÿ ðàñïëàâà, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçî-âàíèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíèñòè îò òåìïåðàòóðû. Êà÷åñòâåííî îíè ïîõîæèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé, ïðåäñòàâëåííûå íàðèñ. 4, îäíàêî èìåþòñÿ è ñóùåñòâåííûå ðàçëè-÷èÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé ìîäåëè ïîðè-ñòîñòè êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå ãëóáæå ïðîíèêàåòâíóòðü äâóõôàçíîé çîíû, ÷åì ïðè èñïîëüçîâà-íèè êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè. Ïîëîæåíèå ãðàíèöû
ëèêâèäóñ ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé çàâèñè-ìîñòè ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû îïåðåæàåò ïî-ëîæåíèå ãðàíèöû ëèêâèäóñ ïðè èñïîëüçîâàíèèêâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè.Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ èçîëèíèéêîíöåíòðàöèé ñâèíöà â çàòâåðäåâøåì ñëèòêå, ïî-ëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé è êâàäðà-� 63 �
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â çà-òâåðäåâøåì ñëèòêå, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåìëèíåéíîé (à) è êâàäðàòè÷íîé (á) çàâèñèìîñòåé ïî-ðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðûòè÷íîé çàâèñèìîñòåé ïîðèñòîñòè îò òåìïåðàòó-ðû. Âèäíî, ÷òî îíè òàêæå çàìåòíî îòëè÷àþòñÿäðóã îò äðóãà. Â ñå÷åíèè X = 70ìì, ñîîòâåò-ñòâóþùåì ÑÅÒ, íàáëþäàþòñÿ ñèëüíîå ñãóùåíèåèçîëèíèé è ëîêàëüíûé ìàêñèìóì êîíöåíòðàöèèïðèìåñè. Îñîáåííî ÿðêî ýòî âèäíî íà ðèñ. 6, á,ñîîòâåòñòâóþùåì êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïî-ðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äàåò âîçìîæíîñòü êà-÷åñòâåííî îáúÿñíèòü ïðè÷èíó âîçíèêíîâåíèÿÑÅÒ, ñâÿçàâ åãî ñ âîçðàñòàíèåì êîíöåíòðàöèèïðèìåñè. Äåéñòâèòåëüíî, àòîìû ïðèìåñè â ïå-ðåîõëàæäåííîì ðàñïëàâå ñëóæàò öåíòðàìè çà-ðîäûøåîáðàçîâàíèÿ òâåðäîé ôàçû ñ ðàâíîîñíîéìèêðîñòðóêòóðîé (êðèñòàëëèòîâ). ×åì âûøåêîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â ïåðåîõëàæäåííîì ðàñ-ïëàâå, òåì âûøå âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ êðè-ñòàëëèòîâ. Çàðîäèâøèåñÿ êðèñòàëëèòû áûñòðîðàñòóò, äîñòèãàÿ ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ ðàçìå-ðîâ. Âûäåëÿþùàÿñÿ ïðè ýòîì ñêðûòàÿ òåïëî-òà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïîâûøàåò ëîêàëüíóþ òåì-ïåðàòóðó è ñíèìàåò â äàííîé îáëàñòè ïåðåîõëà-æäåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîäîëæàåòñÿ ðîñòäåíäðèòîâ. Ïðè âñòðå÷å ôðîíòîâ äåíäðèòíîãîè êðèñòàëëèòíîãî ðîñòà òâåðäîé ôàçû è ïðîèñ-õîäèò ÑÅÒ, ò. å. ïåðåõîä îò ñòîëá÷àòîé ìèêðî-ñòðóêòóðû ñëèòêà ê ðàâíîîñíîé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïî-ðèñòîñòè îò òåìïåðàòóðû (ñì. ðèñ. 6, à) òàêæåíàáëþäàåòñÿ ëîêàëüíîå âîçðàñòàíèå êîíöåíòðà-öèè ïðèìåñè, íî ýòî âîçðàñòàíèå âûðàæåíî çíà-÷èòåëüíî ñëàáåå. Â öåëîì, ìîæíî êîíñòàòèðî-âàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè ïîðèñòî-ñòè îò òåìïåðàòóðû äàåò ïðèìåðíî òàêèå æå ðå-çóëüòàòû, êàê è áîëåå òî÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ìî-äåëü. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñ-ïëàâîâ, ó÷èòûâàþùàÿ êîíâåêòèâíûé òåïëîìàñ-ñîïåðåíîñ â ðàñïëàâå è ïåðåõîäíîé äâóõôàçíîéçîíå. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî âàðèàíòà â íî-âîé ìîäåëè íå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î êâàçè-ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ ðàñïëà-âà. Âìåñòî ýòîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîìå-æóòî÷íîé äâóõôàçíîé çîíå ïîðèñòîñòü êâàäðà-òè÷íî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Ýòà çàâèñèìîñòüïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêèðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ôàç â ïåðåõîäíîé äâóõôàçíîé çîíå.Äâóõôàçíàÿ çîíà îãðàíè÷åíà òåìïåðàòóðîé îá-ðàçîâàíèÿ ýâòåêòèêè (èëè òåìïåðàòóðîé ñîëè-äóñ äëÿ íåýâòåêòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ) è òåìïå-ðàòóðîé ëèêâèäóñ, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ çàâèñèò îòêîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â æèäêîé ôàçå. Ðåøàåò-ñÿ çàäà÷à Ñòåôàíà ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè: æèäêàÿôàçà � ïåðåõîäíàÿ äâóõôàçíàÿ çîíà, äâóõôàçíàÿçîíà � òâåðäàÿ ôàçà. Ñîïðîòèâëåíèå òå÷åíèþðàñïëàâà â äâóõôàçíîé çîíå ó÷èòûâàåòñÿ äîïîë-íèòåëüíîé ñèëîé, îïðåäåëÿåìîé ïî àíàëîãèè ñçàêîíîì Äàðñè äëÿ òå÷åíèÿ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ.Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ðåàëèçîâàíà â ïðî-ãðàììå GIGAN-2D, ðàçðàáîòàííîé â ÃÍÖ ÐÔ-ÔÝÈ, ã. Îáíèíñê. Ìåòîä ðàñ÷åòà âêëþ÷àåò íåÿâ-íóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî âðåìåíè, íåÿâíûé ìå-òîä óñòàíîâëåíèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíóþ àïïðîêñè-ìàöèþ êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ. ×èñëåííûé ðàñ-÷åò ýêñïåðèìåíòà ïî êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâàSn ñ 20%-íîé ïðèìåñüþ Pb ìåòîäîì âåðòèêàëü-íîé íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè ïîêàçàë õîðî-øåå ñîâïàäåíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõðåçóëüòàòîâ.Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóí-äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 09-08-00844-à è 10-03-00338-a).� 64 �



Íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè äâóõêîìïîíåíòíûõ ðàñïëàâîâÑïèñîê ëèòåðàòóðû1. Bellet M., Combeau H., Fautrelle Y. et al. Callfor contributions to a numerical benchmarkproblem for 2D columnar solidi�cation ofbinary alloys // Int. J. of Thermal Sci. 2009.Vol. 48. P. 2013�2016.2. Ãàíèíà Ñ. Ì., Ãèíêèí Â. Ï. Âåðèôèêà-öèÿ ìîäåëè ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñàïðèìåñè íà ïðèìåðå êðèñòàëëèçàöèè äâóõ-êîìïîíåíòíûõ ðàñïëàâîâ Pb-Sn // Âîïðîñûàòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè-÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-ñîâ. 2010. Âûï. 3. Ñ. 65�72.3. Budencova O., Ganina S., GinkinV.,Terrail Y. Du. // Proc. of the FifthInt. Conf. "Multiscale Materials Modeling"(MMM-2010). Freiburg, Germany. October4�8, 2010. Ð. 36�39.

4. Spinelli J. E., Ferreira I. L., Garcia A.In�uence of melt convection on the columnarto equiaxed transition and microstructureof downward unsteady-state directionallysolidi�ed Sn-Pb alloys // J. AlloysCompounds. 2004. P. 384 (217�226).5. Browne D. J., Hunt J. D. // Numer. Heat.Trans. 2004. Vol. B 45. P. 395�419.6. Arvind Kumar, Pradip Dutta. Numericalstudies on columnar-to-equiaxed transition indirectional solidi�cation of binary alloys // J.Mater. Sci. 2009. Vol. 44. P. 3952�3961.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18.10.10.
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ÓÄÊ 519.6 ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎ-ÀÏÏÀÐÀÒÍÛÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÛÍÀ ÁÀÇÅ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÑ ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÓÑÊÎÐÈÒÅËßÌÈ ÄËß ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈßÌÅÒÎÄÎÌ ÌÎÍÒÅ-ÊÀÐËÎ È ÌÅÒÎÄÎÌ ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈÁ. Ë. Âîðîíèí, Ñ. À. Ãðóøèí, À. Ê. Æèòíèê, À. Í. Çàëÿëîâ,Ñ. Â. Êîïêèí, È. À. Êðþ÷êîâ, À. Ã. Ìàëüêèí, Ñ. Ï. Îãíåâ,Â. È. Ðîñëîâ, À. Ñ. Ðûáêèí, Ñ. À. Ñòåïàíåíêî, Ð. Ì. Øàãàëèåâ, Â. Â. Þæàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòåé ñîçäàíèÿ ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûõ êîìïëåêñîâ íà áàçå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, èíòåãðèðóþùèõ ïðîöåññîðûàðõèòåêòóðû õ86 è àðèôìåòè÷åñêèå óñêîðèòåëè, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî è ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ïðè ðåøåíèè ñïåöèàëüíûõêëàññîâ çàäà÷ àòîìíîé ýíåðãåòèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèáðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû, àðèôìåòè÷åñêèå óñêîðèòåëè,ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.ÂâåäåíèåÎäíèì èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ðàçâè-òèÿ ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñàðèôìåòè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè (ÀðÓ), íàçûâà-åìûõ òàêæå ãèáðèäíûìè ñèñòåìàìè [1]. Âñëåä-ñòâèå êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé ÀðÓ ýòè ñè-ñòåìû ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè óíèâåðñàëüíû-ìè ìèêðîïðîöåññîðàìè ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííîóñêîðèòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ íà îïðåäåëåí-íûõ êëàññàõ çàäà÷. Òàêèìè çàäà÷àìè, â ÷àñò-íîñòè, ÿâëÿþòñÿ ðàñ÷åò íåéòðîííî-ôèçè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê ÿäåðíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíî-âîê ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [2] è ìîäåëèðîâàíèåñâîéñòâ ÿäåðíîãî òîïëèâà è êîíñòðóêöèîííûõìàòåðèàëîâ ðåàêòîðîâ, à òàêæå òðàíñïîðòíûõóïàêîâî÷íûõ êîìïëåêòîâ ìåòîäàìè ìîëåêóëÿð-íîé (íàíîóðîâåíü) è êëàñòåðíîé (ìèêðîóðîâåíü)äèíàìèêè [3].Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èñ-ñëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòåé ñîçäàíèÿ ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûõ êîìïëåêñîâ íà áàçå âû÷èñëèòåëü-íûõ ñèñòåì, èíòåãðèðóþùèõ ïðîöåññîðû àðõè-òåêòóðû õ86 è ÀðÓ, ïðåäíàçíà÷åííûõ:� äëÿ ðàñ÷åòà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî êðèòè÷å-ñêèõ ïàðàìåòðîâ àêòèâíûõ çîí ÿäåðíûõ ðå-

àêòîðîâ, ìåñò õðàíåíèÿ ÿäåðíîãî òîïëèâà,òðàíñïîðòíî-óïàêîâî÷íûõ êîìïëåêòîâ äëÿïåðåâîçêè òîïëèâà è äðóãèõ ñðåäñòâ îáðàùå-íèÿ ñ òîïëèâîì íà ÀÝÑ, à òàêæå ïðîåêòèðî-âàíèÿ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ àòîìíîé ýíåð-ãåòèêè;� äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ìå-òîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ïðè ðåøåíèèñïåöèàëüíûõ êëàññîâ çàäà÷ àòîìíîé ýíåð-ãåòèêè è äðóãèõ íàóêîåìêèõ îòðàñëåé ïðî-ìûøëåííîñòè.Èçâåñòíûå îòå÷åñòâåííûå ïðîãðàììû, ïðåä-íàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, � ÏÐÈÇÌÀ (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ) [4] è ÌÑU (ÐÍÖ "Êóð÷àòîâñêèé èí-ñòèòóò") [5] � ðåàëèçîâàíû ëèøü äëÿ óíèâåð-ñàëüíûõ ïðîöåññîðîâ. Äàííûå î ðåàëèçàöèè ïðî-ãðàììû ÌÑNP (Ëîñ-Àëàìîññêàÿ íàöèîíàëüíàÿëàáîðàòîðèÿ, ÑØÀ) [6] äëÿ ãèáðèäíûõ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ñèñòåì îòñóòñòâóþò.Çàðóáåæíûì àíàëîãîì êîìïëåêñà ìîëå-êóëÿðíîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììàLammps (Ñàíäèéñêàÿ íàöèîíàëüíàÿ ëàáîðàòî-ðèÿ, ÑØÀ) [7]. Åå àäàïòàöèÿ äëÿ ÀðÓ ëèøüàíîíñèðîâàíà.� 66 �



Ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûå êîìïëåêñû íà áàçå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. . .Âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû ñ ÀðÓÑòðóêòóðà ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîéñèñòåìû è îöåíêè óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé.Ãèáðèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà, òàêæå èìå-íóåìàÿ äëÿ êðàòêîñòè ãèáðèäíûì âû÷èñëèòå-ëåì, ñîäåðæèò q óíèâåðñàëüíûõ ïðîöåññîðîâ, ðå-àëèçóþùèõ MIMD-âû÷èñëåíèÿ, è r ÀðÓ, êàæ-äûé èç êîòîðûõ âûïîëíÿåò SIMD-âû÷èñëåíèÿ.Ñòðóêòóðà ãèáðèäíîãî âû÷èñëèòåëÿ ïîêàçàíà íàðèñ. 1.Ãèáðèäíûé âû÷èñëèòåëü, ñîäåðæàùèé îäíîÿäðî è îäèí ÀðÓ, íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ãèáðèä-íûì âû÷èñëèòåëåì.Äëèòåëüíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, âû-ïîëíÿåìîãî ãèáðèäíûì âû÷èñëèòåëåì, çàâèñèòîò ñîîòíîøåíèÿ äëèòåëüíîñòåé ïðîöåññîâ, âû-ïîëíÿåìûõ MIMD- è SIMD-êîìïîíåíòàìè.Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îäíèì óíèâåðñàëü-íûì ïðîöåññîðîì òðåáóåòñÿ âðåìåííîé èíòåðâàëäëèòåëüíîñòüþ T1. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðîöåññ ðå-øåíèÿ ýòîé æå çàäà÷è ýëåìåíòàðíûì ãèáðèä-íûì âû÷èñëèòåëåì çàíèìàåò èíòåðâàë äëèòåëü-íîñòüþ
T1,1 = TM + TS , (1)ãäå TM = T1ϕ � äëèòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé, âû-ïîëíÿåìûõ óíèâåðñàëüíûì ïðîöåññîðîì, 0 ≤

≤ ϕ ≤ 1 � äîëÿ ýòèõ âû÷èñëåíèé îò âñåãî âû÷èñ-ëèòåëüíîãî ïðîöåññà (äîëÿ MIMD-ôðàãìåíòà);
TS = (1− ϕ)T1/ρ � äëèòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé,

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà ãèáðèäíîãî âû÷èñëèòåëÿ

âûïîëíÿåìûõ ÀðÓ, ρ > 1 � êîýôôèöèåíò óñêî-ðåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèâåðñàëüíûì ïðîöåññî-ðîì, äîñòèãàåìûé ïðèìåíåíèåì ÀðÓ (íà SIMD-ôðàãìåíòå).Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óñêîðåíèÿ, äîñòèãà-åìûõ ãèáðèäíûìè âû÷èñëèòåëÿìè ïî ñðàâíåíèþñ îäíèì ïðîöåññîðîì â ðåæèìàõ äåëåíèÿ è óìíî-æåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà (çàêîí Àìäàëàè çàêîí Ãóñòàôñîíà), ïðèâåäåíû â [8]; èõ ôîð-ìóëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äàþòñÿ â òàáë. 1.Îòìåòèì èäåíòè÷íîñòü ýòèõ êîýôôèöèåíòîâäëÿ îáîèõ ðåæèìîâ ïðè îäèíàêîâûõ êîëè÷å-ñòâåííîì è êà÷åñòâåííîì ñîñòàâàõ âû÷èñëèòå-ëåé. Öåëåñîîáðàçíîñòü óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâàÿäåð ëèáî óñêîðèòåëåé çàâèñèò îò ïàðàìåòðîââû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Êàê äëÿ ðåæèìà äå-ëåíèÿ, òàê è äëÿ ðåæèìà óìíîæåíèÿ öåëåñîîá-ðàçíî óâåëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî ÿäåð, åñëè ρ ≥

≥ (1− ϕ)/ϕ.Âûáîð òåõ èëè èíûõ çíà÷åíèé q è r îïðåäå-ëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, â÷àñòíîñòè, îñîáåííîñòÿìè ïðîöåññîâ ìîäåëèðî-âàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî è ìåòîäîì ìîëåêó-ëÿðíîé äèíàìèêè. Òàáëèöà 1Êîýôôèöèåíòû óñêîðåíèÿ K â ðåæèìå âûïîë-íåíèÿ óìíîæåíèÿ/äåëåíèÿÑîñòàâ âû÷èñëèòåëÿ Êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ
Kq,1 =
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Á. Ë. Âîðîíèí, Ñ. À. Ãðóøèí, À. Ê. Æèòíèê è äð.Ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îáðàç-öîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÝÎÂÑ) ñÀðÓ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè, ïðåäúÿâ-ëÿåìûìè ïðîãðàììíûìè êîìïëåêñàìè ìîäåëè-ðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî è ìåòîäîì ìîëå-êóëÿðíîé äèíàìèêè, ñîçäàíû ÝÎÂÑ ñ ÀðÓ äâóõòèïîâ.ÝÎÂÑ ïåðâîãî òèïà ñîäåðæèò ÀðÓ TeslaC2050 ôèðìû NVIDIA; ïèêîâàÿ ïðîèçâîäèòåëü-íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöà 1,588Òôëîïñ(64 áèò), ìàêñèìàëüíàÿ ïîòðåáëÿåìàÿ ìîù-íîñòü 1,3 êÂò.ÝÎÂÑ âòîðîãî òèïà ñîäåðæèò ÀðÓ ATIRadeon HD 5970 ôèðìû AMD; ïèêîâàÿ ïðîèçâî-äèòåëüíîñòü îáðàçöà 1,904Òôëîïñ (64 áèò), ìàê-ñèìàëüíàÿ ïîòðåáëÿåìàÿ ìîùíîñòü 1,0 êÂò.Ïðåèìóùåñòâàìè ÀðÓ ôèðìû NVIDIA ÿâëÿ-þòñÿ àðõèòåêòóðíûå îñîáåííîñòè (ìåíüøåå êî-ëè÷åñòâî ïîòîêîâûõ ïðîöåññîðîâ, áîëüøåå êî-ëè÷åñòâî ðåãèñòðîâ è ò. ï.), áîëüøàÿ åìêîñòüîïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ðàçâèòûé èíñòðóìåíòàðèéðàçðàáîòêè ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå-÷åíèÿ. Ïðåèìóùåñòâà ÀðÓ ôèðìû AMD � ñðàâ-íèòåëüíî ìàëûå çíà÷åíèÿ óäåëüíîé ñòîèìîñòèîïåðàöèè è ïîòðåáëÿåìîé ìîùíîñòè.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñî-çäàííûõ ÝÎÂÑ ñ ÀðÓ NVIDIA è AMD è àíàëî-ãè÷íûõ ñèñòåì ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ôèðì. Òàáëèöà 2Ïàðàìåòðû âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ óñêîðèòåëÿìèÝÎÂÑ, ÝÎÂÑ, Arbyte SC, Supermicro, Colfax,Ïàðàìåòð NVIDIA AMD Ðîññèÿ ÑØÀ ÑØÀÒèï óíèâåðñàëüíîãî Intel i7920, AMD Intel Xeon 5500 Intel Xeon 5500 Intel Xeon 5500ïðîöåññîðà 4 ÿäðàÊîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ 1 1 2 2 2Òèï ÀðÓ Tesla C2050 AMD Tesla C2050 Tesla C2050 Tesla C2050Radeon HD5970Êîëè÷åñòâî ÀðÓ 3 2 3 4 8Òåîðåòè÷åñêàÿ ïèêîâàÿïðîèçâîäèòåëüíîñòü,Ãôëîïñ/ñ (64 ðàçðÿäà) 1565 1904 1625 2220 4280Îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòüóíèâåðñàëüíîãîïðîöåññîðà, Ãáàéò 24 8 24 96 144Îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòüÀðÓ, Ãáàéò 9 4 9 12 24Ìàêñ. ïîòðåáëÿåìàÿìîùíîñòü, Âò 1300 1000 1300 1500 2400Ñèñòåìà îõëàæäåíèÿ Æèäêîñòíî-âîçäóøíàÿ Âîçäóøíàÿ Âîçäóøíàÿ Âîçäóøíàÿ

Áàçîâîå ñèñòåìíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå(ÁÑÏÎ) ÝÎÂÑ ñ NVIDIA âêëþ÷àåò íàáîð ñëå-äóþùèõ ñðåäñòâ:� îïåðàöèîííóþ ñèñòåìó (ÎÑ) Windows 2003Server / Scienti�c Linux 5.3 [9] ñ ÿäðîì2.6.27.38;� ñèñòåìó ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÿçûêàõ âû-ñîêîãî óðîâíÿ Fortran, C, C++ INTELv10.1.018 [10];� êîììóíèêàöèîííóþ áèáëèîòåêó ñ ðåàëèçà-öèåé MPI�MPICH 1.2.5 [11];� äðàéâåð è ñðåäñòâà ðàçðàáîò÷èêà äëÿ èñ-ïîëíåíèÿ ïðîãðàìì íà ÀðÓ: äëÿ NVIDIA �CUDA v.2.3 [12], äëÿ AMD � ATI StreamSDK [13].ÁÑÏÎ îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïîäêëþ÷å-íèÿ âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ è íîñèòåëåé äàííûõ(Ethernet, USB). Äëÿ ýòîãî â åãî ñîñòàâ âõîäÿòÎÑ è äðàéâåðû ïîäêëþ÷àåìûõ óñòðîéñòâ.Ðàçðàáîòàííûå îáðàçöû íå óñòóïàþò àíîíñè-ðîâàííûì äðóãèìè ïðîèçâîäèòåëÿìè. Óäåëü-íàÿ öåíà åäèíèöû ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ãèáðèä-íîé ñèñòåìû è ìîùíîñòü, òðåáóåìàÿ äëÿ ýòîéåäèíèöû, ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê ìåíüøå ïî ñðàâ-íåíèþ ñ óíèâåðñàëüíûìè àíàëîãàìè. Ïîêàçàòå-ëè ïèêîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, ïîòðåáëÿåìîéìîùíîñòè è öåíû äëÿ ãèáðèäíûõ âû÷èñëèòåëü-
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Ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûå êîìïëåêñû íà áàçå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. . .íûõ ñèñòåì ëó÷øå ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèâåðñàëü-íûìè àíàëîãàìè. Ïàðàìåòðûïðîãðàììíî-àïïàðàòíîãî êîìïëåêñàìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-ÊàðëîÌåòîä Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñ-íîâíûõ ìåòîäîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíî-ãî êîýôôèöèåíòà ðàçìíîæåíèÿ íåéòðîíîâ àêòèâ-íûõ çîí ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ, îáîñíîâàíèÿ ðàäè-àöèîííîé è ÿäåðíîé áåçîïàñíîñòè òðàíñïîðòíûõóïàêîâî÷íûõ êîìïëåêòîâ äëÿ ïåðåâîçêè è äîë-ãîâðåìåííîãî õðàíåíèÿ îòðàáîòàííîãî ÿäåðíîãîòîïëèâà ÀÝÑ.Â ñîçäàííîì ýêñïåðèìåíòàëüíîì îáðàçöåïðîãðàììíî-àïïàðàòíîãî êîìïëåêñà Ìîíòå-Êàðëî çàäåéñòâîâàíû ÀðÓ Tesla C2050 ôèðìûNVIDIA. Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå îðèåíòè-ðîâàíî íà òðåõìåðíîå ïîòâýëüíîå îïèñàíèåàêòèâíûõ çîí ðåàêòîðîâ.Â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ êîìïëåêñà ñ öåëüþ îáåñ-ïå÷åíèÿ åãî ýôôåêòèâíîñòè:� ïîëó÷åíû åìêîñòè îïåðàòèâíîé ïàìÿòèÀðÓ, òðåáóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî çàäà÷ ñ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíî-ñòüþ;� ïðîâåäåí àíàëèç äëèòåëüíîñòè âûïîëíå-íèÿ ðàçëè÷íûõ ôðàãìåíòîâ âû÷èñëèòåëüíî-ãî ïðîöåññà äëÿ îïðåäåëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî-ñòè çàäåéñòâîâàíèÿ ÀðÓ íà ýòèõ ôðàãìåí-òàõ;� ïîêàçàíî, ÷òî óñêîðåíèå âû÷èñëèòåëüíîãîïðîöåññà âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðàçàäà÷è;� ðàçðàáîòàíû ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû,íàïèñàíû è îòëàæåíû ïðîãðàììû äëÿ ÀðÓ,ðåàëèçóþùèå ýòè àëãîðèòìû.Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïåðå÷èñëåííûõ àñïåê-òîâ ïðèâåäåíî â äîêëàäå [14] è áóäåò îïóáëèêî-âàíî â ñëåäóþùåì âûïóñêå æóðíàëà.Ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû ìîäåëèðîâàíèÿòåïëîâûäåëÿþùåé ñèñòåìû è àêòèâíîé çîíû ðå-àêòîðà ÂÂÝÐ-1000. Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü íàýëåìåíòàðíîé ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòå-ìå, ñîäåðæàùåé îäíî ÿäðî óíèâåðñàëüíîãî ïðî-öåññîðà è îäèí ÀðÓ. Àêòèâíàÿ çîíà ðåàêòîðàðàññ÷èòûâàëàñü ñ ó÷åòîì åå ïðîñòðàíñòâåííîéñèììåòðèè. Îäíà øåñòàÿ ÷àñòü çîíû âêëþ-÷àåò 28 òåïëîâûäåëÿþùèõ ñèñòåì 7 ðàçëè÷íûõòèïîâ ñ 331 òâýëîì â êàæäîé òåïëîâûäåëÿþùåé

ñèñòåìå. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîâïàäàþò ñ ýòà-ëîííûìè.Äëèòåëüíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, âû-ïîëíÿåìîãî ýëåìåíòàðíîé ãèáðèäíîé ñèñòåìîé,äëÿ îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà çàäà÷è ìåíüøåäëèòåëüíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, âû-ïîëíÿåìîãî ÿäðîì óíèâåðñàëüíîãî ïðîöåññîðà,â 3�4,4 ðàçà äëÿ ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîãî êîýô-ôèöèåíòà ðàçìíîæåíèÿ íåéòðîíîâ ÒÂÑ è â 2,7�3,7 ðàçà äëÿ ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåí-òà ðàçìíîæåíèÿ íåéòðîíîâ àêòèâíîé çîíû ðåêòî-ðà ÂÂÝÐ-1000.Äîïîëíèòåëüíûå (ïîêà íåçàäåéñòâîâàííûå)âîçìîæíîñòè óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé îáóñëîâëå-íû ìîäåðíèçàöèåé ñîðòèðîâêè äàííûõ è äåêîì-ïîçèöèåé âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.Íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ îòñóòñòâè-åì îòå÷åñòâåííûõ ïðîãðàìì äëÿ ãèáðèäíûõ âû-÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèõ ìîäåëèðî-âàòü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïàðàìåòðû ÿäåðíûõðåàêòîðîâ è äðóãèõ îáúåêòîâ àòîìíîé ýíåðãå-òèêè, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà ñëîæíàÿ ïîñòà-íîâêà ðàñ÷åòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ê ÷èñëó îñîáåí-íîñòåé ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû ñëåäóåò îòíå-ñòè âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ â âåñüìà ñëîæ-íûõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ, âêëþ÷àþùèõ áîëü-øîå êîëè÷åñòâî íåîäíîðîäíûõ ïî ñîñòàâó ôèçè-÷åñêèõ îáëàñòåé.Ïàðàìåòðû ïðîãðàììíî-àïïàðàòíîãîêîìïëåêñà ìîäåëèðîâàíèÿìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêèÎäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ èçó÷åíèÿïðîöåññîâ óïðóãîïëàñòèêè è ïîâåäåíèÿ ìàòåðèà-ëîâ, íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ ðàäèàöèîííîãî âîç-äåéñòâèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì ìî-ëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòî-äà òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïàðíûõ è ìíî-ãî÷àñòè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ.Ýêñïåðèìåíòàëüíûé îáðàçåö ïðîãðàììíî-àïïàðàòíîãî êîìïëåêñà ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêèñîçäàí íà áàçå âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ñÀðÓ Tesla C2050 ôèðìû NVIDIA. Â ïðîöåññåðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ:� ïðîâåäåí àíàëèç äëèòåëüíîñòè âûïîëíå-íèÿ ðàçëè÷íûõ ôðàãìåíòîâ âû÷èñëèòåëüíî-ãî ïðîöåññà;� îïòèìèçèðîâàíû äèñöèïëèíà îáðàùåíèÿ êïàìÿòè ÀðÓ è ìàññèâû äàííûõ;� ïîêàçàíî, ÷òî óñêîðåíèå âû÷èñëèòåëüíîãîïðîöåññà âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðàçàäà÷è;� 69 �



Á. Ë. Âîðîíèí, Ñ. À. Ãðóøèí, À. Ê. Æèòíèê è äð.� ðàçðàáîòàíû ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû,íàïèñàíû è îòëàæåíû ïðîãðàììû äëÿ ÀðÓ,ðåàëèçóþùèå ýòè àëãîðèòìû.Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè ïðîãðàììíîãî îáåñ-ïå÷åíèÿ áûëè èçëîæåíû â äîêëàäå [15] è áóäóòîïóáëèêîâàíû â ñëåäóþùåì âûïóñêå æóðíàëà.Ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïðîöåññîâ ðàçâè-òèÿ ðàäèàöèîííûõ êàñêàäîâ ñ ïàðíûìè è ìíîãî-÷àñòè÷íûìè ïîòåíöèàëàìè, ïðåäíàçíà÷åííûìèäëÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ òåïëîâûäåëÿþùèõ ýëåìåí-òîâ. Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü íà ýëåìåíòàðíîé ãè-áðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå. Ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ñîâïàäàþò ñ ýòàëîííûìè.Äëèòåëüíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, âû-ïîëíÿåìîãî ýëåìåíòàðíîé ãèáðèäíîé ñèñòåìîé,â 9�15 ðàç ìåíüøå (â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðàçàäà÷è) ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèòåëüíîñòüþ ïðîöåñ-ñà, âûïîëíÿåìîãî ÿäðîì óíèâåðñàëüíîãî ïðîöåñ-ñîðà.Íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òîäëÿ ãèáðèäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ðàç-ðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâà-íèÿ ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ïðîöåññîâ,îïðåäåëÿþùèõ ñâîéñòâà êîíñòðóêöèîííûõ ìàòå-ðèàëîâ, ïîäâåðãàþùèõñÿ èíòåíñèâíûì ðàäèàöè-îííûì âîçäåéñòâèÿì.Çàêëþ÷åíèåÎáëàñòü ðåêîìåíäóåìîãî âíåäðåíèÿ îïèñàí-íûõ â äàííîé ñòàòüå ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûõêîìïëåêñîâ � ÍÈÈ è ÊÁ, çàíèìàþùèåñÿ ïðî-åêòèðîâàíèåì îáúåêòîâ àòîìíîé ýíåðãåòèêè, â÷àñòíîñòè, ðàñ÷åòíûì îáîñíîâàíèåì ðåæèìîâðàáîòû ðåàêòîðîâ (âêëþ÷àÿ àâàðèéíûå ðåæèìû)è ðåøåíèåì ïðîáëåì ñîçäàíèÿ êîìïîçèòíûõ ìà-òåðèàëîâ. Ïåðñïåêòèâû âíåäðåíèÿ ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûõ êîìïëåêñîâ îïðåäåëÿþòñÿ âûñîêîéïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ, íèçêèìè ýíåðãîïîòðåáëå-íèåì è öåíîé, âîçìîæíîñòüþ ýêñïëóàòàöèè â ðà-áî÷åì ïîìåùåíèè áåç ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõñèñòåì ýëåêòðîïèòàíèÿ è ìèêðîêëèìàòà. Ðàçðà-áàòûâàåìûå ñðåäñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ íîâèçíîéè óíèêàëüíîñòüþ.Îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ñîçäàâàåìûõ ïðîãðàì-ìíî-àïïàðàòíûõ êîìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåçàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâàòîìíîé ýíåðãåòèêè, â ÷àñòíîñòè, ðàñ÷åò êðè-òè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ àêòèâíûõ çîí ðåàêòîðîâ ñèñïîëüçîâàíèåì òðåõìåðíîãî ïîòâýëüíîãî îïèñà-íèÿ èõ ãåîìåòðèè, à òàêæå îïèñàíèå ñâîéñòâ ìà-

òåðèàëîâ, íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ ìîùíîãî ðà-äèàöèîííîãî âîçäåéñòâèÿ.Ýêîíîìè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðåçóëüòàòîâïîäòâåðæäàåòñÿ íå òîëüêî òåõíè÷åñêèìè ïàðà-ìåòðàìè (ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ìîùíîñòü), êîí-êóðåíòîñïîñîáíîé öåíîé ñîçäàâàåìûõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ñèñòåì, íå òðåáóþùèõ ñïåöèàëüíî îáó-ñòðîåííûõ ñèñòåì æèçíåîáåñïå÷åíèÿ, íî è ñî-çäàíèåì êîìïëåêñíûõ ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûõñðåäñòâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõïðîöåññîâ. Èõ ïðèìåíåíèå ïîçâîëèò îáåñïå÷èòüñíèæåíèå ñðîêîâ ðàçðàáîòêè è ïðîåêòèðîâàíèÿÿäåðíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíîâîê.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Sim L. C., Schroder H., Leedham G. MIMD-SIMD hybrid system � towards a new low costparallel system // Parallel Computing. 2003.Vol. 29. P. 21�36.2. Zhitnik A. K., Tarasov V. A., Ognev S. P.et al. Code TDMCC for Monte-Carlocomputations of spatial reactor coreskinetics // Monte-Carlo 2005 Topical Meeting.Chattanooga, Tennesse. April 17�21, 2005.3. ÂîðîíèíÁ.Ë., Åðîôååâ À.Ì., Êîïêèí Ñ.Â.è äð. Ïðèìåíåíèå ãðàôè÷åñêèõ àðèôìå-òè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ïî ïðîãðàììíîìóêîìïëåêñó ÌÄ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêèè òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2009. Âûï. 2.Ñ. 55�61.4. Êàíäèåâ ß. Ç., Ñåðîâà Å. Â. Ìå÷åíûå ÷à-ñòèöû â ðàñ÷åòàõ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìå-òîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïî ïðîãðàììå ÏÐÈÇ-ÌÀ // Àòîìíàÿ ýíåðãèÿ. 2005. Ò. 98.Âûï. 3. Ñ. 386�393.5. Gomin E., Kalugin M., Oleynik D. VVER-1000 MOX Core Computational Benchmark.Speci�cation and Results. France, OECDNuclear Energy Agency, 2006.6. MCNP � A General Monte-Carlo N-ParticleTransport Code. Version 4a / Ed. byJ. F. Briesmeister. Los Alamos NationalLaboratory Report LA-12625-M. 1993.7. Large-scale Atomic/Molecular MassivelyParallel Simulator. http://lammps.sandia.gov.8. Ñòåïàíåíêî Ñ. À. Îöåíêè óñêîðåíèÿ âû÷èñ-ëåíèé ãèáðèäíûìè ñèñòåìàìè // Ïëåíàðíûå� 70 �



Ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûå êîìïëåêñû íà áàçå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. . .äîêëàäû Ïÿòîé ìåæä. êîíô. "Ïàðàëëåëü-íûå âû÷èñëåíèÿ è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ"(PACO 2010). Ìîñêâà, 26�28 îêòÿáðÿ2010 ã. Ì.: Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëå-íèÿ èì. Â. À. Òðàïåçíèêîâà ÐÀÍ, 2010.C. 61�71.9. Îôèöèàëüíûé ñàéò ðàçðàáîò÷èêîâ Scienti�cLinux. http://www.scienti�clinux.org/.10. Êîìïèëÿòîðû Intel. http://software.intel.com/ru-ru/intel-compilers/.11. Êîììóíèêàöèîííàÿ áèáëèîòåêà MPICH.http://unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich1/.12. CUDA Zone. http://nvidia.com/object/cuda_home.html.13. ATI Stream SDK. http://developer.amd.com/Downloads/.

14. Ðûáêèí À.Ñ., Çàëÿëîâ À.Í., Ìàëüêèí À.Ã.è äð. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ íà áà-çå ãèáðèäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì äëÿðàñ÷åòà êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî // XII Ìåæä. ñåìèíàð "Ñó-ïåðâû÷èñëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå". Ñàðîâ, 11�15 îêòÿáðÿ 2010 ã.15. Êðþ÷êîâ È. À., Êîïêèí Ñ. Â. Àäàïòàöèÿ àë-ãîðèòìà ðàñ÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ìíîãî-÷àñòè÷íîãî ïîòåíöèàëà ÌÅÀÌ íà ãèáðèä-íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ // XI Ìåæä.ñåìèíàð "Ñóïåðâû÷èñëåíèÿ è ìàòåìàòè÷å-ñêîå ìîäåëèðîâàíèå". Ñàðîâ, 5�9 îêòÿáðÿ2009 ã.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12.01.11.
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ÓÄÊ 519.6ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÅ ÑÐÅÄÑÒÂÀ STK ÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈßÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈÉÄ. À. Íîâàåâ, Þ. Ã. Áàðòåíåâ, Ä. È. Ëèïîâ, Ñ. È. Êîëïàêîâ,À. Á. Êèñåëåâ, Ò. Í. Ñåðîâà, Ë. Â. Õóäÿêîâà(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Îïèñàíû ñîñòàâ è âîçìîæíîñòè ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ äëÿ ñáîðà è ïðåäñòàâëåíèÿ äàí-íûõ ïî ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ ìíîãîïðîöåññîðíûõÝÂÌ çàäà÷àìè, âûïîëíÿþùèìèñÿ â ðåæèìå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîïðîöåññîðíàÿ ÝÂÌ, ýôôåêòèâíîñòü âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëü-íûõ çàäà÷, èíòåðôåéñ ìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâ (MPI), ââîä-âûâîä, ñðåäñòâà ïðîôè-ëèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðèëîæåíèé.ÂâåäåíèåÝôôåêòèâíîå óïðàâëåíèå è èñïîëüçîâàíèåáîëüøèõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ òðåáóåò ñïå-öèàëèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ,êîòîðîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñðåäñòâà ìîíèòîðèíãà èàíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäà÷ â ðå-æèìå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷)êàê íåïîñðåäñòâåííî âî âðåìÿ ñ÷åòà (online), òàêè ïîñëå åãî çàâåðøåíèÿ (o�ine). Äëÿ ðåàëèçà-öèè äàííûõ ñðåäñòâ íåîáõîäèìî èçìåðåíèå áîëü-øîãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòíûõ ðå-ñóðñîâ ïàðàëëåëüíûìè çàäà÷àìè, òàêèõ êàê ïðî-öåññîð, ïàìÿòü è êîììóíèêàöèîííàÿ ñðåäà.Ñîâðåìåííûå ñðåäñòâà àíàëèçà è îòëàäêè âû-ïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ (ïðîãðàìì) âêëþ-÷àþò îòëàä÷èêè è ñðåäñòâà ïðîôèëèðîâàíèÿ(Vampir [1], MPE [2], Intel Trace and AnalyzerCollector [3] è äð.). Öåëü ïðîôèëèðîâàíèÿ �îáåñïå÷èòü ìåõàíèçì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðàç-ðàáîò÷èêè ïàðàëëåëüíûõ ïðèëîæåíèé ìîãëè áûàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ïðîãðàìì ñ öåëüþóëó÷øåíèÿ èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïîñðåäñòâîìñáîðà èíôîðìàöèè î ïðîãðàììå (òðàññèðîâêè)âî âðåìÿ åå âûïîëíåíèÿ. Îáû÷íî äëÿ öåëåéòðàññèðîâêè â èññëåäóåìóþ ïðîãðàììó âñòðàè-âàþòñÿ ïðîôèëèðîâî÷íûå âûçîâû, êîòîðûå ôèê-ñèðóþò íàñòóïëåíèå îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé èëèïðîäîëæèòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ è çàïèñûâàþòñîáèðàåìóþ èíôîðìàöèþ â æóðíàë òðàññèðîâ-

êè. Çàòåì ïîëó÷åííàÿ òðàññà ïðîñìàòðèâàåòñÿè àíàëèçèðóåòñÿ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ê íåäîñòàòêàì âñåõ ñó-ùåñòâóþùèõ íà ñåãîäíÿ â ìèðå ñðåäñòâ àíàëè-çà ìîæíî îòíåñòè, âî-ïåðâûõ, îòñóòñòâèå óíèôè-öèðîâàííûõ ôîðìàòîâ òðàññ � òðàññèðîâùèêèîáû÷íî îðèåíòèðîâàíû íà êîíêðåòíóþ áèáëèî-òåêó ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé. Âî-âòîðûõ, âîçìîæ-íîñòè íàñòðîéêè ôèëüòðîâ ñîáûòèé, ñ ïîìîùüþêîòîðîé çàäàåòñÿ, êàêèå ñîáûòèÿ è êàêóþ èí-ôîðìàöèþ ñëåäóåò èëè íå ñëåäóåò âêëþ÷àòü âòðàññó (æóðíàë õàðàêòåðèñòèê ïðîãðàììû ïðèåå âûïîëíåíèè), äîñòàòî÷íî ñëàáû. Êðîìå òîãî,ñðåäñòâà òðàññèðîâêè äîñòàòî÷íî ñèëüíî âëèÿ-þò íà ïîâåäåíèå ïðîãðàììû, à òàêæå ïðèâîäÿòê íåæåëàòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ íàêëàäíûõ ðàñ-õîäîâ ïðè âîçðàñòàþùåé ïîòðåáíîñòè â âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ðåñóðñàõ.Óêàçàííûå íåäîñòàòêè íå äàþò âîçìîæíîñòèèñïîëüçîâàòü ñóùåñòâóþùèå ñðåäñòâà ïðîôèëè-ðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ äîëãîâðåìåííîãî ñ÷åòà çà-äà÷ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì MPI-âûçîâîâ íàáîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðîöåññîðîâ (1 000 è áîëåå),à òàêæå â êà÷åñòâå øòàòíûõ (ïîñòîÿííî ðàáî-òàþùèõ) ñèñòåì ñáîðà äàííûõ ïî ýôôåêòèâíî-ñòè ñ÷åòà ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ è ýôôåêòèâíîñòèèñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ. Ïîýòî-ìó â ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ ðàçðàáîòàíû ñîáñòâåííûåïðîãðàììíûå ñðåäñòâà STK [4].STK (Statistics Tool Kit) � ýòî ïðîãðàììíûåñðåäñòâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âû-� 72 �



Ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà STK äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè . . .ïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå èñïîëü-çóþò MPI (èíòåðôåéñ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé) [5, 6]è OpenMP (èíòåðôåéñ ìíîãîïîòî÷íîãî ðàñïà-ðàëëåëèâàíèÿ íà âû÷èñëèòåëüíûõ SMP-óçëàõñ îáùåé ïàìÿòüþ) [7] íà ìíîãîïðîöåññîðíûõÝÂÌ ïîä óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííîé ñèñòåìûLinux [8, 9]. Ïðåæäå âñåãî ñèñòåìà STK ðàçðàáà-òûâàëàñü äëÿ ìîíèòîðèíãà è àíàëèçà ýôôåêòèâ-íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ ïðîãðàììíûìè êîì-ïëåêñàìè ñ öåëüþ êîíòðîëÿ íàä âûïîëíÿåìûìèïîëüçîâàòåëüñêèìè çàäà÷àìè è îáåñïå÷åíèÿ áî-ëåå ýôôåêòèâíîãî èõ ñ÷åòà. Â òî æå âðåìÿ STKâûïîëíÿåò ðîëü ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïðîôèëè-ðîâùèêà ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷, ïðåäîñòàâëÿþùå-ãî ðàçðàáîò÷èêàì ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì ñðåä-ñòâà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ è ïðè÷èí íåýô-ôåêòèâíîé ðàáîòû êàê âñåé ïðîãðàììû â öåëîì,òàê è îòäåëüíûõ åå ôðàãìåíòîâ. Âñå ýòî ïîìîãà-åò îïòèìèçèðîâàòü êàê ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû,òàê è èñïîëüçîâàíèå äîðîãîñòîÿùåãî îáîðóäîâà-íèÿ, ïðèìåíÿåìîãî ïðè òàêèõ ðàñ÷åòàõ.Â STK ýôôåêòèâíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäà÷è îñ-íîâàíà íà ïîäñ÷åòå îòíîøåíèÿ âðåìåíè ïîëåç-íûõ âû÷èñëåíèé êî âñåìó âðåìåíè âûïîëíåíèÿ,à èìåííî:1) äëÿ êàæäîãî MPI-ïðîöåññà ïàðàëëåëüíîéçàäà÷è èçìåðÿþòñÿ Tîáìåíà � âðåìÿ, çà-òðà÷åííîå íà âûïîëíåíèå âûçîâîâ ôóíê-öèé MPI è ââîäà-âûâîäà (IO), à òàêæåTîáùåå � îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ; çàòåìâû÷èñëÿþòñÿTa = Tîáùåå � Tîáìåíà;Ei = TaTa + Tîáìåíà � 100%;ãäå Ta ñ÷èòàåòñÿ âðåìåíåì àðèôìåòè÷åñêîéðàáîòû, à Ei � ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòèâûïîëíåíèÿ i-ãî MPI-ïðîöåññà çàäà÷è;2) äëÿ âñåé çàäà÷è âû÷èñëÿåòñÿE = NPi=1TaNPi=1 (Ta + Tîáìåíà) � 100%;ãäå N � êîëè÷åñòâî ïðîöåññîâ; E ñ÷èòàåò-ñÿ ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿïàðàëëåëüíîé çàäà÷è (ñðåäíåé ýôôåêòèâíî-ñòüþ âûïîëíåíèÿ MPI-ïðîöåññîâ çàäà÷è).Êðîìå òîãî, ñðåäè âñåõ Ei íàõîäÿòñÿ Emin èEmax, êîòîðûå âìåñòå ñ E äàþò ïðåäñòàâëåíèå

î äèñáàëàíñå âû÷èñëåíèé ïàðàëëåëüíîé çàäà÷è.Áëèçîñòü E ê Emax ñâèäåòåëüñòâóåò î ñëàáîìâû÷èñëèòåëüíîì äèñáàëàíñå (íåáîëüøîå ÷èñëîMPI-ïðîöåññîâ âûïîëíÿþò âû÷èñëèòåëüíóþ ðà-áîòó ìåíüøå, ÷åì îñòàëüíûå); áëèçîñòü E ê Eminïðè E � Emax ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèëüíîì âû÷èñ-ëèòåëüíîì äèñáàëàíñå (íåáîëüøîå ÷èñëî MPI-ïðîöåññîâ âûïîëíÿåò ñóùåñòâåííî áîëüøóþ âû-÷èñëèòåëüíóþ ðàáîòó, ÷åì îñòàëüíûå).Îòìåòèì, ÷òî ýòè ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòèSTK âû÷èñëÿåò â êàæäûé ìîìåíò ñ÷åòà ïàðàë-ëåëüíîé çàäà÷è.Ïðîãðàììíûå êîìïîíåíòû STKÂ ñîñòàâ STK âõîäÿò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû(ðèñ. 1):� ÿäðî STK äëÿ ñáîðà äàííûõ îá èñïîëüçî-âàíèè ïðîöåññàìè ïàðàëëåëüíîé çàäà÷è âû-÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ;� òðàíñïîðòíàÿ ïîäñèñòåìà STK äëÿ äîñòàâêèè îáúåäèíåíèÿ ñîáèðàåìîé èíôîðìàöèè;� ïîëüçîâàòåëüñêèå ñðåäñòâà (API) äëÿ ðàçðà-áîòêè ñîáñòâåííûõ ïðèëîæåíèé îáðàáîòêèäàííûõ ïî ýôôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿ ïà-ðàëëåëüíûõ çàäà÷;� áàçà äàííûõ (ÁÄ) STK äëÿ õðàíåíèÿ èíôîð-ìàöèè;� ñèñòåìà ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà äàííûõ,ðåàëèçîâàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì OLAP-òåõíîëîãèè;� ñèñòåìà ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàí-íûõ.ßäðî STK. Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñáîðà äàí-íûõ îá èñïîëüçîâàíèè ìíîãîïîòî÷íûìè MPI-ïðîöåññàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ïðè ðå-àëèçàöèè ÿäðà STK áûëî âûáðàíî íàïðàâëåíèå,ïðè êîòîðîì îíî èíòåãðèðóåòñÿ â ïîëüçîâàòåëü-ñêóþ çàäà÷ó.ßäðî STK ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâóõ áèá-ëèîòåê: ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé. Â ñòà-òè÷åñêîé áèáëèîòåêå ñîáðàíû ôóíêöèè-îáåðòêèMPI-âûçîâîâ è îïåðàöèé ââîäà-âûâîäà, â äèíà-ìè÷åñêîé � èõ îáðàáîò÷èêè. Ïðèìåíåíèå äèíà-ìè÷åñêîé áèáëèîòåêè ÿäðà STK ïîçâîëÿåò ìî-äèôèöèðîâàòü è âíåäðèòü ÿäðî STK â ïîëüçîâà-òåëüñêóþ ïðîãðàììó áåç ee ïåðåòðàíñëÿöèè. Ýòîòåõíîëîãè÷åñêè î÷åíü ïîëåçíî, òàê êàê íîâûåâîçìîæíîñòè â STK àâòîìàòè÷åñêè ñòàíîâÿòñÿäîñòóïíûìè äëÿ âñåõ ïðîãðàìì, ñîáðàííûõ ñ äè-íàìè÷åñêîé áèáëèîòåêîé ÿäðà STK.� 73 �



Ä. À. Íîâàåâ, Þ. Ã. Áàðòåíåâ, Ä. È. Ëèïîâ è äð.

Ðèñ. 1. Àðõèòåêòóðà STKÒðàíñïîðòíàÿ ïîäñèñòåìà STK. Ýòî ðàñ-ïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ïî-ëó÷åíèÿ îò ÿäðà STK äàííûõ ïî âûïîëíåíèþïðîöåññîâ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì, èõ òðàíñ-ïîðòèðîâêè è õðàíåíèÿ.Òðàíñïîðòíàÿ ïîäñèñòåìà ðàçðàáàòûâàëàñü ñòîé öåëüþ, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü íå çàâèñèìûé îòñèñòåìíîé êîíôèãóðàöèè èñïîëüçóåìîé ìíîãî-ïðîöåññîðíîé ÝÂÌ ìåõàíèçì ïîëó÷åíèÿ è ïåðå-ñûëêè äàííûõ â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè âûïîëíå-íèÿ ïðîöåññîâ ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû, îáåñïå-÷èâ ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûå íàêëàäíûå ðàñõîäû.Ñðåäñòâà ðàçðàáîòêè ïîëüçîâàòåëÿ(API). Íàïèñàíû íà ÿçûêå C è ðåàëèçîâàíûâ âèäå Ôîðòðàí- è Ñ-èíòåðôåéñîâ, êîòîðûåïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü API-ôóíêöèè â ïðî-ãðàììàõ, íàïèñàííûõ íà ÿçûêàõ Ñ/C++ èÔîðòðàí. API ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì îñíîâíûõôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé STK äëÿ ðàçðà-áîò÷èêîâ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì. ÈñïîëüçóÿAPI-ôóíêöèè, ðàçðàáîò÷èêè ïàðàëëåëüíûõ ïðî-ãðàìì ìîãóò ïîëó÷èòü â íèõ äîñòóï ê ëþáûìäàííûì, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ñðåäñòâàìèSTK, à òàêæå ñîõðàíèòü ýòè äàííûå â ôàéëàõäëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà.

ÁÄ STK. Â STK ðåàëèçîâàí ìåõàíèçì õðà-íåíèÿ îïåðàòèâíîé èíôîðìàöèè î ðàáîòå ïàðàë-ëåëüíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ â ÁÄ STK,÷òî ïîçâîëÿåò âñåì àâòîðèçîâàííûì ïîëüçîâàòå-ëÿì ïîëó÷èòü äîñòóï ê åäèíîìó áàíêó äàííûõ,ïðîâîäèòü ðàçëè÷íûå âûáîðêè äàííûõ ïî âñåìïîëÿì ÁÄ, ïåðåëîæèòü ÷àñòü âû÷èñëåíèé íà ñåð-âåð ÁÄ. Òàêæå â ÁÄ STK ïîääåðæèâàåòñÿ ìå-õàíèçì çàïèñè èíôîðìàöèè â ðåæèìå ðåàëüíîãîâðåìåíè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåîáõîäèìóþèíôîðìàöèþ â õîäå âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõçàäà÷.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â STK ðåàëèçîâàíà âîç-ìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ äàííûõ â ñîáñòâåííîéôàéëîâîé ÁÄ, à òàêæå â øèðîêî èñïîëüçóå-ìûõ ÑÓÁÄ, òàêèõ êàê MySQL [10], Oracle [11],PostgreSQL [12]. Êðîìå òîãî, äëÿ õðàíåíèÿ äàí-íûõ áûëè îïðîáîâàíû, à â äàëüíåéøåì ïðèìå-íåíû êëàñòåðíûå ÑÓÁÄ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îï-òèìèçèðîâàòü âðåìÿ îòêëèêà íà ýòàïå àíàëèçà èâèçóàëèçàöèè òðåáóåìîé èíôîðìàöèè.Ñèñòåìà ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà äàí-íûõ. Ðàçðàáîòêà ÁÄ STK ïîçâîëèëà ïðèìå-íèòü OLAP-òåõíîëîãèè [13] äëÿ âèçóàëèçàöèèäàííûõ.� 74 �



Ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà STK äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè . . .OLAP (On-Line Analytical Processing) � ýòîòåõíîëîãèÿ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ìíîãîìåðíûõäàííûõ. OLAP ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíè-åì äëÿ áîëüøîãî êëàññà ïðèëîæåíèé, ãäå ïîëü-çîâàòåëè èìåþò äåëî ñ äàííûìè, çàâèñÿùèìè îòìíîãèõ ïàðàìåòðîâ.Òåõíîëîãèÿ OLAP âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèåêîìïîíåíòû:� OLAP-ñåðâåð, êîòîðûé ïîëó÷àåò è îáðàáà-òûâàåò äàííûå èç ÁÄ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåò-ñòâóþùåãî ïðîâàéäåðà;� OLAP-êëèåíò (MS Excel) äëÿ âèçóàëèçàöèèäàííûõ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äâóõ-è òðåõìåðíûå ñå÷åíèÿ ãèïåðêóáà äàííûõ,ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ OLAP-ñåðâåðà.Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïîñòðîèòü ïî ñâîåìóóñìîòðåíèþ èòîãîâóþ äèàãðàììó ëþáîãî âèäà, àòàêæå âêëþ÷èòü åå â èíòåðàêòèâíîì âèäå â äî-êóìåíò MS Word.Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè OLAP ïî-êàçàí íà ðèñ. 2, êîòîðûé ñîäåðæèò îáúåìíóþãèñòîãðàììó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ýôôåêòèâíîñòüñ÷åòà ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ çàîïðåäåëåííûé ãîä. Íà ãðàôèêå ìîæíî âè-äåòü ñóììàðíûå îöåíêè âðåìåí íà èñïîëüçîâàíèåMPI, ââîä-âûâîä, ïîëåçíûé ñ÷åò äëÿ ðàçëè÷íûõ

ìåòîäèê, ïîêàçûâàþùèå, íàñêîëüêî äàííûå ìå-òîäèêè ýôôåêòèâíû. Òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòüëþáóþ äèàãðàììó êàê ïî âñåì çàäà÷àì, ðàññ÷è-òûâàåìûì ïî îïðåäåëåííîé ìåòîäèêå, òàê è ïîçàäà÷àì êîíêðåòíîãî èñïîëíèòåëÿ.Ñèñòåìà ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿäàííûõ (ðèñ. 3). Ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå Javaè ïîýòîìó ìîæåò áûòü ëåãêî èíòåãðèðîâàíà êàêïðèëîæåíèå â áðàóçåð, äîñòóïíûé â îïåðàöèîí-íîé ñèñòåìå ïîëüçîâàòåëÿ.Ñèñòåìà èìååò óäîáíûé ïîëüçîâàòåëüñêèé èí-òåðôåéñ, ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ îáðàáîò-êè áîëüøîãî îáúåìà èíôîðìàöèè, à òàêæå ìî-æåò ôóíêöèîíèðîâàòü â ðàçëè÷íûõ îïåðàöèîí-íûõ ñèñòåìàõ è íà ðàçëè÷íûõ ïëàòôîðìàõ.Äàííûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû äëÿ êîí-êðåòíîé çàäà÷è, âûáðàííîé ïîëüçîâàòåëåì, â âè-äå òàáëèö è ãðàôèêîâ (ðèñ. 4, 5) êàê ïîñëå çàâåð-øåíèÿ çàäà÷è, òàê è âî âðåìÿ åå âûïîëíåíèÿ.Â ñèñòåìå èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿòàáëèö â Excel-ôîðìàòå, à ãðàôèêîâ � â ãðàôè-÷åñêîì ôîðìàòå PNG. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷-íûõ âèäîâ ñòàòèñòèêè ïîëüçîâàòåëü ìîæåò çà-äàòü äîïîëíèòåëüíûå íàñòðîéêè äëÿ ôèëüòðà-öèè äàííûõ, ïðîñìîòðà ñòàòèñòèêè ïî çàäà÷àìçà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Òàêæåìîæíî ñîõðàíèòü ñîáñòâåííûå íàñòðîéêè.

Ðèñ. 2. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ OLAP-òåõíîëîãèè � 75 �



Ä. À. Íîâàåâ, Þ. Ã. Áàðòåíåâ, Ä. È. Ëèïîâ è äð.

Ðèñ. 3. Ãëàâíàÿ ôîðìà ñèñòåìû ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ

Ðèñ. 4. Ãðàôèê äîëåâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí íà âûïîëíåíèå ïîëåçíûõ âû÷èñëåíèé, ãðóïï MPI-ôóíêöèéè îïåðàöèé ââîäà-âûâîäà îòíîñèòåëüíî êàëåíäàðíîãî âðåìåíè ñ÷åòà çàäà÷èÂàæíûì ñâîéñòâîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ â èíòåãðàëüíîé, ñòðóêòóðè-ðîâàííîé ôîðìå (ðèñ. 6) êîììóíèêàöèîííîé íà-ãðóçêè (÷àñòîòà äâóõòî÷å÷íûõ è ãëîáàëüíûõ îá- ìåíîâ è îáúåì ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè) ïðèâûïîëíåíèè ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷. Ýòî ïîçâîëÿ-åò ïîëó÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî ñ÷åòóðåàëüíûõ çàäà÷, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîçäàíèÿ óñî-� 76 �



Ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà STK äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè . . .

Ðèñ. 5. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ êîëëåêòèâíûõ îïåðàöèé îáìåíîâ MPI îòíîñè-òåëüíî îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ äëÿ MPI-ïðîöåññîâ

Ðèñ. 6. Ñòðóêòóðà êîììóíèêàöèîííîé íàãðóçêè, âûäàâàåìîé ïàðàëëåëüíîé çàäà÷åéâåðøåíñòâîâàííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì èìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ ñëåäóþùåãî ïîêîëå-íèÿ. Âîçìîæíîñòè STKÑîáèðàåìûå õàðàêòåðèñòèêè âûïîëíå-íèÿ ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷. Â STK ïî óìîë-÷àíèþ ñîáèðàþòñÿ äàííûå ïî 17 ãðóïïàì ôóíê-öèé, èñïîëüçóåìûõ â ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì-
íûõ êîìïëåêñàõ: èíèöèàëèçàöèÿ è çàâåðøåíèåñðåäû âûïîëíåíèÿ MPI, áëîêèðóþùèå ïåðåäà÷àèëè ïðèåì, íåáëîêèðóþùèå ïåðåäà÷à èëè ïðè-åì, îïåðàöèè ïåðåäà÷è-ïðèåìà, ñèíõðîíèçàöèÿïðîöåññîâ ïðè âûïîëíåíèè íåáëîêèðóþùèõ îá-ìåíîâ, áàðüåðíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, êîëëåêòèâíûåîïåðàöèè, ñîçäàíèå âîçîáíîâëÿåìûõ êîììóíèêà-öèîííûõ çàïðîñîâ, âîçîáíîâëÿåìûå çàïðîñû íàïåðåäà÷ó èëè ïðèåì, ÷òåíèå äàííûõ èç ôàéëà,çàïèñü äàííûõ â ôàéë, ïåðåäà÷à äàííûõ íà ñòàí-� 77 �



Ä. À. Íîâàåâ, Þ. Ã. Áàðòåíåâ, Ä. È. Ëèïîâ è äð.äàðòíûé âûâîä, ðàáîòà ñ ìåòàäàííûìè ôàéëîâ,îòêðûòèå èëè çàêðûòèå ôàéëîâ. Ñóùåñòâóåòâîçìîæíîñòü äåòàëèçèðîâàòü ýòè ãðóïïû, ÷òîïîçâîëÿåò ïðåäîñòàâëÿòü äåòàëüíóþ èíôîðìà-öèþ ïî âûïîëíåíèþ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé èçãðóïï.Èñõîäÿ èç 129 ïàðàìåòðîâ, ñîáèðàåìûõ ïîêàæäîìó ïðîöåññó ïàðàëëåëüíîé çàäà÷è, âûðà-áàòûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè âû-ïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷:1) âðåìÿ àðèôìåòè÷åñêîé ðàáîòû MPI-ïðîöåññîâ çàäà÷è, ò. å. âðåìÿ ïîëåçíûõâû÷èñëåíèé áåç âêëþ÷åíèÿ âðåìåíè îáìå-íîâ;2) âðåìÿ îæèäàíèÿ îêîí÷àíèÿ îáìåíîâ ìåæäóïðîöåññàìè çàäà÷è;3) îáúåìû äàííûõ, ïåðåäàâàåìûõ ìåæäó ïðî-öåññàìè çàäà÷è;4) îáúåìû äàííûõ, çàïèñàííûõ âî âðåìÿ ôàé-ëîâûõ îïåðàöèé;5) îáúåì èíôîðìàöèè íà ñòàíäàðòíîì ïîòîêåâûâîäà çàäà÷è;6) âðåìÿ ïðîñòîåâ çàäà÷è èç-çà îáìåíîâ ñ ôàé-ëàìè;7) òåìïû âûçîâîâ îïåðàöèé MPI èëè ââîäà-âûâîäà;8) ïðîöåíò âðåìåííûõ çàòðàò íà âûïîëíåíèåïîëåçíûõ âû÷èñëåíèé îòíîñèòåëüíî îáùåãîâðåìåíè âûïîëíåíèÿ, ò. å. ïîêàçàòåëü ýô-ôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíîé çà-äà÷è.Â îòëè÷èå îò ñðåäñòâ ïðîôèëèðîâàíèÿ ïàðàë-ëåëüíûõ ïðèëîæåíèé STK íàêàïëèâàåò íå èñòî-ðèþ âûçîâîâ MPI-ôóíêöèé, à èíòåíñèâíîñòü âû-çîâîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ MPI-ôóíêöèé è èõ îñ-íîâíûå ïàðàìåòðû. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòüíåáîëüøîé îáúåì ïàìÿòè, íàêàïëèâàòü è ñîáè-ðàòü äàííûå íóæíîãî òèïà â òå÷åíèå äîëãîâðå-ìåííîãî ñ÷åòà çàäà÷è ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîìMPI-âûçîâîâ.Ðåæèìû ñáîðà äàííûõ. Ðàáîòà STK ñîñòî-èò èç íàêîïëåíèÿ äàííûõ ïî âûïîëíåíèþ êàæ-äîãî MPI-ïðîöåññà â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè âû÷èñ-ëèòåëüíîãî óçëà, íå äîñòóïíîé ïîëüçîâàòåëüñêîéïðîãðàììå, è ñáîðà ýòèõ äàííûõ íà âíåøíåì íî-ñèòåëå (â ÁÄ), îáåñïå÷èâàþùåì èõ ñîõðàíåíèå âõîäå ñ÷åòà çàäà÷.Ñáîð äàííûõ ìîæåò ïðîèñõîäèòü â äâóõ ðåæè-ìàõ: ïðîèçâîäñòâåííîì è îòëàäî÷íîì. Ïðîèç-âîäñòâåííûé ðåæèì (ðåæèì ïî óìîë÷àíèþ) îñó-ùåñòâëÿåò ñáîð íàêîïëåííûõ STK äàííûõ ÷åðåç

êàæäûå 30 ìèíóò è ïî îêîí÷àíèè âûïîëíåíèÿçàäà÷è, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíûå çàòðàòûêàê âðåìåíè íà îáðàáîòêó, òàê è ðåñóðñîâ äëÿõðàíåíèÿ èíôîðìàöèè. Îòëàäî÷íûé ðåæèì îñó-ùåñòâëÿåò ñáîð è ïðåäîñòàâëåíèå äàííûõ â õîäåâûïîëíåíèÿ çàäà÷è ÷åðåç îïðåäåëåííûé ïîëüçî-âàòåëåì âðåìåííîé èíòåðâàë.Óïðàâëÿåò ðåæèìàìè ñàì ïîëüçîâàòåëü ïðèïîìîùè ïåðåìåííîé îêðóæåíèÿ STK_MODE.Ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèå åå çíà÷åíèÿ: 0 � îò-êëþ÷èòü ñáîð ñòàòèñòèêè, 1 � óñòàíîâèòü ïðîèç-âîäñòâåííûé ðåæèì, 2 � óñòàíîâèòü îòëàäî÷íûéðåæèì.Äèàãíîñòèêà ñëó÷àåâ "çàâèñàíèÿ" ïðî-ãðàìì ïðè âûïîëíåíèè ôóíêöèé MPI.STK îáëàäàåò ôóíêöèåé äèàãíîñòèêè çàâèñà-íèÿ (òóïèêà â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ) MPI-ïðîöåññîâ çàäà÷è èç-çà íåâîçìîæíîñòè çàâåðøå-íèÿ MPI-ôóíêöèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ñèí-õðîíèçàöèè èëè áëîêèðóþùåãî ïðèåìà, òàêèõêàê MPI_Barrier, MPI_Wait, MPI_Recv è äð.Ðàñïå÷àòêà ôóíêöèé MPI, ïðèâåäøèõ ê òóïèêó,ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëþ íàéòè îøèáêó â ñâîåéïðîãðàììå.Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿó÷àñòêîâ êîäà ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷. STKïîääåðæèâàåò âîçìîæíîñòü ñáîðà äàííûõïî âûïîëíåíèþ îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ êîäàïàðàëëåëüíûõ çàäà÷. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòèè óñòðàíèòü "óçêèå" ìåñòà â ïàðàëëåëüíûõïðîãðàììàõ. Ó÷àñòêè êîäà ïàðàëëåëüíîéçàäà÷è ôîðìèðóþòñÿ ïîëüçîâàòåëåì ïðè ïîìî-ùè äâóõ API-ôóíêöèé: stk_codepart_start èstk_codepart_stop, çàäàþùèõ íà÷àëî è êîíåöó÷àñòêà êîäà ïàðàëëåëüíîé çàäà÷è ñîîòâåò-ñòâåííî. Çàòåì â ñèñòåìå âèçóàëèçàöèè ìîæíîóâèäåòü ñòàòèñòèêó ïî ýôôåêòèâíîñòè âûïîë-íåíèÿ îòìå÷åííûõ ó÷àñòêîâ êîäà ïàðàëëåëüíîéçàäà÷è.Íàêëàäíûå ðàñõîäû è ìàñøòàáèðóå-ìîñòü STK. STK ðåàëèçîâàíà êàê ìàñøòàáè-ðóåìàÿ ñèñòåìà. Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâàâû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ ìíîãîïðîöåññîðíîé ÝÂÌè èñïîëüçóåìîãî òðàíñïîðòíîãî ïðîòîêîëà ñáî-ðà ïàðàìåòðîâ àäìèíèñòðàòîð ìîæåò ñêîíôèãó-ðèðîâàòü ñèñòåìó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîîò-íîøåíèå êîëè÷åñòâ ñåðâåðîâ ñáîðà ñòàòèñòèêè èîáñëóæèâàåìûõ êàæäûì ñåðâåðîì âû÷èñëèòåëü-íûõ óçëîâ áûëî îïòèìàëüíûì.� 78 �



Ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà STK äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè . . .Àëãîðèòìû STK, ñâÿçàííûå ñî ñáîðîì è õðà-íåíèåì äàííûõ, èìåþò íèçêèå íàêëàäíûå ðàñõî-äû â óñëîâèÿõ èñïîëüçîâàíèÿ çàäà÷àìè áîëüøî-ãî ÷èñëà (1 000 è áîëåå) ïðîöåññîðîâ. Ýòî ïîç-âîëÿåò èñïîëüçîâàòü STK â êà÷åñòâå øòàòíîé(ïîñòîÿííî ðàáîòàþùåé) ñèñòåìû ñáîðà äàííûõî íàãðóçêå íà êîììóíèêàöèîííóþ ñåòü è ñèñòå-ìó ââîäà-âûâîäà, îá ýôôåêòèâíîñòè ñ÷åòà ïà-ðàëëåëüíûõ çàäà÷ è ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâà-íèÿ ïàðàëëåëüíûõ ÝÂÌ [14].Íàêëàäíûå ðàñõîäû STK â ÂÖ ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ íå ïðåâûøàþò 1% îò âðåìåíè âûïîë-íåíèÿ ïàðàëëåëüíîé çàäà÷è, à â ñðåäíåì îíè ãî-ðàçäî ìåíüøå è ñîñòàâëÿþò � 1ìêñ íà îáðà-áîòêó îäíîãî MPI-âûçîâà. Îöåíêà íàêëàäíûõðàñõîäîâ ïîëó÷åíà íà øèðîêîì ñïåêòðå ðåàëü-íûõ ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ ñ âûñîêèì òåìïîì MPI-îáìåíîâ (äî 10 000 îáìåíîâ â ñåêóíäó).Ïðèìåíåíèå STKÄëÿ èñïîëüçîâàíèÿ STK ïîëüçîâàòåëþ íåíóæíî ìîäèôèöèðîâàòü ñâîè èñõîäíûå òåê-ñòû ïðîãðàìì. Âìåñòî ñòàíäàðòíûõ êîìàíääëÿ êîìïèëÿöèè è ñáîðêè ïàðàëëåëüíûõ ïðî-ãðàìì (mpicc, mpiCC, mpif77, mpif90) äîñòà-òî÷íî óêàçàòü êîìàíäû mpicc_stk, mpiCC_stk,mpif77_stk, mpif90_stk.Èñïîëüçóÿ STK, ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïî-ëó÷èòü îñíîâíûå ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòèâûïîëíåíèÿ ñâîèõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì(ðèñ. 7) � äîëè îò îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ:� çàòðàò íà êîììóíèêàöèîííûå îáìåíû(MPI);� çàòðàò íà ââîä-âûâîä;� ïîëåçíûõ âû÷èñëåíèé.Åñëè ïðåíåáðå÷ü âîçðàñòàíèåì âðåìåíè âû÷èñ-ëåíèé íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ óçëàõ ñ îáùåé ïà-ìÿòüþ (âûïîëíåíèå ðÿäà ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî çàìåäëÿåò-ñÿ èç-çà ñíèæåíèÿ ñêîðîñòè îáìåíà íåñêîëüêèõïðîöåññîðîâ ñ ïàìÿòüþ) è çàòðàòàìè íà ïîäãî-òîâêó äàííûõ äëÿ îáìåíà â ïðîãðàììå ïîëüçî-âàòåëÿ (îíè îáû÷íî êðàéíå ìàëû), òî ýôôåêòèâ-íîñòü âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíîé çàäà÷è, âû÷èñ-ëåííàÿ STK, êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà, ñ õîðîøåéòî÷íîñòüþ ñîâïàäàåò (STK åå íåìíîãî çàâûøà-åò) ñ ýôôåêòèâíîñòüþ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, èçìå-ðåííîé ñàìèì ïîëüçîâàòåëåì.Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíîñòü ïî STK ñ äî-ñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ýô-ôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ çàäà÷è.

Ðèñ. 7. Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿïàðàëëåëüíûõ çàäà÷: 1-é ñòîëáåö � ââîä-âûâîä;2-é ñòîëáåö � êîììóíèêàöèîííûå îáìåíû (MPI);3-é ñòîëáåö � âû÷èñëåíèÿÇàòðàòû íà MPI è ââîä-âûâîä äàííûõ ñîñòàâ-ëÿþò îñíîâíûå íàêëàäíûå ðàñõîäû ïðè âûïîëíå-íèè ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷. Îäíîé èç îñíîâíûõ çà-äà÷ ðàçðàáîò÷èêîâ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàììíûõêîìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ ñíèæåíèå ýòèõ íàêëàäíûõðàñõîäîâ ñ óâåëè÷åíèåì ïðè ýòîì äîëè ïîëåçíûõâû÷èñëåíèé ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû.STK ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èíòåãðàëüíûåïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè ñ÷åòà ïàðàëëåëü-íûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ íà ðàçëè÷íûõàïïàðàòíî-ïðîãðàììíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòå-ìàõ (ðèñ. 8). Ýòî ïîìîãàåò âûáðàòü îïòèìàëü-íóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñèñòåìó äëÿ ýôôåêòèâíî-ãî ñ÷åòà òàêèõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ.STK äàåò âîçìîæíîñòü íàáëþäàòü çà ýôôåê-òèâíîñòüþ âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ âïðîöåññå ñ÷åòà (ðèñ. 9). Ïîëüçîâàòåëè è ñëóæ-áû óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûì ñ÷åòîì ìîãóòñâîåâðåìåííî çàâåðøèòü âûïîëíåíèå ïàðàëëåëü-íîé çàäà÷è ñ íåõàðàêòåðíî íèçêèì ïîêàçàòåëåìýôôåêòèâíîñòè ñ÷åòà (íàïðèìåð, îáóñëîâëåííî-� 79 �



Ä. À. Íîâàåâ, Þ. Ã. Áàðòåíåâ, Ä. È. Ëèïîâ è äð.

Ðèñ. 8. Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõñèñòåìàõ (íîìåð ñòîëáöà äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóåòíîìåðó âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû)ãî íåîïòèìàëüíî âûáðàííîé äåêîìïîçèöèåé çà-äà÷è), ïðåïÿòñòâóÿ íåýôôåêòèâíîìó èñïîëüçî-âàíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.STK ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèÿìøèðîêîãî êðóãà ïîëüçîâàòåëåé, òàêèõ êàê àä-ìèíèñòðàòîðû, àíàëèòèêè, ðàçðàáîò÷èêè ïà-ðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì, äèñïåò÷åðñêèå ñëóæáûóïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûì ñ÷åòîì, è îðãàíè-

çîâàòü íà ýòîé îñíîâå êîíòðîëü ïðîèçâîäñòâåí-íîãî ñ÷åòà ïîòîêà çàäà÷.Çàêëþ÷åíèåÑèñòåìà STK ïðîøëà äëèòåëüíûé ïóòü âåðè-ôèêàöèè, ìîäåðíèçàöèè è ïðèìåíåíèÿ íà ðàç-ëè÷íûõ àïïàðàòíî-ïðîãðàììíûõ ïëàòôîðìàõ.Èñïîëüçîâàíèå STK âî âñåõ ïàðàëëåëüíûõ çà-äà÷àõ è íà âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ ÂÖÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì, ÷òîïîìîãàåò ïðè îòëàäêå ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì èïîçâîëÿåò â ðåàëüíîì âðåìåíè íàáëþäàòü çà ýô-ôåêòèâíîñòüþ âûïîëíåíèÿ âñåõ ïàðàëëåëüíûõçàäà÷ è ýôôåêòèâíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ âñåõìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ.Â õîäå ýêñïëóàòàöèè STK ñîáðàíî áîëüøîå êî-ëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ ïîìîãëà îïòèìè-çèðîâàòü êàê ñ÷åòíûå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû,òàê è èñïîëüçîâàíèå äîðîãîñòîÿùåãî îáîðóäîâà-íèÿ ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ïî ýòèì êîìïëåê-ñàì.Èñïîëüçîâàíèå STK ïîçâîëèëî îïðåäåëèòüòðåáîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì-íûõ êîìïëåêñîâ ê îáîðóäîâàíèþ è ïðîãðàììíî-ìó îáåñïå÷åíèþ, ÷òî ïîìîãëî äëÿ êàæäîãî èçíèõ âûáðàòü îïòèìàëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñè-ñòåìó. Êðîìå òîãî, ýòè òðåáîâàíèÿ áûëè ó÷òåíûïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïîñëåäóþùèõ ìíîãîïðîöåñ-ñîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Vampir � Performance Optimization. http://www.vampir.eu.

Ðèñ. 9. Ìîíèòîðèíã ýôôåêòèâíîñòè âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ âî âðåìÿ ñ÷åòà� 80 �



Ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà STK äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè . . .2. MPE � MultiProcessing Environment. http://www.mcs.anl.gov/research/projects/mpi/www/www4/MPE.html.3. Intel Trace and Analyzer Collector.http://soft-ware.intel.com/ru-ru/intel-trace-analyzer.4. Íîâàåâ Ä. À., Áàðòåíåâ Þ. Ã., ÂàðãèíÀ. Ì. è äð. Èíñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà èñ-ñëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõïðèëîæåíèé � STK // Òðóäû ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ. 2007. Âûï. 11. Ñ. 92�99.5. Snir M., Otto S., Huss-Lederman S. et al.MPI: The Complete Reference. MIT Press,1996.6. MPICH 2: High Performance and Wi-dely Portable Implementation of theMessage Passing Interface (MPI) Standard.http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich.7. The OpenMP API Speci�cation for ParallelProgramming. http://openmp.org.8. Êåðíèãàí Á., Ïàéê Ï. UNIX � óíèâåðñàëü-

íàÿ ñðåäà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ì.: Ôèíàíñûè ñòàòèñòèêà, 1992.9. Ðîáà÷åâñêèé À. Ì. Îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìàUnix. Ñ-Ïá.: ÁÕÂ�Ïåòåðáóðã, 2003.10. MySQL. http://www.mysql.com.11. Oracle. http://www.oracle.com/ru/products/database.12. PostgreSQL: The World's Most AdvancedOpen Source Database. http://postgresql.org.13. OLAP: Business Intelligence-E�ective DataMining & Analysis. http://www.olap.ru.14. Áàðòåíåâ Þ. Ã., Áëèçíþê Ã. Ã., Ëî-ãâèí Þ. Â., Øàòîõèíà Þ. Â. Èíòåãðàëü-íûå ïîêàçàòåëè îöåíêè ðàáîòû ìíîãîïðîöåñ-ñîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì // Âîïðî-ñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòå-ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðî-öåññîâ. 2010. Âûï. 4. Ñ. 44�51.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 05.04.11.



ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2011. Âûï. 4
ÓÄÊ 519.254ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈÌÍÎÃÎÊÀÍÀËÜÍÛÕ ÑÈÃÍÀËÎÂ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎËß ÑÅÐÄÖÀÈ. Ï. Ïîëÿêîâà, Ò. Á. Ôåîôàíîâà, Í. Â. Ëóêüÿíîâà(ÍÖ ÑÑÕ èì. À. Í. Áàêóëåâà, ÌÃÈÓ, ã. Ìîñêâà)Ïðåäëàãàþòñÿ íåéðîñåòåâûå ìîäåëè äëÿ ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ìàññèâà äàííûõ,ïîëó÷åííûõ ïðè ìíîãîêàíàëüíîé ðåãèñòðàöèè ýëåêòðîêàðäèîãðàììû. Äëÿ âûÿâëåíèÿâî ìíîæåñòâå âõîäíûõ äàííûõ ñóùåñòâåííûõ ïðèçíàêîâ ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü, îñíîâàí-íàÿ íà àëãîðèòìå îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ. Äëÿ êëàññèôèêàöèè ñèãíàëà èñïîëüçóåòñÿíåéðîííàÿ ñåòü, îñíîâàííàÿ íà àëãîðèòìàõ ñàìîîðãàíèçàöèè. Ïðîâåäåíà àïðîáàöèÿïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëîêàëèçàöèè àíîìàëüíîãî ïóòè ïðîâåäåíèÿýëåêòðè÷åñêîãî èìïóëüñà â ñåðäöå ïàöèåíòîâ ñ ñèíäðîìîì ïðåäâîçáóæäåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåéðîííûå ñåòè, îáîáùåííûé àëãîðèòì Õåááà, êàðòû ñàìîîðãàíè-çàöèè, ìíîãîêàíàëüíûå ñèãíàëû ýëåêòðîêàðäèîãðàììû.ÂâåäåíèåÍàèáîëåå ïðèçíàííûì íàïðàâëåíèåì â êàð-äèîëîãèè è âåäóùèì â äèàãíîñòèêå ðàçëè÷íûõçàáîëåâàíèé ñåðäöà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äåÿòåëü-íîñòè ñåðäöà ïóòåì èññëåäîâàíèÿ åãî ýëåêòðè-÷åñêîé àêòèâíîñòè. Ïðè âîçáóæäåíèè îïðåäå-ëåííîãî ó÷àñòêà ñåðäöà íà åãî ïîâåðõíîñòè è âåãî òêàíÿõ âîçíèêàåò ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, çà-êîíîìåðíî ìåíÿþùàÿñÿ ïî âåëè÷èíå è íàïðàâ-ëåíèþ ïî ìåðå òîãî, êàê âîâëåêàþòñÿ â âîçáóæ-äåíèå íîâûå ó÷àñòêè ñåðäöà. Áèîýëåêòðè÷åñêàÿàêòèâíîñòü ðàçíûõ îòäåëîâ ñåðäöà âîçíèêàåò âñòðîãî îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîâòî-ðÿþùåéñÿ â êàæäîì ñåðäå÷íîì öèêëå âîçáóæ-äåíèÿ. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì èçìåíåíèÿ çàðÿ-äîâ ïîâåðõíîñòè ñåðäöà ñîçäàþò â îêðóæàþùåéñåðäöå ïðîâîäÿùåé ñðåäå äèíàìè÷åñêîå ýëåêòðè-÷åñêîå ïîëå, ðåãèñòðèðóåìîå ñ ïîâåðõíîñòè òå-ëà-ïðîâîäíèêà â âèäå ïåðåìåííîé ðàçíîñòè ïî-òåíöèàëîâ.Øèðîêî èçâåñòíûé ìåòîä êàðäèîëîãè÷åñêîéäèàãíîñòèêè � ýëåêòðîêàðäèîãðàôèÿ � îñíîâàííà ðåãèñòðàöèè ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè ñåðä-öà â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ íà ïîâåðõíîñòè òåëà÷åëîâåêà. Òðàäèöèîííî ðåãèñòðèðóþò 12 õàðàê-òåðíûõ êðèâûõ (èç íèõ 6 � íà ñòðîãî îïðåäåëåí-íûõ ó÷àñòêàõ íà ïîâåðõíîñòè ãðóäíîé êëåòêè),ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ ïîëó÷èëà íàçâàíèå ýëåê-òðîêàðäèîãðàììû (ÝÊÃ).

Èçó÷åíèå îñíîâíûõ ýëåêòðîôèçèîëîãè÷åñêèõïðîöåññîâ â ìèîêàðäå � àêòèâàöèè (äåïîëÿðè-çàöèè) è ïðîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ (ðåïîëÿðè-çàöèè) â ðàçíûõ îòäåëàõ ñåðäöà � âàæíàÿ ñî-ñòàâëÿþùàÿ êàðäèîëîãè÷åñêîé äèàãíîñòèêè, îñ-íîâàííàÿ íà òîì, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ çàáîëåâà-íèÿõ ñåðäöà ôîðìà ÝÊÃ ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ.Îäíàêî õîðîøî èçâåñòíû íåîäíîçíà÷íîñòü, äâó-ñìûñëåííîñòü íåêîòîðûõ èçìåíåíèé ÝÊÃ [1, 2]è, êàê ñëåäñòâèå, çàòðóäíåíèÿ â èíòåðïðåòàöèèäàííûõ ÝÊÃ è ñëîæíîñòü äèàãíîñòèêè íåêîòî-ðûõ âèäîâ ñåðäå÷íîé ïàòîëîãèè.Â ñâÿçè ñ ýòèì áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâà-åò ñîâðåìåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýëåêòðîêàðäèîãðà-ôèè � èññëåäîâàíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñåðä-öà ñ ïîìîùüþ ìíîãîêàíàëüíîé ðåãèñòðàöèè ÝÊÃñî âñåé ïîâåðõíîñòè ãðóäíîé êëåòêè, èëè ïî-âåðõíîñòíîå ÝÊÃ-êàðòèðîâàíèå (ÏÊ). Â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ äàííûé ìåòîä ðàññìàòðèâàþò êàêíåèíâàçèâíûé (èññëåäóþùèé îðãàíèçì áåç ïî-âðåæäåíèÿ êîæíûõ ïîêðîâîâ èëè ñëèçèñòûõ îáî-ëî÷åê) ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðîôèçèîëîãè-÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñåðäöå ÷åëîâåêà.Ðåãèñòðàöèÿ áîëüøîãî ÷èñëà êàíàëîâ ÝÊÃ ñîâñåé ïîâåðõíîñòè ãðóäíîé êëåòêè ÿâëÿåòñÿ îä-íèì èç íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ìåòîäîâ èññëå-äîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè ìèîêàðäà èïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ èíôîðìàöèþîá îñîáåííîñòÿõ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñåðäöà â� 82 �



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè ìíîãîêàíàëüíûõ ñèãíàëîâ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñåðäöàëþáîé ìîìåíò äåïîëÿðèçàöèè è ðåïîëÿðèçàöèèñåðäå÷íîé ìûøöû. Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîéÝÊÃ-12 çäåñü âàæíà íå òîëüêî äèíàìèêà ïîòåí-öèàëà âî âðåìåíè, íî â ïåðâóþ î÷åðåäü àíàëèçèíòåíñèâíîñòè ïîòåíöèàëîâ â êîíêðåòíûé ìî-ìåíò ñåðäå÷íîãî öèêëà â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàí-ñòâåííûõ òî÷êàõ.Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷åííûõ äàííûõ òðàäè-öèîííî èñïîëüçóþò êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ êàð-äèîýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà ðàçâåðòêå ïî-âåðõíîñòè òîðñà ñ óêàçàíèåì àíàòîìè÷åñêèõ îðè-åíòèðîâ: èçîïîòåíöèàëüíûå êàðòû â ðàçëè÷íûåôàçû ñåðäå÷íîãî öèêëà, èçîèíòåãðàëüíûå è ðàç-íîñòíûå êàðòû [3, 4]. Â êëèíè÷åñêîé ïðàêòèêåïîâåðõíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ïîâåðõíîñò-íûå êàðòû àíàëèçèðóþòñÿ ïðîãðàììíûìè èëèâèçóàëüíûìè ìåòîäàìè, ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿòîëüêî ìàëàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè,íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü êëàññèôèêàöèè íå îáåñïå-÷èâàåòñÿ, ÷àñòî âðà÷ó òðóäíî óòî÷íèòü ïîäêëàññóæå óñòàíîâëåííîãî êëàññà çàáîëåâàíèÿ.Ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ ñîâðåìåííûõ äèàãíîñòè÷å-ñêèõ ñðåäñòâ äëÿ âûäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïðè-çíàêîâ è êëàññèôèêàöèè ñèãíàëîâ ÏÊ, ïðîâå-äåííîãî â õîäå îáñëåäîâàíèÿ êàðäèîëîãè÷åñêèõáîëüíûõ, áûëà íà÷àòà ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷å-ñêèõ ìîäåëåé, ìåòîäèê è ñîîòâåòñòâóþùåãî àâ-òîìàòèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.Äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, êàê ïðàâèëî, èñïîëü-çóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû. Îäíàêî ïðè-ìåíåíèå íåéðîñåòåé íà îñíîâå ñàìîîðãàíèçàöèè(èëè îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ) òàêæå ïîçâîëÿåò ýô-ôåêòèâíî îáðàáàòûâàòü ñèãíàë. Ìîäåëè íåéðî-ñåòåé, îáó÷àåìûå íà îñíîâå ïðèíöèïà ñàìîîð-ãàíèçàöèè, õîðîøî îòðàæàþò ñâîéñòâà áèîëîãè-÷åñêèõ ñòðóêòóð, ÷òî äåëàåò èõ èñïîëüçîâàíèåáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì. Ïðèìåíåíèå íåéðîñå-òåé ïðè îáðàáîòêå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîçâîëÿ-åò ó÷åñòü íàèáîëåå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ÝÊÃè ïðîâåñòè ïðàâèëüíóþ êëàññèôèêàöèþ èìåþ-ùèõñÿ ïàòîëîãèé.Îáîáùåííûé àëãîðèòì Õåááàäëÿ àíàëèçà ãëàâíûõ êîìïîíåíòÎñíîâíîé ñëîæíîñòüþ ïðè àíàëèçå ìíîãîêà-íàëüíûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå ñóùå-ñòâåííûõ ïðèçíàêîâ èññëåäóåìîãî ìàññèâà äàí-íûõ áåç ïîòåðè èíôîðìàòèâíîñòè. Â ïðåäñòàâ-ëÿåìîé ðàáîòå äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëñÿ îáîáùåí-íûé àëãîðèòì Õåááà (GHA) � íåéðîñåòåâîé àíà-ëîã àíàëèçà ãëàâíûõ êîìïîíåíò [5]. Ïðèìåíåíèå

äàííîãî àëãîðèòìà ïîçâîëèëî âûÿâèòü íàèáîëååçíà÷èìûå ïðèçíàêè îáðàáàòûâàåìûõ ñèãíàëîâ èóæå ïî íèì ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ.Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäàïðîñòðàíñòâî äàííûõ ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðîñòðàí-ñòâî ïðèçíàêîâ, òåîðåòè÷åñêè èìåþùåå òó æåðàçìåðíîñòü, ÷òî è èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Îä-íàêî îáû÷íî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òàê,÷òîáû ïðîñòðàíñòâî äàííûõ ìîãëî áûòü ïðåä-ñòàâëåíî ñîêðàùåííûì êîëè÷åñòâîì ýôôåêòèâ-íûõ ïðèçíàêîâ. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ òîëüêîñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿâ äàííûõ, ò. å. ìíîæåñòâî äàííûõ ïîäâåðãàåòñÿñîêðàùåíèþ ðàçìåðíîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x � m-ìåðíûéñëó÷àéíûé âåêòîð, èìåþùèé íóëåâîå ñðåäíååçíà÷åíèå, êîòîðûé íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â âè-äå l êîìïîíåíò, ãäå l < m. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü,ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A,äëÿ êîòîðîãî îáðåçàíèå âåêòîðà Ax áóäåò îïòè-ìàëüíûì â ñìûñëå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè.Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå A äîëæíî îáëàäàòüìàëîé äèñïåðñèåé ñâîèõ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò.Ïóñòü q � åäèíè÷íûé âåêòîð, íà êîòîðûé ïðî-åöèðóåòñÿ âåêòîð x. Ýòà ïðîåêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: A = x
T
q ïðè îãðàíè÷åíèè

‖q‖ =
(
q
T
q
) 1

2 = 1.Äèñïåðñèÿ A ðàâíà
σ2 = E

(
A2

)
= E

((
q
T
x
) (

x
T
q
))

=

= q
TE

(
xx

T
)
q = q

TRq. (1)Ìàòðèöà R ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîððåëÿöèè ñëó-÷àéíîãî âåêòîðà x. Èç âûðàæåíèÿ (1) âèäíî,÷òî äèñïåðñèÿ σ2 ïðîåêöèè A ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-åé åäèíè÷íîãî âåêòîðà è äàííóþ ôóíêöèþ ìîæ-íî ïðåäñòàâèòü êàê äèñïåðñèîííûé çîíä:
ψ (q) = σ2 = q

TRq.Âçÿâ â êà÷åñòâå åäèíè÷íîãî âåêòîðà ñîáñòâåí-íûå âåêòîðû qj ìàòðèöû êîððåëÿöèè R, ïîëó-÷èì îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòîðûõ äèñ-ïåðñèîííûé çîíä ψ (qj) ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëü-íûå çíà÷åíèÿ, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöûêîððåëÿöèè R îïðåäåëÿþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷å-íèÿ äèñïåðñèîííîãî çîíäà ψ (qj):
ψ (qj) = λj, j = 1, 2, . . . ,m.Èñõîäíûé âåêòîð x ìîæåò áûòü ðåêîíñòðóèðî-âàí â ñëåäóþùåì âèäå (Q � ìàòðèöà, ñîñòàâëåí-íàÿ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ qj):� 83 �



È. Ï. Ïîëÿêîâà, Ò. Á. Ôåîôàíîâà, Í. Â. Ëóêüÿíîâà
x = Qa =

m∑

j=1

ajqj .Êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ýôôåê-òèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ, ìîæíî ñîêðà-òèòü, óñòðàíèâ òå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, êîòî-ðûå èìåþò ìàëûå äèñïåðñèè, è îñòàâèâ òå, ÷üèäèñïåðñèè âåëèêè. Åñëè âçÿòü l íàèáîëüøèõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû R, òî ìîæíî àï-ïðîêñèìèðîâàòü âåêòîð x, îòñåêàÿ ÷ëåíû ðàçëî-æåíèÿ ïîñëå l-ãî ñëàãàåìîãî:
x̂ =

l∑

j=1

ajqj .Âåêòîð îøèáêè àïïðîêñèìàöèè e ðàâåí ðàçíîñòèìåæäó âåêòîðîì èñõîäíûõ äàííûõ x è âåêòîðîìïðèáëèæåííûõ äàííûõ x̂:
e = x− x̂ =

m∑

j=l+1

ajqj. (2)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñî-êðàùåíèå ðàçìåðíîñòè âõîäíûõ äàííûõ, íóæíîâû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ìàò-ðèöû êîððåëÿöèè âåêòîðîâ âõîäíûõ äàííûõ, àçàòåì îðòîãîíàëüíî ñïðîåöèðîâàòü ýòè äàííûåíà ïîäïðîñòðàíñòâî, çàäàâàåìîå ñîáñòâåííûìèâåêòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äîìèíèðóþùèìñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýòîé ìàòðèöû [6].Ñóùåñòâóåò òåñíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïîâå-äåíèåì ñàìîîðãàíèçóþùèõñÿ íåéðîííûõ ñåòåé èñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäîì àíàëèçà ãëàâíûõ êîì-ïîíåíò. Îäèí ëèíåéíûé íåéðîí ñ õåááîâñêèìïðàâèëîì àäàïòàöèè ñèíàïòè÷åñêèõ âåñîâ [7] ìî-æåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â ôèëüòð äëÿ âûäåëåíèÿïåðâîé ãëàâíîé êîìïîíåíòû âõîäíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ îäíèì íåéðîíîì ìî-æåò áûòü ðàñøèðåíà äî ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ñ îäíèì ñëîåì ëèíåéíûõ íåéðîíîâ ñöåëüþ àíàëèçà ãëàâíûõ êîìïîíåíò äëÿ âõîäíîãîñèãíàëà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.Ðàññìîòðèì m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåêòîðâõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà è ìàòðèöó ñèíàïòè÷åñêèõâåñîâ îáîçíà÷èì òàê:
x (n) = {x1 (n) , x2 (n) , . . . , xm (n)}T ,

W (n) = {w1 (n) ,w2 (n) , . . . ,wl (n)}
T .Â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñåòü ïðÿìîãî ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ, èìåþùàÿ ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:� âñå íåéðîíû âûõîäíîãî ñëîÿ ñåòè ÿâëÿþòñÿëèíåéíûìè;

� ñåòü èìååò m âõîäîâ è l âûõîäîâ (m < l);� îáó÷åíèþ ïîäëåæèò òîëüêî ìíîæåñòâî ñè-íàïòè÷åñêèõ âåñîâ wij , ñîåäèíÿþùèõ óç-ëû i âõîäíîãî ñëîÿ ñ âû÷èñëèòåëüíûìè óç-ëàìè j âûõîäíîãî ñëîÿ (i = 1, 2, . . . ,m; j =
= 1, 2, . . . , l).Òåîðåìà [8]. Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû ñè-íàïòè÷åñêèõ âåñîâ W (n) íà øàãå n = 0 ïðè-íèìàþò ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ, òî ñ âåðîÿòíî-ñòüþ 1 îáîáùåííûé àëãîðèòì Õåááà áóäåò ñõî-äèòüñÿ ê ôèêñèðîâàííîé òî÷êå, à W T (n) äî-ñòèãíåò ìàòðèöû, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþò-ñÿ ïåðâûìè l ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðè-öû êîððåëÿöèè R, óïîðÿäî÷åííûìè ïî óáûâàíèþñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Äàííàÿ òåîðåìà ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèå ïîîáîáùåííîìó àëãîðèòìó Õåááà ïåðâûõ l ñîá-ñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû êîððåëÿöèè R (âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ îòëè÷íû äðóã îò äðóãà). Ïðè ýòîìâàæåí ôàêò, ÷òî ñàìó ìàòðèöó R íå òðåáóåò-ñÿ âû÷èñëÿòü: åå ïåðâûå l ñîáñòâåííûõ âåêòî-ðîâ îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâàíèèâõîäíûõ äàííûõ.Âûõîäíîé ñèãíàë yj (n) íåéðîíà j â ìîìåíòâðåìåíè n îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
yj (n) =

m∑

i=1

wji (n)xi (n) , j = 1, 2, . . . , l.Ñèíàïòè÷åñêèé âåñ wji (n) íàñòðàèâàåòñÿ â ñî-îòâåòñòâèè ñ îáîáùåííîé ôîðìîé ïðàâèëà Õåá-áà:
∆wji (n) =

= η
(
yj (n)xi (n)− yj (n)

j∑

k=1

wki (n) yk (n)
)
,(3)ãäå ∆wji (n) � êîððåêöèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ ê ñèíàï-òè÷åñêîìó âåñó wji (n) â ìîìåíò âðåìåíè n; η �ïàðàìåòð ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ. Êàê ïðàâèëî, ïà-ðàìåòð η áåðóò çàâèñèìûì îò âðåìåíè: η (n) =

= 1/n.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3) â ñëåäóþùåì âèäå:
∆wji (n) = ηyj (n)

(
x′i (n)− wji (n) yj (n)

)
,ãäå x′i (n) = xi (n) −

j−1∑

k=1

wki (n) yk (n), èëè â âåê-òîðíîì ïðåäñòàâëåíèè
∆wj (n) = ηyj (n)x

′ (n)− ηy2j (n)wj (n) , (4)� 84 �



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè ìíîãîêàíàëüíûõ ñèãíàëîâ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñåðäöàãäå âåêòîð x
′ (n) = x (n)−

j−1∑

k=1

wk (n) yk (n) ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèöèðîâàííóþ ôîðìó âõîä-íîãî âåêòîðà.Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèè (4), ìîæíî çà-ìåòèòü ñëåäóþùåå: äëÿ ïåðâîãî íåéðîíà (j = 1)ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ x′ (n) = x (n).Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ýòîò íåéðîí èçâëåêà-åò ïåðâóþ ãëàâíóþ êîìïîíåíòó âõîäíîãî âåêòî-ðà x (n).Äëÿ âòîðîãî íåéðîíà (j = 2) ñåòè ìîæíî çàïè-ñàòü
x
′ (n) = x (n)−w1 (n) y1 (n) .Ïîñêîëüêó ïåðâûé íåéðîí óæå èçâëåê ïåðâóþãëàâíóþ êîìïîíåíòó, âòîðîé íåéðîí "âèäèò"âõîäíîé âåêòîð x

′ (n), èç êîòîðîãî óäàëåí ïåð-âûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû êîððåëÿöèè R.Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé íåéðîí èçâëåêàåò ïåðâóþãëàâíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà x
′ (n), ÷òî ýêâè-âàëåíòíî âòîðîé ãëàâíîé êîìïîíåíòå èñõîäíîãîâõîäíîãî âåêòîðà x (n).Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ îñòàâøèõñÿíåéðîíîâ ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïîëó-÷àåì, ÷òî êàæäûé èç âûõîäîâ ñåòè, îáó÷åííûéñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî àëãîðèòìà Õåááà, ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé îòêëèê íà êîíêðåòíûé ñîáñòâåí-íûé âåêòîð ìàòðèöû êîððåëÿöèè âõîäíîãî âåê-òîðà, ïðè÷åì îòäåëüíûå âûõîäû óïîðÿäî÷åíû ïîóáûâàíèþ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà η âåäåò ê áîëåå áûñò-ðîé ñõîäèìîñòè è óâåëè÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîéñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè.Äàëåå íåîáõîäèìî îöåíèòü êîëè÷åñòâî ãëàâ-íûõ êîìïîíåíò, òðåáóåìûõ äëÿ âîññòàíîâëå-íèÿ ñèãíàëà ñ ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîéîøèáêîé. Âåêòîð îøèáêè àïïðîêñèìàöèè e îïðå-äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2).Îäíàêî àëãîðèòì Õåááà íå ïîçâîëÿåò íàéòèîøèáêó òàêèì îáðàçîì, òàê êàê ïðè îáó÷åíèèñåòè ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî l ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.Ïîýòîìó íàéäåì îøèáêó ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïó-òåì.Âîçüìåì â êà÷åñòâå îáó÷àþùåé âûáîðêè 100ñèãíàëîâ ÝÊÃ. Îáó÷èì ñåòü äëÿ âûäåëåíèÿ lãëàâíûõ êîìïîíåíò. Ïîëó÷åííûå âåñà ñîõðàíèì.Âîçüìåì òåñòîâóþ âûáîðêó � 100 ñèãíàëîâ ÝÊÃ.Íàéäåì ãëàâíûå êîìïîíåíòû è âîññòàíîâèì ïîïîëó÷åííûì äàííûì èñõîäíûé ñèãíàë ÝÊÃ.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñðåä-íåé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà îò êîëè÷å-ñòâà ãëàâíûõ êîìïîíåíò äëÿ òåñòîâîé âûáîð-êè (100 ñèãíàëîâ). Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿñèãíàëà îò êîëè÷åñòâà ãëàâíûõ êîìïîíåíò8-10 êîìïîíåíò äîñòàòî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿñèãíàëà è äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâàãëàâíûõ êîìïîíåíò ñóùåñòâåííîãî âûèãðûøà íåäàñò.Ïðèìåð âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà äëÿ 1, 3, 5è 7 êîìïîíåíò ïðèâåäåí íà ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òîñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà ãëàâíûõ êîìïîíåíò âîññòà-íîâëåííûé ñèãíàë ïðèáëèæàåòñÿ ê èñõîäíîìó.Ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ãëàâíûõ êîìïîíåíò(1�3) ðàçíèöà ìåæäó èñõîäíûì è âîññòàíîâëåí-íûì ñèãíàëàìè çàìåòíà. Îäíàêî óæå ïðè 5 ãëàâ-íûõ êîìïîíåíòàõ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ äîñòà-òî÷íî ìàëà.Êà÷åñòâî âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà äëÿ ðàç-íûõ òåñòîâûõ äàííûõ áûëî òàêæå ðàçíûì.Íåêîòîðûå ñèãíàëû èìåëè ìàëåíüêóþ îøèáêóâîññòàíîâëåíèÿ óæå ïðè 4-5 ãëàâíûõ êîìïîíåí-òàõ, à íåêîòîðûå äàâàëè áîëüøóþ ïîãðåøíîñòüè ïðè 10 ãëàâíûõ êîìïîíåíòàõ. Â äàííîì ñëó-÷àå ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåñîâåðøåíñòâå îáó-÷àþùåé âûáîðêè.Â óñëîâèÿõ ÍÖ ÑÑÕ äëÿ ìíîãîêàíàëüíîé ðå-ãèñòðàöèè ÝÊÃ èñïîëüçóþòñÿ 80 äàò÷èêîâ. Ñèã-íàë êàæäîãî èç äàò÷èêîâ áûë ïîäâåðãíóò îáðà-áîòêå ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî àëãîðèòìà Õåááà.Äëÿ êàæäîãî ñèãíàëà áûëî âûäåëåíî 8 ãëàâíûõêîìïîíåíò. Äëÿ ïîñëåäóþùåé êëàññèôèêàöèèèñïîëüçîâàëñÿ âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ãëàâíûõêîìïîíåíò âñåõ 80 äàò÷èêîâ.Êëàññèôèêàöèÿ ïðè ïîìîùèñàìîîðãàíèçóþùèõñÿ êàðò ÊîõîíåíàÄëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ñèãíàëà êòîé èëè èíîé ãðóïïå èñïîëüçîâàëèñü ñàìîîðãà-� 85 �
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Ðèñ. 2. Ïðèìåðû ñèãíàëîâ, âîññòàíîâëåííûõ ïî 1 (à), 3 (á), 5 (â), 7 (ã) ãëàâíûì êîìïîíåíòàì: � � èñ-õîäíûé ñèãíàë; � âîññòàíîâëåííûé ñèãíàëíèçóþùèåñÿ êàðòû Êîõîíåíà [5]. Îñíîâíîé öå-ëüþ êàðò ñàìîîðãàíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçî-âàíèå ïîñòóïàþùèõ âåêòîðîâ ñèãíàëîâ, èìåþ-ùèõ ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåðíîñòü, â îäíî- èëè äâó-ìåðíóþ êàðòó. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå îñó-ùåñòâëÿåòñÿ àäàïòèâíî, â òîïîëîãè÷åñêè óïî-ðÿäî÷åííîé ôîðìå. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáó÷åíèÿñàìîîðãàíèçóþùèõñÿ êàðò Êîõîíåíà ïîëó÷àåòñÿêàðòà ñ ðàçäåëåíèåì íà îáëàñòè, ãäå êàæäàÿ îá-ëàñòü ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó êëàññó.Àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ ñàìîîðãàíèçóþùèõ-ñÿ êàðò íà÷èíàåòñÿ ñ èíèöèàëèçàöèè ñèíàïòè÷å-ñêèõ âåñîâ ñåòè. Ïîñëå êîððåêòíîé èíèöèàëèçà-öèè ñåòè àêòèâèçèðóþòñÿ òðè îñíîâíûõ ïðîöåñ-ñà: êîíêóðåíöèè, êîîïåðàöèè è ñèíàïòè÷åñêîéàäàïòàöèè [8].Ñóùíîñòü àëãîðèòìà ñàìîîðãàíèçàöèè, ïðåä-ëîæåííîãî Êîõîíåíîì, ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè

ñâîéñòâ õåááîïîäîáíîãî ïðàâèëà îáó÷åíèÿ è ëà-òåðàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Ñóùåñòâåííûìè õà-ðàêòåðèñòèêàìè ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ ñëå-äóþùèå:� íåïðåðûâíîå âõîäíîå ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâàêòèâàöèè, êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ â ñîîò-âåòñòâèè ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðî-ÿòíîñòè;� òîïîëîãèÿ ñåòè â ôîðìå ðåøåòêè, ñîñòîÿ-ùåé èç íåéðîíîâ (îíà îïðåäåëÿåò äèñêðåò-íîå âõîäíîå ïðîñòðàíñòâî);� çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè ôóíêöèÿ îêðåñò-íîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòèíåéðîíà-ïîáåäèòåëÿ;� ïàðàìåòð ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîãîçàäàåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è êîòîðûé ïî-ñòåïåííî óáûâàåò âî âðåìåíè, íî íèêîãäà íåäîñòèãàåò íóëÿ.� 86 �



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè ìíîãîêàíàëüíûõ ñèãíàëîâ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñåðäöàÐàññìîòðèì m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåêòîðâõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà è âåêòîð ñèíàïòè÷åñêèõâåñîâ îáîçíà÷èì òàê:
x (n) = {x1 (n) , x2 (n) , . . . , xm (n)}T ;

wj (n) = {wj1 (n) , wj2 (n) , . . . , wjm (n)}T ,

j = 1, 2, . . . , l,ãäå l � îáùåå êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ â ðåøåòêå.Ïîñëå èíèöèàëèçàöèè âåñîâ âûáèðàåì âåêòîðèç âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàõîäèì íàèáîëååïîäõîäÿùèé ("ïîáåäèâøèé") íåéðîí íà øàãå n,èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ìèíèìóìà åâêëèäîâà ðàñ-ñòîÿíèÿ (ïðîöåññ êîíêóðåíöèè):
i (x) = argmin

j
||x−wj||, j = 1, 2, . . . , l.Çàòåì êîððåêòèðóåì âåêòîðû ñèíàïòè÷åñêèõ âå-ñîâ âñåõ íåéðîíîâ, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ ôîð-ìóëó (ñèíàïòè÷åñêàÿ àäàïòàöèÿ):

wj (n+1)=wj (n)+η (n)hj,i(x) (n)
(
x−wj (n)

)
,ãäå hj,i(x) �ôóíêöèÿ îêðåñòíîñòè ñ öåíòðîì â ïî-áåäèâøåì íåéðîíå (ïðîöåññ êîîïåðàöèè); η (n) �ïàðàìåòð ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ. Äëÿ óëó÷øåíèÿïðîöåññà îáó÷åíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòüñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ [5]:

hj,i(x)(n)=e

−d
2

j,i

2σ
2
(n) ; η(n)=η0e

−n

τ
2 ; σ(n)=σ0e

−n

τ
1 .Ïàðàìåòð σ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé øèðèíîéòîïîëîãè÷åñêîé îêðåñòíîñòè. Ýòîò ïàðàìåòðîïðåäåëÿåò óðîâåíü, äî êîòîðîãî íåéðîíû èçîêðåñòíîñòè ïîáåäèâøåãî íåéðîíà ó÷àñòâóþò âîáó÷åíèè.Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íàäâà ýòàïà: ýòàï ñàìîîðãàíèçàöèè è ýòàï ñõîäè-ìîñòè.Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò òîïîëîãè÷åñêîåóïîðÿäî÷åíèå âåêòîðîâ âåñîâ. Ôàêòè÷åñêè íàäàííîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ãðóáàÿ íàñòðîéêà íåé-ðîííîé ñåòè. Â íà÷àëå ýòàïà ôóíêöèÿ îêðåñòíî-ñòè hj,i(x) äîëæíà îõâàòûâàòü ïðàêòè÷åñêè âñåíåéðîíû ñåòè è èìåòü öåíòð â ïîáåäèâøåì íåé-ðîíå. Êîãäà ðàçìåð hj,i(x) ñîêðàòèòñÿ äî ìàëîãîçíà÷åíèÿ è áóäåò ñîäåðæàòü â ñåáå òîëüêî áëè-æàéøèõ ñîñåäåé ïîáåäèâøåãî íåéðîíà èëè òîëü-êî ñàì íåéðîí-ïîáåäèòåëü, ïåðâûé ýòàï çàêîí-÷èòñÿ è íà÷íåòñÿ âòîðîé.Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò òîíêàÿ íàñòðîéêàíåéðîííîé ñåòè. Îáû÷íî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé

íà äàííîì ýòàïå â íåñêîëüêî ñîòåí ðàç ïðåâûøà-åò êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ ñåòè. Ïàðàìåòð ñêîðî-ñòè îáó÷åíèÿ η (n) âî âðåìÿ âòîðîãî ýòàïà äîë-æåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë, íî íå ïðèáëèæàòü-ñÿ ê íóëþ. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà ñõîäè-ìîñòè (ñòàáèëèçàöèè íåéðîííîé ñåòè) âû÷èñëåí-íàÿ êàðòà ïðèçíàêîâ îòîáðàæàåò âàæíûå ñòàòè-ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîãî ïðîñòðàí-ñòâà [9].Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Φ íåëèíåéíîå ïðåîáðà-çîâàíèå, êîòîðîå îòîáðàæàåò âõîäíîå ïðîñòðàí-ñòâî X â âûõîäíîå ïðîñòðàíñòâî A: Φ : X → A.Äëÿ äàííîãî âõîäíîãî âåêòîðà x ïî àëãîðèòìó, ñèñïîëüçîâàíèåì êàðòû Φ, îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëååïîäõîäÿùèé íåéðîí i (x) â âûõîäíîì ïðîñòðàí-ñòâå A. Âåêòîð ñèíàïòè÷åñêèõ âåñîâ wi íåéðîíà
i (x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óêàçàòåëü íà ýòîòíåéðîí èç âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ýòî çíà÷èò,÷òî ñèíàïòè÷åñêèå ýëåìåíòû âåêòîðà wi ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû îáðàçà íåéðîíà
i, ïðîåöèðóåìûå âî âõîäíîå ïðîñòðàíñòâî.Íåéðîíàì â äâóìåðíîé ðåøåòêå íàçíà÷àþòñÿìåòêè êëàññîâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê êàæ-äûé èç âåêòîðîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè âîçáóäèëêîíêðåòíûé íåéðîí â ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ ñå-òè. Â ðåçóëüòàòå íåéðîíû â äâóìåðíîé ðåøåòêåðàçáèâàþòñÿ íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñâÿçàííûõîáëàñòåé [10], êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåòîïðåäåëåííîìó êëàññó ïàòîëîãèé.Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèéÏðîàíàëèçèðîâàíû äàííûå îáñëåäîâàíèÿ 40ïàöèåíòîâ ñ ñèíäðîìîì ïðåäâîçáóæäåíèÿ; ýòîçàáîëåâàíèå îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì äîïîëíè-òåëüíûõ àíîìàëüíûõ ïóòåé ïðîâåäåíèÿ ýëåêòðè-÷åñêîãî èìïóëüñà â ñåðäöå [2]. Â èññëåäîâàíèèó÷àñòâîâàëè äàííûå ïàöèåíòîâ ñ ëåâîé è ïðàâîéëîêàëèçàöèåé àíîìàëüíîãî ïóòè, óñòàíîâëåííîéâ õîäå èíâàçèâíîãî ýëåêòðîôèçèîëîãè÷åñêîãî èñ-ñëåäîâàíèÿ ñåðäöà. Âñåì ïàöèåíòàì ïðîâåäå-íî ÏÊ â ïîêîå ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîêàðäèîãðàôè-÷åñêîé ñèñòåìû "Cardiag", êîòîðàÿ îáåñïå÷èâà-åò ñèíõðîííóþ çàïèñü 80 äàò÷èêîâ ÝÊÃ íà ïî-âåðõíîñòè âñåé ãðóäíîé êëåòêè. Àíàëèçèðîâà-ëèñü äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå èçîèíòå-ãðàëüíûõ êàðò èëè ìàññèâîâ çíà÷åíèé èíòåãðà-ëîâ, ðàññ÷èòàííûõ â êàæäîé òî÷êå ðåãèñòðàöèèîò êðèâîé ÝÊÃ íà èíòåðâàëå QRS, ñîîòâåòñòâó-þùåì àêòèâàöèè ìèîêàðäà æåëóäî÷êîâ ñåðäöà.Âñå äàííûå äåëèëèñü íà äâå ãðóïïû. Ïî äàí-íûì ïåðâîé ãðóïïû ïðîèñõîäèëî îáó÷åíèå, à ïî� 87 �



È. Ï. Ïîëÿêîâà, Ò. Á. Ôåîôàíîâà, Í. Â. Ëóêüÿíîâàäàííûì âòîðîé ãðóïïû � òåñòèðîâàíèå ïîëó÷åí-íûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ áû-ëî ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñôîðìèðîâàíî 10 îáó÷àþ-ùèõ âûáîðîê. Êàæäàÿ âûáîðêà ñîäåðæàëà äàí-íûå èç 20 ìíîãîêàíàëüíûõ ÝÊÃ (20 âåêòîðîâ),10 èç êîòîðûõ � ñ ëåâîé ëîêàëèçàöèåé àíîìàëü-íîãî ïóòè, 10 � ñ ïðàâîé. Äàííûå èç îñòàëü-íûõ 20 ÝÊÃ (ïî 10 ñ ëåâîé è ïðàâîé ëîêàëèçàöè-åé) èñïîëüçîâàëèñü ïðè ôîðìèðîâàíèè òåñòîâûõâûáîðîê � èõ òàêæå áûëî âçÿòî 10.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà êàðòà Êîõîíåíà, ïî-ñòðîåííàÿ äëÿ îäíîé èç îáó÷àþùèõ âûáîðîê.Ñâåòëîñåðàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò ëåâîé ëîêà-ëèçàöèè àíîìàëüíîãî ïóòè, òåìíàÿ � ïðàâîé ëî-êàëèçàöèè. Áîëåå ñâåòëûì öâåòîì âûäåëåíûíåéðîíû-ïîáåäèòåëè äëÿ âåêòîðîâ èç îáó÷àþùåéâûáîðêè.Äëÿ âñåõ òåñòîâûõ âûáîðîê áûë ïîëó÷åí âû-ñîêèé ðåçóëüòàò: îò 17 äî 20 ïðàâèëüíî êëàñ-ñèôèöèðîâàííûõ ëîêàëèçàöèé àíîìàëüíîãî ïó-òè, ÷òî â ñðåäíåì ñîñòàâèëî 92,5%. Â áîëüøèí-ñòâå ñëó÷àåâ îøèáêè ïðîèñõîäèëè íà îäíèõ è òåõæå äàííûõ, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷åííûõ îò ïàöèåí-òîâ ñ ñåðüåçíûìè ñîïóòñòâóþùèìè çàáîëåâàíèÿ-ìè ñåðäöà. Îäíàêî ïîñëå âêëþ÷åíèÿ ýòèõ äàí-íûõ â îáó÷àþùóþ âûáîðêó ïðàâèëüíàÿ êëàññè-ôèêàöèÿ äîñòèãàëà 100%.Ñèíäðîì ïðåäâîçáóæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ýëåêòðîôèçèîëîãè÷å-ñêóþ ìîäåëü, ÷òî îáúÿñíÿåò ñòîëü õîðîøèå ðå-çóëüòàòû óæå ïðè ìàëûõ âûáîðêàõ. Îäíàêî èñ-ïîëüçîâàíèå ðàññìîòðåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-äåëåé äëÿ äðóãèõ êëàññîâ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõçàáîëåâàíèé òàêæå ïîêàçûâàåò âûñîêîå êà÷åñòâîèõ ïðèìåíåíèÿ óæå ïðè íåáîëüøèõ îáó÷àþùèõâûáîðêàõ.

Ðèñ. 3. Ïðèìåð êàðòû Êîõîíåíà

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûå ìàòåìàòè÷å-ñêèå ìîäåëè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ âûäåëåíèÿñóùåñòâåííûõ ïðèçíàêîâ è ïîñëåäóþùåé êëàñ-ñèôèêàöèè ìíîãîêàíàëüíûõ ñèãíàëîâ ýëåêòðè-÷åñêîãî ïîëÿ ñåðäöà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ýëåêòðîêàðäèîëî-ãèè / Ïîä ðåä. Ê. Â. Íåëüñîíà è Ä. Á. Ãå-çåëîâèöà. Ì.: Ìåäèöèíà, 1979.2. Ìîðìàí Ä., Õåëëåð Ë. Ôèçèîëîãèÿ ñåð-äå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû. Ñ.-Ïá.: Ïèòåð,2000.3. Ïîâåðõíîñòíîå êàðòèðîâàíèå êàê ìåòîä äè-àãíîñòèêè íàðóøåíèé ðèòìà ñåðäöà // Êëè-íè÷åñêàÿ àðèòìîëîãèÿ. Ì.: Ìåäïðàêòè-êà-Ì, 2009. Ñ. 157�175.4. Ïîëÿêîâà È. Ï. Äèàãíîñòè÷åñêèå âîçìîæíî-ñòè ìíîãîêàíàëüíîãî ïîâåðõíîñòíîãî ÝÊÃ-êàðòèðîâàíèÿ // Êðåàòèâíàÿ êàðäèîëîãèÿ.2007. � 1�2. Ñ. 256�269.5. Õàéêèí C. Íåéðîííûå ñåòè. Ïîëíûé êóðñ.Ñ.-Ïá.: Âèëüÿìñ, 2006.6. Oja E. Subspace Methods of PatternRecognition. Letchworth, England: Researchstudy press, 1983.7. Brawn T. H. Hebbian synapses: Biophysicalmechanisms and algorithms // Annual Reviewof Neuroscience. 1990. Vol. 13. P. 475�511.8. Sanger T. D. Optimal unsupervised learningin a single layer linear feedforward neuralnetwork // Neural Networks. 1989. Vol. 12.P. 459�473.9. Kohonen T. Self-organized formation oftopologically correct feature maps // Bio-logical Cybernetics. 1982. Vol. 3. P. 59�69.10. Kohonen T. Exploration of very largedatabases by self-organized maps // Int. Conf.on neural networks. Houston: IEEE ServiceCenter, 1997. Vol. 1. P. PL1�PL6.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.07.11.
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