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ÓÄÊ 519.63ÌÅÒÎÄ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ØÀÃÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈÎ. Ì. Êîçûðåâ, Â. Ï. Ëèòâèíîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-ñòè. Ìåòîä îñíîâàí íà êîíñòðóèðîâàíèè ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà øàãà â âèäå îïåðàòîð-íîãî ïîëèíîìà. Êîíñòðóèðîâàíèå îïåðàòîðíîãî ïîëèíîìà ïðîèñõîäèò â ïðîñòðàíñòâåôóðüå-îáðàçîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà è Ëàíöîøà. Àëãîðèòì ðå-øåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿâíûå ïîøàãîâûå âû÷èñëåíèÿ è ðåàëèçîâàí â âèäå ñõåìûïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Ìåòîä ïðîñò â ðåàëèçàöèè è ïîääàåòñÿ ýôôåêòèâíîìó ðàñïà-ðàëëåëèâàíèþ. Èçëîæåíèå ìåòîäà äàåòñÿ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëè-íåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðåøåíèéèçâåñòíûõ òåñòîâûõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ôóðüå-îáðàç, ïîëèíîìû ×åáûøåâà èËàíöîøà. ÂâåäåíèåÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïîìîùüþ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåò-ñÿ, êàê ïðàâèëî, ÿâíàÿ èëè íåÿâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Ðàçíîñò-íûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèè, îáëàäàþò âûñîêîé òî÷íîñòüþ è àáñîëþòíîéóñòîé÷èâîñòüþ âû÷èñëåíèé. Òàêèå ìåòîäû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ òðóäîåìêèìè è íå âñåãäà ïîä-äàþòñÿ ýôôåêòèâíîìó ðàñïàðàëëåëèâàíèþ. Ìåòîäû íà îñíîâå ÿâíîé àïïðîêñèìàöèè ëèøåíû ýòèõíåäîñòàòêîâ, îíè ïðîñòû â ðåàëèçàöèè è ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ãëóáîêîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå. Íî èñ-ïîëüçîâàíèå ÿâíîé ñõåìû íàêëàäûâàåò îáðåìåíèòåëüíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè [1], ÷òî óâåëè÷èâàåòîáùèé îáúåì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû.Âïåðâûå âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, îáëàäàþùèõ ìåíüøèì îáúåìîì âû÷èñ-ëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé, èññëåäîâàí â ðàáîòå [2]. Áûë ïðåäëîæåí íîâûéïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ çà-ðàíåå èçâåñòíûì ÷èñëîì èòåðàöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèé. Â ðàáîòàõ [3�7]ïðåäëîæåíà è ïðàêòè÷åñêè îïðîáîâàíà ñõåìà, ðåàëèçóåìàÿ ÿâíûìè èòåðàöèÿìè ñ ÷åáûøåâñêèì íà-áîðîì ïàðàìåòðîâ. Â ýòîé ñõåìå àïïðîêñèìàöèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ íà ïåðâîé èòåðàöèè, à ñ ïîìîùüþàíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé íàõîäèòñÿ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé-÷èâîñòè âû÷èñëåíèé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíîãîóðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà øà-ãà â âèäå îïåðàòîðíîãî ïîëèíîìà íà îñíîâå ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà è Ëàíöîøà. Êîíñòðóèðîâàíèåîïåðàòîðíîãî ïîëèíîìà ïðîèñõîäèò â ïðîñòðàíñòâå ôóðüå-îáðàçîâ, ãäå âûïîëíÿåòñÿ àïïðîêñèìà-öèÿ èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ íàèìåíüøèé ïîðÿäîêïîëèíîìà, íåîáõîäèìûé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà íà êàæäîìâðåìåííîì øàãå ïðåäñòàâëÿåò ñõåìó ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, ðåàëèçóåìóþ â âèäå ðåêóððåíòíûõ ñîîò-íîøåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî ïî òðóäîåìêîñòè ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå. Ïîýòîìó ìåòîä� 3 �



Î. Ì. Êîçûðåâ, Â. Ï. Ëèòâèíîâäîïóñêàåò âûñîêóþ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ìíîãîìåðíûõçàäà÷ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.Îïèñàíèå ìåòîäàÐàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîéïåðåìåííîé:
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, 0 ≤ t ≤ T, x ∈ IR; (1)

u(0, x) = u0(x).Â ñëó÷àå ÿâíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñò-íîå óðàâíåíèå âèäà
un+1 (x) = un (x) + τAun (x) ,çàïèñàííîå â îïåðàòîðíîì âèäå, ãäå äåéñòâèå ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà A íà ôóíêöèþ u (x) îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê

Au (x) = h−2
(
u (x+ h)− 2u (x) + u (x− h)

)
.Íåÿâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ âèäà

un+1 (x)− τAun+1 (x) = un (x) .Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ðàññìîòðåííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ äâóõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
un+1 (x) = Gun (x) , (2)ãäå G � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð øàãà.Áóäåì êîíñòðóèðîâàòü îïåðàòîð øàãà G â âèäå îïåðàòîðíîãî ïîëèíîìà â ïðîñòðàíñòâå ôóðüå-îáðàçîâ ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà è Ëàíöîøà. Ïðèìåíÿÿ â ïðîñòðàíñòâå L2 ê ðàçíîñòíîéñõåìå (2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå [8], ðàññìîòðèì èñõîäíóþ çàäà÷ó â ïðîñòðàíñòâå ôóðüå-îáðàçîâôóíêöèé L∗

2:
vn+1 (ω) = Ps (λ) v

n (ω) .Çäåñü v (ω) =
∞∫

−∞

e−iωxu (x) dx � ôóðüå-îáðàç [9] ôóíêöèè u (x), à Ps (λ) � íåêîòîðûé èñêîìûéïîëèíîì, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçíîñòíîìó îïåðàòîðó øàãà G. ×åðåç λ (ω) îáîçíà÷åí ñïåêòðàëüíûéîáðàç (ôóðüå-îáðàç) ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà −τA, êîòîðûé ðàâåí λ (ω) = 2r − reiωh − re−iωh =
= 4r sin2 α, 0 ≤ λ ≤ 4r, 0 ≤ α ≤ π/2, α = hω/2, ãäå r = τh−2 � ÷èñëî Êóðàíòà äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè âûáåðåì èñêîìûé ïîëèíîì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðâûåäâà ìëàäøèõ ÷ëåíà Ps (λ) áûëè ðàâíû 1 è −λ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñòíîìó îïåðàòîðó øàãà,ìëàäøèå ñëàãàåìûå êîòîðîãî áóäóò ðàâíû E (åäèíè÷íûé îïåðàòîð) è τA. Ýòî îáåñïå÷èâàåò äëÿâûáðàííîãî îïåðàòîðà −τA àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî âðåìåíèè âòîðûì ïî ïðîñòðàíñòâó. Óñëîâèå àïïðîêñèìàöèè çàïèøåì â âèäå





Ps (0) = 1;

dPs (λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= −1.
(3)Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû â ïðîñòðàíñòâå L2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

max
0≤λ≤4r

|Ps (λ)| ≤ 1. (4)� 4 �



Ìåòîä ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà øàãà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòèÊîíñòðóèðîâàíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû íà îñíîâå ïîëèíîìà ×åáûøåâàÏåðâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ïîëèíîìà Ps (λ) îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìíîãî÷ëåíà ×å-áûøåâà [10]
Ts (ξ) = cos (s arccos ξ) , −1 ≤ ξ ≤ 1.Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ïîëèíîìà:

|Ts (1)| = 1,
dTs (1)

dξ
= s2, ∀s;

|Ts (ξ)| ≤ 1, ∀ξ ∈ [−1, 1] , ∀s; (5)
Ts+1 (ξ) = 2ξTs (ξ)− Ts−1 (ξ) , ∀s.Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå λ = s2 (1− ξ). Â êà÷åñòâå ïîëèíîìà Ps (λ) âîçüìåì ìíîãî÷ëåí×åáûøåâà, â êîòîðîì ñäåëàíà ëèíåéíàÿ çàìåíà àðãóìåíòà:
Ps (λ) = Ts

(
1− λ

s2

)
= T̃s (λ) .Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà ïîëèíîìà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè

Ps (0) = Ts (1) = 1;
d

dλ
Ps (0) =

d

dξ
Ts (1)

dξ

dλ
= s2

(
− 1

s2

)
= −1.Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè (4), ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (5), ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè ξ ∈ [−1, 1]íà λ ∈ [0, 4r] íåîáõîäèìî çàäàòü óñëîâèå ξ (λ = 4r) ≥ −1, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî, êîãäà ïîðÿäîêïîëèíîìà s ≥

√
2r.Äëÿ ðåàëèçàöèè ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð çàïèøåì ïîëèíîì â âèäå

Ps (λ) = 1− λL̃s−1 (λ) ,ãäå L̃s−1(λ) =
(
1 − T̃s(λ)

)/
λ ïîëó÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ìíîãî÷ëåíà Ëàíöîøà, êîòîðûé áóäåòðàññìîòðåí äàëåå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà L̃s−1 âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìèäëÿ ïîëèíîìà Ëàíöîøà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîëèíîìà×åáûøåâà:

L̃0 (λ) = 1; L̃1 (λ) = 1− λ

2s2
;

L̃ν+1 (λ) = 2

(
ν + 1

ν + 2

)2 (
1− λ

s2

)
L̃ν −

(
ν

ν + 2

)2

L̃ν−1 +
2

(ν + 2)2
, ν = 1, s− 2, s ≥

√
2r.Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ìîæíî çàïèñàòü ñõåìó òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, ãäåêîëè÷åñòâî ïîøàãîâûõ âû÷èñëåíèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì s ≥
√
2r:� ïðåäèêòîð

u(n,0)m = unm; u(n,1)m =

(
E +

τA

2s2

)
u(n,0)m ;

u(n,ν+1)
m = 2

(
ν + 1

ν + 2

)2 (
E +

τA

s2

)
u(n,ν)m −

(
ν

ν + 2

)2

u(n,ν−1)
m +

2

(ν + 2)2
u(n,0)m ;

ν = 1, s− 2;� êîððåêòîð
un+1
m = unm + τAu(n,s−1)

m .Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ñõåìû íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ñîïîñòàâèìà ñ âû÷èñëåíèÿ-ìè ïî ÿâíîé ñõåìå, íî îáùèé îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè ýòîì ïðîïîðöèîíàëåí êîðíþ èç ÷èñëà Êóðàíòà.� 5 �



Î. Ì. Êîçûðåâ, Â. Ï. ËèòâèíîâÊîíñòðóèðîâàíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû íà îñíîâå ïîëèíîìà ËàíöîøàÂòîðîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ Ps (λ) àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñïîñîáó èîñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìíîãî÷ëåíà Ëàíöîøà [11]
Ls (ξ) =

1− Ts+1 (ξ)

(s+ 1)2 (1− ξ)
, ξ ∈ [−1, 1] .Çäåñü Ts+1 (ξ) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà (s + 1)-ãî ïîðÿäêà. Íà ðèñ. 1 äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàæåíûïîëèíîìû Ëàíöîøà ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïîðÿäêîâ.Âîçüìåì â êà÷åñòâå Ps (λ) ìíîãî÷ëåí ñëåäóþùåãî âèäà:

Ps (λ) = Ls

[
1− 6λ

s (s+ 2)

]
= L̃s (λ) .Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà s óñëîâèÿ (3) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Ps (0) = Ls (1) = 1;

d

dλ
Ps (0) =

d

dξ
Ls (1)

dξ

dλ
=

s (s+ 2)

6

[
− 6

s (s+ 2)

]
= −1.Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñèëó ëèíåéíîñòè λ =

s (s+ 2)

6
(1− ξ) íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ξ (λ = 4r) ≥ −1. (6)Óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî, êîãäà ïîðÿäîê ïîëèíîìà s ≥
√
12r + 1− 1.Äëÿ ðåàëèçàöèè ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð çàïèøåì

Ps (λ) = 1− λR̃s−1 (λ) , ãäå R̃s−1 (λ) =
1− L̃s (λ)

λ
.×òîáû íàéòè ïîëèíîì R̃s−1, íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè, êîòîðûå ïî-ëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé äëÿ ìíîãî÷ëåíà Ëàíöîøà:

R̃0 (λ) = 1; R̃1 (λ) = 1− 2λ

s (s+ 2)
;

R̃ν+1 (λ) = 2
(ν + 1) (ν + 2)

(ν + 3) (ν + 4)

[
1− 6λ

s (s+ 2]

]
R̃ν −

ν (ν + 1)2

(ν + 3)2 (ν + 4)
R̃ν−1 +

12 (ν + 2)

(ν + 3)2 (ν + 4)
.

Ðèñ. 1. Ïîëèíîìû Ëàíöîøà ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïîðÿäêîâ: � s = 1; ...... � s = 2; � . � . � . � � s = 3;- - - � s = 4 � 6 �



Ìåòîä ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà øàãà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòèÒîãäà â ïðîñòðàíñòâå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñëåäóþùåãî âèäà:� ïðåäèêòîð
u(n,0)m = unm; u(n,1)m =

[
E +

2

s(s+ 2)
τA

]
u(n,0)m ;

u(n,ν+1)
m = 2

(ν + 1)(ν + 2)

(ν + 3)(ν + 4)

[
E +

6

s(s+ 2)
τA

]
u(n,ν)m −

− ν(ν + 1)2

(ν + 3)2(ν + 4)
u(n,ν−1)
m +

12(ν + 2)

(ν + 3)2(ν + 4)
u(n,0)m , ν = 1, s− 2;� êîððåêòîð

un+1
m = unm + τAu(n,s−1)

m .Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ðàññìîòðåííûõ ñõåìÏðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå îáðàçîâ Ôóðüå ðàçíîñò-íûì îïåðàòîðàì øàãà äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñõåì, è ñðàâíèì ñ ôóíêöèÿìè äëÿ îïåðàòîðîâ øàãàäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) íà âñåé áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé, êîòîðîå ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå
u (t+ τ, x) = F (t+ τ, x) u0 (x) =

∞∫

−∞

F (t+ τ, x− y) u0 (y) dy,ãäå
F (t+ τ, x) =

1

2
√

π (t+ τ)
exp

(
− x2

4 (t+ τ)

)
.Ôóíêöèè F (t+ τ, x) â ïðîñòðàíñòâå L∗

2 ñîîòâåòñòâóåò ôóðüå-îáðàç ρ (α) = exp
(
−4rα2

). Îïåðàòîðóøàãà íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñîîòâåòñòâóåò îáðàç ρí (α) = (1 + λ (α))−1 , λ (α) = 4r sin2 (α).Äëÿ ñõåì íà îñíîâå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è Ëàíöîøà èìååì
ρ× (α) = cos

(
m arccos

(
1− λ (α)

m2

))
;

ρË (α) =
1− cos

(
(p+ 1) arccos (1− ξ (α))

)

(p+ 1)2 ξ (α)
, ξ (α) =

6λ (α)

p (p+ 2)
,ãäå m =

√
2r; p =

√
12r + 1− 1.Íà ðèñ. 2 ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíû ôóðüå-îáðàçû îïåðàòîðîâ øàãà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,íåÿâíîé ñõåìû, à òàêæå ñõåì íà îñíîâå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è Ëàíöîøà äëÿ ÷èñëà Êóðàíòà r = 5,0.Íà ðèñ. 3 ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû â îêðåñòíîñòè íóëÿ.Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì íà îñíîâå ïîëèíîìà ×åáûøåâà ýêîíîìíåå àëãîðèòìà íà îñíîâå ïîëè-íîìà Ëàíöîøà. Îäíàêî ñïåêòðàëüíûé îáðàç ρ× (α) êà÷åñòâåííî íå âîñïðîèçâîäèò îáðàç îïåðàòîðàèñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëîæèòåëüíîé è ìîíîòîííî óáûâàþùåéôóíêöèåé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ñïåêòðó äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ïðåäïî÷òèòåëüíåé ñõå-ìà íà îñíîâå ïîëèíîìà Ëàíöîøà. Âî-ïåðâûõ, åãî ñïåêòðàëüíûé îáðàç ïîëîæèòåëåí, à ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè óáûâàåò ñ ðîñòîì ÷àñòîòû. Âî-âòîðûõ, íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêåñïåêòðà îáðàç ρË (α) áëèæå ê ñïåêòðàëüíîìó îáðàçó èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ñì.ðèñ. 3). � 7 �



Î. Ì. Êîçûðåâ, Â. Ï. Ëèòâèíîâ

Ðèñ. 2. Ôóðüå-îáðàçû îïåðàòîðîâ øàãà: � äèô-ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ; ��� � íåÿâíîé ñõåìû;�F� � ñõåìû íà îñíîâå ïîëèíîìà ×åáûøåâà; �◦� �ñõåìû íà îñíîâå ïîëèíîìà Ëàíöîøà Ðèñ. 3. Ôóðüå-îáðàçû îïåðàòîðîâ øàãà â îêðåñòíîñòèíóëÿ: � äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ; ��� �íåÿâíîé ñõåìû; �F� � ñõåìû íà îñíîâå ïîëèíîìà ×å-áûøåâà; �◦� � ñõåìû íà îñíîâå ïîëèíîìà ËàíöîøàÑðàâíåíèå ñ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé×òîáû íàãëÿäíî ïîêàçàòü îòëè÷èå ïðåäëàãàåìûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì îò ÿâíîé ñõåìû, ïðîâåäåì îöåí-êó îáùåãî îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû.Äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñõåì ïåðåõîä íà íîâûé âðåìåííîé ñëîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïå-ðàòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî s ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ. Êàæäûé òàêîé øàã ýêâèâàëåíòåí ïîòðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèé âðåìåííîìó øàãó ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Òîãäà îáùåå ìèíèìàëüíîåêîëè÷åñòâî òàêèõ øàãîâ ïðè t = 1 ñîñòàâèò
n× =

√
2r

rh2
; nË =

√
12r + 1− 1

rh2
,ãäå n×, nË � îáùåå êîëè÷åñòâî øàãîâ äëÿ ñõåì íà îñíîâå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è Ëàíöîøà. Äëÿÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñîãëàñíî óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè [1] ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ ìîæíîâû÷èñëèòü êàê

nÿ = 2

h2
.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü îöåíêó, ïîêàçûâàþùóþ âî ñêîëüêî ðàç îáúåì âû÷èñëåíèé ïîÿâíîé ñõåìå áîëüøå îáúåìà âû÷èñëåíèé äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñõåì (ðèñ. 4):

nÿ
n× =

2r√
2r

;
nÿ
nË =

2r√
12r + 1− 1

.Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî âûèãðûø â îáúåìå âû÷èñëåíèé ïî ïðåäëîæåííûì ñõåìàì òåì áîëüøå, ÷åìáîëüøå ÷èñëî Êóðàíòà. Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ òåñòîâûõ çàäà÷Äàëåå ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âòî-ðîãî ðîäà. Äëÿ ýòîãî îïåðàòîð A àïïðîêñèìèðîâàëñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì:
� 8 �



Ìåòîä ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà øàãà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà øàãîâ îò ÷èñëà Êóðàíòà: � � nÿ/n×; ◦ � nÿ/nË
(Au)m =





u2
h2

− u1
h2

+
S0

h
, m = 1;

um+1

h2
− 2

um
h2

+
um−1

h2
, m = 2,M − 1;

S1

h
− uM

h2
+

uM−1

h2
, m = M,ãäå S0, S1 � íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïîòîêà òåïëà íà ãðàíèöå.Çàäà÷à 1. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ 1ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå

u (x, t) = 1− sin (πx) e−π2t. (7)Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ (7).Öåëüþ òåñòà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-ñòè â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è.Íà ðèñ. 5 ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíî òî÷íîå ðåøåíèå è ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïî ñõåìàì íà îñíîâåïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è Ëàíöîøà. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû íà ðàâíîìåðíîé ðàçíîñòíîéñåòêå ñ øàãîì ïî ïðîñòðàíñòâó h = 0,02, ïðè ÷èñëå Êóðàíòà r = 2,5. Âèäíî, ÷òî ïðîôèëè ÷èñëåííûõðåøåíèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñõåì ñîãëàñóþòñÿ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è.Çàäà÷à 2. Î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà îò ïëîñêîãî ìãíîâåííîãî èñòî÷íèêà [12]. Â íà÷àëü-íûé ìîìåíò âðåìåíè â ïëîñêîñòè x = 0 âûäåëÿåòñÿ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè E. Â ïîñëåäóþùååâðåìÿ òåïëî ðàñòåêàåòñÿ îò ïëîñêîñòè x = 0 â îáå ñòîðîíû. Òàê êàê ïðèòîê ýíåðãèè â ñèñòåìóîòñóòñòâóåò, ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïðîñòðàíñòâå äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ óñëîâèþ ñîõðàíåíèÿýíåðãèè ∞∫
−∞

udx = E.Ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä
u (x, t) =

E√
4πt

e−x2/4t.Öåëüþ ðàñ÷åòà äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ìîíîòîííîñòè ïîëó÷àåìîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿïðè íàëè÷èè ðàçðûâà â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. � 9 �
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Ðèñ. 5. Ïðîôèëè òåìïåðàòóð â çàäà÷å 1: � òî÷-íîå ðåøåíèå; �◦� � ïî ñõåìå íà îñíîâå ïîëèíîìà×åáûøåâà; ���� ïî ñõåìå íà îñíîâå ïîëèíîìà Ëàí-öîøà Ðèñ. 6. Ïðîôèëè òåìïåðàòóð â çàäà÷å 2: �òî÷íîå ðåøåíèå; �◦� � ïî ñõåìå íà îñíîâå ïîëèíî-ìà ×åáûøåâà; ��� � ïî ñõåìå íà îñíîâå ïîëèíîìàËàíöîøàÍà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ñõåìàì íà îñíîâå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà èËàíöîøà â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ïðè ÷èñëå Êóðàíòà r = 2,5. Âèäíî, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèåèìååò íåìîíîòîííûé ïðîôèëü, à ðåøåíèå ïî ñõåìå íà îñíîâå ïîëèíîìà Ëàíöîøà ìîíîòîííî è âïðåäåëàõ òî÷íîñòè ÷åðòåæà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è.Çàäà÷à 3. Î áåãóùåé òåïëîâîé âîëíå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëîâîéâîëíû [13] â îáëàñòè 0 ≤ x ≤ 1 äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè
χ (u) = u3. Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà îïðåäåëÿþòñÿ èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

u (x, t) =





3

√
15 (t− x), x ≤ 5t;

0, x > 5t.Îáëàñòü ðåøåíèÿ x ∈ [0, 1] ðàçáèâàëàñü ðàâíîìåðíî íà 50 èíòåðâàëîâ, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî Êó-ðàíòà max
0≤x≤1

(r) = 17,9. Òåïëîâàÿ âîëíà çà îäèí øàã ïî âðåìåíè ðàñïðîñòðàíÿëàñü íà dτ/h = 0,25èíòåðâàëà ïî ïðîñòðàíñòâó.Êàê âèäíî èç ðèñ. 7, ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ñõåìå íà îñíîâå ïîëèíîìà ×åáûøåâà áåçèòåðèðîâàíèÿ êîýôôèöèåíòà χ, ÿâëÿåòñÿ íåìîíîòîííûì. Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âû÷èñ-ëÿëñÿ ïî ôîðìóëå
χn+1
m = 0,5

(
(unm)3 +

(
unm+1

)3)
, m = 1, 2, . . . ,M − 1.Äëÿ ðåøåíèÿ ïî ñõåìå íà îñíîâå ïîëèíîìà ×åáûøåâà ñ èòåðèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-âîäíîñòè èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé âûõîäà èç èòåðàöèé:

max
0≤x≤1

∣∣∣∣∣
uµ+1
m − uµm

uµm

∣∣∣∣∣ ≤ ε,ãäå µ � íîìåð èòåðàöèè; ε ïðèíèìàëîñü ðàâíûì 10−3; ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå èòåðàöèé íà øàãåáûëî ðàâíî 8.Íà ðèñ. 7 òàêæå ïîêàçàí ïðîôèëü òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïî ñõåìå íàîñíîâå ïîëèíîìà Ëàíöîøà áåç èòåðèðîâàíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. Ìîæíî îòìåòèòü,� 10 �
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