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ÓÄÊ 519.6 ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÌÅÒÎÄÀ ÐÀÑ×ÅÒÀÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÑ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÍÎÃÎÑÅÒÎ×ÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ SIMPLE Â ÏÀÊÅÒÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌ ËÎÃÎÑÀ. Ñ. Êîçåëêîâ, Þ. Í. Äåðþãèí, Ñ. Â. Ëàøêèí, Ä. Ï. Ñèëàåâ,Ï. Ã. Ñèìîíîâ, Å. Ñ. Òÿòþøêèíà(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã.Ñàðîâ)Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ðå-øåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ àãðåãàòèâíûì ñïîñîáîì îãðóá-ëåíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà âûïîëíåíà â ïàêåòå ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ äëÿ ìîäóëÿ, îðè-åíòèðîâàííîãî íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âàðèàí-òû ðåøåíèÿ ñêàëÿðíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåìV -, W - è F -öèêëîâ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàñïàðàëëå-ëèâàíèþ ìåòîäà, ïîêàçàíî ðåøåíèå ïðîáëåìû ãðóáûõ óðîâíåé. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèåýôôåêòèâíîñòè, ïîëó÷åííîé ïðè ðàñ÷åòàõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñïðèìåíåíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà è ïðåäîáóñëîâëåííîãî ìåòîäà ñî-ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, à òàêæå ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ãëîáàëüíîãîóðîâíÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà óðàâíåíèé, ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, àëãîðèòì, ìàòðèöà, ìå-òîä àãðåãàöèè. ÂâåäåíèåÒå÷åíèÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ îïèñûâàþòñÿ êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Ïðîáëåìà äèñêðåòèçàöèè ýòèõ óðàâíåíèé, à òàêæå èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëþ-÷åâûõ â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.Èñïîëüçîâàíèå ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà âî ìíîãèõñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì íà øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, ÷òî òðåáóåòñÿ äëÿñîõðàíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû, è ê áîëüøîìó îáùåìó âðåìåíè ñ÷åòà. Ïðèìå-íåíèå íåÿâíûõ ñõåì ñíèìàåò îãðàíè÷åíèÿ íà øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, êîòîðûé âûáèðàåòñÿèñõîäÿ èç íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Îäíàêî òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé áîëüøîãî ðàçìåðà, ïîðîæäåííîé äèñêðåòèçàöèåé, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äåëàåò íåâûãîä-íûì èñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ñõåì. Äðóãèì îáñòîÿòåëüñòâîì, ïðåïÿòñòâóþùèì èõ øèðîêîìó èñïîëü-çîâàíèþ â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå, ÿâëÿåòñÿ òðóäíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ èòåðàöèîííûõðåøàòåëåé äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Íåÿâíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïîðîæäàåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êî-òîðàÿ ðåøàåòñÿ òåì èëè èíûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì. Âûáîð ïîäõîäÿùåãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäàè åãî ðåàëèçàöèÿ âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò îáùóþ ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà. Íàïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîäû ñîïðÿæåííûõ è áè-ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ìåòîä ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè è äð. [1].� 44 �



Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîñåòî÷íîãî . . .Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà äàåò ñèñòåìó ëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ çà÷àñòóþ èìååòìåñòî ïðè äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ, ñîñòîÿùèõ èç ìíîãîãðàííèêîâïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ëèáî "ïåðåñòàþò ðàáîòàòü",ëèáî èìåþò î÷åíü ìåäëåííóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè [2].Îäíèì èç óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîñåòî÷íûéìåòîä Ôåäîðåíêî, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ñåòîê è îïåðàòîðîâïåðåõîäà îò îäíîé ñåòêè ê äðóãîé [3, 4]. Â ýòîì ìåòîäå ïðîöåññ ðåøåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ñàìîé ãðóáîéñåòêè. Ïîëó÷åííîå íà íåé ðåøåíèå èíòåðïîëèðóåòñÿ íà ïîäðîáíóþ ñåòêó è èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâåíà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â êàêîì-ëèáî èòåðàöèîííîì ïðîöåññå, ÷òî òðåáóåò ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøî-ãî ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî íåêîòîðûõèòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð ìåòîäà Çåéäåëÿ) ñõîäèòüñÿ ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ íà íåñêîëüêèõèòåðàöèÿõ çà ñ÷åò áûñòðîãî ïîäàâëåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò Ôóðüå [5]. Íèçêî÷àñòîòíûåãàðìîíèêè ñõîäÿòñÿ ìåäëåííåå è ñîñòàâëÿþò îñíîâíóþ ÷àñòü îøèáêè.Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû îáû÷íî ðàçäåëÿþòñÿ íà êëàññè÷åñêèå ñåëåêòèâíûå ìåòî-äû [6] è ìåòîäû íà îñíîâå àãðåãàöèè [7]. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâàãðåãàöèè èññëåäóåòñÿ â ðàáîòå [8] ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè íà îñíîâåàëãîðèòìà SIMPLE [9]. Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä èñïîëüçóåò V -öèêë è ïðîöåäóðó Çåéäåëÿ äëÿ ñãëà-æèâàíèÿ. Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîðîæäåííîé êîíå÷íî-îáúåìíîé äèñêðåòèçàöèåé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íàíåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ, ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [10]. Ïîäõîäû ê ïàðàëëåëèçàöèè àëãåá-ðàè÷åñêèõ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû àãðåãàöèè, ñðàâíèâàþòñÿ âðàáîòå [11]. Â ëèòåðàòóðå îïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðåàëèçàöèé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-ãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, ìíîãèå èç êîòîðûõ, íàïðèìåð BoomerAMG [12], èìåþò îòêðûòûé èñõîäíûéêîä. Îáçîð àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [13].Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñàãðåãàòèâíûì ñïîñîáîì îãðóáëåíèÿ. Âàðèàöèè ìåòîäà, ðàññìîòðåííûå â [2, 6�8, 10�13], íåâîçìîæ-íî ýôôåêòèâíî ïðèìåíèòü è ðåàëèçîâàòü â ïàêåòå ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ1 ââèäó åãî ìîäåëè ïàìÿòè,îðèåíòèðîâàííîé íà ãðàíå-ÿ÷åå÷íîå õðàíåíèå äàííûõ, è ìåõàíèçìîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, íåîáõîäè-ìûõ äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìè-êè [9]. Ïðàêòè÷åñêè âñå âíåøíèå ðåøàòåëè ðåàëèçóþò ñâîþ ìîäåëü ïàìÿòè, ÷òî òðåáóåò ñîçäàíèÿäîïîëíèòåëüíûõ èíòåðôåéñîâ äëÿ äîñòóïà ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû, à òàêæå èñïîëüçóþò "âíóòðåííèå"àëãîðèòìû ìåæïðîöåññîðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, íå ïîçâîëÿþùèå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ãðàíå-ÿ÷åå÷íûé ôîðìàò äàííûõ, ÷òî íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà âðåìåíè ñ÷åòà, óâåëè÷èâàÿ åãî â íåñêîëüêîðàç.Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíû àëãîðèòìû àäàïòàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ê ñòðóêòóðå ïàìÿòè ïà-êåòà ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ è åãî ìåõàíèçìàì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèåïðîáëåìû ãðóáûõ óðîâíåé, çàêëþ÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òî èç-çà íåáîëüøîãî ðàçìåðà ìàòðèö íà óðîâíÿõ ñãðóáûìè ñåòêàìè âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà îáìåíû, çàìåòíî ïðåâûøàåò âðåìÿ íà âû÷èñëåíèÿ. Äëÿìèíèìèçàöèè âðåìåííûõ çàòðàò ðåàëèçîâàí ñáîð ìàòðèö ãðóáîãî óðîâíÿ íà îäíîì ïðîöåññå, ãäåïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå ãëîáàëüíîãî óðîâíÿ è äàëüíåéøåå ïðîäîëæåíèå îãðóáëåíèÿ è ðåøåíèÿñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåæèìå.Óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòèè èõ äèñêðèòèçàöèÿÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðåøå-íèè ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ. Îäíèì èç íàèáîëåå èñïîëüçó-1Ïàêåò ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêîé ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ" è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ ñîïðÿ-æåííûõ òðåõìåðíûõ çàäà÷ êîíâåêòèâíîãî òåïëîìàññîïåðåíîñà, àýðîäèíàìèêè, ãèäðîäèíàìèêè è ïðî÷íîñòè íà ïàðàë-ëåëüíûõ ÝÂÌ [14, 15]. ËÎÃÎÑ ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü òå÷åíèÿ âÿçêîãî ñæèìàåìîãî è íåñæèìàåìîãî ãàçà ñ ó÷åòîìòóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â òâåðäîì òåëå, òå÷åíèÿ â àíèçîòðîïíûõ ïîðèñòûõñðåäàõ è äðóãèå ïðîöåññû. � 45 �



À. Ñ. Êîçåëêîâ, Þ. Í. Äåðþãèí, Ñ. Â. Ëàøêèí, Ä. Ï. Ñèëàåâ, Ï. Ã. Ñèìîíîâ, Å. Ñ. Òÿòþøêèíàåìûõ íà ïðàêòèêå ìåòîäîâ ðàñùåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä SIMPLE, îñíîâàííûé íà ìåòîäå êîíå÷íûõîáúåìîâ è èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå êîððåêöèè äàâëåíèÿ [9, 16�18].Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ äèñêðåòíûé àíàëîã ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ui çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [16�19]nb(P )Xf=1 mf = 0;Xf (�uui)fSf =Xf (�rui)fSf + (Q)PV; (1)ãäå nb (P ) � êîëè÷åñòâî ãðàíåé ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè P (ðèñ. 1); mf � ìàññîâûé ïîòîê ÷åðåçãðàíü f ; u = fuig � âåêòîð ñêîðîñòè, � � ïëîòíîñòü; � � ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçè-îííîãî ïåðåíîñà; Q � èñòî÷íèê; V � îáúåì ÿ÷åéêè; Sf � âåêòîð ïëîùàäè ãðàíè. Çäåñü è äàëååíèæíèå èíäåêñû P , N ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì â öåíòðàõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ P è N ; èíäåêñ f �çíà÷åíèÿì íà ñîåäèíÿþùåé èõ ãðàíè. Âåêòîð íîðìàëè ãðàíè íàïðàâëåí îò öåíòðà ðàññìàòðèâàåìîãîêîíòðîëüíîãî îáúåìà P ê N (ñì. ðèñ. 1).Ïðèìåíåíèå ìåòîäà SIMPLE äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïîäðàçóìåâàåò ââåäåíèå íåñêîëü-êèõ ýòàïîâ [16�18]. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ýòàïå ïðåäèêòîð

Ðèñ. 1. Êîíòðîëüíûå îáúåìû P è N

aP (ui)�P +XN aN (ui)�N = �VP � @p@xi�Píàõîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòâåêòîðà ñêîðîñòè (u�i ). Â ÿ÷åéêå P(ui)�P = �PN aN (ui)�NaP � VPaP � @p@xi�P ;èëè (ui)�P = (eui)�P � VPaP � @p@xi�P ;ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå(eui)�P = �PN aN (ui)�NaP :Îïðåäåëåííûå òàêèì ñïîñîáîì ïðåäâàðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè íå óäîâëå-òâîðÿþò óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè. Åñëè èõ ïîäñòàâèòü â ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ íåðàçðûâ-íîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:nb(P )Xf=1 _m�f = ÆQ�;ãäå ÆQ� � ðåçóëüòèðóþùèé äèñáàëàíñ, êîòîðûé óñòðàíÿåòñÿ ïîäïðàâêîé ñêîðîñòè íà ýòàïå êîððåê-òîð.Ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñêîððåêòèðîâàííûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ñî ñêîððåêòèðî-âàííûì äàâëåíèåì, çàïèøåì â âèäå(ui)n+1P = (eui)�P � VPaP � @p@xi�n+1P :� 46 �



Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîñåòî÷íîãî . . .Â ìåòîäå SIMPLE äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà èç ïðåäïîëîæåíèÿâûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè äëÿ ñêîððåêòèðîâàííûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè:div��VPaP (grad p)n+1P � = div��e~u��P :Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, êîãäà äëÿ íåãî çàäàíû òîëüêîãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà, íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå äàâëåíèÿ â ëþáîé òî÷êå ëèáîïðèìåíèòü íåïîñðåäñòâåííî ãðàíè÷íîå óñëîâèå, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå óõóäøàåò îáóñëîâëåííîñòüìàòðèöû. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ ïîïðàâêà ïîëÿ äàâëåíèÿ â ÿ÷åéêàõ ñåòêè. Ïî ýòîìóïîëþ âîññòàíàâëèâàþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â ÿ÷åéêàõ ñåòêè.Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà SIMPLE ïîëó÷àåòñÿ ÷åòûðå ñêàëÿðíûõ ÑËÀÓ:òðè ñèñòåìû äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò ñêîðîñòåé è îäíà äëÿ êîððåêöèè äàâëåíèÿ.Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå çàòðàòíûì ïî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ìàòðèöû äàâëåíèÿ:ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ îíî çàíèìàåò îêîëî 90% âû÷èñëèòåëüíîãîâðåìåíè ðàñ÷åòíîãî øàãà, ÷òî òðåáóåò àêêóðàòíîé è îïòèìàëüíîé ðåàëèçàöèè äàæå ìíîãîñåòî÷íîãîìåòîäà.Ìàòðèöà ÑËÀÓ äëÿ äàâëåíèÿ ñèììåòðè÷íà è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå èìååò ñòðîãîãî äèàãîíàëü-íîãî ïðåîáëàäàíèÿ èç-çà ïðèìåíÿåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè âûõîäíîé ãðàíèöûñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû èìååò ïîðÿäîê 107�108 [20, 21], ÷òî äåëà-åò åå äîâîëüíî òðóäíîé äëÿ ðåøåíèÿ. Åñëè æå èñïîëüçîâàòü âûõîäíóþ ãðàíèöó ñâîáîäíûé âûõîä,òî äàííîå ÷èñëî ìîæåò äîñòèãàòü ïîðÿäêà 1010 è áîëåå. Ìàòðèöû îñòàëüíûõ ÑËÀÓ � äëÿ êîìïî-íåíò ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû è ïàðàìåòðîâ òóðáóëåíòíîñòè � èìåþò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ïîðÿäêà101� 102, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü èõ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, òàêèìè êàê ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðà-äèåíòîâ, ìåòîä Çåéäåëÿ è äð.Â ïðèâåäåííûõ íèæå òåñòàõ ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè äëÿ ìàòðèöû äàâëåíèÿ èìååò ïîðÿäîê 107, èïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõýòî ÷èñëî âñåãäà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 105�1010. Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ìåòîäîì äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä.Â ïðèâåäåííûõ âûøå äèñêðåòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ, â òîì ÷èñëå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíàäëÿ äàâëåíèÿ, îñíîâíîé âû÷èñëÿåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ïîòîê ÷åðåç ãðàíü. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ýòèõ óðàâíåíèé íàèáîëåå óäîáíî è ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ãðàíå-ÿ÷åå÷íûéôîðìàò ïðåäñòàâëåíèÿ è ðàñ÷åòà ñåòî÷íûõ äàííûõ.Ãðàíå-ÿ÷åå÷íûé ôîðìàò ñëóæèò äëÿ ðåàëèçàöèè ìîäåëè ïàìÿòè îòíîñèòåëüíî ãðàíåé (ñì. ðèñ. 1),ãäå ãðàíü f ðàçäåëÿåò äâå ÿ÷åéêè è çàäàåò âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè, íàïðàâëåííûé îò ÿ÷åéêèP ê ÿ÷åéêå N . Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîé ñõåìû âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ ÷åðåç âíóòðåííþþ ãðàíüîñóùåñòâëÿåòñÿ âñåãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ÿ÷ååê, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñêîëüêî íà ñàìîì äåëåÿ÷ååê ïðèëåãàåò ê èñõîäíîé ãðàíè. Âíóòðåííÿÿ ãðàíü âñåãäà ðàçäåëÿåò äâå ÿ÷åéêè, è ëîêàëüíûéèíäåêñ ÿ÷åéêè P ñòðîãî ìåíüøå èíäåêñà ÿ÷åéêè N . Áëàãîäàðÿ òàêîé ñòðóêòóðå çàïîëíåíèå ìàòðèöûîñóùåñòâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðàíè è çà îäèí öèêë ôîðìèðóþòñÿ ñðàçó äâå ñòðîêè ìàòðèöû: P è N .Â ñëó÷àå æå ÿ÷åå÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñåòî÷íûõ äàííûõ çà îäèí öèêë ìîæíî ñôîðìèðîâàòü òîëüêîîäíó ñòðîêó ìàòðèöû.Ðåàëèçàöèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿ ñêàëÿðíûõ ñèñòåìÊðàòêî ïîçíàêîìèìñÿ ñ îðãàíèçàöèåé âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà â ñîîòâåò-ñòâèè ñ [2, 3, 5�7, 22]. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèéAhxh = bh:Îïåðàòîð èíòåðïîëÿöèè P ñ ãðóáîé ñåòêè H íà ïîäðîáíóþ ñåòêó h ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü îïåðàòîðAH íà ãðóáîé ñåòêå â âèäå AH = RAhP;� 47 �



À. Ñ. Êîçåëêîâ, Þ. Í. Äåðþãèí, Ñ. Â. Ëàøêèí, Ä. Ï. Ñèëàåâ, Ï. Ã. Ñèìîíîâ, Å. Ñ. Òÿòþøêèíàãäå R = P T . Øàã êîððåêöèè ðåøåíèÿ èìååò âèäxhnew = xhold + PeH :Êîððåêöèÿ eH ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿAHeH = rH ;ãäå rH = Rrh; rh = bh �Ahxhold.Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, èñïîëüçóþùèé ñõåìó êîððåêöèè ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ:1. Äåëàåòñÿ �1 ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ íà ñåòêå h ïðè ïîìîùè ìåòîäà Çåéäåëÿ (ïðåäâàðèòåëüíîåñãëàæèâàíèå).2. Íåâÿçêà rh = bh �Ahxhold 2 Vh ïðîåöèðóåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî VH , ò. å. rH = Rrh.3. Íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå AHeH = rH íà ãðóáîé ñåòêå. Äëÿ ýòîãî ðåêóðñèâíî âûïîë-íÿåòñÿ 
 öèêëîâ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà.4. Êîððåêöèÿ eH èíòåðïîëèðóåòñÿ íà ïîäðîáíóþ ñåòêó è ïðîèçâîäèòñÿ óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ: xhnew == xhold + PeH :5. Äåëàåòñÿ �2 ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ íà ïîäðîáíîé ñåòêå äëÿ ïîäàâëåíèÿ îøèáêè èíòåðïîëÿöèè(çàêëþ÷èòåëüíîå ñãëàæèâàíèå).Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà 
 ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ìåòîäà íà êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå âûäåëÿþòðàçëè÷íûå òèïû öèêëîâ.Ïðè 
 = 1 èìååò ìåñòî V -öèêë, ïðè 
 = 2 � W -öèêë (ðèñ. 2, à).Åñëè íà êàæäîì óðîâíå ðåêóðñèâíî ñíà÷àëà âûçûâàòü îäèí W -öèêë, à çàòåì V -öèêë, ïîëó÷èìF -öèêë (ðèñ. 2, á ).Â àãðåãàòèâíîì ìåòîäå îãðóáëåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé èíòåðïîëÿöèåé [23] âñå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿíà àãðåãàòû Ik, ñîäåðæàùèå âñå èíäåêñû i, ñîîòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêàì, êîòîðûå âêëþ÷åíû â àãðåãàò k.Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà íà ãðóáîé ñåòêå ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿAH = RAhP = naHklo; aHkl =Xi2IkXj2Il ahij (k; l 2 C):

Ðèñ. 2. Òèïû öèêëîâ: à � V - è W -öèêëû; á � F -öèêë� 48 �



Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîñåòî÷íîãî . . .Ðàññìîòðèì ñåòêó, îãðóáëåíèå êîòîðîé ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ãðóáîãî óðîâíÿâ äàííîì ñëó÷àå áóäåò ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:AH = RAhP = 0@ 1 1 0 00 0 1 1 1A0BBBBBB@ a11 a12 0 0a21 a22 a23 00 a32 a33 a340 0 a43 a44
1CCCCCCA0BBBBBB@ 1 01 00 10 1

1CCCCCCA =
= 0@ a11 + a12 + a21 + a22 a23a32 a33 + a34 + a43 + a44 1A :Äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû èñïîëüçîâàí ãðàíå-ÿ÷åå÷íûé ôîðìàò. Îòäåëüíî õðàíÿòñÿ äèàãîíàëü D,âåðõíåòðåóãîëüíàÿ U è íèæíåòðåóãîëüíàÿ L ÷àñòè ìàòðèöû. Ñîîòâåòñòâåííî A = L+D + U . Òðèìàññèâà, â êîòîðûõ õðàíÿòñÿ D, U è L, ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè. Ìàññèâ, õðàíÿùèé äèàãîíàëü,èíäåêñèðóåòñÿ íîìåðîì ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêè. Äâà äðóãèõ ìàññèâà èíäåêñèðóþòñÿ íîìåðàìèãðàíåé, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ. Íàïðàâëåíèÿ óïîðÿäî÷åíèÿìàññèâîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Çåéäåëÿ [20], îáëàäàþùèé ïðè-çíàííûì ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì [21]xk+1i = bi � i�1Pj=1 aijxk+1j � NPj=i+1 aijxkjaii ; i 2 1; : : : ; N; (2)ãäå N � ÷èñëî ÿ÷ååê; i � íîìåð ñòðîêè; j � íîìåð ñòîëáöà; k � íîìåð øàãà ñãëàæèâàíèÿ; xkj �j-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ðåøåíèÿ íà k-ì øàãå ñãëàæèâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ìåòîäà â âèäå (2) íåïîäõîäèò äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè, òàê êàê òðåáóåò âûáîðêè ýëåìåíòîâ èç ìàññèâà íèæíåòðå-óãîëüíîé ìàòðèöû íå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñîâ (ñì. ðèñ. 4). Äîñòóï ê äàííûì â ïðîèçâîëüíîìïîðÿäêå ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîñòóïà èç-çà àïïàðàòíûõ îñîáåííîñòåé ôóíêöè-îíèðîâàíèÿ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Äîáèòüñÿ ñòðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîñòóïà ê ýëåìåíòàì ìàññèâîâõðàíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ìîæíî, ïðåîáðàçîâàâ äàííûé àëãîðèòì ê âèäóxk+1i = ebi � NPj=i+1 aijxkiaii ; ebj = ebj � ajixi; i 2 1; : : : ; N ; j 2 i+ 1; : : : ; N;ãäå eb = fbkg(k = 1; N ) � êîïèÿ âåêòîðà b, ïîäâåðãàþùàÿñÿ ìîäèôèêàöèè â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿàëãîðèòìà.

Ðèñ. 3. Ïðèìåð îãðóáëåíèÿ ñåòêè Ðèñ. 4. Ðàñïîëîæåíèå ìàòðèöû â ïàìÿòè� 49 �



À. Ñ. Êîçåëêîâ, Þ. Í. Äåðþãèí, Ñ. Â. Ëàøêèí, Ä. Ï. Ñèëàåâ, Ï. Ã. Ñèìîíîâ, Å. Ñ. Òÿòþøêèíà

Ðèñ. 5. Ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè â ôèêòèâíûå ÿ÷åéêè

Â àëãîðèòìå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïàêåòàïðîãðàìì ËÎÃÎÑ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôèêòèâ-íûõ ÿ÷ååê, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âðå-ìåííûå êîïèè ðåàëüíûõ ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê è èñ-ïîëüçóþòñÿ äëÿ óäîáñòâà ðåàëèçàöèè ñ÷åòíûõïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ýòî âûçâàíî òåì,÷òî äëÿ ðàñ÷åòà òðåáóåòñÿ èíôîðìàöèÿ, îòíî-ñÿùàÿñÿ êî âñåì ñîñåäíèì ÿ÷åéêàì, â òî âðå-ìÿ êàê äîñòóï ê íåé çàòðóäíåí, ïîñêîëüêó ðå-àëüíûå ñ÷åòíûå ÿ÷åéêè ìîãóò ðàçìåùàòüñÿ íàäðóãèõ MPI-ïðîöåññàõ. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà ïå-ðåäà÷à èíôîðìàöèè ïðè ïðèìåíåíèè äàííîãîïîäõîäà.Ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè îãðóáëåíèå ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî íà êàæäîì MPI-ïðîöåññå. Ôèêòèâíûåÿ÷åéêè îãðóáëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðóáëåíèåì èõ äåéñòâèòåëüíûõ ïðîîáðàçîâ íà ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïðîöåññàõ. Òàêèì îáðàçîì, â õîäå îãðóáëåíèÿ ÷èñëî ñâÿçåé ìåæäó ïðîöåññàìè óìåíüøàåòñÿ(ðèñ. 6, à).Îäíàêî äàííûé ïîäõîä ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ îãðóáëåíèÿ ïîðîæäàåò äâå ïðîáëåìû. Âî-ïåðâûõ,îãðóáëåíèå ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè íà êàæäîì ïðîöåññå îñòàëîñü ïî îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ÿ÷åéêå. Âî-âòîðûõ, íà ãðóáûõ óðîâíÿõ, ãäå ðàçìåðíîñòü ìàòðèö íåâåëèêà, âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ìåæïðî-öåññîðíûå îáìåíû, èç-çà ëàòåíòíîñòè êîììóíèêàöèîííîé ñðåäû íà÷èíàåò ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàòüâðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà âû÷èñëåíèÿ.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíÿòü ñáîð âñåõ ìàòðèö íåáîëüøîãî ðàçìåðà íàîäíîì ïðîöåññå, ôîðìèðóÿ ãëîáàëüíûé óðîâåíü, è ïðîäîëæàòü îãðóáëåíèå è ðåøåíèå â ïîñëåäîâà-òåëüíîì ðåæèìå (ðèñ. 6, á ).Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ãëîáàëüíîãî óðîâíÿ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïîëíîñòüþ çàâåðøèòüïðîöåññ îãðóáëåíèÿ â ïàðàëëåëüíîì ñëó÷àå, íî è, ââèäó õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè ãëîáàëüíîãî óðîâíÿíà îäíîì ïðîöåññå, èçáåæàòü íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ íà èçáûòî÷íûå ìåæïðîöåññîðíûå îáìåíû ïðèîáðàáîòêå óðîâíåé ñ ñàìûìè ãðóáûìè ñåòêàìè.

Ðèñ. 6. Îãðóáëåíèå ÿ÷ååê â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå (à) è ôîðìèðîâàíèå ãëîáàëüíîãî óðîâíÿ (á )� 50 �



Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîñåòî÷íîãî . . .Àíàëèç ïðèìåíåíèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ òåõíîëîãèéäëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòèÄëÿ àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîé ðåàëèçàöèè2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðå-øåíèå òèïè÷íûõ çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.Â ýòèõ çàäà÷àõ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíîå èçîòåðìè÷åñêîå òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè â ïðÿìîëèíåéíîé òðóáå ñ êðóãëûì ñå÷åíèåì, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëó Ðåéíîëüäñà10 000, è òå÷åíèå çà îáðàòíûì óñòóïîì [24].Äàííûå çàäà÷è òðåáóþò ðåøåíèÿ:� òðåõ ÑËÀÓ äëÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (ìàòðèö ñêîðîñòåé);� îäíîé ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî êîððåêöèè äàâëåíèÿ (ìàòðèöû äàâëåíèÿ);� äâóõ ÑËÀÓ äëÿ òóðáóëåíòíûõ ïàðàìåòðîâ (ìàòðèö òóðáóëåíòíîñòè).Ìàòðèöû ýòèõ ÑËÀÓ ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì è òðåáóþò ýêñïåðèìåíòàëüíîãîïîäáîðà ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ. Âñå ìàòðèöû, êðîìå ìàòðèöû äàâëåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ íåñèììåòðè÷íûìèè èìåþò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå. Ìàòðèöà äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è íå èìååòñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ.Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷è ñ òå÷åíèåì âïðÿìîëèíåéíîé êðóãëîé òðóáå ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü âî âñåõ ðåøàòåëÿõçàäàâàëàñü ðàâíîé 0,1; ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âíóòðåííèõ èòåðàöèé îãðàíè÷èâàëîñü 1 000.Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ñðàâíèòåëüíî íèçêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî âû-ñîêèé òåìï ñõîäèìîñòè ðåøàòåëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, âûçûâàþùåãî ëèíåéíûé ðåøàòåëü [25].Ïîâûøåíèå îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè ëèíåéíîãî ðåøàòåëÿ, çíà÷èòåëüíî óäîðîæàþùåãî ðåøåíèåÑËÀÓ, êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà, íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ (îêîëî 10%) ÷èñëà èòå-ðàöèé ðåøàòåëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà.Äëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü Ýéçåíøòàòà [26].Ðåøåíèå ìàòðèöû ÑËÀÓ ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ V -öèêëà êàê íàèìå-íåå òðåáîâàòåëüíîãî ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëüðàáîòàåò àâòîíîìíî íà êàæäîì ïðîöåññå äëÿ ëîêàëüíîé ìàòðèöû, è ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè ðåøà-òåëÿ ïðîèñõîäÿò ìåæïðîöåññîðíûå îáìåíû.Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ îòäåëüíóþãðóïïó ñîñòàâëÿþò ìàòðèöû ñêîðîñòåé è òóðáóëåíòíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ïîðÿäîê ÷èñëà îáóñëîâëåí-íîñòè ðàâåí åäèíèöå. Â ýòó ãðóïïó íå âõîäèò ìàòðèöà äàâëåíèÿ, èìåþùàÿ ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòèíà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ âûøå è òðåáóþùàÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ ðåñóðñîâ äëÿ ðåøåíèÿ.Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàòðèö ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè öåëå-ñîîáðàçíåå èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä Çåéäåëÿ è ìåòîäñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Õîòÿ ýòè ìåòîäû èìåþò áîëåå íèçêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþÒàáëèöà 1Ñðåäíåå âðåìÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòðèö çà îäèí øàã×èñëî Âðåìÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓÌàòðèöà îáóñëîâëåííîñòè Ìåòîä Ìåòîä Àëãåáðàè÷åñêèéìàòðèöû Çåéäåëÿ ñîïðÿæåííûõ ìíîãîñåòî÷íûéãðàäèåíòîâ ìåòîäÑêîðîñòü ïî X 6,1�101 0,001 0,008 0,044Ñêîðîñòü ïî Y 6,1�101 0,001 0,008 0,044Ñêîðîñòü ïî Z 6,1�101 0,001 0,008 0,044Äàâëåíèå 4,8�107 11,791 0,562 0,201Òóðáóëåíòíûé ïàðàìåòð K 5,4�101 0,001 0,005 0,045Òóðáóëåíòíûé ïàðàìåòð W 2,2�101 0,001 0,005 0,0572 Îáùèå ïðåäâàðèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðåàëèçàöèè ïðèâåäåíû â [22].� 51 �



À. Ñ. Êîçåëêîâ, Þ. Í. Äåðþãèí, Ñ. Â. Ëàøêèí, Ä. Ï. Ñèëàåâ, Ï. Ã. Ñèìîíîâ, Å. Ñ. Òÿòþøêèíàñ ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì, ÷òî ñëåäóåò èç ÷èñëà íåîáõîäèìûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðèö ÑËÀÓ,îíè íå òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ìàòðèö.Ñèòóàöèÿ êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö ñ áîëüøèì ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè, òàêèõ êàê ìàò-ðèöà äàâëåíèÿ. Êëàññè÷åñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû â ýòîì ñëó÷àå òðåáóþò áîëüøîãî ÷èñëà èòå-ðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ äàæå íåáîëüøîé òî÷íîñòè [21]. Èñïîëüçîâàíèå æå ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòî-äà, íåñìîòðÿ íà çàòðàòû äîïîëíèòåëüíîãî âðåìåíè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõìàòðèö, çäåñü îïðàâäàíî çà ñ÷åò áîëåå âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ðåçóëüòàòû òàêæå ñâèäåòåëü-ñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ìàòðèöû äàâëåíèÿ ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä äàåò ñóùåñòâåííûé, áîëåå,÷åì â 2 ðàçà, âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèáîëåå èñïîëüçóåìûì íà ïðàêòèêå ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõãðàäèåíòîâ.×òîáû äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðèìåíèìîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðèöäàâëåíèÿ, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè îñíîâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì SIMPLE,èñïîëüçîâàëèñü òðè òåñòà.Òåñò 1. Ðàññìàòðèâàëîñü ñòàöèîíàðíîå èçîòåðìè÷åñêîå òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìà-åìîé æèäêîñòè â ïðÿìîëèíåéíîé ãëàäêîé òðóáå ñ êðóãëûì ñå÷åíèåì, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëó Ðåé-íîëüäñà 10 000. Äëÿ àíàëèçà ïðèìåíåíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþ-ùèõñÿ ñåòîê áûëè âûáðàíû òðè ñåòî÷íûå ìîäåëè òðóáû: ñ 40 000, 800 000 è 1 500 000 ÿ÷ååê (ðèñ. 7).×èñëåííûé ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ íà óñòàíîâëåíèå äî ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì SST-ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè [27] ñ àâòîìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì øèðèíû ïîãðàíè÷-íîãî ñëîÿ.Äëÿ êàæäîé èç ïðåäñòàâëåííûõ ìîäåëåé çàäà÷à ðåøàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ìåòîäîâ ðå-øåíèÿ ÑËÀÓ: ïðåäîáóñëîâëåííîãî ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (PCG) è àëãåáðàè÷åñêîãî ìíî-ãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ àãðåãàòèâíûì ñïîñîáîì îãðóáëåíèÿ (AMG). Ïðèìåíÿëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèåñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå. Äëÿ òàêîé ïîñòàíîâêè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû äàâëåíèÿ, êàê îòìå-÷àëîñü âûøå, èìååò çíà÷åíèå 107. Çàäà÷à ðåøàëàñü â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå, è äëÿ âñåõ âàðèàíòîâêîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ ðàâíÿëîñü 12.Èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìàòðèö äàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 2, âèäíî, ÷òî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ñàìîé ãðóáîé ñåòî÷íîé ìîäåëè â 3 ðàçàáîëüøå, ÷åì äëÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Âðåìÿ ðåøåíèÿ äëÿ ñàìîé ïîäðîáíîé ñåòî÷íîé ìîäåëèñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ áîëåå ÷åì â 40 ðàç ïðåâûøàåò âðåìÿ ðåøåíèÿàëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì.Îòìåòèì, ÷òî ýòè öèôðû íå ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíûìè äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷, à çàâèñÿò îòìíîãèõ ôàêòîðîâ, òàêèõ êàê ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ, ñëîæíîñòü ñåòî÷íîé ìîäåëè, íàêëàäûâàåìûå ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ è ò. ä. Îïûò ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåå óñêîðåíèå ñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîìñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äîñòèãàåò 4�6 ðàç.

Ðèñ. 7. Âàðèàíòû ñåòî÷íûõ ìîäåëåé: à � 40 000 ÿ÷ååê; á � 800 000 ÿ÷ååê; â � 1500 000 ÿ÷ååê� 52 �



Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîñåòî÷íîãî . . .Òàáëèöà 2Òåñò 1. Ïîëíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è ÷èñëî èòåðàöèéÐåøàòåëü Ìîäåëü 1 (40 000 ÿ÷ååê) Ìîäåëü 2 (800 000 ÿ÷ååê) Ìîäåëü 3 (1 500 000 ÿ÷ååê)ÑËÀÓ ×èñëî Âðåìÿ ×èñëî Âðåìÿ ×èñëî Âðåìÿèòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñAMG 461 20,66 590 565 1 168 3 828PCG 489 62,57 549 16 113 1 168 158 742Òåñò 2. ×òîáû ïîêàçàòü ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ â ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå ãëîáàëüíîãî óðîâ-íÿ, áûëè âçÿòû òðè ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ òå÷åíèåì â "êðóãëîé" òðóáå, îòëè÷àþùèåñÿ äðóãîò äðóãà ïî êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ MPI-ïðîöåññîâ: 6, 12 è 24. Ñåòî÷íàÿ ìîäåëü ðåøàåìîé çàäà-÷è ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 7, á. Çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ðåøàòåëÿ AMG â äâóõ âàðèàíòàõ: áåçèñïîëüçîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî óðîâíÿ (AMG1) è ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì (AMG2).Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è ÷èñëî èòåðàöèé äî ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3. Âèäíî,÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåøàòåëÿ ñ ãëîáàëüíûì óðîâíåì âðåìÿ ðåøåíèÿ íà 24 ïðîöåññàõ óìåíüøàåòñÿáîëåå ÷åì â 2 ðàçà, õîòÿ íà 6 ïðîöåññàõ òîëüêî â 1,2 ðàçà.Òåñò 3. Íàèáîëåå ÿðêî ðàçëè÷èå ìåæäó ïðèìåíåíèåì êëàññè÷åñêèõ è ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå çàäà÷, ñîäåðæàùèõ äåñÿòêè ìèëëèîíîâ ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê, ãäåâðåìÿ ñ÷åòà îòäåëüíîé çàäà÷è ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ íà íåñêîëüêî, à òî è íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ÷àñîâ. Âêà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è ñ òå÷åíèåì â êàíàëå çà îáðàòíûì óñòóïîì (ðèñ. 8, ñì.òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó). Ïîëíîå îïèñàíèå, ïîñòàíîâêà è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è äàíû â [24]. Âêà÷åñòâå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè âûáðàíà SST-ìîäåëü ñ àâòîìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì øèðèíû ïî-ãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî öåëü äàííîãî òåñòà � íå äåìîíñòðèðîâàòü òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòîì, à ïîêàçàòü îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà àëãåáðàè÷åñêîãîìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Ïîýòîìó, ÷òîáû ñäåëàòü çàäà÷óïîêàçàòåëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøàòåëåé ÑËÀÓ, áûëè ïîñòðîåíû äâå ñåòî÷íûå ìîäåëè: íà 14 ìëíè 30 ìëí ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê.×òîáû íàèáîëåå ïîëíî è òî÷íî îöåíèòü ðåçóëüòàòû òåñòà è ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû,äëÿ êàæäîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ìîäåëåé áûëî âûáðàíî 9 òåñòîâûõ ñëó÷àåâ. Êàæäàÿ ìîäåëü ðåøà-ëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîãî êîëè÷åñòâà ïðîöåññîâ (â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê) èÒàáëèöà 3Òåñò 2. Ïîëíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è ÷èñëî èòåðàöèéÐåøàòåëü 6 ïðîöåññîâ 12 ïðîöåññîâ 24 ïðîöåññàÑËÀÓ ×èñëî Âðåìÿ ×èñëî Âðåìÿ ×èñëî Âðåìÿèòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñAMG1 1 425 647 1 377 365 1 397 238AMG2 1 469 552 1 402 233 1 442 104
Ðèñ. 8. Òåñò 3. Ñåòî÷íàÿ òîïîëîãèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè, òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè è äàâëåíèÿ� 53 �



À. Ñ. Êîçåëêîâ, Þ. Í. Äåðþãèí, Ñ. Â. Ëàøêèí, Ä. Ï. Ñèëàåâ, Ï. Ã. Ñèìîíîâ, Å. Ñ. Òÿòþøêèíàðàçíûõ ðåøàòåëåé ÑËÀÓ: ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ ãëîáàëüíûì óðîâíåì è áåç íåãî, à òàêæå ìåòîäàñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáë. 4, 5 è ïîçâîëÿþò ñäåëàòü îä-íîçíà÷íûé âûâîä â ïîëüçó èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî ðåøàòåëÿ. Òàêæå â òàáëèöàõ ïðåäñòàâëåíûðåçóëüòàòû ïî êîëè÷åñòâó âíåøíèõ èòåðàöèé äî ñõîäèìîñòè ìåòîäà SIMPLE, òàê êàê ýòî êîëè÷åñòâîîæèäàåìî ðàçíîå è íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ � 1 000 èòåðàöèé, ÷òî òàêæå âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûåñëîæíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøàòåëåé ÑËÀÓ.×òî êàñàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, òî, ïî îöåíêàì àâòîðîâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíî-ãîñåòî÷íûõ òåõíîëîãèé íàèáîëåå ýôôåêòèâíî íà îäíîì âû÷èñëèòåëüíîì ÿäðå âåñòè ðàñ÷åò30�70 òûñ. ÿ÷ååê. Äàííûé äèàïàçîí ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíûì ïîêàçàòåëåì è îïðåäåëÿåòñÿ êàêñàìîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìîé (èñïîëüçóåìûå ïðîöåññîðû, àðõèòåêòóðà, òîïîëîãèÿ êîììóíèêàöè-îííîé ñðåäû è ò. ï.), òàê è ìåòîäàìè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûìè â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñåËÎÃÎÑ.Èç ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 4, 5 ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ãëîáàëüíîãîóðîâíÿ â ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Êðîìåòîãî, ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ñ ãëîáàëüíûì óðîâíåì ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òè-òåëüíûì, ÷åì ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Òåì íå ìåíåå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä ñîïðÿ-æåííûõ ãðàäèåíòîâ ëó÷øå ìàñøòàáèðóåòñÿ íà áîëüøîì ÷èñëå ïðîöåññîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîðåøåíèå íà ãëîáàëüíîì óðîâíå ÿâëÿåòñÿ ýòàïîì, âûïîëíÿþùèìñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåæèìå, è,ñëåäîâàòåëüíî, óõóäøàåò ìàñøòàáèðóåìîñòü. Â ïåðñïåêòèâå â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìûïëàíèðóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ñáîð êàñêàäíûõ óðîâíåé äëÿ ïîñòåïåííîãî óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ïðîöåññîâ,ó÷àñòâóþùèõ â ñ÷åòå, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ïðåèìóùåñòâà ãëîáàëüíîãî óðîâíÿ. Òàáëèöà 4Òåñò 3. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñåòêå ñ 14 ìëí ÿ÷ååêÌíîãîñåòî÷íûé ìåòîä Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä Ìåòîä ñîïðÿæåííûõÊîëè÷åñòâî ñ ãëîáàëüíûì óðîâíåì áåç ãëîáàëüíîãî óðîâíÿ ãðàäèåíòîâïðîöåññîâ Âðåìÿ ×èñëî Âðåìÿ ×èñëî Âðåìÿ ×èñëîðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèéSIMPLE SIMPLE SIMPLE100 15 927 6 642 223 623 5 909 67 519 5 738250 7 888 6 237 98 444 5 962 31 177 5 661500 5 695 6 569 62 181 5 141 19 006 5 9181 000 5 377 5 853 63 850 6 935 9 814 5 737Òàáëèöà 5Òåñò 3. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñåòêå ñ 30 ìëí ÿ÷ååêÌíîãîñåòî÷íûé ìåòîä Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä Ìåòîä ñîïðÿæåííûõÊîëè÷åñòâî ñ ãëîáàëüíûì óðîâíåì áåç ãëîáàëüíîãî óðîâíÿ ãðàäèåíòîâïðîöåññîâ Âðåìÿ ×èñëî Âðåìÿ ×èñëî Âðåìÿ ×èñëîðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèé ðåøåíèÿ, ñ èòåðàöèéSIMPLE SIMPLE SIMPLE100 42 701 10 295 176 973 10 179 177 169 10 414250 17 458 9 886 126 147 10 240 83 461 10 719500 11 199 9 882 72 190 10 211 54 799 9 9981 000 12 352 10 368 75 130 10 355 23 787 10 0092 000 15 848 10 001 95 201 9 611 19 858 10 172� 54 �



Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîñåòî÷íîãî . . .ÂûâîäûÐàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ àãðåãàòèâíûì ñïîñîáîì îãðóá-ëåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà ïðîèç-âîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Àíàëèç âðåìåíè ñ÷åòà äëÿ òèïè÷íûõ çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîêàçàë, ÷òî óñêîðåíèå ñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðà-äèåíòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñêîëüêèõ ñîòåí ïðîöåññîðîâ è ñåòêè â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ìèëëèîíîâÿ÷ååê ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 4 ðàç.Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ãîñóäàð-ñòâåííûé êîíòðàêò � 14.514.12.0002) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõíàó÷íîãî ïðîåêòà � 13-07-12079. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Saad Y. Iterative Methods for Sparse Linear Systems. Philadelphia: Society for Industrial andApplied Mathematics, 2003.2. Brandt A. Guide to multigrid development // Lecture Notes in Mathematics. 1982. Vol. 960.P. 220�312.3. Ôåäîðåíêî Ð. Ï. Ðåëàêñàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé //Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 1961. Ò. 1, � 5. Ñ. 922�927.4. Áàõâàëîâ Í. Ñ. Î ñõîäèìîñòè îäíîãî ðåëàêñàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðàñ åñòåñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Òàì æå. 1966. Ò. 6. Ñ. 101�135.5. Ïåòðîâ È. Á., Ëîáàíîâ À. È. Ëåêöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. Ì.:Èíòåðíåò-óíèâåðñèòåò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ÁÈÍÎÌ, 2006.6. Stuben K., Trottenberg U. Multigrid methods: fundamental algorithms, model problem analysis andapplications // Multigrid Methods, Lecture Notes in Mathematics 960 / Ed. by W. Hackbusch andU. Trottenberg. Berlin: Springer, 1982.7. Vanek P., Mandel J., Brezina M. Algebraic multigrid based on smoothed aggregation for secondand fourth order problems // Computing. 1996. Vol. 56, No 2. P. 179�196.8. Emans M. Performance of parallel AMG-preconditioners in CFD-codes for weakly compressible�ows // Parallel Computing. 2010. Vol. 36, No 5�6. P. 326�338.9. Ferziger J. H., Peric M. Computational Methods for Fluid Dynamics. Berlin, New York, Barcelona,Hong Kong, London, Milan, Paris, Tokyo: Springer, 2002.10. Darwish M. S., Saad T., Hamdan Z. A high scalability parallel algebraic multigrid solver // Proc. ofthe European Conference on Computational Fluid Dynamics (ECCOMAS CFD 2006). Netherlands,5�8 September 2006.11. Emans M. Benchmarking aggregation amg for linear systems in CFD simulations of compressibleinternal �ows // Electronic Transactions on Numerical Analysis. 2010. Vol. 37. P. 351�366.12. Van Emden H., Meier-Yang U. BoomerAMG: a parallel algebraic multigrid solver and preconditio-ner // Appl. Num. Math. 2001. Vol. 41, No 1. P. 155�177.13. Stuben K. A review of algebraic multigrid // J. Comp. and Appl. Math. 2001. Vol. 128, No 1�2.P. 281�309.14. Ïîãîñÿí Ì. À., Ñàâåëüåâñêèõ Å. Ï., Ñòðåëåö Ä. Þ., Êîðíåâ À. Â. Îòå÷åñòâåííûå ñóïåðêîì-ïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè // Íàóêà è òåõíîëîãèè â ïðîìûøëåí-íîñòè. 2012. � 2. Ñ. 26�35.15. Êîçåëêîâ À. Ñ., Äåðþãèí Þ. Í., Çåëåíñêèé Ä. Ê. è äð. Ìíîãîôóíêöèîíàëüíûé ïàêåò ïðî-ãðàìì ËÎÃÎÑ äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè è òåïëîìàññîïåðåíîñà íà ìíîãîïðîöåññîð-íûõ ÝÂÌ: áàçîâûå òåõíîëîãèè è àëãîðèòìû // Òð. XII Ìåæä. ñåìèíàðà "Ñóïåðâû÷èñëåíèÿ� 55 �
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