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ÓÄÊ 517.958:536.24, 519.634ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ ÃÐÎÌÄËß ÐÅØÅÍÈß ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛÏÅÐÅÍÎÑÀ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÑ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. Øåñòàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ, ã. Ñíåæèíñê)Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ êâà-çèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì. Ïðè ðåøåíèè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñõå-ìà òèïà TVD. Äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû êâàçèäèôôóçèîííûõóðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ÂÄÌ-ìåòîä. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òå-ñòîâûõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèäèôôóçèîííûé ìåòîä, ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. ÂâåäåíèåÏðè ìîäåëèðîâàíèè íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìíîãîãðóïïîâîå êèíåòè÷åñêîå ïðèáëè-æåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðåñóðñîåìêîé ìîäåëüþ, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå æåëàòåëüíî èñïîëüçîâàòüáîëåå ïðîñòûå ïðèáëèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìíîãîãðóïïîâîå êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå [1]. Âäàííîé ðàáîòå ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâàíèè íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû êâàçèäèô-ôóçèîííûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé ìàòðèöà äèôôóçèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèéîáíîâëÿåòñÿ ÷åðåç çàäàííîå êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ øàãîâ íà ýòàïå ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ. Ïðè ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñóììó èíòåãðàëà ðàññåÿíèÿè èñòî÷íèêà â âèäå ôóíêöèè Ïëàíêà, áåðåòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî øàãà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèòàêîì ïîäõîäå íåëüçÿ ãîâîðèòü î ïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êèíåòè÷åñêîé è êâàçèäèôôóçèîííîé ìî-äåëåé. Íî, êàê ñâèäåòåëüñòâóåò ïðàêòèêà ìíîãîëåòíèõ ðàñ÷åòîâ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ çàäà÷ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü êâàçèäèôôóçèè äàåò âïîëíå ïðèåìëåìûå è ñîãëàñó-þùèåñÿ ñ êèíåòè÷åñêèì ïîäõîäîì ðåçóëüòàòû [1�13].Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ìåòîä êâàçèäèôôóçèè ïðèâîäèò ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíå-íèé. Èç òåîðåìû Ãîäóíîâà èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû íå ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîéñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà â êëàññå ëèíåéíûõ ñõåì. Åñëè ïðåíåáðå÷ü âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé îò ïîòîêàèçëó÷åíèÿ, òî òèï ñèñòåìû èçìåíèòñÿ ñ ãèïåðáîëè÷åñêîãî íà ïàðàáîëè÷åñêèé. Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè êâàçèäèôôóçèè âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ìîíîòîííîéñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó. Â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ýòî ïðî-áëåìàòè÷íî. Îäíèì èç ïóòåé ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èäåîëîãèè TVD-ñõåì [13�15]. Â [13] TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ïðèìåíÿëàñü ê ðàçíîñòíûì ïñåâäîèíâàðèàíòàì. Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ ïîäîáíûõ ñõåìóñëîæíÿåòñÿ äëÿ ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèé.Â ðàáîòå [12] ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà ÐÎÌÁ èç [8, 16, 17] ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâàäëÿ êâàçèäèôôóçèîííîé ìîäåëè. Òàì æå ïðåäëîæåíà ñõåìà ÃÐÎÌ (Ãèáðèäíûé ÐÎÌá), â êîòîðîéâûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè ðåøåíèé êâàçèäèôôóçèîí-íîé ìîäåëè äëÿ ïëîñêîé è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèé. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé â� 47 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. Øåñòàêîâñõåìå ÃÐÎÌ ïðèìåíåíû ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â ðàçíûõ óðàâíå-íèÿõ ñèñòåìû êâàçèäèôôóçèè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ â õóäøåì ñëó÷àå íà âåëè÷èíó ïåðâîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè è íå íàðóøàþò êîíñåðâàòèâíîñòè ñõåìû.Â äàííîé ðàáîòå îäíîìåðíàÿ ñõåìà ÃÐÎÌ îáîáùåíà íà äâóìåðíûé îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÑèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, ñîñòîèò èç ñïåêòðàëü-íîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, îïèñûâàþùåãî ïåðåíîñ, ïîãëîùåíèå è ðàññåÿíèå òåïëîâîãîèçëó÷åíèÿ, è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ñðåäû, õàðàêòåðèçóþùåãî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âåùåñòâà çà ñ÷åòïîãëîùåíèÿ è èñïóñêàíèÿ èì ôîòîíîâ. Â ìíîãîãðóïïîâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ äâóìåðíîé îñåñèììåò-ðè÷íîé ãåîìåòðèè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ ñðåäû äëÿ èçîòðîïíîãîðàññåÿíèÿ äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:�c ddt �Ig� �+
rIg + �gIg = �cg4� Bg + �sg4� Ug;�dEdt =Xg �cg (Ug �Bg)�"g + �Q: (1)Çäåñü � (r; t) � ïëîòíîñòü âåùåñòâà; r = (r; z) � ðàäèóñ-âåêòîð; t � âðåìÿ; g � èíäåêñ ýíåð-ãåòè÷åñêîé ãðóïïû (g = 1; : : : ; bg); "g � ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ãðóïïû g, �"g = "g+1=2 � "g�1=2; 
 == �� =p1� �2 cos�; � =p1� �2 sin�; � = cos �� � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ïîëåòà ôî-òîíà, ãäå � � óãîë ìåæäó 
 è îñüþ Z, � � óãîë ìåæäó ïðîåêöèåé r è ïðîåêöèåé 
 íà ïëîñêîñòü,ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè Z; Ig (r;
; t)� ñïåêòðàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ; 
rIg = 1r @@r (r�Ig)++ 1r @@z (r�Ig) � 1r @@� (�Ig) � îïåðàòîð ïåðåíîñà; �g (T; �) = �cg + �sg � êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ,ãäå T (r; t) � òåìïåðàòóðà ñðåäû, �cg (T; �) � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, �sg (�) � êîýôôèöèåíòðàññåÿíèÿ; Bg (T ) � èíòåíñèâíîñòü ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ (ôóíêöèÿ Ïëàíêà); Ug (r; t) = R
 Igd
 �ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà c; E (T; �) � óäåëüíàÿâíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âåùåñòâà; Q (r; t) � âíåøíèé èñòî÷íèê.Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) â îáëàñòè � ñ çàìêíóòîé ãðàíèöåé � ðåøàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñîñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:Ig (r;
; t = 0) = I0g (r;
) ; Ig �r 2 �;n
 < 0; t� = I�g �r 2 �;
; t� ; T (r; t = 0) = T 0 (r) ;ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê �. Â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè ñïðàâåäëèâî óñëîâèåIg (r = 0; z; �; �; t) = Ig (r = 0; z; �; 2� � �; t) ;ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îáëàñòü çíà÷åíèé �1 � � � 1; 0 � � � �. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ íà îñè ñèììåòðèè èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ñèììåòðè÷íîãî ïåðåíîñàIg (r = 0; z; �; �; t) = Ig (r = 0; z; �; � � �; t) ; 0 � � � �2 :Âîçìîæíû óñëîâèÿ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ íà ïëîñêîñòè Z = const:Ig (r; z = const; �; �; t) = Ig (r; z = const;��; �; t) ; �1 � � � 1:Îáîçíà÷èì ÷åðåç �g = R
 
Igd
 ñïåêòðàëüíûé ïîòîê ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ. Ïðîèíòåãðèðîâàâ (1) ïî
 ñ âåñàìè 1, �, �, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé êâàçèäèôôóçèè� 48 �



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÃÐÎÌ äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé êâàçèäèôôóçèîííîé ñèñòåìû. . .�c ddt �Ug� �+ 1r @ (r�1;g)@r + @�2;g@z + �cgUg = �cgBg;�c ddt ��1;g� �+ 1r � @@r (rD1U)g + @@z (rD3U)g + (2D1;g +D2;g � 1)Ug�+ �g�1;g = 0;�c ddt ��2;g� �+ 1r � @@r (rD3U)g + @@z (rD2U)g�+ �g�2;g = 0;�dEdt =Xg �cg (Ug �Bg)�"g + �Q; (2)
ãäå D1�3;g � êâàçèäèôôóçèîííûå êîýôôèöèåíòû:D1;g = 1Ug Z
 �2Igd
; D2;g = 1Ug Z
 �2Igd
; D3;g = 1Ug Z
 ��Igd
;�g = 0@ �1;g�2;g 1A ; �1;g = Z
 �Igd
; �2;g = Z
 �Igd
:Ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèäUg (r; t = 0) = U0g (r) ; �g (r; t = 0) = �0g (r) ; T (r; t = 0) = T 0 (r) ;e�gUg � e�g (n�g) = e'g; r 2 �:Çäåñü e�g, e�g, e'g � ïàðàìåòðû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðè÷åì e�g � 0, e�g � 0, e�g + e�g > 0.Â ñëó÷àå ïîëíîé èçîòðîïèè èçëó÷åíèÿ D1;g = D2;g = 13 , D3;g = 0 è ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâ-íåíèé P1-ïðèáëèæåíèÿ. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ â ñèñòåìå (2) ÷ëåíû c D1�3;gUg, ìîæíî ïîëó÷èòüíåäèâåðãåíòíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòîêà, êîòîðàÿ áîëåå óäîáíà äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè.Òîãäà â P1-ïðèáëèæåíèè èñ÷åçàåò ÷ëåí 2D1;g +D2;g � 1r Ug, êîòîðûé ïðè r ! 0 ìîæåò óõóäøàòüàïïðîêñèìàöèþ.Ê ñîæàëåíèþ, â êâàçèäèôôóçèîííîé ñèñòåìå ýòîò ÷ëåí ïðèñóòñòâóåò, ïîýòîìó àïïðîêñèìàöèÿ ïðèr ! 0 òðåáóåò îñîáîãî âíèìàíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ïåðåõîä ê P1-ïðèáëèæåíèþ � îäèí èç íàèáîëååî÷åâèäíûõ ñïîñîáîâ óñòðàíåíèÿ äàííîé îñîáåííîñòè. Ïðè ýòîì íå íàðóøàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîñòüñõåìû, òàê êàê â óðàâíåíèå áàëàíñà âõîäèò òîëüêî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2), çàïèñàííîå âäèâåðãåíòíîé ôîðìå, à ïîòîêè íà ãðàíÿõ â óðàâíåíèè áàëàíñà ñîêðàùàþòñÿ.Â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå äëÿ ïîòîêà ñèñòåìà êâàçèäèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé (2) èìååò âèä�c ddt �Ug� �+ 1r @ (r�1;g)@r + @�2;g@z + �cgUg = �cgBg;��c ddt ��g� �+DgrUg + �g�g +PgUg = 0: (3)Çäåñü Dg =0@ D1;g D3;gD3;g D2;g 1A ; DgrUg = 0B@ D1;g @Ug@r +D3;g @Ug@zD3;g @Ug@r +D2;g @Ug@z 1CA ;Pg = 0@ P1;gP2;g 1A ; P1;g = 2D1;g +D2;g � 1r + @D1;g@r + @D3;g@z ; P2;g = D3;gr + @D3;g@r + @D2;g@z :� 49 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. ØåñòàêîâÂ ñèñòåìå (3) ââåäåí äèôôóçèîííûé ïàðàìåòð �, êîòîðûé îïðåäåëÿåò âèä ïðèáëèæåíèÿ:� = 1 � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ êâàçèäèôôóçèîííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé;� = 0 � ïàðàáîëè÷åñêàÿ êâàçèäèôôóçèîííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé;� = 1; D1;g = D2;g = 13 ; D3;g = 0 � P1-ïðèáëèæåíèå, ñèñòåìà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ;� = 0; D1;g = D2;g = 13 ; D3;g = 0 � äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå, ñèñòåìà ïàðàáîëè÷åñêàÿ.Èç àñèìïòîòèêè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè ïðè �g ! 1 ñëåäóåò èõ ñòðåìëåíèå ê äèôôó-çèîííîìó ïðåäåëó. Íåèçîòðîïíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðèâîäèò ê ñëîæíîìó ïîâåäåíèþ êîýôôèöèåíòîâêâàçèäèôôóçèè â îïòè÷åñêè ïëîòíûõ ñðåäàõ. Ïîëó÷àåìûå êîýôôèöèåíòû êâàçèäèôôóçèè îòëè÷à-þòñÿ îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé, ÷òî ìîæåò îòðàçèòüñÿ íà òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè è ïîòîêàèçëó÷åíèÿ, îñîáåííî âáëèçè îñè Z ïðè r ! 0.Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÑèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ðåøàåòñÿ â îáëàñòè �t0; tbn� � � (t), ãäå �t0; tbn� � èí-òåðâàë âðåìåíè (n = 0; : : : ; bn); � � ïîëîâèíà ñå÷åíèÿ òåëà âðàùåíèÿ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷å-ðåç îñü Z, ðàñïîëîæåííàÿ â ïîëóïëîñêîñòè (�1 < z <1; r � 0). Ñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàåò-ñÿ ðåãóëÿðíîé ñåòêîé èç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ (ðèñ. 1), âåðøèíû êîòîðûõ çàäàþòñÿ êîîðäèíàòàìèrij, zij �i = 0; : : : ;bi; j = 0; : : : ;bj�. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé êâàçèäèôôóçèè ïî ÿ÷åéêå ðàç-íîñòíîé ñåòêè �ij (ñ öåíòðîì â òî÷êå (i + 1=2; j + 1=2)) áóäåì îáõîäèòü åå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,ïðèìåíÿÿ ïðè ýòîì ôîðìóëó Ãðèíà è ïðîñòåéøèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû.Ââåäåì íåêîòîðûå âåëè÷èíû è ñîîòíîøåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äàëåå:�Vij = Z�ij rdrdz = 16 (r1 + r2 + r3) [r1 (z2 � z3) + r2 (z3 � z1) + r3 (z1 � z2)] ++ 16 (r1 + r3 + r4) [r1 (z3 � z4) + r3 (z4 � z1) + r4 (z1 � z3)] ;�Sij = Z�ij drdz = �0; 5 [(r2 � r4) (z1 � z3) + (r3 � r1) (z2 � z4)] ;(�jz)i = �zi = (zj+1 � zj)i = z3 � z4; �zj = (zi+1 � zi)j = z1 � z4;(�jz)i+1=2 = �zi+1=2 = (zj+1 � zj)i+1=2 = 12 �(zj+1 � zj)i + (zj+1 � zj)i+1� = 12 (z3 � z4 + z2 � z1) ;�� (�) = (�)�+1 � (�)� ; �l2 = �r2 +�z2:

Ðèñ. 1. ß÷åéêà ðàçíîñòíîé ñåòêè � 50 �



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÃÐÎÌ äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé êâàçèäèôôóçèîííîé ñèñòåìû. . .Çäåñü è äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ èíäåêñû i+ 1=2, j + 1=2, êàê ïðàâèëî, îïóñêàþòñÿ.Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ êâàçèäèôôóçèè ïî ÿ÷åéêå ñåòêè è ïðèìåíÿÿ íåÿâíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïåð-âîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ øàãîì � , ïîëó÷àåì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ�q0gUg�n+1 +rh�n+1g = �n+1c� �Ug� �n + �n+1cg Bn+1g ;�q1g�g�n+1 +Dn+1g rhUn+1g +Pn+1g Un+1g = ��n+1c� ��g� �n ; (4)�n+1En+1 �En� =Xg �n+1cg (Ug �Bg)n+1�"g + (�Q)n+1 :Âðåìåííîé èíäåêñ n + 1, êàê è äðóãèå èíäåêñû, íå âûçûâàþùèå ñîìíåíèé, òàêæå áóäåì îïóñêàòü.Ïóñòü (n�l)i = (�jz;��jr)i; (n�l)j = (��iz;�ir)j � êîìïîíåíòû ñ÷åòíûõ íîðìàëåé (ñì. ðèñ. 1),òîãäàq0 = 1c� + �c; q1 = �c� + �; rh� = 1�V ��i (r�n�l) + �j (r�n�l) �;rhU = 1�S �(n�l)i+1=2�iU + (n�l)j+1=2�jU� ;DrhU= 1�S 0@D1 �(�jz)i+1=2�iU�(�iz)j+1=2�jU�+D3 �(��jr)i+1=2�iU+(�ir)j+1=2�jU�D3 �(�jz)i+1=2�iU�(�iz)j+1=2�jU�+D2 �(��jr)i+1=2�iU+(�ir)j+1=2�jU�1A;P1 = 1�S��i (D1�z �D3�r) + �j (�D1�z +D3�r)�+ �S�V (2D1 +D2 � 1) ;P2 = 1�S��i (D3�z �D2�r) + �j (�D3�z +D2�r)�+ �S�V D3:Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêàW 1i+1=2 = �g (n�l)i+1=2 = �1 (�jz)i+1=2 � �2 (�jr)i+1=2 ;W 2j+1=2 = �g (n�l)j+1=2 = �1 (��iz)j+1=2 +�2 (�ir)j+1=2 ;ïîëó÷àåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó â òåðìèíàõ íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîòîêà:q0gUg + 1�V ��i �rW 1g �+�j �rW 2g �� = �c� �Ug� �n + �cgBg;q1gW 1g + 1�S �Mi+1=2;g�iUg �Mj+1=2;g�jUg�+Ni+1=2;gUg = ��c�  W 1g� !n ; (5)q1gW 2g + 1�S ��Li+1=2;g�iUg + Lj+1=2;g�jUg�+Nj+1=2;gUg = ��c�  W 2g� !n :Â óðàâíåíèÿõ (5) èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:Mi+1=2 = D1;i+1=2;j+1=2 (�jz)2i+1=2 +D2;i+1=2;j+1=2 (�jr)2i+1=2 � (D3�1)i+1=2;j+1=2 ;Mj+1=2 = D1;i+1=2;j+1=2 (�iz)j+1=2 (�jz)i+1=2 +D2;i+1=2;j+1=2 (�ir)j+1=2 (�jr)i+1=2 �� (D3�3)i+1=2;j+1=2 ;Mi = D1;i (�jz)i (�jz)i+1=2 +D2;i (�jr)i (�jr)i+1=2 �D3;i (�4)i ;Mj = D1;j (�iz)j (�jz)i+1=2 +D2;j (�ir)j (�jr)i+1=2 �D3;j (�5)j ;Mi+1 = D1;i+1 (�jz)i+1 (�jz)i+1=2 +D2;i+1 (�jr)i+1 (�jr)i+1=2 �D3;i+1 (�4)i+1 ;Mj+1 = D1;j+1 (�iz)j+1 (�jz)i+1=2 +D2;j+1 (�ir)j+1 (�jr)i+1=2 �D3;j+1 (�5)j+1 ;� 51 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. ØåñòàêîâLi+1=2 = D1;i+1=2;j+1=2 (�jz)i+1=2 (�iz)j+1=2 +D2;i+1=2;j+1=2 (�jr)i+1=2 (�ir)j+1=2 �� (D3�3)i+1=2;j+1=2 ;Lj+1=2 = D1;i+1=2;j+1=2 (�iz)2j+1=2 +D2;i+1=2;j+1=2 (�ir)2j+1=2 � (D3�2)i+1=2;j+1=2 ;Li = (D1�jz)i (�iz)j+1=2 + (D2�jr)i (�ir)j+1=2 � (D3�6)i ;Lj = (D1�iz)j (�iz)j+1=2 + (D2�ir)j (�ir)j+1=2 � (D3�7)j ;Li+1 = (D1�jz)i+1 (�iz)j+1=2 + (D2�jr)i+1 (�ir)j+1=2 � (D3�6)i+1 ;Lj+1 = (D1�iz)j+1 (�iz)j+1=2 + (D2�ir)j+1 (�ir)j+1=2 � (D3�7)j+1 ;�1 = 2 (�jr)i+1=2 (�jz)i+1=2 ; �2 = 2 (�ir)j+1=2 (�iz)j+1=2 ;�3 = (�ir)j+1=2 (�jz)i+1=2 + (�iz)j+1=2 (�jr)i+1=2 ;(�4)i = (�jr)i (�jz)i+1=2 + (�jz)i (�jr)i+1=2 ;(�5)j = (�ir)j (�jz)i+1=2 + (�iz)j (�jr)i+1=2 ;(�6)i = (�jr)i (�iz)j+1=2 + (�jz)i (�ir)j+1=2 ;(�7)j = (�ir)j (�iz)j+1=2 + (�iz)j (�ir)j+1=2 :Ðåøåíèå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèéÑèñòåìà óðàâíåíèé (5) ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé. Äëÿ åå çàìûêàíèÿ â ñõåìå ÐÎÌÁ [8, 16, 17] ïðèìå-íÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå U , W 1, W 2 â öåíòðàõ ÿ÷ååê ñ èõ çíà÷åíèÿìè íà ãðàíÿõ. Òàêèåñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ìîíîòîííûå è ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèéêâàçèäèôôóçèè. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ èç [12], óëó÷øàþùèå ïîëîæèòåëü-íîñòü ðåøåíèÿ.Ñèñòåìà (5) ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííî. Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå îðãàíèçóåòñÿ öèêë âíåøíèõèòåðàöèé (ñ èíäåêñîì �) ïî íåëèíåéíîñòè âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò òåìïåðàòóðû. Âû÷èñëèòåëüíûéïðîöåññ âíóòðè ýòîãî öèêëà îðãàíèçîâàí â äâà ýòàïà:1) ðåøàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ýíåðãèè, èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì òåìïåðàòóðó T �+1;2) ðåøàåòñÿ ìíîãîãðóïïîâàÿ ñèñòåìà êâàçèäèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ñòàáèëèçèðóþùåéïîïðàâêè ñ ó÷åòîì òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì ýòàïå.Ïî íåëèíåéíîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè E è ôóíêöèè Ïëàíêà Bg ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà, ïîíåëèíåéíîñòè êîýôôèöèåíòà �cg � ïðîñòûå èòåðàöèè. Â äàëüíåéøåì èíäåêñ �+1 ìîæåò îïóñêàòüñÿ,èíäåêñ ! áóäåò îáîçíà÷àòü èòåðàöèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ADI (Altenating DirectImplicit).Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ýòàïà èìååò âèä (ñ÷åò âäîëü ñòîëáöà j + 1=2 ðàçíîñòíîé ñåòêè)q0;�g U!+1=2g + 1�V �i �rW 1;!+1=2g � = � 1�V �j �rW 2;!g �+ �c� �Ug� �n + ��cgB�+1g ;q1;�g W 1;!+1=2g + Mi+1=2�S �iU!+1=2g +N1U!+1=21;g = Mj+1=2�S �jU!g + ��c�  W 1g� !n ;W 1;!+1=2g = 0;5�W 1;!+1=2g;i +W 1;!+1=2g;i+1 �+ ��i+1=2�iU!+1=2g ; (6)U!+1=2g = 0;5�U!+1=2g;i + U!+1=2g;i+1 �+ Æ�i+1=2�iW 1;!+1=2g ;U!+1=21;g = iU!+1=2g;i + (1� i)U!+1=2g;i+1 + ��i+1=2�iW 1;!+1=2g :Ñèñòåìà óðàâíåíèé âòîðîãî ýòàïà (ñ÷åò âäîëü ñòðîêè i+ 1=2 ðàçíîñòíîé ñåòêè):q0;�g U!+1g + 1�V �j �rW 2;!+1g � = � 1�V �i �rW 1;!+1=2g �+ �c� �Ug� �n + ��cgB�+1g ;� 52 �



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÃÐÎÌ äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé êâàçèäèôôóçèîííîé ñèñòåìû. . .q1;�g W 2;!+1g + Lj+1=2�S �jU!+1g +N2U!+12;g = Li+1=2�S �iU!+1g + ��c�  W 2g� !n ;W 2;!+1g = 0;5�W 2;!+1g;j +W 2;!+1g;j+1 �+ ��j+1=2�jU!+1g ; (7)U!+1g = 0;5�U!+1g;j + U!+1g;j+1�+ Æ�j+1=2�jW 2;!+1g ;U!+12;g = jU!+1g;j + (1� j)U!+1g;j+1 + ��j+1=2�jW 2;!+1g :Â îáùåì ñëó÷àå ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé èçëó÷åíèÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè, âçÿòûõ èç îáîèõ ñîîòíîøåíèéñâÿçè, èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ïðè  = 0;5; Æ = O (h); � = O (h) ýòà ðàçíîñòü èìååò âòîðîéïîðÿäîê ìàëîñòè, à ïðè  = 0;5; Æ = � îáðàùàåòñÿ â íóëü. Õîòÿ âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ (2)àïïðîêñèìèðóþòñÿ â íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå ñ ðàçëè÷àþùèìèñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçè äëÿ Ug,ýòî íå íàðóøàåò êîíñåðâàòèâíîñòè ñõåìû, òàê êàê â óðàâíåíèè áàëàíñà ó÷àñòâóåò òîëüêî ïåðâîåóðàâíåíèå ñ ïîòîêàìè íà ãðàíÿõ.Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñ èòåðàöèîííûì èíäåêñîì ! + 1=2 â (6), ïîëó÷àåì íà ïåðâîì ýòàïåìåòîäà ADI óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì âñòðå÷íîé ïðîãîíêè. Ïîñëå ïðîãîíîê ïåðâîãî èâòîðîãî ýòàïîâ ïî âû÷èñëåííûì íà ðåáðàõ çíà÷åíèÿì U ,W 1,W 2 íàõîäèì U!+1 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿñèñòåìû (7) è ïîëàãàåì U�+1=2 = U!+1.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðèìåíÿåì ÂÄÌ-ìåòîä. Òåìïåðàòóðó îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëåT ��+1 = T �� + �Xg ��cg �U��g �B��g��"g + � ��En �E���+ �Q��Xg ��cg �1� _b �+1=2g ��@Bg@T ����"g + ��@E@T ��� ;ãäåU��g = �c�q0;�g �Ug� �n+ _b �+1=2g B��g� 1q0;�g � fiai�V + fjaj�V ��+1=2 ; _b �+1=2g = ��cgq0;�g �1� biai�V � bjaj�V ��+1=2;ai, aj, bi, bj � êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ïðîãîíêè è ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí; îíè âûáèðàþòñÿàíàëîãè÷íî [12]. Ïîñëå ñõîäèìîñòè íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé (èì ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñ ��) ïîëó÷àåìòåìïåðàòóðó T �+1 = T ��+1. Ïî íîâîé òåìïåðàòóðå íàõîäèì â öåíòðå ÿ÷åéêè B�+1g , à çàòåì � íîâîåçíà÷åíèå U�+1g ïî ôîðìóëå U�+1g = U�+1=2g + _b �+1=2g �B�+1g �B�g � :Âíåøíèå èòåðàöèè � çàêàí÷èâàþòñÿ ïî óñëîâèþ ñõîäèìîñòè äëÿ U�+1g èëè T �+1.×èñëåííûå ðàñ÷åòûÂ êà÷åñòâå òåñòîâ èñïîëüçóþòñÿ äâå çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííûå íà îñíîâå ðàáîòû [21]. Äëÿ ÷èñ-ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ èç [21] â äâóìåðíîé îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå ïëîñêèé ñëîé çà-ìåíåí íà ñôåðó ñ âûðåçàííûì öåíòðîì (0 � # � �; 1 ñì � r � 5 ñì, r = pr2 + z2), ãäå # � óãîëìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì r è îñüþ Z. Íà ñôåðå r = 1 ñì çàäàíî èçëó÷åíèå ïëàíêîâñêîãî èñòî÷íèêàñ òåìïåðàòóðîé 1 êýÂ, íà ñôåðå r = 5 ñì � óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîëàãàëîñü E = 0;81T ;T 0 = 1 ýÂ; � = 1 ã/ñì; �sg = 0.Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ â çàäà÷å 1�cg = 8<: 27"�3g �1� e�"g=T � ; 1 ñì � r � 3 ñì (îáëàñòü 1); 3;4 ñì � r � 5 ñì (îáëàñòü 3);10 000"�3g �1� e�"g=T � ; 3 ñì � r � 3;4 ñì (îáëàñòü 2):� 53 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. ØåñòàêîâÊèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðåøàëîñü ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò ïî ñõåìå òèïà TVD ïîâûøåííîãîïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñ îãðàíè÷èòåëåì Âàí Àëüáàäà [14, 15] è êâàäðàòóðîé ES16. Ïî ýíåðãèèáðàëîñü 15 ãðóïï: "g = 0;15; 0;45; 0;7; 1; 1;35; 1;65; 2;1; 2;55; 2;85; 3;5; 4;5; 6; 8; 10; 13 êýÂ. Çàäà÷èñ÷èòàëèñü ñ ïîñòîÿííûì âðåìåííûì øàãîì: � = 2�10�11 ñ äëÿ çàäà÷è 1; � = 10�12 ñ äëÿ çàäà÷è 2. Ïîíàïðàâëåíèþ Z âçÿòî 30 ÿ÷ååê. Ñåòêà ïî ðàäèóñó íåðàâíîìåðíàÿ: r1 = 1; 1;004; 1;04; r4 = 1;1; : : :;r22 = 2;9 (�r = 0;1); r23 = 2;987; 2;999; 3; 3;001; 3;004; 3;013; r29 = 3;04; : : :; r37 = 3;36 (�r = 0;04);r38 = 3;396; 3;4; 3;404; 3;44; r42 = 3;5; : : :; r57 = 5 (�r = 0;1). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âçÿòû èç [1].Ðàñ÷åòû âåëèñü äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 1;2 �10�8 ñ, êîãäà ðåøåíèå âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.Ñõîäèìîñòü îïðåäåëÿëàñü óñëîâèåì ��T �+1 � T ��� � 10�5 �1 + T �+1�.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â çàäà÷å 1, ðàññ÷èòàííîå íàìîìåíò t = 5 � 10�10 ñ ïî ñõåìå ÃÐÎÌ. Âèäíî, ÷òî ëó÷åâîé ýôôåêò, ñâîéñòâåííûé äèñêðåòíîñòèïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé, íà òåìïåðàòóðó âëèÿåò ñëàáî.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû âåùåñòâà âäîëü öåíòðàëüíîãî ñòîëáöà ðàçíîñò-íîé ñåòêè íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 5 � 10�10 ñ è t = 1;2 � 10�8 ñ, ïîëó÷åííûå â ðàçíûõ ïðèáëèæåíèÿõ.Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé îáëàñòè 1 (r 2 [1; 3]) íà ýòàïå ïðîãðåâà êâàçèäèôôó-çèîííûé ìåòîä äàåò ðåøåíèå, áîëåå áëèçêîå ê êèíåòè÷åñêîìó, ÷åì P1-ïðèáëèæåíèå. Íàáëþäàåòñÿõîðîøåå ñîãëàñèå êâàçèäèôôóçèîííîé è êèíåòè÷åñêîé ìîäåëåé.Êèíåòè÷åñêèé ýòàï â ìåòîäå êâàçèäèôôóçèè ìîæåò ðàññ÷èòûâàòüñÿ ïî ðàçíûì ñõåìàì. Áîëååòîãî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êâàçèäèôôóçèè ìîæíî ðåøàòü óïðîùåííóþ ñèñòåìó ïàðàáîëè÷å-ñêîãî òèïà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà òå æå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òîè íà ðèñ. 3, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â äàííîì ðàñ÷åòå ðåçóëüòàòû,ïîëó÷åííûå ïî ïàðàáîëè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëÿì êâàçèäèôôóçèè, ñîâïàäàþò. Î÷åâèäíî,÷òî èñïîëüçîâàíèå ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè âîçìîæíî, íî ðåøåíèå íåñêîëüêî óõóäøàåòñÿâ îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé îáëàñòè r 2 [1; 3] íà ýòàïå ïðîãðåâà ñèñòåìû, ÷òî çàìåòíî ïðè ñðàâíåíèèñ òî÷íûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ïî êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ íà ñõîäèìîñòü.Îòìåòèì òàêæå õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.Â òàáëèöå ïðèâåäåíî ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé çà îäèí øàã ïðè ñ÷åòå ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïîâðåìåíè äî t = 2 � 10�9 ñ (çàâåðøàåòñÿ ïðîãðåâ îáëàñòè 1 è ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå âîëíû âîáëàñòè 2) â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ýòîãî øàãà è ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïîñëå ïðîãðåâà îáëàñòè 1÷èñëî èòåðàöèé áûñòðî óìåíüøàåòñÿ äî 2. Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé èñõîäíàÿ ñåòêàäðîáèëàñü òîëüêî ïî ðàäèóñó, â äâà è ÷åòûðå ðàçà.

Ðèñ. 2. Çàäà÷à 1. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âåùåñòâà, ðàññ÷èòàííîå ïî ñõåìå ÃÐÎÌ� 54 �



Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÃÐÎÌ äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé êâàçèäèôôóçèîííîé ñèñòåìû. . .

Ðèñ. 3. Çàäà÷à 1. Òåìïåðàòóðà âåùåñòâà âäîëü öåíòðàëüíîãî ñòîëáöà ñåòêè íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 5�10�10 ñ(1) è t = 1;2 � 10�8 ñ (2): Æ � êâàçèäèôôóçèîííûé ìåòîä; � � êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü; � � P1-ïðèáëèæåíèå

Ðèñ. 4. Çàäà÷à 1. Òåìïåðàòóðà âåùåñòâà íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 5�10�10 ñ (1) è t = 1;2�10�8 ñ (2) ïðè ðàñ÷åòàõêâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì: Æ � êèíåòè÷åñêèé ýòàï ïî ñõåìå òèïà TVD, ñèñòåìà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ; � �êèíåòè÷åñêèé ýòàï ïî ñõåìå òèïà TVD, ñèñòåìà ïàðàáîëè÷åñêàÿ; � � êèíåòè÷åñêèé ýòàï ïî ñõåìå ïåðâîãîïîðÿäêà, ñèñòåìà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ; � òî÷íîå ðåøåíèå� 55 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. ØåñòàêîâÇàäà÷à 1. Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé çà îäèí øàã×èñëî ÿ÷ååê ñåòêè ïî îñè R � = 2 � 10�10 ñ � = 2 � 10�11 ñ � = 2 � 10�12 ñ56 58 14 6112 93 21 8224 100 35 10Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî øàãó ïî âðåìåíè è îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíî øàãó ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè.Çàäà÷à 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ â ïëîòíóþîáëàñòü 2 ùåëè èç îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé îáëàñòè. Ùåëü îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè, âûõîäÿùèìè èçíà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëàìè �=3, 2�=3 ê îñè OZ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîäâóìåðíûì è áîëåå ñëîæíûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ.Íà ðèñ. 5, 6 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû âåùåñòâà, ïîëó÷åííûå ïî ñõåìàì ÐÎÌÁ èÃÐÎÌ íà ìîìåíò âðåìåíè t = 2;8 � 10�11 ñ. Ïî ñõåìå ÐÎÌÁ çàäà÷ó 2 óäàëîñü ðàñ÷èòàòü òîëüêî äîýòîãî ìîìåíòà, òàê êàê íà÷èíàÿ ñ t = 2;8�10�11 ñ âîçíèêàþò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèå îñöèëëÿöèèðàñ÷åòíûõ âåëè÷èí.Èç ðèñ. 5, 6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé êâàçèäèôôóçèîííîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî ïðè-ìåíÿòü ëèíåéíóþ ñõåìó ÃÐÎÌ è èòåðàöèîííûé ÂÄÌ-ìåòîä.Çàêëþ÷åíèåÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû êâàçèäèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé â äâóìåðíîé îñåñèììåòðè÷íîéãåîìåòðèè èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÃÐÎÌ ñ óëó÷øåííûìè ìîíîòîííûìèñâîéñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé ÐÎÌÁ, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì îäíîìåðíîé ñõåìû [12]. ÑõåìàÃÐÎÌ � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ è èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è âòîðîé ïîðÿäîê ïîïðîñòðàíñòâó. Ïàðàìåòðû ñõåìû âûáèðàþòñÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñðåäû, è â ýòîì ñìûñëå îíà ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé. Ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ðàñ÷åòîâ ïî ãèïåðáîëè÷åñêîé è ïàðàáîëè÷åñêîé ìîäåëÿìêâàçèäèôôóçèè.

Ðèñ. 5. Çàäà÷à 2. Òåìïåðàòóðà âåùåñòâà, ïîëó÷åííàÿ ïî ñõåìå ÐÎÌÁ� 56 �
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Ðèñ. 6. Çàäà÷à 2. Òåìïåðàòóðà âåùåñòâà, ïîëó÷åííàÿ ïî ñõåìå ÃÐÎÌÎñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ íåäèâåðãåíòíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé äëÿêîìïîíåíò ïîòîêà è ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â ðàçíûõ óðàâíåíèÿõñèñòåìû. Ýòî ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü êà÷åñòâà ñõåìû, ñîõðàíÿÿ åå êîíñåðâàòèâíîñòü. Ïðè ðàñ÷åòå âå-ëè÷èí äëÿ ñèñòåìû êâàçèäèôôóçèè íà ýòàïå ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñõåìàòèïà TVD ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè [14, 15], ÷òî òàêæå óëó÷øàåò ðåøåíèå ïî ñðàâíåíèþñî ñõåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû êâàçèäèôôóçèîííûõóðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ÂÄÌ-ìåòîä, èñïîëüçîâàâøèéñÿ ðàíåå â êèíåòè÷åñêèõ è äèôôóçèîííûõ ìî-äåëÿõ [18�20]. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ãîëüäèí Â. ß. Êâàçèäèôôóçèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ // Æóðíàë âû-÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 1964. Ò. 4, � 6. Ñ. 1078�1087.2. Òðîùè¼â Â. Å. Ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ êâàçèäèôôóçèè ïî ñîãëàñîâàí-íûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì // ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.:Íàóêà, 1966. Ñ. 177�185.3. ×åòâåðóøêèí Á. Í. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ äèíàìèêè èçëó÷àþùåãî ãàçà. Ì.:Íàóêà, 1985.4. Íåì÷èíîâ È. Â., Ñâåòöîâ Â. Â., Øóâàëîâ Â. Â. Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ñèëü-íûõ èíòåíñèâíî èçëó÷àþùèõ óäàðíûõ âîëí â âîçäóõå ìåòîäîì îñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñàèçëó÷åíèÿ. Ì.: ÂÀÃÎ, 1977. Ñ. 47�89.5. Àíòîíåíêî Ý. Ì., Äîëãîë¼âà Ã. Â., Êðóïèíà Ñ. Í. Ïðîãðàììà ðàñ÷åòà îäíîìåðíûõ çàäà÷ëàçåðíîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà (SND) // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìà-òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1994. Âûï. 3. Ñ. 3�9.6. Çóåâ À. È., Êàðëûõàíîâ Í. Ã. Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðàäèàöèîííî-êîíäóêòèâíîãî òåïëî-ïåðåíîñà // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 1983. Ò. 23, � 4. Ñ. 910�921.7. Àðèñòîâà Å. Í., Ãîëüäèí Â. ß., Êîëïàêîâ À. Â. Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç êîëüöåâóþ ùåëü âòåëå âðàùåíèÿ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 1997. Ò. 9, � 4. Ñ. 1�10.� 57 �



Ñ. À. Ãðàáîâåíñêàÿ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. Øåñòàêîâ8. Ãàäæèåâ À. Ä., Ñåëåçí¼â Â. Í., Ðîìàíîâà Å. Ì., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîäèêà ÒÎÌ4-ÊÄ äëÿìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ìíîãîãðóïïîâîìêâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷å-ñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2001. Âûï. 4. Ñ. 48�59.9. Êàðëûõàíîâ Í. Ã. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êâàçèäèôôóçèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷å-íèÿ // Òàì æå. 2010. Âûï. 1. Ñ. 32�38.10. Êàðëûõàíîâ Í. Ã., Óðàêîâà À. Â., Øíèòêî Ñ. À. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êâàçèäèôôóçèè äëÿðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíîé êèíåòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå â äâóìåðíîì îñå-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå íà êâàäðàòíîé ñåòêå // Òàì æå. 2011. Âûï. 2. Ñ. 33�43.11. Èñàêîâà À. Ñ., Êàðëûõàíîâ Í. Ã. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìåòî-äà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ // Òàìæå. 2013. Âûï. 3. Ñ. 16�29.12. Ãðàáîâåíñêàÿ Ñ. À., Øåñòàêîâ À. À. Àíàëèç íåêîòîðûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàèçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì // Òàì æå. 2011. Âûï. 4. Ñ. 3�15.13. Ãàäæèåâ À. Ä., Ãðàáîâåíñêàÿ Ñ. À., Çàâüÿëîâ Â. Â., Øåñòàêîâ À. À.Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäàê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì // Òàì æå.2010. Âûï. 3. Ñ. 3�14.14. Ãàäæèåâ À. Ä., Çàâüÿëîâ Â. Â., Øåñòàêîâ À. À. Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäà ê DSn-ìåòîäóðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ // Òàì æå. 2009. Âûï. 2. Ñ. 37�48.15. Ãàäæèåâ À. Ä., Çàâüÿëîâ Â. Â., Øåñòàêîâ A. A. Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäà ê DSn-ìåòîäóðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â îñåñèììåòðè÷íîé RZ-ãåîìåòðèè // Òàìæå. 2010. Âûï. 2. Ñ. 30�39.16. Ãàäæèåâ À. Ä., Ïèñàðåâ Â. Í. Íåÿâíûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä "Ðîìá" äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò.ôèç. 1979. Ò. 19, � 5. Ñ. 1288�1303.17. Ïèñàðåâ Â. Í. Î ïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñõåì POMÁ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìåòîäèêè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1986. Âûï. 3. Ñ. 44�52.18. Ãóñåâ Â. Þ., Êîçìàíîâ Ì. Þ., Ðà÷èëîâ Å. Á. Ìåòîä ðåøåíèÿ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé,àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåíîñà è äèôôóçèè èçëó÷åíèÿ // Æóðíàë âû÷èñë.ìàò. è ìàò. ôèç. 1984. Ò. 24, � 12. Ñ. 1842�1849.19. Ãàäæèåâ À. Ä., Ñåëåçí¼â Â. Í., Øåñòàêîâ A. A. DSn-ìåòîä ñ èñêóññòâåííîé äèññèïàöèåéè ÂÄÌ-ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàòåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìà-òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2003. Âûï. 2. Ñ. 33�46.20. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîä âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè ïî ñõåìå ÐÎÌÁ // Òàì æå. 2006.Âûï. 1. Ñ. 3�13.21. Fleck J. A., Cummings J. D. An implicit Monte Carlo scheme for calculating time and frequencydependent nonlinear radiation transport // J. Comp. Phys. 1971. Vol. 8(3). P. 313�342.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12.11.13.


