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Представлены доказательства двух утверждений: доказывается, что формализм псевдоэрми-
товой квантовой механики позволяет описать движение дираковских частиц в произвольных ста-
ционарных гравитационных полях и что с помощью весового оператора Паркера и последующего 
перехода в η-представление уравнение Шредингера для нестационарной метрики может быть пре-
образовано к виду, при котором оператор эволюции становится самосопряженным. Скалярные 
произведения в η-представлении – плоские, что позволяет использовать стандартный аппарат для 
эрмитовой квантовой механики. По результатам данной работы авторы делают заключение о ре-
шении проблемы единственности и самосопряженности дираковских гамильтонианов в произ-
вольных гравитационных полях, в том числе и зависящих от времени. Общий подход иллюстриру-
ется на примере дираковских гамильтонианов для нескольких стационарных метрик, а также для 
пространственно-плоской и открытой моделей Фридмана. 
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Введение 
 
В работе [1] мы рассмотрели вопрос о единствен-

ности и эрмитовости гамильтониана для дираковской 
частицы в слабом стационарном гравитационном поле. 
На примере поля, описываемого решением Керра, были 
проанализированы выражения для гамильтонианов в 
трех системах реперов: для системы реперов, использо-
вавшейся в работах [2−4], киллинговой системы репе-
ров и системы реперов в так называемой симметричной 
калибровке. Было показано, что все возникающие га-
мильтонианы могут быть рассмотрены методами псев-
доэрмитовой квантовой механики, причем гамильтони-
ан в так называемом η-представлении** имеет один и тот 
же вид ,Hη  совпадающий с гамильтонианом ,Hη  воз-
никающим при выборе системы реперов из работ [2−4]. 
Обнаруженная в [1] независимость гамильтониана Hη  
в η-представлении от выбора любой из трех конкрет-
ных систем реперов не позволяет утверждать, что эта 
независимость сохранится и в общем случае. Тем не ме-
нее по результатам рассмотрения в работе [1] мы вы-
двинули гипотезу о том, что гамильтониан Hη  в η-пред-
ставлении вообще не зависит от выбора  системы  репе- 

 
 
  *E-mail: neznamov@vniief.ru 
**В данной работе используются обозначения из [1]; до-

полнительные пояснения по обозначениям приводятся в раз-
делах 1, 2. 

ров. Дополнительное подтверждение правильности 
сделанного нами вывода было получено при анализе 
скалярного произведения Паркера [5, 6].  

Оказалось, что при любом выборе системы реперов 
гамильтониан Hη  выражается через весовой оператор  

,+ρ = η η                                       (1) 
используемый в скалярном произведении Паркера.  

При доказательстве эрмитовости гамильтониана и 
его единственности в работе [1] был использован ряд 
ограничений. Во-первых, гравитационные поля счита-
лись слабыми и стационарными. В силу этого из рабо-
ты [1] не следует вывод об единственности гамильто-
ниана в η-представлении на случай общих гравитаци-
онных полей. Во-вторых, не была прослежена связь 
оператора η с выбором системы реперов, используемых 
для описания динамики дираковских частиц. 

В данной работе мы устраняем перечисленные 
пробелы. Здесь вопрос о единственности и самосопря-
женности дираковских гамильтонианов рассмотрен 
применительно к произвольным гравитационным по-
лям, в том числе зависящим от времени.  

 
 

1.  Формализм псевдоэрмитовой  
квантовой механики 

 
При изложении формализма псевдоэрмитовой 

квантовой механики мы следуем работам [7−9]. Усло-
вие псевдоэрмитовости гамильтонианов предполагает 



 35

существование обратимого оператора ρ, удовлетво-
ряющего соотношению 

1 .H H− +ρ ρ =                                (2) 

Если при этом существует оператор η, удовлетворяю-
щий соотношению 

,+ρ = η η                                    (3) 

то для гамильтонианов, не зависящих от времени, по-
лучаем в η-представлении гамильтониан 

1 ,H H H− +
η η= η η =                           (4) 

являющийся самосопряженным со спектром собствен-
ных значений, совпадающим со спектром исходного 
гамильтониана Н. 

Волновая функция ψ для исходного гамильтониана 
удовлетворяет уравнению 

,i H
t

∂ψ
= ψ

∂
                                (5) 

волновая функция ψ в η-представлении удовлетворяет 
уравнению 

1 ,i H H
t

−
η

∂ψ
= Ψ = η η Ψ

∂
                    (6) 

.Ψ = ηψ                                 (7) 

В выражениях (5), (6) и ниже используется система 
единиц 1.с= =  

Скалярное произведение в исходном представле-
нии по определению равно 

( )3, .d x +
ρ

ϕ ψ = ϕ ρψ∫                      (8) 

Для волновой функции в η-представлении скалярное 
произведение имеет стандартный для эрмитовой кван-
товой механики вид (плоское скалярное произведение): 

( ) ( )3, .d x +Φ Ψ = Φ Ψ∫                      (9) 

Очевидно, с учетом (3), (7) скалярные произведения (8) 
и (9) равны: 

( ), , .
ρ

ϕ ψ = Φ Ψ                         (10) 

В работе [1] была исследована также связь скаляр-
ного произведения (8) со скалярным произведением 
Паркера, предложенным в работах [5, 6]. В результате 
установлено, что для трех гамильтонианов решения 
Керра с разным выбором систем реперных векторов 
оператор ρ в выражении (8) совпадает с весовым опера-
тором в скалярном произведении Паркера (1). В на-
стоящей работе в разделе 3 эта связь устанавливается в 
общем случае для дираковского гамильтониана в про-
извольном стационарном гравитационном поле с вы-
полнением условия псевдоэрмитовости (2). 

В общем случае гравитационных полей, зависящих 
от времени, условие (2) не выполняется. Однако и в 
этом случае возможен переход в η-представление с по-
лучением единственного и самосопряженного гамиль-
тониана с соответствующим плоским скалярным про-

изведением. Этим вопросам посвящен раздел 5 настоя-
щей работы. 

В разделе 7 алгоритм разделов 5, 6 применяется 
для получения самосопряженных дираковских гамиль-
тонианов для нескольких стационарных метрик, а так-
же для нестационарных пространственно-плоской и 
открытой моделей Фридмана. 

В Заключении проводится обсуждение результатов 
работы. 

 
 

2.  Приведение уравнения Дирака  
к форме уравнения Шредингера 

 
Напомним ход соответствующих рассуждений и 

введем обозначения. Реперные векторы определяются 
соотношениями 

,H H gμ ν
α β μν αβ= η                             (11) 

где 
[ ]diag 1, 1, 1, 1 .αβη = −                          (12) 

Наряду с системой реперов H μ
α  могут быть введе-

ны еще три системы реперных векторов ,Hαμ  ,H αμ  

,H α
μ  отличающиеся от H μ

α  местом мирового и локаль-
ного (подчеркнутого) индексов. Поднимание и опуска-
ние мировых индексов производится с помощью мет-
рического тензора gμν  и обратного к нему тензора ,gμν  

а локальных индексов – с помощью тензоров ,αβη  .αβη   
Предполагается, что движение частиц описывается 

уравнением Дирака, которое в системе единиц 1c= =  
записывается как 

0.m
x

α
αα

∂ψ⎛ ⎞γ +Φ ψ − ψ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                    (13) 

Здесь m − масса частицы, ψ − 4-компонентный «столб-
цовый» биспинор, αγ  − матрицы Дирака 4×4, удовле-
творяющие соотношению 

2 .g Eα β β α αβγ γ + γ γ =                          (14) 

Под E в (14) имеется в виду единичная 4×4 матрица.  
В круглых скобках в (13) стоит ковариантная про-

изводная от биспинора ,α∇ ψ  

.
xα αα

∂ψ
∇ ψ = +Φ ψ

∂
                            (15) 

В конструкцию (15) для α∇ ψ  входит биспинорная 
связность ,αΦ  для нахождения которой необходимо 
фиксировать некоторую систему реперных векторов 

,H μ
α  определяемых соотношением (11). После этого 

величина αΦ  может быть выражена через «кристоф-
фельные» производные от реперов следующим образом 
(«кристоффельные» производные обозначаются точкой 
с запятой): 

;
1 .
4

H H Sε μν
α μ νε αΦ = −                        (16) 
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Выражение для S μν  в (16) определено ниже – см. фор-
мулы (20). Биспинорная связность αΦ  вида (16) обес-
печивает инвариантность ковариантной производной 

α∇ ψ  относительно перехода от одной системы реперов 
к другой. 

Далее наряду с дираковскими матрицами с миро-
выми индексами αγ  будут использоваться  дираковские 
матрицы с локальными индексами .αγ  Связь между αγ  
и αγ  определяется соотношением 

.H βα α
βγ = γ                              (17) 

Из (11), (14), (17) следует, что 

2 .Eβ β αβα αγ γ + γ γ = η                        (18) 

В терминах матриц αγ  уравнение Дирака (13) мо-
жет быть записано следующим образом: 

0.H m
x

μα
μ αα

∂ψ⎛ ⎞γ +Φ ψ − ψ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
             (19) 

Величины αγ  удобно выбирать так, чтобы они 
имели одинаковый вид во всех локальных системах 
отсчета. Как система ,αγ  так и система αγ  могут быть 
использованы для построения полной системы матриц 
4×4. Полной системой является, например, система 

( ) 5 0 1 2 3 5
1, , , , .
2

E Sα αβ α β β α αγ ≡ γ γ − γ γ γ ≡ γ γ γ γ γ γ     (20) 

Всякая система дираковских матриц допускает не-
сколько дискретных автоморфизмов. Мы ограничимся 
автоморфизмом 

1.D D+ −
α α αγ → γ = − γ                      (21) 

Матрицу D будем называть антиэрмитизирующей.  
Из (5), (13) следует, что исходный гамильтониан 

имеет следующий вид: 

( ) ( )

( )

0 0
00 00

0
0 00

.

k
k

k
k

im iH
xg g

ii
g

∂
= − γ + γ γ −

∂− −

− Φ + γ γ Φ
−

 

Оператор H (22) имеет смысл оператора эволюции 
волновой функции дираковской частицы в выбранной  
мировой системе отсчета.  

Далее по тексту будут использоваться следующие 
соотношения (см., например, [1]): 

0 0 0 0, ,+ +
α α α αγ = γ γ γ γ = γ γ γ                 (23) 

( ) 0 0 ,+
α αΦ = γ Φ γ                         (24) 

0 0 00
0 0, .g Eγ γ = γ γ = −                    (25) 

Ковариантные производные от дираковских мат-
риц равны нулю: 

; , 0.μ α α μ μ α −
⎡ ⎤∇ γ = γ + Φ γ =⎣ ⎦                (26) 

3.  Выполнение условия псевдоэрмитовости  
с весовым оператором Паркера 

 
При произвольном выборе системы реперов и при 

произвольном внешнем гравитационном поле дираков-
ский гамильтониан Н записывается в виде (22). Пока-
жем в общем виде, в каких случаях выполняется усло-
вие псевдоэрмитовости (2) с весовым оператором Пар-
кера 

0
0 .gρ = − γ γ                                 (27) 

Прямой проверкой убеждаемся в том, что обрат-
ный оператор 1−ρ  имеет вид 

( )
1 0

000

1 .
g g

−ρ = γ γ
− −

                        (28) 

Легко убедиться в том, что оператор (27) является эр-
митовым 

0 0
0 0 0 0 0 0

0
0 .

g g

g

+ + +ρ = − γ γ = − γ γ γ γ γ γ =

= − γ γ = ρ
 

Проверим выполнение условия (2) для гамильто-
ниана (22) с использованием операторов (27), (28). Бу-
дем определять разницу 

1
1 2 3 4 ,H H+ −Δ ≡ −ρ ρ = Δ + Δ + Δ + Δ            (30) 

где ∆1, ∆2, ∆3, ∆4 определяются соответствующими сла-
гаемыми гамильтониана (22) 

( )

( ) ( )

( ) ( )

0
1 00

0 0
0 000 00

0 0
0 0 0 000 00

1 1

1 1 0;

im
g

img
g gg

im im
g g

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ = − γ −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − γ γ − γ γ =
⎜ ⎟− −−⎝ ⎠

= γ γ γ − γ γ γ =
− −

 

( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

0
2 00

0 0 0
0 000 00

0
0 000

0
0 000

1 1

1

1 1 ;
2

k
k

k
k

k

k

k
k

i
xg

ig
xg gg

i
x g

g
i

g x g

+
⎛ ⎞∂⎜ ⎟Δ = γ γ −
⎜ ⎟∂−⎝ ⎠

⎛ ⎞∂⎜ ⎟− − γ γ γ γ γ γ =
⎜ ⎟∂− −−⎝ ⎠

⎛ ⎞∂γ
= − γ γ γ −⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

∂ −
− γ γ γ γ

− ∂ −

 

( ) ( ) ( )

( )

0 0
3 0 0 0 000

0 0
0 ;0 000

1 1

1 ;

i g i
gg

i
g

+Δ = − Φ − − γ γ − Φ γ γ =
−−

= γ γ γ γ
−

 

(29)

(22)

(31)

 (32)

(33) 
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( )

( ) ( )

( )

0
4 00

0 0 0
0 000 00

0
0 ; 000

1 1

1 .

k
k

k
k

k
k

i
g

ig
g gg

i
g

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ = γ γ Φ −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − γ γ γ γ Φ γ γ =
⎜ ⎟− −−⎝ ⎠

= γ γ γ γ
−

 

Подставляя найденные выражения (31)−(34) для ∆1−∆4 
в (30), получаем: 

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1

0
0 0

0 0 0 000 00

0
0 000

0
0

0 000

1 1

1 1
2

1 1 .
2

k
k

H H

i i
tg g

g
i

g x g

g
i

t g tg

+ −

μ

Δ = −ρ ρ =

ε⎛ ⎞ ∂γ
= γ γ γ γ + γ γ γ −⎜ ⎟μ ε ∂− −⎝ ⎠

∂ −
− γ γ γ γ =

− ∂ −

⎛ ⎞∂ −∂γ⎜ ⎟= γ γ − γ
⎜ ⎟∂ − ∂−⎝ ⎠

 

При получении окончательного выражения в (35) ис-
пользовалось соотношение 

( )
( )1 .

2
g

g xμ

∂ −ε⎛ ⎞
=⎜ ⎟μ ε − ∂⎝ ⎠

                    (36) 

Равенство (35), как следует из его вывода, спра-
ведливо в общем виде, поскольку при его получении не 
делалось никаких предположений частного характера о 
метрике и системе реперов. 

В правую часть соотношения (35) входят произ-
водные по времени от детерминанта метрики и от дира-
ковских матриц 0 .γ  Поэтому, если эти два класса вели-
чин не зависят от времени, т. е. в случае стационарных 
гравитационных полей, для гамильтониана (22) автома-
тически выполняется условие псевдоэрмитовости (2). 
Утверждение аналогичного характера было доказано и 
в [1], но теперь это утверждение относится к любому 
выбору системы реперов и к любому стационарному 
гравитационному полю, а не только к тем трем систе-
мам реперов и к слабым полям решений Шварцшильда 
и Керра, которые рассматривались в [1].  

В  последующем  нам  понадобится  записать со-
отношение (35) в системе реперов в калибровке Швин-
гера (см. раздел 4). При переходе к указанной системе 
соотношение (35) меняется – матрицу 0 ( )хγ  необхо-
димо заменить на 0 ( )хγ  согласно равенству 

0 00 0( ) .х gγ = − γ  Таким образом,  

00ln ln
.

g g
i i

t t
∂ − ∂ −

Δ = +
∂ ∂

                (37) 

Отметим, что условие (2) может также выполняться в 
некоторых специальных случаях, когда 

( ) ( )
( )0

0
00

1 1 .
2

g
t g tg

∂ −∂γ
γ =

∂ − ∂−
               (38) 

При выполнении условия псевдоэрмитовости (2) в со-
ответствии с (3)−(10), переход в η-представление по-
зволяет получить самосопряженный гамильтониан (4) с 
плоским скалярным произведением (9) и со спектром 
собственных значений, совпадающим со спектром ис-
ходного гамильтониана Н. 

Далее покажем единственность гамильтониана ,Hη  
определяемого выражением (4). 

 
4.  Единственность гамильтониана ηH  

 
4.1.  Система реперов в калибровке Швингера 

 
В работе [10] Швингером была введена система 

реперов { }( ) ,H хμ
α  в которой вектор 0Hα  имеет следую-

щие компоненты: 
0 0
0 0; 0.kH H≠ =                               (39) 

Из-за особой значимости этой системы опишем 
систематическим образом процедуры и следствия, свя-
занные с введением (39). 

Предположим, что в рассматриваемом 4-мерном 
римановом пространстве с сигнатурой (− + + +) выбра-
на мировая система координат { }xα  и в этой системе 

задано поле метрического тензора ( ).g хαβ  Предполо-
жим далее, что в каждой точке пространства введены 
касательное пространство Минковского, система ре-
перных векторов { }( )H хμ

α  и постоянная по всему про-

странству система реперных дираковских матриц { }.αγ  

Мировая система дираковских матриц { }( )хαγ  связана 

с системой { }αγ  посредством соотношения (17). 
В трехмерном подпространстве, натянутом на ко-

ординаты { } ,kx  введем тензор  
0 0

00 .
m n

mn mn g gf g
g

≡ −                            (40) 

С помощью равенств, вытекающих из соотношений 
,g g εβ β

αε α= δ  можно показать, что тензор mnf  является 
обратным к тензору mng  в 3-мерном подпространстве, 
т. е. удовлетворяет соотношениям 

( ), det 0.pn n mn
mp mg f f= ≠δ                     (41) 

В 3-мерном подпространстве введем ортонормирован-
ную систему реперов { }n

mH  таких, которые удовлетво-
ряют соотношениям 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).pqm n m n mn
p q p pH х H х H х H х f хη ≡ =        (42) 

  (34)

(35)



 38

Введем вектор ( )0
0 0 0, kH H Hα =  с компонентами 

0
0 00
0 0 00

;
k

k gH g H
g

= − = −
−

                 (43) 

и три 4-мерных вектора ( )kH хμ  с компонентами 

0 ( ) 0, ( ).m
k kH х H х=                         (44) 

Под ( )m
kH х  имеются в виду те векторы, которые удов-

летворяют соотношениям (42). Тогда система четырех 
векторов { }0( ) ( ), ( )kH х H х H хμ μ μ

α =  представляет собой 
систему реперов в калибровке Швингера.  

Покажем прежде всего, что введенные векторы об-
разуют систему реперов в 4-мерном пространстве, т. е. 
удовлетворяют базовым соотношениям 

( ) ( ) ( ).H х H х g хαβμ ν μν
α β η =                    (45) 

Для доказательства запишем в компонентах соот-
ношения (45) 

0 0 0 0 00
0 0

0 0 0
0 0

0 0

,

,

.

k k

m m m
k k

m n m n mn
k k

H H H H g

H H H H g

H H H H g

⎫− + =
⎪⎪− + = ⎬
⎪

− + = ⎪⎭

                 (46) 

Соотношения в первой и второй строчках в (46) 
удовлетворяются очевидным образом после того, как в 
них будут подставлены значения компонент (43), (44). 
После подстановки (43) в третью строчку (46) получаем 

0 0

00 .
m n

m n mn
k k

g gH H g
g

= −                    (47) 

В правой части (47) стоит введенный выше тензор 
.mnf  Поскольку по построению векторы { }n

mH  подби-
рались так, чтобы они удовлетворяли (42), то, следова-
тельно, равенство (47) выполняется, а вместе с ним вы-
полняются и все соотношения (46). 

Из способа построения ясно, что системы реперов 
в калибровке Швингера определяются с точностью до 
локальных пространственных вращений в 3-мерных 
подпространствах, не затрагивающих вектор 0H α  с 
компонентами (43). В то же время выражение для век-
тора 0Hα  единственно.  

Система реперных векторов в представлении 
Швингера может быть использована как и любая другая 
система для построения мировых дираковских матриц. 
Если дираковские матрицы, соответствующие { }( ) ,H хμ

α  

обозначить через { }( ) ,хαγ  то согласно общему соотно-
шению (17) получим 

( ) ( ) .х H х μα α
μγ = γ                        (48) 

Воспользовавшись (43), (44), из (48) получаем: 

0 0 0 0 00 0
0

0
0

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .k k k m
m

х H х H х g

х H х H х

μ
μ

⎫γ = γ = γ = − γ ⎪
⎬

γ = γ + γ ⎪⎭
     (49) 

Из верхней строчки следует, что матрица 0 ( )хγ  с точ-
ностью до множителя совпадает с 0 .γ  Это свойство 
выделяет систему реперов в калибровке Швингера сре-
ди других систем. 

Заметим, что при построении системы реперов в 
калибровке Швингера не все векторы, входящие в сис-
тему реперов { }( ) ,H хμ

α  определяются однозначно. Со-
отношения (42) однозначно определяют вектор 

( )0
0 0 0, .kH H Hα =  Что касается векторов { } ,n

mH  то соот-
ношения (42) определяют их с точностью до простран-
ственных вращений в пространстве с метрическим тен-
зором mng  и обратным метрическим тензором .mnf  

Поскольку эти вращения не влияют на вектор 0 ,H α  то 
генераторы пространственных вращений коммутируют 
с 0γ  и, следовательно, являются комбинациями матриц 

2 3 3 1 1 2, , .γ γ γ γ γ γ  

 
 

4.2. Связь между произвольной системой репе-
ров { }μ

α ( )H х  и системой реперов 

в калибровке Швингера { }μ
α ( )H х  

 
Любые две системы реперов в одном и том же про-

странстве связаны между собой лоренцевым преобра-
зованием. В нашем случае связь между системами 
{ }( )H хμ

α  и { }( )H хμ
α  запишем в виде  

( ) ( ) ( ).H х х H хβμ μ
α α β= Λ                          (50) 

Величины ( ),хβ
αΛ  входящие в (50), удовлетворяют со-

отношениям 

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

х х

х х

μ αβ μνν
α β

μ ν
α β μν αβ

⎫Λ Λ η = η ⎪
⎬

Λ Λ η = η ⎪⎭
                       (51) 

Произведем лоренцево преобразование реперов { }( )H хμ
α  

так, чтобы они совпали с { }( ) ,H хμ
α  т. е. произведем 

преобразование (50). При преобразовании (50) дираков-
ские матрицы ( )хαγ  и αγ  преобразуются по правилу 

1( ) ( ) ( ) ( ),х L х х L хα α −γ = γ                        (52) 

1( ) ( ) ( ).L х L х хβα − α
β

⎡ ⎤γ = γ Λ⎣ ⎦                      (53) 
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Матрицы L, 1,L−  входящие в (52), (53), определяются из 
условия неизменности дираковских матриц αγ  при пре-
образованиях (53), т. е. из условия 

1( ) ( ) ( ).L х L х хβα − α
βγ = γ Λ                      (54) 

Поскольку мы производим лоренцево преобразование, 
совмещающее систему { }( )H хμ

α  с системой { }( ) ,H хμ
α  

то величины ( )хα
βΛ  в (54) необходимо положить рав-

ными соответствующим величинам, входящим в (50). 
Отметим, что матрицы L, 1L−  в нашем случае удовле-
творяют соотношению  

0 1 00 0( ) ( ) ( ) ,L х х L х g−γ = − γ               (55) 

которое следует из равенств (49) и (52). 
Связь между гамильтонианами (22) уравнения 

Шредингера в произвольном гравитационном поле с 
системами реперов { }( )H хμ

α  и { }( )H хμ
α  в соответствии 

с (49)−(53) записывается в стандартном виде 

1 1.LH LHL i L
t

− −∂
= +

∂
                    (56) 

Для стационарных гравитационных полей гамильтони-
ан H и матрица L не зависят от времени, и гамильтони-
ан в калибровке Швингера записывается в виде 

1.H LHL−=                           (57) 

Приведем явный вид матрицы L(x), удовлетворяющей 
соотношению (55). 

Известно, что преобразования Лоренца можно од-
нозначным образом представить в виде произведения 
либо преобразования буста (эрмитов множитель) на 
пространственное вращение (унитарный множитель), 
либо наоборот, в виде произведения пространственного 
вращения (унитарный множитель) на преобразование 
буста (эрмитов множитель). Факторизация такого типа 
однозначна. Воспользуемся такой факторизацией, для 
чего подставим (17) и (48) в выражение (52) для 0 ( ).хγ  
В результате оказывается, что матрица L(x) записывает-
ся следующим образом: 

( )
( )

( )
( )

0 0

2

0 0

0 0

2

0 0

( ) exp
2 1

ch sh .
2 21

H H S
L x R

H H

H H S
R

H H

μ ν
μν

ε
ε

μ ν
μν

ε
ε

⎧ ⎫
θ⎪ ⎪= =⎨ ⎬

⎪ ⎪−⎩ ⎭
⎧ ⎫

θ θ⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎩ ⎭

 

Здесь R − матрица пространственного вращения, ком-
мутирующая с матрицей 0.γ  Другой множитель в (58) 
представляет собой преобразование гиперболического 
поворота (т. е. буст) на угол θ, определяемый из соот-
ношения 

( )
( )

0 0

0 0

1
th .

2 1

H H

H H

ε
ε

ε
ε

+θ
=

−
                   (59) 

Соотношение  
0 1 0( ) ( ) ( ) ( )х L х х L х−γ = γ                    (60) 

с учетом (49) записывается как 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

0 00

2

0 0

0 000 0

2

0 0

ch sh
2 21

exp .
2 1

H H S
x

H H

H H S
g x

H H

μ ν
μν

ε
ε

μ ν
μν

ε
ε

⎧ ⎫
θ θ⎪ ⎪γ = − ×⎨ ⎬

⎪ ⎪−⎩ ⎭
⎧ ⎫
θ⎪ ⎪× − γ ⎨ ⎬

⎪ ⎪−⎩ ⎭

 

Из (61) следует, что L(x) является матрицей, пре-
образующей 0 ( )хγ  в 00 0g− γ  

0 1 00 0 .L L g−γ = − γ                       (62) 
 
 

4.3. Смысл оператора η при использовании  
весового оператора Паркера 

 
Подстановка в (27) выражения (62) с учетом таких 

свойств матриц L, как 
1 1

0 0 0 0, ,L L L L− + + −= −γ γ = −γ γ              (63) 
дает: 

0 00
0 .g g g L L+ρ = − γ γ = − −            (64) 

Унитарная матрица R, входящая в конструкцию 
матрицы L согласно (58), сокращается в произведении 
L L+  и не влияет на величину ρ.  

Мы видим, что оператор ρ можно записать в виде (1), 
т. е. как 

,+ρ = η η                                     (65) 

причем оператор η пропорционален лоренцевой матри-
це L, преобразующей согласно (62) 0 ( )хγ  в 00 0 ,g− γ  

( ) ( )1/ 41/4 00 .g g Lη = − −                         (66) 

В случае использования системы реперов в калиб-
ровке Швингера оператор η, определяемый соотноше-
нием (66), оказывается равным  

( ) ( )1/41/ 4 00 .g g Eη = − −                        (67) 
 
 

4.4.  Единственность гамильтониана ηH   
в случае стационарных гравитационных полей 

 
Согласно (4), (66) гамильтониан в η-представлении 

можно записать в виде 
1 1 1.H H LHL− − −

η = η η = η η                       (68) 

(61)

(58)
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Выберем матрицу L(x) такую, чтобы 0 ( )хγ →  
00 0g→ − γ  (см. (60)−(62)). Тогда согласно (57) 

1LHL H− =  и выражение (68) становится равным 
1 .H H H−

η η= η η =                          (69) 

Для любой системы реперов после указанных опе-
раций в η-представлении будет получаться один и тот 
же самосопряженный гамильтониан (69). Этим доказы-
вается единственность гамильтониана (69). Данный 
результат подтверждает результаты работы [1], в кото-
рой для трех систем реперов после перехода в η-пред-
ставление получен самосопряженный гамильтониан, 
совпадающий с гамильтонианом Hη  для системы репе-
ров в калибровке Швингера. 

 
 

5.  Самосопряженность и единственность  
дираковских гамильтонианов  

в гравитационных полях, зависящих 
от времени 

 
Гравитационные поля, зависящие от времени, на-

рушают условия псевдоэрмитовости гамильтонианов 
(2), (35). 

Однако переход от исходного представления дира-
ковского гамильтониана H в η-представление позволяет 
и в общем случае гравитационного поля, зависящего от 
времени, получить самосопряженный и единственный 
гамильтониан H H +

η η=  с соответствующим плоским 
скалярным произведением ( , )Φ Ψ . 

Действительно, в общем случае гамильтониан H в 
уравнении (5) зависит от времени 

( ) .i H t
t

∂ψ
= ψ

∂
                          (70) 

В этом случае волновая функция ψ в η-представлении 
удовлетворяет уравнению 

( )1 1 ,i H H i
t t

− −
η

∂Ψ ∂η⎛ ⎞= Ψ = η η + η Ψ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
         (71) 

где по-прежнему 
.Ψ = ηψ                                 (72) 

Покажем единственность введенного гамильтониана 
Hη  в уравнении (71). Используя (66), (67), получаем 

1 1

1 1 1 1.

H H i
t

LLHL i L i
t t

− −
η

− − − −

∂η
= η η + η =

∂
∂ ∂η⎛ ⎞= η + η + η⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

Выберем преобразование L(x) такое, чтобы 0 ( )хγ →  
00 0g→ − γ  (см. (60)−(62)). Тогда согласно (56) 

1 1 ,LLHL i L H
t

− −∂
+ =

∂
                          (74) 

1 1.H H i
t

− −
η

∂η
= η η + η

∂
                         (75) 

Для любой системы реперов после указанных операций 
будет получаться один и тот же гамильтониан Hη  (75), 
что доказывает его единственность. 

Докажем, что гамильтониан Hη  в (74) является 

самосопряженным ( ).H H +
η η=  

( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1 .

H H i
t

H i
t

+
+ − −
η

+
+ ++− + −

∂η⎛ ⎞= η η + η =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂η

= η η − η
∂

 

Для системы реперных векторов в калибровке Швинге-
ра соотношение (35) становится равным 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1

1 11 100 002 42 4

0 00 0

00
1

00

;

; ;

;

1 1 1 2 .
2

H H

g g g g

g

g g
i i

t g t tg

+ −

−

= ρ ρ + Δ

ρ = − − η = − −

γ = − γ

⎛ ⎞∂ − ∂ − ∂η⎜ ⎟Δ = + = η
⎜ ⎟∂ − ∂ ∂−⎝ ⎠

(77) 

Тогда выражение (76) равно 

1 1 .H H i H
t

+ − −
η η

∂η
= η η + η =

∂
                 (78) 

Скалярное произведение в η-представлении по-преж-
нему является плоским и равным исходному, ,

ρ
ϕ ψ =  

( ), .= Φ Ψ  
 
 

6.  Алгоритм нахождения гамильтониана 
в η-представлении 

 
По результатам данной работы могут быть сфор-

мулированы  правила  нахождения  гамильтониана  в 
η-представлении для дираковской частицы в произ-
вольном гравитационном поле. Априорной информаци-
ей, которую будем предполагать известной, является 
информация о метрическом тензоре ( ),g хαβ  символах 

Кристоффеля ,
λ⎛ ⎞
⎜ ⎟αβ⎝ ⎠

 локальном метрическом тензоре 

αβη  и локальных дираковских матрицах { }.αγ  Указан-
ные правила состоят в следующем:  

1) для гравитационного поля, описываемого мет-
рикой ( ),g хαβ  находится система реперов { }( ) ,H хα

μ  

удовлетворяющая калибровке Швингера. Напомним, 
что в этой калибровке компоненты реперов 0

0 0, kH H  

(77)

 

 (76)

(73)
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связаны с компонентами тензора ( )g хαβ  следующими 
соотношениями:  

0
0 00
0 0 00

; .
k

k gH g H
g

= − = −
−

              (79) 

Компоненты 0
kH  тождественно равны нулю: 

0 0.kH =                                 (80) 

Для нахождения n
mH  вводится тензор mnf  с ком-

понентами  
0 0

00 .
m n

mn mn g gf g
g

= −                       (81) 

Тензор mnf  удовлетворяет условиям 
.mn m

nk kf g = δ                             (82) 

На роль величин n
mH  подойдут любые три 3-мер-

ных вектора, удовлетворяющие соотношениям 
;m n mn

k kH H f=                           (83) 
2) записывается общее выражение для гамильто-

ниана .H  

( ) ( )

( )

0 0
00 00

0
0 00

.

k
k

k
k

im iH
xg g

ii
g

∂
= − γ + γ γ −

∂− −

− Φ + γ γ Φ
−

 

Здесь: 
,H βα α

βγ = γ                              (85) 

;
1 ;
4

H H Sε μν
α μ νε αΦ = −                      (86) 

3) согласно (75) 
1

1 ,H H i
t

−
−

η

∂η
= η η + η

∂
                    (87) 

где оператор η  определяется соотношением 

( ) ( )1/41/ 4 00 .g gη = − −                      (88) 

Выражения (87), (88) определяют оператор ,Hη  
который является искомым эрмитовым гамильтониа-
ном в η-представлении.  

Таким образом,  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0 0
000 00

0 0
00 00

00

00

4

lnln

lnln
.

4

k
k

k k
k

k k

im iH i
xg g

i i
g g

gg
x x

ggi
t t

η

∂
= − γ + γ γ − Φ +

∂− −

+ γ γ Φ − γ γ ×
− −

⎧ ⎫∂ −∂ −⎪ ⎪× + +⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫∂ −∂ −⎪ ⎪+ +⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Приведенные выше правила применяются далее 
для нахождения гамильтонианов в η-представлении для 
нескольких стационарных и нестационарных метрик.  

7.  Операторы Гамильтона в η-представлении 
для ряда метрик 

 
7.1. Метрика, использованная в работах [3, 4] 

 
Рассмотрим вопрос о построении гамильтониана 

Hη  стационарной метрики следующего вида: 

( )2 2 2 2 2 2 2 ,ds V dt W dx dy dz= − + + +            (90) 

где V, W − функции пространственных координат. Бу-
дем использовать систему реперных векторов в калиб-
ровке Швингера: 

0 0
0 0

1 1, 0, 0, .k k k
k m mH H H H

V W
= = = = δ       (91) 

Эволюция волновой функции ψ определяется согласно 
уравнению Шредингера 

ˆ ,i H
t

∂ψ
= ψ

∂
                            (92) 

где Ĥ  − оператор Гамильтона (исходный гамильтони-
ан). Явное выражение для исходного гамильтониана 

ˆ ,H  согласно [3], имеет вид: 

, ,
0 0 0 02 .

2
k kk k k

k

V VWV iH imV i i
W Wx W

∂
= γ − γ γ − γ γ − γ γ

∂
   (93) 

В рассматриваемом случае  

3 00 1; ,g VW g
V

− = − =                 (94) 

поэтому 

( ) ( )1/ 41/4 00 3/ 2 .g g Wη = − − =                (95) 

В η-представлении самосопряженный гамильтони-
ан Hη  равен 

1

0 0 0 .
2

k k
k k

H H

i V VimV
W Wx x

−
η = η η =

∂ ∂⎛ ⎞= γ − γ γ + γ γ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

Выражение (96) получено без предположений о слабо-
сти гравитационного поля и совпадает с самосопряжен-
ным гамильтонианом в работе [3]. 

 
 

7.2.  Метрика  Шварцшильда  
в изотропных координатах 

 
Метрика Шварцшильда получается из метрики (90) 

при записи решения Шварцшильда в изотропных коор-
динатах. Опуская процедуру соответствующего коор-
динатного преобразования, приведем результат: для 
перехода к изотропным координатам функции V, W 
необходимо выбрать согласно формулам (см., напри-
мер, [3, 12]): 

(96)

(84)

(89)
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21
2 ; 1 .

21
2

M
MRV W

M R
R

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= = +⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 (97) 

Из (96), (97) следует вид гамильтониана в η-представ-
лении: 

0 03

04 3

1 1
2 2

1 12 2

1
4 .

1
2

k
k

kk

M M
R RH im i

M xM
R R

M
MRRi
RM

R

η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠= γ − γ γ −
∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠− γ γ
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

В случае слабых полей выражение (98) в низшем 
порядке приближения становится равным 

0 0

03

1 1 2

.

k
k

kk

M MH im i
R R x

MR
i

R

η

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= γ − − − γ γ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− γ γ

 

Это выражение совпадает с тем, что приведено в [1] 
(формула (58)). При необходимости точное выражение 
(98) для гамильтониана может быть разложено по сте-
пеням малого параметра до любого порядка малости. 

 
 
 
 

7.3.  Метрика  Шварцшильда  
в координатах (t, r, θ, ϕ) 

 
В этом разделе будем записывать метрику Шварц-

шильда в координатах 

( ) ( )0 1 2 3, , , , , , .x x x x t r≡ θ ϕ                   (100) 

В этих координатах имеем: 

( )

2
2 2

2 2 2 2

21
21

sin .

M drds dt
Mr
r

r d d

⎛ ⎞= − − + +⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ θ + θ ϕ

 

Для метрики, определяемой квадратом интервала (101), 
получаем:  

4 2sin ,g r= − θ                              (102) 

( ) ( ) ( )1/ 44 2
1/41/4 00

1/ 4

1 1

2

sin
;

21

1 1 1 cos; .
2 2 sin2 1

r
g g

M
r

M
Mr r r
r

− −

⎫θ
⎪η = − − =
⎪⎛ ⎞− ⎪⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎬
⎪∂η ∂η θ

η = − + η = − ⎪∂ ∂θ θ⎛ ⎞ ⎪−⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎭

   (103) 

Находим реперные векторы в калибровке Швинге-
ра. Отличные от нуля компоненты реперов равны: 

0 0 1 2 3
0 0 1 2 3

00 0 0 11 22 33

00 0 0 11 22 33

0 0 1 2 3
0 0 1 2 3

1 1 1; 0; 0; ; ;
sin

1; 0; 0; ; sin ;

1 1 1; 0; 0; ; ;
sin

1; 0; 0; ; sin .

k
k

k k

k k

k
k

H H H H f H H
r rf

H f H H H H r H r
f

H H H H f H H
r rf

H f H H H H r H r
f

⎫= = = = = = ⎪⋅ θ ⎪
⎪

= − = = = = = ⋅ θ ⎪

⎬
= − = = = = =

⋅ θ

= = = = = = ⋅ θ

⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

                            (104) 

Здесь 21 .Mf
r

≡ −  Отличные от нуля символы Кристоффеля равны: 

0

2 0

0 0 0 0
2

2 0

2 0

0
;

01 2 1

1 1 1
1 ; ; 1 ;

00 11 222 2 1

1
sin 1 ;

33

2 2 3 31 1 cos; sin cos ; ;
12 33 13 23 sin

r
rr
r

r r r r
r

rr rr r
r

r
r

r

r r

⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − θ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ θ

= = − θ θ = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎭

                            (105) 

(98)
(101)

 (99)
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По формуле (16) находим величины 0 ,Φ :kΦ   

0 0 12

1

2 1 2

3 2 3 3 1

;
2
0;

1 ;
2
1 1cos sin .
2 2

M
r

f

f

⎫Φ = γ γ ⎪
⎪

Φ = ⎪⎪
⎬

Φ = − γ γ ⎪
⎪
⎪Φ = − θγ γ + θγ γ ⎪⎭

         (106) 

Подставляем (104) в выражение (84) для :H  

0 0

1 2 3

0 0 1 1 2 2 3 3

1 1
sin

1 1 .
sin

H im f i f

f
r r r

i i f f
r r

= γ − γ ×

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
× γ + γ + γ −⎨ ⎬

∂ ∂θ θ ∂ϕ⎩ ⎭
⎧ ⎫− Φ − γ γ Φ + γ Φ + γ Φ⎨ ⎬

θ⎩ ⎭

 

После использования формул (106) получаем: 

0 0

1 2 3

0 1 0 1 0 22

1 1
sin

cos
.

2 sin2

H im f i f

f
r r r

i fM ifi
r rr

= γ − γ ×

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
× γ + γ + γ −⎨ ⎬

∂ ∂θ θ ∂ϕ⎩ ⎭

θ
− γ γ − γ γ − γ γ

θ

 

Подставляем (108) и (103) в формулу (87): 

0 0 1 2

3 0 1

1

1 .
sin 2

H im f i f f
r r

i f
r r

η

∂ ∂⎧= γ − γ γ + γ +⎨
∂ ∂θ⎩

⎫∂ ∂
+ γ − γ γ⎬

θ ∂ϕ ∂⎭

 

 
 
 

Выражение (109) представляет собой оператор Гамиль-
тона в η-представлении. Как легко убедиться, этот опе-
ратор является эрмитовым ( ).H H +

η η=   
Заметим, что выражения (109) и (98) эквивалент-

ны, просто один и тот же гамильтониан записан в раз-
ных системах координат. Каким из этих выражений 
пользоваться – вопрос удобства в конкретной задаче. 

 
 

7.4. Модели Фридмана 
 
Рассмотрим уравнение Шредингера в случае, когда 

пространство является однородным и изотропным и, 
следовательно, описывается каким-то решением моде-
ли Фридмана. Ограничимся двумя простейшими реше-
ниями – пространственно-плоской и открытой моделя-
ми Фридмана [11]. 

 
 

Пространственно-плоская модель Фридмана 
 
Нестационарная метрика, соответствующая про-

странственно-плоскому решению Фридмана, определя-
ется соотношением: 

2 2 2 2 2 2( ) .ds dt b t dx dy dz⎡ ⎤= − + + +⎣ ⎦             (110) 

Символы Кристоффеля, соответствующие (110), 
равны: 

0 0 0
0; 0; ;

00 0

0; ; 0.
00 0

mn

m
n

bbg
k mn

k m kb
n mnb

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪
⎬

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪= = δ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

          (111) 

Реперные векторы H α
α  в калибровке Швингера нахо-

дим, исходя из их определения и используя (110). По-
лучаем: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1
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H H b H b H b

H H b H b H b

H H H H
b b b

H H

α α α α

α α α α

α α α α

α α

= = = =

= − = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = 2 3
1 1,0,0 ; 0,0, ,0 ; 0,0,0, .H H

b b b
α α

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

                              (112) 

 
 
 

 
 
 

(107)

(108)

(109)
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Вычисление компонент αΦ  с использованием (110)−(112) 
приводит к следующему: 

0

0

0;

1 .
2k k

b S
b

⎫Φ =
⎪
⎬

Φ = ⎪
⎭

                           (113) 

Подставляем выражения (113) для компонент αΦ  в 
гамильтониан и получаем: 

0 0
3 .
2

k
k

i bH im i
bx

∂
= γ − γ γ −

∂
             (114) 

Поскольку в данном случае 

0 0
1 1; ,k k

kb b
γ = γ γ = γ = γ               (115) 

то гамильтониан (114) может быть записан в виде 

0 0
3 .
2k k

i i bH im
b bx

∂
= γ − γ γ −

∂
            (116) 

Далее получим гамильтониан рассматриваемой 
системы в η-представлении. Весовой оператор Паркера 
и оператор η  равны: 

0 3 3/2
0 ; .g b bρ = − γ γ = η =              (117) 

Тогда  

( )

( )

1 1

0 0 .k k

H H i
t

iim H
b t x

− −
η

+
η

∂η
= η η + η =

∂
∂

= γ − γ γ =
∂

 

В  соответствии с результатами раздела 5 изна-
чально неэрмитов гамильтониан (114) после перехода в 
η-представление преобразуется в самосопряженный 
гамильтониан (118) с соответствующим плоским ска-
лярным произведением. 

В квазистационарном приближении для космоло-
гического момента времени t оператор энергии дира-
ковской частицы в η-представлении равен 

2
2 2

2 .
( )

E H m
b tη= = +
p                 (119) 

В выражении (119) k
kp i

x
∂

= −
∂

 − компоненты импуль-

са дираковской частицы. 
 
 

Открытая модель Фридмана 
 
Рассмотрим случай открытой модели Фридмана в 

координатах  

( ) ( )0 1 2 3, , , , , , .x x x x t= χ θ ϕ  

Для этой модели нестационарная метрика имеет вид: 

( )2 2 2 2 2 2 2 2( ) sh sin .ds dt a t d d d⎡ ⎤= − + χ + χ θ + θ ϕ⎣ ⎦     (120) 

Отличные от нуля символы Кристоффеля, соответ-
ствующие метрике (120), имеют вид: 

2

0 0 0
0; 0; ;

00 0

1
0; ; sh ch ;

00 0 22

1 2 3ch chsh ch sin ; ; ;
33 12 13sh sh
2 3

sin cos ; ctg .
33 23

mn

m
n

aag
k mn

k m a
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⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪
⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪= = δ = − χ χ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎬

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞χ χ ⎪= − χ χ θ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪χ χ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪
⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − θ θ = θ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

   (121) 

Отличные от нуля компоненты реперных векторов H α
α  

в калибровке Швингера равны: 

{
{

0 1 2 3
0 1 2 3

00 11 22 33

0 1 2 3
1 2 3

00 11 22 33

1 1 11; ; ; ;
sh sh sin

1; ; sh ; sh sin ;

1; ; sh ; sh sin ;

1 1 11; ; ; .
sh sh sin

H H H H
a a a

H H a H a H a

H H a H a H a

H H H H
a a a

α

⎫⎧
= = = =⎨ ⎪χ χ θ⎩ ⎪

⎪= − = = χ = χ θ ⎪
⎬

= = = χ = χ θ ⎪
⎪

⎧ ⎪= − = = =⎨ ⎪χ χ θ⎩ ⎭

(122) 

Оператор η  равен 

( ) ( ) ( )1/4 1/41/4 00 6 4 2sh sin .g g aη = − − = χ θ       (123) 

Величины 
1

,kx

−∂η
η
∂

 необходимые для нахождения га-

мильтониана в η-представлении: 
1 1 11cth ; ctg ; 0.

2

− − −∂η ∂η ∂η
η = − χ η = − θ η =

∂χ ∂θ ∂ϕ
    (124) 

Вычисление компонент αΦ с использованием (121) 
и (122) показывает, что 

0

1 0 1

1 2
2 0 2

3 1 23
3 0 3

0,

,
2

1sh ch ,
2 2

1 1sh sin ch sin cos .
2 2 2
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a S

a S S

⎫Φ =
⎪
⎪Φ = γ γ
⎪⎪
⎬

Φ = χγ γ − χ ⎪
⎪
⎪Φ = χ θγ γ + χ θ − θ ⎪⎭

  (125) 

Вычисление гамильтониана H приводит к следующему: 

0 0 1 0 2

0 3

0 1 0 2

1 1
sh

1
sh sin

ctg 3cth .
2 sh 2

H im i i
a a

i
a

i i ai
a a a

∂ ∂
= γ − γ γ − γ γ −

∂χ χ ∂θ
∂

− γ γ −
χ θ ∂ϕ

θ
− χγ γ − γ γ −
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(118)

(126) 
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Вычисляем оператор ,Hη  используя (89), (123) и (124). 
Получаем: 

0 0 1 0 2

0 3

1 1
sh

1 .
sh sin

H im i i
a a

i
a

η

∂ ∂
= γ − γ γ − γ γ −

∂χ χ ∂θ
∂

− γ γ
χ θ ∂ϕ

 

Величина ,Hη  определяемая соотношением (127), яв-
ляется гамильтонианом в η-представлении для дира-
ковских частиц в открытой модели Фридмана. Перво-
начально неэрмитов гамильтониан (126) после перехода 
в η-представление преобразуется в самосопряженный 
гамильтониан (127) с соответствующим плоским ска-
лярным произведением. 

В квазистационарном приближении для космоло-
гического момента времени t оператор энергии для час-
тицы, движущейся по χ-направлению, равен: 

2
2 2

2 .
( )

E H m
a t

χ
η= = +

p
                   (128) 

Здесь .iχ

∂
= −

∂χ
p  

Обозначим 

0 0
0

( )( )sh sh ( ) sh ( ) ,a ta t a b t a b t r
a

χ = χ = χ =       (129) 

где 0( ) 1;b t =  нулевые индексы соответствуют настоя-
щему времени ( )0 .t t≤  

Если радиус пространственной кривизны Вселен-
ной в настоящее время стремится к бесконечности 
( )0 ,a →∞  то  

0 .r a≈ χ                                 (130) 

В этом случае гамильтониан (127) становится равным  

( )

0 0 1 0 2

0 3

0 0

1 1
( ) ( )

1
( ) sin

1 .
( )k k sph

H im i i
b t r b t r

i
b t r

im i
b t

η

∂ ∂
= γ − γ γ − γ γ −

∂ ∂θ
∂

− γ γ =
θ ∂ϕ

= γ − γ γ ∇

 

В выражении (131) через ( )k sph∇  обозначены ком-

поненты градиента в сферической системе координат. 
Очевидно, в декартовой системе координат гамильто-
ниан (131) совпадает с гамильтонианом (118) для про-
странственно-плоской модели Фридмана.  

Физические следствия, вытекающие из гамильто-
нианов (118), (131) для дираковских частиц в расши-
ряющейся Вселенной, будут представлены в после-
дующей работе авторов. Основные результаты состоят 
в следующем: 

1) гамильтонианы (118), (131) при включении взаи-
модействия с электромагнитным полем не приводят к 

дополнительному космологическому смещению атом-
ных спектральных линий, что согласуется с современ-
ной космологической моделью ΛСDM («concordance 
model»);  

2) расширение Вселенной приводит к космологи-
ческому изменению сил взаимодействия элементарных 
частиц. 

 
Заключение 

 
Результаты данной работы позволяют сделать вы-

вод о том, что решена проблема единственности и са-
мосопряженности дираковских гамильтонианов в про-
извольных гравитационных полях, как стационарных, 
так и зависящих от времени. 

Уникальные свойства весового оператора Паркера 
0

0g +ρ = − γ γ = η η  позволяют в η-представлении полу-
чать единственным образом самосопряженные гамиль-
тонианы дираковских частиц в произвольных гравита-
ционных полях.  

Этот вывод справедлив как в случае выполнения 
условия псевдоэрмитовости (2), когда начальный га-
мильтониан эрмитов относительно скалярного произ-
ведения Паркера (стационарные гравитационные поля), 
так и в случае нарушения условия (2), когда начальный 
гамильтониан неэрмитов относительно скалярного про-
изведения Паркера (нестационарные гравитационные 
поля). В последнем случае для получения самосопря-
женных гамильтонианов дираковских частиц необхо-
димо предварительно перейти в систему реперов в ка-
либровке Швингера. 

Скалярные произведения в η-представлении – пло-
ские, что позволяет применять обычный аппарат эрми-
товой квантовой механики. Естественно, наблюдаемые 
физические величины в исходном представлении долж-
ны быть преобразованы при переходе в η-представ-
ление соответствующим образом ( )1 .O O −→ η η  

По результатам рассмотрения в разделе 6 сформу-
лированы правила (общий алгоритм) нахождения га-
мильтонианов в η-представлении, пригодные для лю-
бых гравитационных полей. Общий подход продемон-
стрирован при получении выражений для дираковского 
гамильтониана для стационарной метрики, рассматри-
вавшейся в работах [3] стационарного решения Шварц-
шильда  в  изотропных  координатах  и  в  координатах 
(t, r, θ, ϕ),  а  также  для нестационарных пространст-
венно-плоской и открытой моделей Фридмана.  
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