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Квантово-механический анализ показывает физическую неэквивалентность метрики Шварц-

шильда, запрещающей классическим частицам пересекать «горизонт событий», и метрик, разрешаю-
щих частицам пересекать гравитационный радиус (метрики Эддингтона  – Финкельштейна, Пенлеви – 
Гуллстранда, Финкельштейна – Леметра, Крускала). В первом случае возможно существование ста-
ционарных состояний дираковских частиц с вещественным энергетическим спектром, во втором слу-
чае для всех указанных метрик существуют лишь комплексные уровни энергии частиц со спином 1/2, 
распадающиеся со временем. Результаты могут привести к пересмотру некоторых представлений 
стандартной космологической модели, связанных с эволюцией Вселенной и с взаимодействием кол-
лапсаров с окружающей средой. 
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1. Введение 

 
В настоящее время для сферически-симмет-

ричных коллапсаров с точечными массами извест-
ны четыре основных решения общей теории отно-
сительности (ОТО). Это – решение Шварцшильда 
[1], решение Райсснера – Нордстрема [2], решение 
Керра [3], решение Керра – Ньюмена [4]. 

Классическое решение Шварцшильда характе-
ризуется точечным сферически-симметричным ис-
точником гравитационного поля массой M  и «го-
ризонтом событий» (гравитационным радиусом) 

0 2

2GM
r

c
 .                            (1) 

В формуле (1) G  – гравитационная постоян-
ная, c  – скорость света. В классическом случае 
частица достигает «горизонта событий» за беско-
нечное время. 

Для частицы массой m  безразмерная гравита-
ционная константа связи равна* 

0
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* E-mail: neznamov@vniief.ru 

В формуле (2)   – постоянная Планка, 
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г – планковская масса, cl mc



– 

комптоновская длина волны. 
В отличие от констант взаимодействия в Стан-

дартной модели физики элементарных частиц в гра-
витационном случае константа связи   может легко 
достигать очень больших значений. Для электрона 
величине 1   соответствует источник гравита-

ции массой 150,5 10M   кг. Тогда, например, гра-
витационное взаимодействие электрона с источ-

ником 302 10M M   кг определяется величии-

ной 154 10 .   
В настоящее время в центрах галактик извест-

ны коллапсары с массой, достигающей миллиар-
дов солнечных масс. В этом случае электрон будет 
гравитационно взаимодействовать с такими объ-

ектами с величиной 2510 . 
В решении Райсснера – Нордстрема точечный 

сферический симметричный источник Шварц-
шильда обладает электрическим зарядом Q . Ре-
шение Керра соответствует вращающемуся источ-

нику Шварцшильда с угловым моментом 0

2

r
J a . 

В решении Керра – Ньюмена вращающийся ис-
точник Керра обладает электрическим зарядом Q . 
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В отличие от решения Шварцшильда для ре-
шений Райсснера – Нордстрема, Керра и Керра – 
Ньюмена характерно существование двух «гори-
зонтов событий»: внешнего и внутреннего. По-
прежнему классическая частица может достичь 
внешнего «горизонта событий» лишь за бесконеч-
ное время  t  . 

Кроме перечисленных выше решений ОТО 
существуют метрики, полученные координатными 
преобразованиями основных метрик и допускаю-
щие пересечение классическими частицами «гори-
зонтов событий» за конечное время. 

Для поля Шварцшильда можно отметить сле-
дующие решения: метрика Эддингтона – Финкель-
штейна [5], [6], метрика Пенлеви – Гуллстранда [7], 
метрика Леметра – Финкельштейна [6], метрика 
Крускала [8]. 

Для поля Керра отметим решение Дорана [9]. 
Несмотря на явную электромагнитную анало-

гию в атомной физике, связанные состояния дира-
ковских частиц в полях коллапсаров исследова-
лись сравнительно мало. Для гравитационного 
случая сложилось убеждение, что связанные состоя-
ния частиц имеют комплексные энергии. В этом 
случае эти состояния экспоненциально распада-
ются со временем. Существование резонансных 
состояний в поле Шварцшильда для массивных 
скалярных частиц с использованием уравнения 
Клейна – Гордона обсуждалось в работах [10 – 13]. 
Аналогичная проблема для дираковских массив-
ных частиц обсуждалась в работах [14 – 18]. В этих 
работах, в частности, при 1   непосредствен-
ным решением уравнения Дирака в слабом поле 
Шварцшильда для действительной части энергии 
получен водородоподобный спектр с релятивист-
скими поправками. В работе [19] авторы рассмот-
рели проблему связанных состояний в поле 
Шварцшильда, используя метрику Пенлеви – Гул-
лстранда. В работе получены энергетические 
спектры с комплексными значениями энергии для 
величин 1  , а также для значений 1  . При 

1   для действительной части энергии также 
получен водородоподобный спектр с другими, по 
сравнению с работой [16], релятивистическими 
поправками. 

В работах [20 – 22] с помощью методов псев-
доэрмитовой квантовой механики для произволь-
ных гравитационных полей, в том числе завися-
щих от времени, разработан метод получения 
самосопряженных дираковских гамильтонианов  
с плоским скалярным произведением волновых 
функций. 

Из одночастичной квантовой механики следу-
ет, что при существовании эрмитовости гамильто-
ниана, при наличии квадратично-интегрируемых 
волновых функций и при установлении соответст-
вующих граничных условий самосопряженные 
гамильтонианы, не зависящие от времени, должны 
обеспечивать существование стационарных свя-
занных состояний частиц с вещественным энерге-
тическим спектром. Данная работа посвящена ис-
следованию возможности существования таких 
состояний дираковских частиц в центрально-
симметричных незаряженных гравитационных 
полях коллапсаров. 

 
 

2. Анализ возможности существования  
связанных состояний частиц со спином 1/2 

в центрально-симметричном  
гравитационном поле 

 
Ниже будем использовать систему единиц 

1с  , сигнатуру 

 diag 1, 1, 1, 1                       (3) 

и обозначения ,    соответственно для мировых 
и локальных матриц Дирака. 

Первоначально приведем для метрики 
Шварцшильда и для ряда метрик, полученных из 
шварцшильдовской точными координатными пре-
образованиями, самосопряженные гамильтонианы, 
определенные в работе [22]. 

2.1. Метрика Шварцшильда в координатах 

 , , ,t r    
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В формуле (4) из условия 00 0q   мы подразу-

меваем значения 0sf  . 
Самосопряженный гамильтониан  
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2.2. Метрика Эддингтона-Финкельштейна 
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r
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 2 2 2 2sin ,r d d                         (6) 
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2.3. Метрика Пенлеви – Гуллстранда 

2 2 02s
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ds f dt dtdr
r

    

 2 2 2 2 2sin .dr r d d                      (8) 

Самосопряженный гамильтониан 
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2.4. Метрика Финкельштейна – Леметра 

 

 

2
4 32 2 2 2 2 2

2 3

0

sin ,

3
.

2

F L
F L

F L

dr
ds dt f r d d

f

f r t
r






      

 

  (10) 

Самосопряженный гамильтониан H : 
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2.5. Метрика Крускала 
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Самосопряженный гамильтониан 
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Для метрик Финкельштейна – Леметра и Кру-
скала временная координата совпадает с собст-
венным временем. Гамильтонианы H  для этих 

метрик зависят от времени, и поэтому стационар-
ные связанные состояния отсутствуют. 

Далее анализ возможности существования 
связанных состояний будем проводить для метрик 
со стационарными гамильтонианами (5), (7), (9) с 
представлением волновой функции в виде 

   , iEtt e  r r .                    (14) 

 

2.6. Разделение переменных 
 

Уравнение Дирака со стационарными гамиль-
тонианами (5), (7), (9) допускает разделение пере-
менных, если биспинор    , ,r    r  опреде-

лить в виде 

 
   
   3

, ,
imF r

r e
iG r


   
    
     

         (15) 

и использовать следующее уравнение (см., напри-
мер, [23]): 

   2 11 1
ctg

2 sin
i m i

                
. (16) 

В равенствах (15), (16):     – сферические гар-

моники для спина 1/2, i  – двумерные матрицы 
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Паули, m  – магнитное квантовое число,   – 

квантовое число уравнения Дирака: 

 1 , 1 2,
1, 2...

, 1 2.

l j l

l j l

        
 

          (17) 

В выражении (17) ,j  l  – квантовые числа 
полного и орбитального момента дираковской 
частицы соответственно. 

    можно представить в виде [24] 
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В (18)  1 2m
lP    – присоединенные полино-

мы Лежандра. 
В результате разделения переменных мы по-

лучаем для рассматриваемых метрик системы 
уравнений для радиальных функций   ,F r   G r . 

Далее эти уравнения будем записывать в безраз-

мерных переменных ,
E

m
   ,

c

r

l
   0 2 .

c

r

l
   

 
 

2.7. Уравнения и асимптотика  
для радиальных волновых функций 

2.7.1. Метрика Шварцшильда в координатах 

 , , ,t r    

Система уравнений для радиальных вещест-
венных функций    ,F G   имеет вид: 

2
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dF

d
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Областью определения переменной   для функ-

ций   ,F    G   является интервал  2 ,   в со-

ответствии с метрикой (4). Уравнения (19) пока-
зывают, что, как и в классическом случае, 
квантовая механика запрещает присутствие дира-
ковских частиц под «горизонтом событий» 0r r , 

т. е. 2   . 
Рассмотрим асимптотику решений системы (19). 

При   
2 2

2 2

1 1
1 2

1 1
1 2

,

1
.

1

F C e C e

G C e C e

   

   

 

         

     (20) 

Для обеспечения финитного движения дираков-
ских частиц необходимо использовать лишь экс-
поненциально убывающие решения (20), т. е. в этом 
случае 2 0C  . 

При  02 r r    

  

  

sin 2 ln 2 ,
2

cos 2 ln 2 ,
2

A
F

A
G

    
 

    
 

       (21) 

где A  и   – постоянные величины. 

Осциллирующие функции F  и G  в (21) пло-
хо определены на «горизонте событий» и расхо-
дятся при 2  . Для обеспечения квадратичной 
интегрируемости рассматриваемых функций не-
обходимо сужение их области определения до ин-
тервала  min , ,   где min 2 .    

Гамильтониан (5) является эрмитовым для 
всей области определения  . 

Это можно показать, используя общее условие 
эрмитовости дираковских гамильтонианов во 
внешних гравитационных полях, доказанное в ра-
боте [20]. 



М. В. Горбатенко, В. П. Незнамов 
 

 28

  0k
kds g j                        (22) 

Для сферически-симметричного поля Шварц-
шильда условие (21) сводится к 

   2 1 2 14 4 2 0j j       .     (23) 

По определению радиальная плотность тока 
дираковских частиц равна 

1 0 1j      .                         (24) 

Для поля Шварцшильда и тетрад в калибровке 
Швингера [22] 

1 1 2 1.sf                              (25) 

После перехода в  -представление [20 –22],  
в котором представлен гамильтониан (5), получаем 

1 0 1
sj f

      ,                      (26) 

где 1 1 1 4, .sf
 

       

Далее используем функции (15) в виде 
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    (27) 

В результате радиальная плотность тока равна 

       1 2
2

2
.j f g           
       (28) 

С учетом явного вида сферических гармоник 
для спина 1 2  

   2 0      ,                     (29) 

что доказывает эрмитовость гамильтониана (5). 
Таким образом, при введении физически ра-

зумного граничного условия вблизи «горизонта 
событий»  min    система уравнений (19) будет 

обладать стационарным вещественным энергети-
ческим спектром связанных состояний частиц со 
спином 1 2 . 

 
2.7.2. Метрика Эддингтона – Финкельштейна 

Система уравнений для радиальных волновых 
функций    ,F G   имеет вид: 

2

2
1

2 1
1 E F

E F

fdF
F

d f




 
                

 
 

 

2

2 1 1

E FE F

i F G
ff 

  
        

 

2

2 1
0;

E F E F

G i G
f f 

  
        

      (30) 

2

2
1

2 1
1 E F

E F

fdG
G

d f




 
                

 
 

 

2

2 1 1

E FE F

i G F
ff 

  
        

 

2

2 1
0.

E F E F

F i F
f f 

  
        

    (30) 

В (30) 
2

1E Ff 


 


. 

Асимптотика функций   ,F    G   при 

  совпадает с асимптотикой (20) для метрики 
Шварцшильда. 

В работах [19, 24] для метрики Эддингтона –
Финкельштейна и Пенлеви – Гуллстранда обла-
стью определения переменной   выбирался ин-

тервал  0, . Волновые функции    ,F G   мо-

гут быть отличны от нуля во всей области 
определения  , поэтому дираковская частица для 
данных метрик может пересекать «горизонт собы-
тий». Квантовая механика в этом случае согласу-
ется с классическим рассмотрением. Гравитаци-
онный радиус для уравнений (30), (38) является 
регулярной особой точкой, на которой устанавли-
вается определенное соотношение между значе-
ниями функций  2F     и  2G    . Из урав-

нений (30) следует, что при 0  

 

 

1
,

1
.

F

G

 


 


                             (31) 



 Физическая неэквивалентность метрики Шварцшильда и метрик центрально-симметричного… 
 

 29

При таком поведении волновых функций при 
0  исходный гамильтониан (7) является неэр-

митовым 

   , ,H H     .                   (32) 

Действительно, для данной метрики и тетрад в 
калибровке Швингера [22] 

1 2
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При   выражение 2 14 j  стремится к ну-

лю, учитывая асимптотику (20) с 2 0C  . 

При 0  выражение 2 14 j  является ко-
нечным. 

2 14 j   
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Второе слагаемое в (36) согласно (29), (31) 
равно нулю, первое слагаемое с учетом (31) явля-
ется конечным. Условие эрмитовости (22), (23) 
для метрики Эддингтона – Финкельштейна не вы-
полняется. 

В этом случае стационарных связанных со-
стояний дираковских частиц не существует. Могут 
существовать лишь комплексные уровни энергии, 
распадающиеся со временем. 

Недостатком выбранной в 19, 24 области оп-
ределения  0,   является включение подобла-

сти 0 2    , где нарушается условие Гильберта: 

00 0g  . Однако и для суженной области опреде-

ления  2 , ,    при 2   в формуле (36) 

первое слагаемое остается конечным, поскольку 
поведение радиальных волновых функций вблизи 
«горизонта событий» в численных расчетах 19, 
24 является регулярным. То есть и в этом случае 

условие эрмитовости гамильтониана (7) не выпол-
няется и стационарные связанные состояния час-
тиц со спином 1/2 не существуют. 

2.7.3. Метрика Пенлеви – Гуллстранда 

Исходный гамильтониан (9) привлекателен по 
форме. Он содержит часть, связанную со свобод-
ным движением и часть, связанную с гравитаци-
онным взаимодействием 

0 3 1

4I
r

H i
r r r

    
.                  (37) 

Система уравнений для радиальных волновых 
функций    ,F G   имеет вид: 
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Асимптотика функций    ,F G   при   

совпадает с асимптотикой (20) для метрики 
Шварцшильда. В работах [19, 24] функции 

   ,F G   определены на интервале  0, . В этом 

случае дираковская частица для данной метрики 
может находиться как внутри, так и вне «горизон-
та событий». 

Из уравнений (38) следует, что при 0  
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Аналогично п. 2.7.2 можно показать, что ис-
ходный гамильтониан (9) является неэрмитовым. 
Стационарных связанных состояний дираковских 
частиц для данной метрики не существует. В ра-
боте [20] авторы численным решением уравнения 
Дирака для метрики Пенлеви – Гуллстранда под-
твердили этот вывод, получив комплексные уров-
ни энергии, распадающиеся со временем. 
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Аналогичный вывод об отсутствии стацио-
нарных связанных состояний дираковских частиц 
получается и для суженной области определения 

 2 ,    без подобласти под «горизонтом собы-

тий» 0 2 ,     где нарушается условие Гильбер-

та  00 0 .g   
 
 

3. Заключение 
 
Проведенный квантовомеханический анализ 

показывает отсутствие стационарных связанных 
состояний дираковских частиц для метрик цен-
трально симметричных гравитационных полей, 
полученных координатными преобразованиями 
метрики Шварцшильда и позволяющих классиче-
ским частицам пересекать «горизонт событий». 

Решениями уравнения Дирака для рассматри-
ваемых метрик могут быть лишь нестационарные 
комплексные уровни энергии. 

Метриками, где возможно существование ста-
ционарных вещественных уровней энергии свя-
занных состояний дираковских частиц, являются 
классическая метрика Шварцшильда в координатах 

 , , ,t r   , а также метрики Шварцшильда в изо-

тропных [25] и гармонических [26] координатах. 
Для этих метрик отсутствует возможность пе-

ресечения классическими и квантовыми частица-
ми «горизонта событий». 

 

Авторы благодарят за большую техническую 
помощь в подготовке статьи А. Л. Новоселову. 
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