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ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАВИТАЦИОННОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ  
В ПРИСУТСТВИИ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

 
С. И. Глазырин, М. Ю. Егужова, В. А. Жмайло, В. П. Стаценко, Ю. В. Янилкин 

 
ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Численно исследуется задача о турбулентном гравитационном перемешивании 

в присутствии магнитного поля для идеальной МГД. Граница раздела двух жидкостей 
изначально плоская, а магнитное поле задается параллельным плоскости раздела. Раз-
вивающаяся неустойчивость приводит к образованию области турбулентного переме-
шивания и замешивает среднюю плотность вещества и магнитное поле. В результате 
исследования получены как влияние магнитного поля на область перемешивания, так 
и влияние области перемешивания на магнитное поле. Последнее описано и с помощью 
предложенной полуфеноменологической модели. 

 
Ключевые слова: МГД-турбулентность, гравитационное перемешивание, прямое 

численное моделирование, полуэмпирические модели. 
 
 

1. Введение 
 

Задача гравитационного перемешивания в плаз-
ме с магнитным полем встречается в огромном 
количестве фундаментальных задач и приложе-
ний, таких как турбулентное динамо [1], аккреция 
на компактные объекты [2], остатки сверхновых 
[3], магнитные потоки, вырывающиеся из солнеч-
ной фотосферы, [4], петаваттные импульсные ус-
тановки и Z-пинчи [5 –7]. При этом некоторые во-
просы до сих пор остаются без ответа. В первую 
очередь это связано с турбулизацией течения при 
перемешивании. В данной работе рассматривается 
МГД-случай перемешивания в идеально проводя-
щей жидкости. Данная задача представляет интерес 
и добавляет нетривиальные эффекты по сравнению 
с немагнитным случаем по следующим причинам: 
во-первых, поле само влияет на перемешивание, во-
вторых, магнитное поле вморожено в вещество и 
следует плотности, но в отличие от последней яв-
ляется векторной величиной. В результате подо-
бие средних значений плотности и магнитного по-
ля не выполняется. Идеальная проводимость рас-
смотрена для того, чтобы исследовать турбулентную 
диффузию магнитного поля в чистом виде. 

Нас интересуют следующие вопросы:   

• каково влияние поля на развитие зоны тур-
булентного перемешивания (ТП), на рост зоны 
ТП, энергию турбулентных пульсаций, профили 
различных величин;  

• в чем состоит влияние турбулентности на 
параметры магнитного поля (турбулентная диф-
фузия, генерация дополнительных компонент, 
среднеквадратичные флуктуации поля);  

• возможность описания процесса перемеши-
вания с помощью МГД-варианта k    модели с 
использованием результатов 3D численного моде-
лирования.  
 
 

2. Постановка задачи 
 

Рассмотрим следующую задачу. Две несме-
шивающиеся идеальные жидкости разных плотно-
стей 1  и 2  занимают полупространства 0z   и 

0z   соответственно (рис. 1). Магнитное поле за-
дается изначально параллельным границе раздела, 

||B OY . Сила тяжести направлена вертикально 

 ||g OZ . Во всем объеме давление выбирается 

так, чтобы задать равновесие:  
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0 10 : ,z h p g z    

  20 : 0 ,z p p z g z                     (1) 
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z p z p      

 
 

 

 
Рис. 1. Начальная постановка 

 
Давление в центре удовлетворяет условию 

0 ,p gL   в результате скорости движения 

,sv c  и течение становится близким к несжи-
маемому (используемый код сжимаемый, а дан-
ный метод позволяет привести результаты близко 
к несжимаемому расчету). Начальное возмущение 
задаем в виде белого шума в тонкой полосе:  

0 20 : .z z                        (2) 

Если говорить о масштабах задаваемых вели-
чин, то  

2 1

2 1 2

1 1
, .

2 10tA
  

  
  

             (3) 

Для характеристики магнитного поля исполь-
зуем следующую безразмерную комбинацию  

 2 1

.
8

B

gL
 

  
                       (4) 

Она показывает отношение средней магнит-
ной энергии к потенциальной. Расчеты были про-
ведены со следующим диапазоном значений :  

33 10 ; 2,2 .                           (5) 

Ниже будем различать однородный вариант 
задания магнитного поля: 1 2B B  и неоднородный 

1 20, 0.B B   Численное моделирование прово-
дилось с помощью 3D сжимаемого гидрокода 
ТРЭК [8]. Все расчеты выполнены на сетке 
200200400 ячеек в геометрической области 

2L L L  . 

3. Результаты расчетов 
 

Для начала рассмотрим влияние магнитного 
поля на возникающую турбулентность. 2D срезы 
плотности для разных  представлены на рис. 2. 
Хорошо видно, что при увеличении поля течение 
«двумеризуется» и критической точкой перехода 
является 1  . Эти результаты легко понять, если 
рассмотреть критерий скорости роста малых воз-
мущений на границе двух веществ с магнитным 
полем [10]:  

,x yik x ik y i t
e

                              (6) 

 
 

 
 

2 2
2 1 22 1

2 1 1 2 1 2

.
4 4

B k B k
gk

 
    

       
   (7) 

Видно, что магнитное поле подавляет возму-
щения с ,crk k  где критическая длина волны crk  

определяется из условия 2 0.   Например, для 
однородного поля  

 2 1
2

2
.cr

g
k

B

  
                       (8) 

В результате достаточно сильное поле приве-
дет к подавлению роста возмущений, параллельных 
полю. Также из соотношения (7) видно, что для 
введенной безразмерной величины выполняется  

const ,
cr

B

B
      2 18crB gL    .       (9) 

где значение константы различается для однород-
ного и неоднородного поля. В согласии с форму-
лой (7) из расчетов получается, что поле подавляет 
мелкие пульсации и приводит к анизотропии ком-

понент турбулентной энергии    2 2
x zv v    

 2.yv  

Рассмотрим влияние магнитного поля на ско-
рость роста зоны перемешивания. В немагнитном 
случае зависимость ширины зоны от времени име-
ет вид  

2 ,tz A gt                           (10) 

где параметр 0,04.   В магнитном случае это 
соотношение может не сохраниться: либо изме-

нится , либо зависимость от времени 2.z t   
Проведенные расчеты показывают справедливость 
формулы (10). Полученная в расчете функция 

 z t  представлена на рис. 3. 
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 = 0  = 0,03  = 2,2 

Рис. 2. Двумерные срезы плотности для расчетов с различным магнитным полем 
 

  
а б 

Рис. 3. Зависимости ширины зоны от времени: а – однородное поле; б – неоднородное поле 
 

В результате видно, что коэффициент  со-
храняет свое значение и не меняется с магнитным 
полем. Единственный наблюдаемый эффект маг-
нитного поля заключается в задержке развития 
зоны перемешивания на начальной стадии 1,t   
что также согласуется с выражением (7). 

Для определения турбулентных пульсаций 
используем однородность величин в горизонталь-
ных плоскостях. Тогда осреднение любой величи-
ны A определяется как  

   2

1
, , , , .A z t A x y z t dxdy

L
              (11) 

Пульсация величины  

     , , , , , , , .A x y z t A x y z t A z t             (12) 

Энергия турбулентных пульсаций имеет сле-
дующую зависимость от времени:  

 
2 22 2 .

2turb
v

E dV L gt


               (13) 

Указанное соотношение 2
turbE L  выполняет-

ся во всех случаях. Интерес представляет коэффи-
циент пропорциональности в данном выражении. 
Нормированная турбулентная энергия представ-
лена на рис. 4.   

Видно, что коэффициент пропорциональности 
не зависит от величины магнитного поля. При 
этом в неоднородном случае нормированная кине-
тическая энергия на начальном этапе развития не-
устойчивости значительно возрастает с возраста-
нием величины поля. Этот эффект связан с тем, 
что в уравнении для кинетической турбулентной 
энергии присутствует член, зависящий от произ-
водной поля:  

1,4
            = 0 

   = 0,0032 
     = 0,032 

       = 0,32 

         = 2,2 
1,2

 1

0,8

0,6

0,4

0,2

 
          1        2        3        4        5        6         7

t 

z
1/

2  
1,6

 0

1,4             = 0 

   = 0,0032 
     = 0,032 

       = 0,32 

         = 2,2 

1,2

 1 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

 0 
 

           1        2        3        4        5        6        7
t

z
1/

2  
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2

... ...,
2 i j j i

u
u b B

t

        
   

               (14) 

и для неоднородного случая сильная неоднород-
ность поля резко поднимает значения турбулент-
ной энергии. Интересно то, что в дальнейшем, не-
смотря на этот начальный подскок, наблюдается 
универсальное поведение, не зависящее от вели-
чины поля. 

Рассмотрим теперь влияние турбулентности 
на эволюцию магнитного поля. В неоднородном 
случае происходит процесс турбулентной диффу-
зии поля. При этом профили поля на качественном 
уровне хорошо повторяют профили плотности  
(см. рис. 5). На самом деле присутствует некото-

рое количественное отличие (см. ниже про разви-
тие k    модели). 

В однородном поле турбулентность генериру-
ет возмущения (рис. 6,a) амплитуда которых будет 
описана ниже в полуфеноменологической модели. 
Также происходит генерация других компонент 
магнитного поля – рис. 6,б. 

Турбулентная магнитная энергия сохраняет 
поведение, аналогичное соотношению (13) в слу-
чае, если есть универсальность распределения вы-
деляющейся энергии между магнитной и кинети-
ческой, т. е.  

 
2 22 2 .

8turbm
b

E dV L gt


  
               (15) 

  

а б 

Рис. 4. Зависимость нормированной турбулентной энергии от времени: а – однородное поле; б – неоднородное поле 
 
 

 
Рис. 5. Последовательные профили усредненных магнитного поля  

и плотности для расчета с  = 0,3, неоднородное поле 
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                                                     а                                                                                          б 

Рис. 6. Последовательные профили усредненного магнитного поля и плотности  
для расчета с  = 0,03, однородное поле 

 
 

                                                        а                                                                                                    б 

Рис. 7. Зависимость нормированной турбулентной магнитной энергии от времени:  
а – однородное поле; б – неоднородное поле 

 
На рис. 7 представлена нормированная маг-

нитная турбулентная энергия. Сразу видна неко-
торая разница с такими же результатами для кине-
тической энергии. Во-первых, наблюдается зави-
симость энергии поля с ростом величины поля – 
коэффициент при энергии растет с B . Во-вторых, 

в расчете с полем 0,32   коэффициент не выхо-
дит на стационарное значение. Это означает, что 
либо пульсации при таком поле медленно выходят 
на теоретическое предсказание, либо теоретиче-

ское предсказание 2
turbmE L  в данном случае на-

рушается. 
 

4. Построение полуфеноменологической модели 
 

Рассмотрим класс двупараметрических моде-
лей k   . В этих моделях k – турбулентная кине-
тическая энергия,  – диссипация турбулентной 
энергии. В этих терминах определяется турбу-
лентная диффузия  

2

.D
k

D c


                         (16) 

Тогда, например, для эволюции усредненной 
плотности в гравитационном перемешивании 
можно написать  

 .t z zc D                       (17) 
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B
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В работе [9] предложено автомодельное ре-
шение уравнений k    модели (без магнитного 
поля). Выпишем полученный аналитический ре-
зультат для коэффициента диффузии из этой рабо-
ты. Параметр автомодельности для задачи  

2
.

z

Agt
                            (18) 

После решения уравнений в автомодельном 
виде в рамках некоторых предположений [9] по-
лучаем  

   
2

2 3, ,D
k

D t z c d g t  


             (19) 

   1
2

1
2 1 1

.ZA
d e

c Z Z Z
 



         
  

    (20) 

Здесь 1  – нижняя граница зоны перемешивания, 
А – число Атвуда, Z – переменная константа моде-
ли. В результате сравнения этого решения с пря-
мым численным моделированием данной работы, 
получаются следующие оптимальные значения 
констант полуэмпирической модели 0,12,Dc   

1,7.c   
Рассмотрим вопрос об эволюции магнитного 

поля. Усредненное уравнение выглядит следую-
щим образом:  

 rot rot ,M
B

V B E
t


  


              (21) 

где обозначено .ME v b    В работах [11–13] 
представлено обобщение k    модели на магнит-
ный случай для моделирования задач возникнове-
ния динамо. Будем называть его моделью  
 

Yoshizawa – Hamba (YH) и применим эти резуль-
таты к нашей задаче. Турбулентный член в урав-
нении для магнитного поля выглядит следующим 
образом:  

rot rot .ME B B V                      (22) 

Для гравитационного перемешивания предпо-
лагаем упрощение:  

2

0, 0, , 0,
k

V C      


             (23) 

тогда для магнитного поля уравнение превращает-
ся в диффузионное уравнение  

 rot rot .
B

B
t


  


                     (24) 

Введем параметр, показывающий относитель-
ную диффузию плотности и поля:  

.t D

Bt

D c c

D C
 


                          (25) 

Слабое поле не влияет на гидродинамические 
характеристики течения, поэтому используем ре-

зультат (20) для определения 2k  . После сравне-
ния с результатами 3D расчетов по ТРЭК для мо-
дели YH получается оптимальное значение (см. 
рис. 8,a)  

4,0.YH optim                         (26) 

В разной величине диффузии в зоне турбу-
лентного перемешивания проявляется количест-
венное отличие эволюции магнитного поля и 
плотности. При этом границы зоны для этих вели-
чин совпадают. 

  

                                                      а                                                                                                   б 

Рис. 8. Сравнение полуфеноменологических моделей с несколькими моментами численного расчета  = 0,03:  
а – модель YH; б – модель Стаценко 
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Рис. 9. Сравнение полуфеноменологической модели Стаценко с несколькими моментами  

численного расчета  = 0,03 с начальным однородным полем 
 

Один из авторов данной работы В. П. Стацен-
ко указал на неаккуратность усреднения, приво-
дящего к соотношению (21). Уточненная версия 
для случая турбулентного перемешивания выгля-
дит следующим образом (будем этот результат 
называть модель Стаценко):  

 rot rot rot , .Bt
B B u

u B D u
t

     
          

  (27) 

Для данной модели из численного моделиро-
вания получается оптимальный коэффициент (см. 
рис. 8,б)  

2,0.Statsoptim                         (28) 

Модель Стаценко предсказывает не наблю-
даемый эффект роста поля в области 1    (в этой 
области формально нарушается справедливость 
модели), но при этом в отличие от модели YH 
описывает возникновение возмущений и их ампли-
туду для однородной постановки задачи (рис. 9).  
 
 

5. Заключение 
 

В результате проведенных исследований 
можно заключить, что магнитное поле приводит  
к задержке роста зоны турбулентного перемеши-
вания на начальной стадии, а сильное поле приво-
дит также к «двумеризации» течения. Эти эффек-
ты хорошо объясняются дисперсионным соотно-
шением для малых возмущений границы раздела 
двух сред. Развитие турбулентности приводит  
 

к диффузии и генерации дополнительных компо-
нент магнитного поля. Эти эффекты описываются 
с помощью модифицированной k    модели, с ко-
эффициентами диффузии, определенными из про-
веденных 3D расчетов. Оказывается, что диффу-
зия плотности и магнитного поля соответственно 

2 10,20 ,t Bt tD k D D
     , где коэффициент 

2   или 4 в зависимости от используемой модели. 
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МНОГОПОТОКОВАЯ МОДЕЛЬ И ЧИСЛЕННАЯ МЕТОДИКА SRG-6  

ДЛЯ РАСЧЕТА ОБРАЗОВАНИЯ И ДВИЖЕНИЯ РАЗРЕЖЕННОЙ ПЛАЗМЫ  
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ. ПРИМЕНЕНИЕ К РАСЧЕТУ 

ЭФФЕКТОВ ЯДЕРНОГО ВЗРЫВА «МОРСКАЯ ЗВЕЗДА» 
 

И. М. Анисина, Г. В. Долголева, В. А. Жмайло, Н. В. Тарасова  
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 

Описывается многопотоковая модель для расчета образования и движения разре-
женной плазмы в геомагнитном поле («многопотоковое» МГД-приближение). Приво-
дится самое полное описание одномерной лагранжевой методики SRG-6, использующей 
эту модель в шестипотоковом варианте. Проводится сравнение результатов расчетов  
с экспериментальными данными о параметрах области ЯВ в американском опыте «Мор-
ская звезда».  

 
Ключевые слова: ядерный взрыв, магнитная гидродинамика, магнитное поле. 

 
 

Введение 
 

В 1958 – 1962 годах в нашей стране и в США было проведено несколько серий ядерных взрывов (ЯВ)  
в верхних (выше 150 км) слоях атмосферы [1, 2]. Многообразие и масштабность эффектов, которые про-
явились в этих опытах, позволяют рассматривать их в качестве уникальных источников данных по физике 
ионосферы, магнитосферы и общей физике плазмы. Поэтому уже в течение многих лет эти эффекты при-
влекают внимание исследователей. Основные экспериментальные данные, полученные в этих опытах, 
приведены в работах [3 – 8]. Их расчетно теоретическому описанию посвящены работы [4, 9 – 16]. 

Среди указанных теоретических подходов в основном используются три. 
Первый (и наиболее строгий) – «гибридная» модель. В этой модели движение ионов описывается 

уравнениями Власова, а электроны рассматриваются как «безмассовая» жидкость. Такой подход [9, 10] 

оказался весьма эффективным при расчетах начальной стадии взрыва (пока 2 ,it     где 210i   с – 
ионная ларморовская частота), однако его реализация для более поздних моментов времени оказывается 
довольно сложной. Кроме того, в этом подходе возникают трудности с учетом столкновений между час-
тицами. 

Другой подход [15, 16] состоит в использовании стандартных МГД-уравнений. Такие уравнения 
достаточно оправданы для «столкновительной» плазмы, однако в рассматриваемых задачах, когда про-
беги частиц гораздо больше их ларморовских радиусов, их применение трудно обосновать. Тем не ме-
нее, ввиду своей простоты он допускает сравнительно простую численную реализацию и позволяет рас-
считывать развитие ЯВ до больших (t >> 1 с) моментов времени. 

Третий подход (он и рассматривается в данной работе) основан на «многопотоковом» МГД-
приближении для решения исходной системы уравнений Максвелла – Больцмана. В этом подходе считает-
ся, что в рассматриваемом течении можно выделить несколько «потоков»: безмассовые электроны + тяже-
лые частицы (заряженные и нейтральные, «быстрые» и «медленные», частицы продуктов взрывов (ПВ)  
и атмосферы). Более подробное описание этого подхода приведено в работе [17] и в п. 1 данной работы. 
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Одновременно с развитием этой модели разрабатывались соответствующие численные методики:  
от самых простых [11] (одномерная двухпотоковая методика «SRG-2») до довольно сложных [18] (трех-
мерная шестипотоковая методика, разработанная в рамках комплекса ТИМ-3D [19]). 

В данной работе подробно описана одна из них – одномерная лагранжева методика «SRG-6», в кото-
рой решаются уравнения данной модели, полученные в «шестипотоковом» приближении. Хотя одномер-
ный подход к описанию реальных космических ЯВ сильно ограничен, тем не менее, такая методика пред-
ставлялась весьма полезной, поскольку полученные с ее помощью результаты используются для выявле-
ния относительной роли различных физических процессов, определяющих развитие таких ЯВ. Кроме того, 
ее лагранжев характер позволяет получать решения, которые могут использоваться для тестирования мно-
гомерных (эйлеровых) методик. 

И наконец, методика «SRG-6» применяется для расчетов, связанных с проведением некоторых мо-
дельных экспериментов на лазерных установках [20]. 
 
 

1. Многопотоковая модель. Полное описание шестипотоковой модели 
 

Наиболее строгая математическая формулировка задачи о движении плазмы в магнитном поле сво-
дится к записи системы уравнений Больцмана с интегралами столкновений, учитывающими довольно 
большое число различных типов взаимодействий между частицами, а также взаимодействие заряженных 
частиц с внешним геомагнитным полем. Для самосогласованного учета эффектов поля исходная система 
уравнений должна быть дополнена уравнениями Максвелла. 

Итак, исходная система уравнений имеет следующий вид. 
Уравнения Больцмана – Власова для частиц сорта «» 

  ,f e f
v f F J v

t m v
  

 


 
   

 

 
                                                        (1.1) 

где e  и m  – заряд и масса частиц сорта «», 

1
F E vH

c
    

  
 – сила Лоренца;                                                     (1.2) 

   J v J v 


 
 

 – интеграл столкновений частиц сортов «» и «».                     (1.3) 

Система замыкается квазистационарными уравнениями Максвелла 

c rot ;
H

E
t


  



 
                                                                   (1.4) 

4
rot

j
H

c







                                                                     (1.5) 

и законом Ома 
1

e ee E u H R
c

      

  
  [21],                                                        (1.6) 

где eR


 – «сила трения» между электронами и «тяжелыми» частицами, а eu


 связано с iu


 соотношением 

,e i
e

j
u u

en
 


 

                                                                 (1.7) 

где iu


 – среднемассовая скорость ионов. 
Система (1.1) – (1.5) оказывается весьма сложной, поэтому для ее решения используются различные 

приближенные подходы. 
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Подход, применяемый в данной модели, основан на многопотоковом МГД-приближении для реше-
ния исходной системы уравнений Больцмана – Власова и Максвелла. Как отмечалось выше, в этой моде-
ли считается, что в рассматриваемом течении можно выделить несколько «потоков»: безмассовые элек-
троны + тяжелые частицы (заряженные и нейтральные, «быстрые» и «медленные», частицы ПВ и атмо-
сферы). Количество потоков может меняться в зависимости от требований решаемой задачи и количест-
ва рассматриваемых веществ. Учитываются основные механизмы столкновительного и бесстолкнови-
тельного взаимодействия между потоками. 

Формально этот подход состоит в использовании некоторых приближенных представлений для 

функций распределения  , , .f v r t
 

 Наиболее известный пример такого подхода в кинетической тео-

рии газов – метод моментов Грэда [22]. 
Подробно процесс получения уравнений многопотоковой модели описан в работе [17]. Исходным 

является так называемое бимодальное представление для описания функции распределения f  для каж-
дого рассматриваемого вещества. 

Каждая из функций f  представляется в виде 
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                                                 (1.10) 

( , )jn r t


 – плотность; ju


 – скорость; ( )jT – температура частиц соответствующего потока. Этому  пред-

ставлению (1.8) соответствует разделение частиц (каждого из сортов «») на две группы: «медлен-

ных» частиц и группа «быстрых» частиц, получивших значительную энергию от ЯВ. Такое представ-
ление является приближенным, однако, как показывают соответствующие оценки и расчеты, оно позво-
ляет получать непрерывные переходы к большому числу различных предельных случаев задач о взрыве 
(переход к газодинамике и вакууму, течения с большими и малыми числами Маха (в том числе и «альф-
веновского»), течения нейтрального и полностью ионизированного газа и т. п.) [23, 24].  

Подставляя (1.8) в исходную систему (1.1) и проводя соответствующее интегрирование, можно по-
лучить систему уравнений для среднемассовых характеристик каждого из введенных выше потоков. Для 
замыкания этой системы необходимо конкретизировать вид интегралов столкновений ( )J v


 и вычис-

лить соответствующие моменты от этих интегралов. Количество рассматриваемых типов частиц и ин-
тервал относительных скоростей их движения, который реализуется в рассматриваемой задаче, приводят 
к необходимости рассматривать практически все типы столкновений, известных в атомной физике. Для 
упрощения задачи приходится выбирать те или другие в качестве основных. Этот выбор в значительной 
мере определяет модель образования и движения плазмы в данной задаче. На основании известных дан-
ных о сечениях атомных столкновений и оценок их возможной роли в рассматриваемых течениях в ис-
пользуемую модель включены следующие типы столкновений. 

1. Упругие столкновения между тяжелыми частицами. Учитывались кулоновские сечения для столк-
новений между ионами и сечения, полученные для экранированного кулоновского потенциала, для 
столкновений с участием нейтральных атомов. 

2. Упругие столкновения между электронами и тяжелыми частицами: для ионов использовалось ку-
лоновское сечение, для атомов – сечение, полученное с учетом формул [25]. 

3. Неупругие столкновения между тяжелыми частицами. В качестве основных рассматривались 
перезарядка и ионизация. Сечение перезарядки выбиралось с учетом данных [26, 27]. Исходя из них 
и предполагая, что ввиду большой доли возбужденных частиц, участвующих в столкновениях, пере-
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зарядка идет резонансным образом, для сечения использовалась формула Сена [28]. Что касается 
сечений по ионизации, то использовались самые простые из известных формул, а именно формулы, 
полученные В. Фирсовым в 60-х годах [29]. Как показывает сравнение этих формул с данными мно-
гочисленных экспериментов, они неплохо описывают эксперимент (с точностью до «двойки»), осо-
бенно в области относительных скоростей, где сечение максимально [30]. 

4. Неупругие столкновения с участием электронов. Сечения ионизации и возбуждения атомов элек-
тронным ударом описывались соотношением из работы [31], причем считалось, что эти процессы идут 
из основных состояний. Учитывалась также фоторекомбинация (согласно работе [31]). 

Вычисление моментов от интегралов столкновений перечисленных типов является довольно слож-
ной задачей, учитывая, что каждый из таких моментов зависит от большого числа аргументов (темпера-
туры, скорости, плотности расcматриваемых потоков), а сечения столкновений также имеют сложный 
вид. Поэтому при таких вычислениях использовался ряд приближений. Основное из них состояло в том, 
что необходимые формулы для моментов получались как интерполяционные между двумя предельными 
случаями, в которых для этих интегралов можно получить сравнительно строгие выражения, а именно, 
для случая холодных потоков и случая потоков с малой относительной скоростью. 

В модели, используемой в методике SRG-6, разделение плазмы на потоки проводится по признакам: 
частицы ПВ и атмосферы, заряженные и нейтральные частицы, «быстрые» и «медленные», всего полу-
чается 8 потоков, плюс «безмассовые» электроны. В целях некоторого упрощения задачи и с учетом осо-
бенностей возникающего течения (см. ниже) число рассчитываемых потоков в данной модели было 
уменьшено с 8 до 6 за счет того, что быстрые и медленные потоки в каждом из сортов частиц ПВ (заря-
женных и нейтральных) были объединены в один поток. Таким образом, в этой модели рассчитывается 
движение и взаимодействие следующих потоков: 

1 – ионы ПВ;  
2 – нейтральные атомы ПВ;  
3 – ионы атмосферы (быстрые);  
4 – нейтральные атомы атмосферы (быстрые);  
5 – ионы атмосферы (медленные);  
6 – атомы атмосферы (медленные). 
Кроме этих потоков рассчитывается «безмассовая» электронная компонента плазмы. 
Каждый из этих потоков описывается своими значениями плотности, скорости и температуры.  

Для них решаются следующие уравнения: 

   2
,k k

k k kr k jk jk
jk

d
r u S S S

dt m
         

                                              (1.11) 
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rot , ,k k k

k k
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          (1.12) 
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k k k jk jk jk j k kj kj j kj ke ke
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r u wd
P S g S F w Q Q Q
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           (1.13) 

,k
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                                                                         (1.14) 

Для электронов: 
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                                                               (1.16) 
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Здесь 

 , 0, ;k kr ku u u 
  

,k
kr

d
u

dt t r

 
 
 

 

, , , , ,k k k k k ku P m    – это характеристики k-го потока: плотность, скорость, энергия, давление, масса  

и степень ионизации соответственно; k  – отношение массы иона/атома k-го потока к «стандартной» 
массе атома. 

В одномерной методике SRG-6 удобнее задавать магнитное поле через магнитный потенциал M: 

0  
e e

H H
r r





M . 

Уравнение для магнитного потенциала:  
2

2 2

2
,e

e e

d
D

dt r r


 



 
 
 

M M M                                                              (1.18) 

где D – коэффициент диффузии, который зависит от характеристик электронной компоненты плазмы  
(в такой записи  последнего уравнения пренебрегается эффектом Холла). 

Вектор kG


 в соотношении (1.12) характеризует магнитное ламинарное взаимодействие между пото-
ками:  

( ) ;k k k e kG u u h      
  

                                                          (1.19) 

0 ,h H H
 

  0 ,k
k

k

 
 


  0

0
0

eH

M c
   (е – заряд электрона, с – скорость света). 

Источники, представленные в правой части уравнений, описывают обмен массами, изменение им-
пульсов и внутренней энергии потоков в результате различных взаимодействий, неупругих, таких как 
ионизация, перезарядка, рекомбинация, и упругих. Характер взаимодействий зависит от их сечений. 

Например, источники ikS  записываются в виде  

,ik ik ikS S S                                                                     (1.20) 

где ikS  описывает переходы частиц между потоками i и k за счет изменения заряда, а ikS  – переход 
частиц атмосферы из медленных в быстрые потоки за счет упругих столкновений и ларморовского ус-
корения (для ионов). 

Слагаемые kjF


 в уравнениях движения описывают изменение импульса потока «k» за счет упругих 

столкновений его частиц с частицами потока j. 

Аналогично источники kjQ  и elast
keQ  описывают эффекты упругих столкновений при непосредствен-

ном упругом взаимодействии частиц k и j (или электронов). 

Члены kU

и inel

keQ  описывают изменение импульса и энергии потоков в результате ионизации столк-
новениями тяжелых частиц. 

Конкретные выражения для источников приводятся в п. 2, где описывается их аппроксимация. 
Уравнения состояния тяжелых частиц – как для идеального газа (все эти частицы считались одно-

атомными): 

( 1) ,k k k kP          ,
( 1)

k
k

k k

T

M
 

 
                                                  (1.21) 

уравнения состояния для электронов: 

,e e eP п T     
0

1
,

( 1)
e

e e
T
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                                                     (1.22) 
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,
k k k

k
e

e

n J
J

n





 kJ  – потенциалы первой ионизации атомов ПВ и воздуха соответственно; ,k en n  – 

концентрации ионов и электронов соответственно. 
В данной модели выполняются законы сохранения массы, импульса, полной энергии: 

0,k
k

d

dt
m         

0

0,
k

k k
d

dt
u dm


   

 2 2

0 0

2 0.2 /8
k

k k k
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dt
u dm H d

 
  

 
      

 
    

 
 

2. Методика SRG-6 

2.1. Расщепление 
 

Течения, возникающие при мощных энерговыделениях в атмосфере, характеризуются рядом физи-
ческих особенностей, которые усложняют численное моделирование. Поскольку методика SRG является 
лагранжевой, то часть трудностей автоматически разрешается. Еще один подход для упрощения моде-
лирования – это предпочтение методам глобальной аппроксимации метода расщепления по физическим 
процессам, который позволяет использовать аппроксимации и методы, наиболее подходящие для этих 
процессов. 

Вначале система считается неподвижной и учитываются только члены, отвечающие за взаимодейст-
вие потоков. Сначала рассчитывается отщепленная система, описывающая взаимодействие потоков  
в магнитном поле. В SRG-6 предусмотрены две возможности учета взаимодействия потоков в магнит-
ном поле. Первый из них – это классический вариант [11] учета поля, второй вариант будем называть 
«адаптивный». Для обозначения выбора того или иного варианта служит маркер 0 . 

Таким образом, на одном временном шаге в качестве первого этапа при классическом учете магнит-
ного поля  0 1   решается такая отщепленная система: 

0 .k
k

k
k

d u

dt
G  

 
                                                                   (2.1) 

И соответственно покомпонентно в сферической системе координат: 

2

0( ) ,k kkr
k kr k k e k

udu
G u u H H

dt r


  


                                            (2.2) 

0( ) .k k kr
k k k k er kr

du u u
G u u H H

dt r
 

                                                (2.3) 

Далее решается отщепленная система, описывающая неупругие взаимодействия потоков.  

,k k
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j

d
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dt


                                                                                                  (2.4) 
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.
( 1)

inele e e e
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dt

  
          

  


                                    (2.7) 

Далее реализуется система, описывающая упругие взаимодействия между потоками: 

,k k
jk

j

d
S

dt


                                                                                                             (2.8) 
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                                                                           (2.9) 
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                                (2.10) 

.elaste e
e ke

k

d
Q

dt


                                                                                                        (2.11) 

На этом же этапе рассчитываются уравнения (1.15) и (1.16). 
И наконец, последним этапом рассчитываем газодинамическое движение всех потоков, т. е. уравне-

ния (1.11), (1.12), (1.13), (1.17) с равными нулю правыми частями. 

2.2. Дискретизация 

Для дискретизации уравнений (2.2) и (2.3) используются неявные, линейные разностные операторы 

(схемы). В результате чего получается система линейных уравнений относительно неизвестных ( 1)g
kГ

  

  ( 1)Г , :g
k k k kru r u 
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g g ggk
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j k je e

u u
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 M M  

 – временной шаг. Здесь индекс, обозначающий номер точки по пространству опущен, так как уравне-
ния записаны относительно одной пространственной точки. 

Для вычисления потенциала магнитного поля по уравнению диффузии, используем следующую 
разностную схему:   

( 1)( 1)
12

1 1 1 1 1 1

2 2 21 1
1

( )( )
j j jgg

j j
j j j j j j j j j jj

D D D
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1
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jg g
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j j j j

D

r r r r



  


 

 

M M  

Здесь j – индекс по пространству, g – индекс по времени. 
Для реализации неупругих взаимодействий между различными потоками тяжелых частиц были вы-

браны балансные, неявные схемы первого порядка точности по времени.  
Учитывая то, что источники jkS  разбивают множество потоков на пары по характеру взаимодейст-

вия, можно записать схемы относительно этой части неупругих взаимодействий для нечетных k: 
для плотностей: 

( 1) ( )
( 1) ( 1) ( 1)
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где                                              
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Индекс по пространству опущен, так как уравнения записаны относительно одной точки по пространству.  

1 2

3 4 5 6

                      при 1,

      при 3,5. 

k

k

   
         

 

Уравнения для релаксации скоростей: 
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Уравнения для пересчета энергии: 
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Как часть этого этапа расчета неупругих взаимодействий решается также следующая система уравнений: 
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Здесь                                    
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Таким образом, более подробно эту систему уравнений можно расписать так: 
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                                           (2.14) 

где 
2

2
,k

kj
kjy


      22 2 ,jk j k j ky u u     

 
 .kj j kw u u 
  

 

Разностные схемы для решения этой системы уравнений можно строить по-разному. Для каждого  
из уравнений: изменения  импульса (2.14) и внутренней энергии (2.13), возможны два варианта реализа-
ции отщепленных уравнений: явный и неявный.   

При построении явных схем все правые части в уравнениях для тяжелых потоков берутся с ( )g -го 
слоя по времени, несмотря на это, в уравнении для пересчета энергии электронов e  в правой части, 

очевидно, берется с ( 1)g  -го слоя. 

При построении неявных схем k  из числителя соответствующего kj  и ku


 из соответствующего 

kjw


 в правой части берутся с ( 1)g  -го слоя ( знаменатель – по-прежнему с ( )g -го). 

Возможна реализация как неявной схемы, так и явной. На данный момент реализована схема типа 
явные скорости – явные энергии. Одно из преимуществ этой схемы состоит в выполнении в ней такого 
соотношения: 

2

2
1,

kj
kj jk

kj

w

y
    


 

что автоматически упрощает уравнение энергии электронов.  
Из уравнения следует, что возможна ситуация, когда температура электронов в результате такого 

пересчета станет отрицательной. Достаточное условие неотрицательности температуры электронов: 

 
.

1
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e

J



 

 

С другой стороны, для того чтобы в результате такого пересчета энергия тяжелых потоков не стала 

отрицательной, необходимо, чтобы  
      22

2 .
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k j k j

B
u u


     

 
 

 

 На этапе расчета упругих взаимодействий выделяется несколько «подэтапов». На первом из них 
решается система уравнений: 
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Этим уравнениям соответствуют неявные разностные схемы: 
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Далее решается система уравнений:  
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Ее разностная реализация представляется следующим образом: 
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                                 (2.18) 

И последний шаг – это расчет упругих взаимодействий с электронами:  
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Разностные схемы очевидны:  
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                                        (2.19) 
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                                   (2.20) 

Разностная схема, по которой рассчитывается газодинамическое движение каждого потока для отщеп-
ленной газодинамической системы (т. е. уравнения (1.11), (1.12), (1.13), (1.17) с равными нулю правыми 
частями), является неявной, балансной и полностью консервативной, если физическая вязкость не учи-
тывается, и консервативной с учетом физической вязкости.  
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2.3. Алгоритм построения общей сетки 

В методике SRG счет газодинамического движения  для каждого газа происходит независимо  
от других на своей пространственной лагранжевой сетке, двигающейся вместе с потоком. Сложность 
возникает при описании взаимодействия между потоками, потому как на сетке каждого газа необходимо 
иметь значения величин всех остальных газов.  

Для счета релаксационных членов (членов, описывающих взаимодействия потоков) вводится до-
полнительная сетка, которая есть совокупность отличных друг от друга узлов разностных сеток каждого 
из газов. Возникает необходимость пересчета величин, характеризующих потоки, с сетки каждого  
из потоков на эту общую сетку. 

В общем случае будет возникать ситуация, когда на одну ячейку сетки какого-либо газа  приходится 
несколько ячеек общей сетки (рис. 2.1). Тогда плотности, энергии, температуры этого газа переносятся 
непосредственно из этой «родной» ячейки во все соответствующие ячейки общей сетки. При этом массы 
и внутренняя энергия будут сохраняться: 
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где i – номер ячейки сетки данного газа, ji  – номера соответствующих ячеек общей сетки. 

Скорости же в таком случае интерполируются в нужных уз-
лах линейной интерполяцией по двум точкам. В тех ячейках об-
щей сетки, где данный газ не присутствует, все величины этого 
газа считаются равными 0. 

После этапа релаксации плотности, скорости, энергии каж-
дого из потоков переносятся на «родные» сетки. Скорости пере-
носятся непосредственно с узлов общей сетки на совпадающие  
с ними узлы сетки данного газа, плотность усредняется по объе-
му, энергия же усредняется по массе. 
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3. Численные расчеты 
 

Рассмотрим задачу о бесстолкновительном ламинарном разлете облака плазмы в замагниченном 
«фоне» в пределе «слабого» взаимодействия. (Эта задача решалась ранее в работе [9] с помощью гиб-
ридной модели.) 

Хотя эта задача является по сути всего лишь двухпотоковой, она наглядно иллюстрирует адекват-
ность методики SRG и позволяет сравнить результаты с теми, что получены, исходя из других подходов 
к решению задач такого типа. 

Итак, разогревом плазмы за счет взаимодействия пренебрегаем. Рассматриваем разлет сферического 
облака плазмы, вызванный некоторым локальным энерговыделением, заданным при 00 ,r R   в замаг-
ниченную фоновую плазму. Потенциал магнитного поля на начальный момент времени задан в виде: 

 
0

2
0

0

0,                ,

(0, )
, .

2

e

e e
e

r R

r r R
r R


  




M  

Рассматриваются сферическая задача, 2 потока тяжелых частиц, в нашей нумерации это потоки с индек-
сом 1 и 3, и поток электронов.   

 

 
Рис. 2.1. Перенос величин из одной 
ячейки какого-либо газа в соответст-
вующие ей ячейки общей сетки 
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Начальные данные имеют следующий вид:  
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Граничные условия для газодинамического движения тяжелых потоков – свободная поверхность на 

внешних границах и условие равенства нулю скоростей в центре. 
Переходя в исходных уравнениях (1) – (8) к безразмерным переменным:  

0 0 0, , ,  H = H H , ,kt t u u u r r R n nn           

можно убедиться, что решение задачи будет зависеть от параметров  

0
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u
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v
  где 0 04Av H nM    – альфвеновская скорость.  

В данном случае заданы следующие параметры: 0 5; ;AV M   1, 1.     
В уравнении движения электронное давление не учитывается, для описания изменения магнитного поля 
используем уравнение вмороженности магнитного поля в сетку электронного газа, т. е. считаем  0.D   

В такой постановке данная задача имеет аналитическое решение. 
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Значения Гk  можно найти (в первом порядке малости по параметру ). Это даст: 
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Результаты численного решения данной задачи сравниваются с аналитическим решением  
на рис. 3.1, 3.2. Наблюдается удовлетворительное согласие численного и аналитического решений.  
На рис. 3.1 видно небольшое отклонение, которое, возможно, объясняется тем, что при получении ана-
литического решения предполагалось, что поток 3 неподвижен, в действительности при данном времени 
скоростью этого потока уже нельзя пренебречь. 

 
 

 
Рис. 3.1. Сравнение траектории движения лагранжевых частиц электронного газа по численному  
и аналитическому решению. Здесь re0 – начальная координата рассматриваемой частицы (электрона) 
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Рис. 3.2. Сравнение углового момента Гk k ku r  потоков с аналитическим решением на момент времени 0,3 

 
Была посчитана также аналогичная цилиндрическая задача для сравнения с соответствующим рас-

четом, проведенным по гибридной модели в работе [9]. На рис. 3.3 – 3.6 приводятся сравнительные ре-
зультаты. Видно хорошее соответствие. 
 

 
Рис. 3.3. Сравнение полной кинетической энергии потоков (нормированных на начальную энергию облака плазмы) 

с результатами, полученными по гибридной модели 
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Рис. 3.4. Сравнение азимутальной составляющей кинетической энергии (нормированой на начальную энергию  

облака плазмы) 1-го и 3-го потоков с результатами, полученными по гибридной модели 
 
 

 
Рис. 3.5. Сравнение радиальной составляющей кинетической энергии потоков (нормированных на начальную 

энергию облака плазмы) с результатами, полученными по гибридной модели 
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Рис. 3.6. Сравнение профилей напряженности магнитного поля с результатами, полученными по гибридной модели. 
(Для наглядности профили, соответствующие разным временам, сдвинуты на 2 по оси ординат.) Значения напря-

женности нормированы на 0H  

 
 

4. Расчеты операции «Морская звезда» 
 

Американский взрыв «Морская звезда» – ядерный взрыв с энерговыделением q = 1400 кт. Был про-
изведен 9 июля 1962 г. в Тихом океане на высоте 400 км над о. Джонстон. В 2006 году появилась ста-
тья [8], в которой содержится большое количество экспериментальных данных по операции «Морская 
звезда». По методике SRG-6 были проведены секторные расчеты этой операции в направлении вверх, 
вниз и горизонтально поперек линий магнитного поля. 

Начальные данные для этих расчетов задавались следующим образом. Считалось, что при t = 0 ПВ 
разлетелись на расстояние 0 5R   км. Их плотность постоянна по радиусу. Полная масса 0,M M  пол-

ная энергия 0.E  Принималось, что 3
0 10M   кг; 0

1
,

6 totE E  где totE = 1,4 Мт, т. е. 9
0 10E   МДж. Пред-

полагалось, что 90 % массы ПВ составляет масса ионов ПВ (1-й поток) (с учетом закалки) и 10 % – мас-
са нейтральных частиц ПВ (2-й поток). Полагалось, что доля внутренней энергии ПВ составляет 1 %  
от полной начальной энергии ПВ, а доля кинетической энергии – 99 %. Профиль скорости полагался 

линейным по радиусу. Скорость границы составляла 0v 1800 км/с. Характеристики атмосферы задава-
лись в соответствии со справочником [32]. 

Подробнее постановка расчетов описана в работе [17]. 
На рис. 4.1 представлены данные о размерах магнитной каверны в вертикальной плоскости XY  

в различные моменты времени, взятые из работы [8].  
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Рис. 4.1. Форма каверны в моменты времени t = 0,066 с, t = 0,63 с, t = 1,2 с. 
Р-2, Р-3, Р-4, Р-6, Р-7 – ракеты, запущенные для измерения параметров ОВ 

 
На рис. 4.2 представлены данные о напряженности поля, измеренной датчиком на ракете Р-2 (поло-

жение ракеты см. рис. 4.1). 
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Рис. 4.2. Напряженность магнитного поля, измеренная датчиком на ракете Р-2.  
Напряженность нормирована на 0H  

 
 На рисунке 4.3 представлены графики зависимости от времени положения верхней границы каверны, 
полученные в расчетах по методике SRG-6  в сравнении с данными работы [8].  На этом рисунке пунк-
тирная кривая соответствует расчету с однократной ионизацией заряженных частиц, а сплошная кривая 
– с приближенным учетом двукратной ионизации. Видно, что расчет с двукратной ионизацией значи-
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тельно ближе к результатам работы [8], чем расчет с однократной ионизацией. В дальнейшем предпола-
гается проведение расчетов в более строгим учетом многократной ионизации. 
 

0 1 2 3 4
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

550

600

650

700

750

800

t, сек

 данные из статьи
 расчет SRG-6
 расчет SRG-6 с двукратной

          ионизацией

R
, к
м

 
Рис. 4.3. Зависимость от времени положения верхней границы магнитной каверны  

относительно точки взрыва 
 
 

Заключение 
 

Основные результаты данной работы состоят в следующем: 
 разработана физическая модель для описания течений разреженной плазмы в магнитном поле, 

основанная на многопотоковом МГД-приближении; 
 один из вариантов данной модели («шестипотоковый») реализован в виде одномерной лагран-

жевой методики SRG-6; 
 на примере цилиндрической задачи о разлете облака плазмы проведено сравнение результатов, 

полученных по этой методике, и соответствующих результатов, полученных с помощью более строгой 
(гибридной) модели; получено вполне удовлетворительное согласие этих результатов; 

 проведены секторные расчеты динамики плазмы и магнитного поля для опыта «Морская звез-
да», получено удовлетворительное (с точностью до коэффициента ~1,5) согласие с результатами изме-
рений в опыте. 

Приведенные в данной работе результаты свидетельствуют, что методика SRG-6 (физическая мо-
дель+численный метод) может быть полезна в расчетах общих физических зависимостей, характери-
зующих развитие космических ЯВ. 

В дальнейшем предполагается проведение таких расчетов. Предполагается также проведение расче-
тов лазерных экспериментов по исследованию взаимодействия потоков разреженной плазмы с магнит-
ным полем. 
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СТАЦИОНАРНЫЕ СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ ДИРАКОВСКИХ ЧАСТИЦ 
В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ ШВАРЦШИЛЬДА 

 
М. А. Вронский, М. В. Горбатенко, Н. С. Колесников, 

В. П. Незнамов  , Е. Ю. Попов, И. И. Сафронов 
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 

Для гравитационного поля Шварцшильда с использованием самосопряженного га-
мильтониана с плоским скалярным произведением при любых значениях гравитацион-
ной константы связи впервые обоснованы и получены в численных расчетах стационар-
ные связанные состояния элементарных частиц со спином 1/2, не распадающиеся со време-
нем. Для получения дискретного энергетического спектра введено граничное условие, 
при котором компоненты вектора плотности тока рассматриваемых дираковских частиц 
равны нулю вблизи «горизонта событий». При малых значениях константы связи энер-
гетический спектр близок к водородоподобному. По результатам работы можно сделать 
предположение о существовании нового типа коллапсаров, для которых отсутствует ме-
ханизм излучения по Хокингу. С точки зрения космологии неизлучающие реликтовые 
коллапсары нового типа при малых значениях гравитационной константы связи 1  
могут проявлять себя лишь через гравитацию и, таким образом, являются хорошими 
кандидатами для носителей «темной материи». 

 
Ключевые слова: уравнение Дирака, гравитационное поле Шварцшильда, стационар-

ные связанные стояния, самосопряженные гамильтонианы, энергетический спектр. 
 
 

Введение1 
 

В настоящее время для сферически- и аксиаль-
но-симметричных электрически заряженных и неза-
ряженных коллапсаров с точечной массой известны 
четыре основных решения общей теории относи-
тельности (ОТО). Это – решение Шварцшильда [1], 
решение Райсснера – Нордстрёма [2], решение Кер-
ра [3], решение Керра – Ньюмена [4]. 

Классическое решение Шварцшильда характери-
зуется точечным сферически-симметричным источ-
ником гравитационного поля массой М и радиусом 
«горизонта событий» (гравитационным радиусом) 

0 2

2GM
r

c
 .                              (1) 

В формуле (1) G – гравитационная постоянная, c – 
скорость света. В классическом случае частица 
по часам удаленного наблюдателя достигает «го-
ризонта событий» за бесконечное время. 
                                                 

1 E-mail: neznamov@vniief.ru 

Для частицы массой m безразмерная гравита-
ционная константа связи равна 

0
2 2 cp

rGMm Mm

c lm
   


.                    (2) 

В формуле (2)   – постоянная Планка, 

52 10p
c

m
G

  


г – планковская масса, cl mc



 – 

комптоновская длина волны. 
В отличие от констант взаимодействия в Стан-

дартной модели физики элементарных частиц в гра-
витационном случае константа связи  может дос-
тигать очень больших значений. Для электрона 
величине   1 соответствует источник гравита-
ции с массой М = 0,5  1015 кг. Тогда, например, 
гравитационное взаимодействие электрона с ис-

точником 302 10M M   кг определяется вели-

чиной 154 10  . 
 

 

 
1
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В настоящее время в центрах галактик извест-
ны коллапсары с массой, достигающей миллиар-
дов солнечных масс. В этом случае электрон будет 
гравитационно взаимодействовать с такими объ-

ектами с величиной 2510  . 
В решении Райсснера – Нордстрёма точечный 

сферический симметричный источник Шварцшиль-
да обладает электрическим зарядом Q. Решение Кер-
ра соответствует вращающемуся источнику Шварц-
шильда с угловым моментом .McaJ


 В решении 

Керра – Ньюмена вращающийся источник Керра 
обладает электрическим зарядом Q. 

В отличие от решения Шварцшильда для ре-
шений Райсснера – Нордстрёма, Керра и Керра –
Ньюмена характерно существование двух «гори-
зонтов событий»: внешнего и внутреннего. По-
прежнему классическая частица может достичь 
внешнего «горизонта событий» лишь за бесконеч-
ное время  t  . 

Кроме перечисленных выше решений ОТО 
существуют метрики, полученные координатными 
преобразованиями основных метрик и допускаю-
щие пересечение классическими частицами «гори-
зонтов событий» за конечное время. 

Для поля Шварцшильда можно отметить сле-
дующие решения: метрика Эддингтона – Финкельш-
тейна [5, 6], метрика Пенлеви – Гуллстранда [7], 
метрика Леметра – Финкельштейна [6], метрика 
Крускала [8]. 

Для поля Керра отметим решение Дорана [9]. 
Несмотря на явную электромагнитную анало-

гию в атомной физике, связанные состояния дира-
ковских частиц в полях коллапсаров исследовались 
сравнительно мало. Для гравитационного случая сло-
жилось убеждение, что связанные состояния час-
тиц имеют комплексные энергии. В этом случае 
эти состояния экспоненциально распадаются со вре-
менем. Существование резонансных состояний в по-
ле Шварцшильда для массивных скалярных час-
тиц с использованием уравнения Клейна – Гордо-
на обсуждалось в работах [10–13]. Аналогичная 
проблема для дираковских массивных частиц об-
суждалась в работах [14–18]. В этих работах, в ча-
стности, при 1  непосредственным решением 
уравнения Дирака в слабом поле Шварцшильда 
для действительной части энергии получен водо-
родоподобный спектр с релятивистскими поправ-
ками. В работе [19] авторы рассмотрели проблему 
связанных состояний в поле Шварцшильда, исполь-
зуя метрику Пенлеви – Гуллстранда. В работе полу-
чены энергетические спектры с комплексными 
значениями энергии для величин 1 , а также 

для значений 1  . При 1  для действитель-
ной части энергии также получен водородоподоб-
ный спектр с другими, чем в работе [16], реляти-
вистическими поправками. 

В работах [20–22] с помощью методов псевдо-
эрмитовой квантовой механики для произвольных 
гравитационных полей, в том числе зависящих 
от времени, разработан метод получения самосо-
пряженных дираковских гамильтонианов с пло-
ским скалярным произведением волновых функций. 

Из одночастичной квантовой механики следу-
ет, что при существовании эрмитовости гамильто-
ниана, при наличии квадратично интегрируемых 
волновых функций и при установлении соответст-
вующих граничных условий самосопряженные 
гамильтонианы, не зависящие от времени, должны 
обеспечивать существование стационарных свя-
занных состояний частиц с вещественным энерге-
тическим спектром. Данная работа посвящена ис-
следованию таких состояний дираковских частиц 
в поле Шварцшильда. 
 
 
1. Анализ возможности существования связанных 
состояний частиц со спином 1/2 в центрально 

симметричном гравитационном 
поле Шварцшильда 

 
Ниже будем использовать систему единиц 

1с  , сигнатуру 

 diag 1, 1, 1, 1                         (3) 

и обозначения ,    – соответственно для миро-
вых и локальных матриц Дирака. 

Первоначально приведем для метрики Шварц-
шильда стационарный самосопряженный дираков-
ский гамильтониан, определенный в работе 22. 

Метрика Шварцшильда 

 
2

2 2 2 2 2 2

0

sin ,

1 ;

s
s

s

dr
ds f dt r d d

f

r
f

r

      

 

     (4) 

В (4) мы подразумеваем действительные зна-
чения 0sf  . 

Самосопряженный гамильтониан H 

0 0 1 1
s s sH f m i f f

r r
         

 

2 3 0 11 1 1
ctg .

2 sin 2
sfi

r r r

                 
(5) 
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1.1. Разделение переменных 
 
Уравнение Дирака со стационарным гамиль-

тонианом (5) допускает разделение переменных, 

если биспинор    , , , iEtt r e     r  опреде-

лить в виде 

 
   
   3

, ,
imF r

r e
iG r




   
    
     

      (6) 

и использовать следующее уравнение (см., напри-
мер, [23]): 

   2 11 1
ctg

2 sin
i m i

                
 (7) 

В равенствах (6), (7):     – сферические гар-

моники для спина 1/2, i  – двумерные матрицы 
Паули, m  – магнитное квантовое число,   – кван-

товое число уравнения Дирака: 

 1 , 1 2
1, 2...

, 1 2

l j l

l j l

        
 

.           (8) 

В (8) j, l – квантовые числа полного и орби-
тального момента дираковской частицы, соответ-
ственно. 

    можно представить в виде [24]: 

 
 
 

1 2

1 2

jm

jm

Y

Y





 
    
  

 

   
 

1 2
cos sin!1 2 21

4 ! sin cos
2 2

m j m

j m
 



  
 

   
     

 

 

   

 

1 2

1 2

1 2
.

m
l

m
l

m P

P










     
   

               (9) 

В (9)  1 2m
lP

   – присоединенные полиномы 

Лежандра. 
В результате разделения переменных полу-

чаем уравнения для вещественных радиальных 
функций    ,F r G r . Далее эти уравнения бу-

дем записывать в безразмерных переменных 

0, , 2
c c

rE r

m l l
      . 

 

1.2. Уравнения и асимптотика 
для радиальных волновых функций 

 
Система уравнений для вещественных радиаль-

ных функций    ,F G   имеет вид: 

2

2

2
1 1

2 2
1 1 0,

2
1 1

2 2
1 1 0.

dF
F G

d

dG
G F

d

 
                            

 
                             
 

(10) 

Областью определения переменной  для функ-
ций    ,F G   является интервал  2 ,   в со-

ответствии с метрикой (4) и с присутствием в урав-

нениях (10) выражения 
2

1





. Уравнения (10) 

показывают, что, как и в классическом случае, 
квантовая механика запрещает присутствие дира-
ковских частиц под «горизонтом событий» 0r r , 

т. е. 2   . 
Рассмотрим асимптотику решений системы (10). 
При   

2 21 1
1 2 ,F C e C e      

2 21 1
1 2

1
.

1
G C e C e            

      (11) 

Для обеспечения финитного движения дираковс-
ких частиц необходимо использовать лишь экспонен-
циально убывающие решения (11), т. е. в этом слу-
чае С2 = 0. 

При  02 r r    

  

  

sin 2 ln 2 ,
2

cos 2 ln 2 ,
2

A
F

A
G

    
 

    
 

       (12) 

где А и  – постоянные величины. 
Осциллирующие функции F и G в (12) плохо 

определены на «горизонте событий» и расходятся 
при 2  . Для обеспечения квадратичной ин-
тегрируемости рассматриваемых функций необхо-
димо сужение их области определения до интер-
вала  min ,  , где min 2   . 
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Гамильтониан (5) является эрмитовым для всей 
области определения . Это можно показать, исполь-
зуя общее условие эрмитовости дираковских га-
мильтонианов во внешних гравитационных полях, 
доказанное в работе [20]. 

  0k
kds g j  .                  (13) 

Для сферически-симметричного поля Шварц-
шильда условие (13) сводится к 

   2 1 2 14 4 2 0j j       .     (14) 

По определению радиальная плотность тока 
дираковских частиц равна 

1 0 1j      .                        (15) 

Для поля Шварцшильда и тетрад в калибровке 
Швингера [22] 

0 1 2 0 1 1 2 1 2 2 3 31 1
, , ,

sins sf f
r r

           


. (16) 

После перехода в -представление [20,21,22], 
в котором представлен гамильтониан (5), получаем 

1 0 1
sj f

      ,                     (17) 

где 1 1 1 4, .sf
 

       

Далее используем функции (6) в виде 

 
   
   3

1 1
, ,

im

s

f
e

f ig




    
     
       

. (18) 

В результате радиальная плотность тока равна 

       1 2
2

2
j f g           

.        (19) 

С учетом явного вида сферических гармоник (9) 

   2 0      ,                    (20) 

что доказывает эрмитовость гамильтониана (5). 
Таким образом, при введении физически ра-

зумного граничного условия вблизи «горизонта 
событий»  min    система уравнений (10) будет 

обладать стационарным вещественным энергети-
ческим спектром связанных состояний частиц со 
спином 1/2. 

 

2. Определение стационарных связанных 
состояний дираковских частиц 

в поле Шварцшильда 
 

2.1. Слабое гравитационное поле 
 

В этом случае гравитационный радиус r0 много 
меньше комптоновской длины волны  0c cl r l . 

Учитывая, что расстояния cr l  не могут значимо 
влиять в квантовой механике на энергетический 
спектр уравнений (10), будем считать, что величи-

нами 
2


 можно пренебречь по сравнению с еди-

ницей во всем интервале изменения . Тогда урав-
нения (10) принимают вид 

 1
1 0,

1
1 0.

F
F G

G
G F

  
    

 

    
         

          (21) 

В слабых полях значение  близко к единице 

и слагаемым F



 во втором уравнении системы (21) 

пренебрегать нельзя. Решение системы (21) близко 
к решению системы дираковских уравнений для ку-
лоновского потенциала 

  emU


 


,                         (22) 

1
1 0,

1
1 0.

em

em

F
F G

G
G F

   
         

   
         

      (23) 

В выражениях (22), (23) em – электромагнит-
ная постоянная тонкой структуры. 

Следовательно, энергетический спектр, опреде-
ляемый уравнениями (21), близок к спектру дира-
ковского уравнения для водородоподобных атомов 
с заменой em на  и может быть записан в виде. 

2

2
1

2
nE m

n

 
   

 
.                     (24) 

Полученный результат в случае отсутствия 
релятивистских поправок совпадает с результата-
ми, полученными в [14–18]. 

Естественно, водородоподобный спектр (24) мож-
но получить также, переходя в нерелятивистском 
приближении от уравнения Дирака с гамильтониа-
ном (5) к соответствующему уравнению Шредингера. 
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2.2. Граничное условие вблизи «горизонта событий» 
 
Для численного определения спектра связан-

ных состояний в системе (10) необходимо задать 
граничное условие при  02 r r   . Требова-

ние обращения волновых функций вблизи горизонта 
в нуль невыполнимо из-за вида функций (12). 

Обратимся снова к виду и значениям ком-
понент плотности тока дираковских частиц 
при  02 r r   . 

С учетом (9), (16)–(18) 

       1 2
2

2
0,rj j f g             

 (25) 

       2 1
3

2
0,

s

j j f g
f

            
 (26) 

        

3

3 3 3 3
3

1
0.

sin s

j j

i
f g

f





 

               

(27) 

При равенстве нулю компонент rj  и j ,  – 

компонента тока неограниченно растет при 2  . 
Отсюда естественным граничным условием 

вблизи «горизонта событий» является ограничение 
-компоненты дираковского тока при min.    
С учетом вида функций (6), (9), (12), (18) простей-
шим ограничением является условие 

   min min 0f g   .                   (28) 

С учетом (18), (12) условие (28) преобразуется 
к виду 

  minsin2 2 ln 2 0      .          (29) 

 min2 ln 2 , 1,3,5...
2

N N


           (30) 

Четные значения N, при которых также удов-
летворяется условие (29), в численных расчетах 
при определении дискретных уровней энергии 
не используются из-за ряда физических соображе-
ний, изложенных ниже в п. 2.3. 

Условие (30) определяет вещественный энер-
гетический спектр уравнений (10) при их числен-
ном решении. 

 
 
 
 

2.3. Методы и результаты численного решения 
системы дираковских уравнений для радиальных 

волновых функций в поле Шварцшильда 

 
2.3.1. Численные методы определения 

собственных значений и собственных функций 
уравнения Дирака в поле Шварцшильда 

 

Для функций      2f F      , 

     2g G       (см. (6), (18)) система урав-

нений (10) записывается в виде 

   

   

1 2
1 2 1 2 0,

1 2
1 2 1 2 0

df
f g

d

dg
g f

d

    
          

 


                

(31) 

с граничными условиями 

 
 
   

max

max

min min

1
;

1

0.

f

g

f g

  
 

  

  

                  (32) 

Эту задачу можно решать несколькими спосо-
бами. Мы рассмотрим два из них. Первый – это 
численное решение системы (31) «назад», начиная 
с некоторого max, для которого полагаем устано-
вившимся асимптотическое поведение (11) (есте-
ственным выбором max является выполнение ус-

ловия 2
max 1 1    ). Далее, выбираются те , 

для которых решения удовлетворяют граничному 
условию вблизи горизонта. Второй способ со-
стоит во введении новой гладкой функции – «фа-
зы», совпадающей с точностью до  1, 2, 3...k k   

с  arctg f g . Известно (см., например, [25]), что 

для этой функции можно написать замкнутое диф-
ференциальное уравнение, при этом асимптотиче-
ское условие (11) и условие в min легко перепи-
сывается в терминах фазы. 

Уравнение для фазы имеет следующий вид 

1 1
2 cos 2

d s s

ds s s

   
       

 
 

 
1

sin 2 .
1s s

  


                    (33) 

В (33) введено обозначение 1
2

s


 


; интер-

вал изменения s:  0, . 
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В численных расчетах при 0s   удобно вве-
сти новую переменную 

 2 ln 2t     .                      (34) 

Тогда   21

2

t

s t e 


 и уравнение (34) для пе-

ременной t имеет вид 

          cos 2
1 1

d s t
s t s t s t

dt

 
    


 

 
 

sin 2 .
2 1

s t

s t


 

 
                 (35) 

В (35); интервал изменения t:  ,  . 

Асимптотическое условие (11), (32) в терми-
нах фазы равно 

  1
arctg .

1
s

 
   

 
               (36) 

Граничное условие (32), (29) при 2   

или t   уже фактически записано как условие 
для фазы: 

 sin 2 0t     при t  .             (37) 

Изложение методов численного решения как 
системы уравнений (31), так и уравнений для фа-
зы (33), (35) приведено в Приложении. 

Кратко остановимся на технологии определения 
энергетического спектра рассматриваемых уравне-
ний Дирака в численных расчетах. 

Численное решение системы (31) и уравнений 
для фазы (33), (35) проводятся обратным способом 
от  max maxs  до  min min .t  max удовлетворяет 

условию 2
max 1 1;     min .t  определяется за-

данной точностью. 
Из уравнения (35) следует, что при t   

t   , где  при заданных , ,    является 
постоянной величиной. Мерой точности может 
быть степень приближения фазы в расчетах к пря-
мой t . 

Далее применяем граничное условие (37) 

 minsin 2 0t  ,                      (38) 

 min min minsin cos cos sin cos cos –t t t     

min– sin sin 0.t                       (39) 

Для выполнения (39) пусть cos = 0, тогда ус-
ловие (38) выполняется, если 

mincos 0, sin 2 0.t                     (40) 

Условие (38) также выполняется, если 

minsin 0, sin 2 0.t                     (41) 

Однако использование второго условия (41) 
приводит в численных расчетах к нефизическим 
уровням энергии (например, при значениях 1  
в расчетах существуют сильносвязанные состоя-
ния с 1 ). 

Кроме того, возникает расщепление водо-
родоподобных уровней при 1 , что не соот-
ветствует предельному переходу к значениям 

2
2

2
1

2
nE mc

n

 
   

 
 с аналитическими релятивист-

скими поправками, полученными в работе 16. 
Исходя из этого, ниже использовались лишь 

условия (40). 
Итак, при достижении в расчетах заданной 

точности приближения фазы к прямой t  опре-

деляются tmin и искомый энергетический спектр 

 , , , 1, 3, 5...
2N N N


                (42) 

Второе условие в (40) всегда можно выпол-
нить, продолжив расчеты до ближайшего нуля 

minsin 2t . При этом в пределах заданной точности 

постоянная  не изменяется. 
 
 

2.3.2. Результаты численных расчетов решений 
уравнения Дирака в поле Шварцшильда 

 
2.3.2.1. Численное определение энергетического 

спектра. При решении системы уравнений (31) 
или эквивалентных ей уравнений для фазы (33), 
(35) при заданных значениях  и квантового 
числа  (8) можно получить численные зависи-
мости  .   Обозначим через 0  нижний энерге-

тический уровень при фиксированных значени-
ях  и . При малых значениях  зависимос- 
ти     при 0    носят растущий и ступенча-

тый характер; при 0    фаза изменяется слабо 

2

   
 

. При возрастании  зависимости     

становятся все более и более гладкими. 
При возрастании  и достижении кр    

максимум зависимости     становится равным 

2
N


. Это означает, что данному максимуму соот-

(33)
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ветствует нижайший энергетический уровень кр
0   . 

При дальнейшем увеличении  максимум фазы 
смещается в сторону больших значений ,  уве-
личиваясь по своей величине. 

Фактически для всех значений  при 0   
значение фазы близко к нулю. 

На рис. 1, а, б, в, г приведены описанные вы-
ше характерные зависимости    , рассчитанные 

для значения 1   . 
После применения к зависимости     гра-

ничного условия (40) получаем искомый дискрет-
ный энергетический спектр. 

На рис. 1, а, б, в, г несколько низших энерге-
тических уровней отмечены пересечением фазо-
вых кривых     с горизонтальными линиями 

 1, 3, 5...
2

N N


  . 

Описанное выше поведение зависимости     

приводит к специфическим особенностям в зави-
симостях  ,n   . 

Из рис. 1 видно, что энергия связанной дира-
ковской частицы заметно уменьшается с ростом . 

После достижения кр    энергия частицы скач-
кообразно уменьшается с дальнейшим плавным 
уменьшением при возрастании . 

В области максимума зависимости     

между уровнями энергии возникает заметная 
«энергетическая пустыня» (см. рис. 1, в). 

Из рис. 1, г видно также, что при 10   воз-
никает заметное число уровней с энергией связи, 
близкой к полной энергии частицы  1 E m   . 

Далее перейдем к конкретным результатам 
расчетов. Для значений 1  в [14–18] установ-
лено, что энергетический спектр должен быть бли-
зок к водородоподобному. 

В работе [16] вычислены также релятивист-
ские поправки к водородоподобному спектру. 

-10,99

-7,85

-4,71

-1,57

1,57

0,00 E+00 1,00E-05 2,00E-05 3,00E-05 4,00E-05 5,00E-05
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Рис. 1. Поведение фазы при значении 1 137   (а);  = 2,65 (б);  = 3 (в);  = 150 (г) 
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В результате при 1  спектр частицы со спи-
ном 1/2 в поле Шварцшильда определяется формулой 

2 4

02 4

3 1
1 1

1 2 32
n l

n

ln n

               
 

   0
1 1 2 5

1
12 1 8l l l

              
          (43) 

Выражение (43) показывает, что в отличие от 
атома водорода гравитационное поле снимает вы-
рождение уровней с одинаковыми j, но разными l. 

В табл. 1 для значений  = 0,01; 0,05; 0,1 при-

ведены аналитические величины 1 an
n   для неко-

торых значений n и , определенные из выраже-
ния (43). Там же приведены аналогичные значе-

ния 1 num
n  , определенные в численных расчетах. 

С точностью до долей процента видно хорошее 
согласие между численными и аналитическими 
значениями n . 

При увеличении  энергетический спектр на-
чинает отклоняться от водородоподобного. 

На рис. 2 приведены энергетические спектры 
для трех низших уровней энергии в состоянии с ну-
левым орбитальным моментом  1/21S , 1/22S , 1/23S . 

С увеличением  наблюдается монотонное увели-
чение энергии связи.  

Однако при дальнейшем увеличении констан-
ты связи  низший уровень энергии скачкообразно 
уменьшается по своей величине. Так, при дости-
жении значения кр 2,65   наблюдается скачок 

на 0,35E m  , изображенный на рис. 3. При 
дальнейшем увеличении  нижний уровень энергии 
монотонно стремится к нулю. Заметим, что все 
уровни, лежащие выше 1/21S  состояния, при уве-

личении  также испытывают такие же изменения. 
Наличие скачков в уровнях энергии при опреде-
ленных значениях константы связи носит законо-
мерный характер и обязано поведению     (дос-

тижение max

2
N


   при кр   ). 

 

Таблица  1 

Численные и аналитические значения величин 1 n   для  = 0,01; 0,05; 0,1 
(аналитические значения – обычный шрифт, численные значения – жирный шрифт) 

  
 

1

1

1 2

0

n

j

l


  





  

2

1

1 2

0

n

j

l


  





  

1

1

1 2

0

n

j

l


  





  

2

1

1 2

1

n

j

l


  





  

3

1

1 2

1

n

j

l


  





 

 = 0,01 
5.0021E-05 
5.0040E-05 

1.25038E-05 
1.2427E-05 

5.5568E-06 
5.5133E-06 

1.2502E-05 
1.2428E-05 

5.5561E-06 
5.5139E-06 

 = 0,05 
1.26633E-03 
1.2675E-03 

3.14893E-04 
3.1487E-04 

1.3967E-04 
1.3947E-04 

3.1359E-04 
3.1316E-04 

1.3929E-04 
1.3899E-04 

 = 0,1 
5.2125E-03 
5.2866E-03 

1.288E-03 
1.2970E-03 

5.6805E-04 
5.7021E-04 

1.2674E-03 
1.2691E-03 

5.6189E-04 
5.6197E-04 

 

 

2

2

3 2

1

n

j

l


  



 

3

2

3 2

1

n

j

l


  



 

3

2

3 2

2

n

j

l


  



 

3

–3

5 2

2

n

j

l


 



 

 = 0,01 
1.2501E-05 
1.2486E-05 

5.5561E-06 
5.5134E-06 

5.5558E-06 
5.5139E-06 

5.5558E-06 
5.5729-06 

 = 0,05 
3.134Е-04 

3.1327E-04 
1.3923E-04 
1.3883E-04 

1.3904E-04 
1.3870E-04 

1.3902E-04 
1.3904E-04 

 = 0,1 
1.2643E-03 
1.2606E-03 

5.6086E-04 
5.5911E-04 

5.58E-04 
5.5746E-04 

5.5769E-04 
5.5772E-04 
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Рис. 2. Энергетические спектры для 1/21S , 1/22S , 1/23S  состояний: 1 – n = 1; 2 – n = 2; 3 – n = 3 
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Рис. 3. Зависимость     для 1/21S  состояний 
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При анализе спектров энергий, полученных чис-
ленным решением системы (31) и уравнений (33), 
(35) для различных значений , обнаружился ряд 
необычных особенностей. На рис. 4 приведены 
графики собственных значений энергии как функ-
ции  для различных значений . Неожиданным 
является поведение графиков при  = – 2 и  = 4. 
Эти функции имеют минимум при   0,35 и   0,77 
соответственно.  

На рис. 5 приведены зависимости     для зна-

чений  = – 2,  = 0,4 и  = – 2,  = 0,5. Видно, что 
в отличие от поведения фазы в большинстве про-
веденных расчетов в данном случае максимум фа-
зы при  = 0,4 больше, чем в расчете с  = 0,5. 
В результате низший уровень энергии при  = 0,4 
заметно меньше, чем при  = 0,5. В дальнейшем, 

по крайней мере, до значений   0,1 поведение 
зависимости     приобретает стандартный ха-

рактер. Аналогичное поведение зависимости     

при  = 0,8–0,9 проявляется и в расчетах с  = 4. 
Обращает на себя внимание тот факт, что, 

по крайней мере, в интервале  0,1 1   низшим 

уровнем энергии является состояние с наибольшим 
рассчитанным полным моментом  9 2, 4 ,j l   

при этом состояние  7 2, 4j l   лежит гораздо 

выше и при  = 1 различие в энергиях этих двух 
состояний достигает почти 0,8m. Почти такое же 
расщепление испытывают уровни с одинаковыми j, 
но разными l. 

На рис. 6 показан рост с увеличением  числа 
сильносвязанных 1/2S - состояний в интервале зна-

чений  0,1– 0  . 
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Рис. 4. Зависимости     для низших уровней энергии и различных значений : 1 –  = – 1 (l = 0, j = 1/2); 

2 –  = 1 (l = 1, j = 1/2); 3 –  = – 2 (l = 1, j = 3/2); 4 –  = 2 (l = 2, j = 3/2); 5 –  = – 3 (l = 2, j = 5/2); 
6 –  = 3 (l = 3, j = 5/2); 7 –  = – 4 (l = 3, j = 7/2); 8 –  = 4 (l = 4, j = 7/2); 9 –  = – 5 (l = 4, j = 9/2) 
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Рис. 5. Поведение фазовых кривых при  = 0,4,  = – 2 (кривая 1) и  = 0,5,  = – 2 (кривая 2) 
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Рис. 6. Число 1 2S -состояний дискретного спектра в интервале  0,1– 0   как функция от  
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3.3.2.2. Радиальные волновые функции. Вре-
менная компонента дираковской плотности тока 
в  – представлении для поля Шварцшильда и тет-
рад в калибровке Швингера имеет вид (см. (16), 
(17), (18)) 

        

0 0 0

2 2

2

1
.

2
1

j

f g

 
 



        

       
 

   

  (44) 

Компонента j0 имеет простую физическую ин-
терпретацию – это плотность вероятности, изме-
ряемая удаленным наблюдателем. 

Величина 

    0 2 21

2
1

J f g    
 
  

 

    2 21s
f s g s

s


                   (45) 

является с точки зрения удаленного наблюдателя 
плотностью вероятности в сферической оболочке 
с радиусом . 

Величины j0 и J0 неограниченно растут 

при  02 r r   . 

Как и в случае определения энергетического 
спектра связанных состояний (п. 3.3.2.1), при ра-
боте с волновыми функциями необходим выбор 

min 2   . Значения min    не рассматриваются 
при интегрировании и вычислении матричных 
элементов. 

Поскольку пробные частицы, в том числе и кван-
товомеханические, не могут пересекать «горизонта 
событий», величина min должна быть больше гра-
витационного радиуса, по крайней мере, на характер-
ный размер частицы, характеризующейся в кванто-
вой механике комптоновской длиной волны lc, т. е. 

 min 02 1 cr r l      .                (46) 

При выборе min 2 1     формально граничное 

условие (40) при min    сводится к единствен-

ному условию cos 0  . Однако фазу  , , N     

с заранее заданной точностью необходимо опре-
делять по технологии, описанной в п. 3.3.1. 

На рис. 7, 8 приведены нормированные на еди-

ницу зависимости  0J s , рассчитанные для неко-

торых S- и P-состояний.  
 

Рис. 7. Нормированная плотность вероятности как 

функция 1
2

s


 


: 1 – 1 21S ; 2 – 1 22P ; 3 – 1 22S  

Рис. 8. Нормированная плотность вероятности 
для 1 2S -состояния и различных значений  как 

функция 1
2

s


 


: 1 –  = 0,1; 2 –  = 0,3; 3 –  = 0,5 
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Далее рассмотрим проблему определения средних 
радиусов с рассматриваемыми волновыми функ-
циями и min 2 1.     

Очевидно, физической характеристикой явля-
ется превышение среднего радиуса относительно 

гравитационного радиуса: 
2




 или 
0

r

r
. 

    

    

min

min

2 2

2 2

2
1

1

2
1

f g d

f g d










   

 
    

   
 
  




 

      

    

2
2 2

1

2

2 2

1

2

1

2 .
1

s
f s g s ds

s

s
f s g s ds

s











 







        (47) 

Видно, что при 1  для всех состояний 
с разными квантовыми числами , ,n j l  соответст-
вующий средний радиус близок к «горизонту со-
бытий»  2  . 

При 1  отношение 
2




 существенно воз-

растает и оно совпадает с отношением 
c

r

l
 в атоме 

водорода (см., например, [26]). 

В табл. 2 приведены численные значения 
2




 

для некоторых S- и P-состояний. 

 
Таблица  2 

Численные значения для 
2




 при  = 0,01 

 1/21S  1/22S  1/22P  

2




 150 600 500 

 

На рис. 9 приведена также зависимость 
 
2

 


 

для 1/21S -состояния, показывающая значения   в 

промежуточной области изменения . 

 

 

Рис. 9. Отклонение     от радиуса «горизонта событий» 2 для состояния 1 21S  

  

2
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3. Обсуждение результатов 
 
В работе показано, что в гравитационном по-

ле Шварцшильда любой интенсивности возможно 
существование стационарных связанных состоя-
ний частиц со спином 1/2 с вещественным энерге-
тическим спектром.  

Дискретный спектр реализуется в численных 
расчетах при использовании самосопряженного га-
мильтониана (5) с плоским скалярным произведе-
нием волновых функций и граничного условия (28), 
обеспечивающего нулевое значение -компоненты 
плотности дираковского тока (26) при min   , 

где min 2   . 
Следует отметить, что при такой постановке 

дираковская квантово-механическая частица не 
пересекает «горизонт событий». Волновая функ-
ция частицы определена на интервале 

 min ,r r  , где min 0r r . 

По результатам проведенных численных рас-
четов можно сделать следующие выводы: 

1. Для значений 1  энергетический спектр 

близок к водородоподобному 
2

2
1

2
nE m

n

  
      

 . 

2. Численные релятивистские поправки к во-
дородоподобному спектру для значений  = 0,01; 
0,05; 0,1 близки к поправкам, определенным ана-
литически в работе [16]. 

3. При возрастании  энергия связанной час-
тицы заметно уменьшается. 

4. При 1   уровни энергии испытывают скач-
кообразное изменение при достижении своего 
для каждого уровня значения кр. 

5. При анализе спин-орбитального взаимодей-
ствия (расчеты с различными значениями ) под-
тверждены выводы работ [16, 24] о снятии вырож-
дения в гравитационном поле уровней энергии 
с одинаковым j в отличие от уровней энергии в ку-
лоновском поле. При 0,1   в расчетах с 1   

обнаружено поразительно большое расщепление 
уровней с одинаковым j, но разными l и, наоборот, 
с одинаковым l но разными проекциями спина 
частицы  1 2j l  . При  = 1 для уровней энер-

гии с 7 2, 3j l   и 7 2, 4j l   это расщепле-

ние достигает 0,8E m  !!! Почти такое же расще-
пление при  = 1 реализуется для уровней с оди-
наковыми l: 5 24 f  и 7 24 f . 

6. С возрастанием  заметно возрастает число 
сильносвязанных состояний вплоть до значений 
энергии частицы   0 (энергия связи частицы  m). 

7. При 1  отношение среднего радиуса свя-
занной дираковской частицы к гравитационному 

радиусу близко к отношению 
c

r

l
   для атома 

водорода; при 1  средние радиусы 2   

или 0r r , т. е. при больших константах грави-
тационного взаимодействия связанные дираков-
ские частицы в поле Шварцшильда «прижаты» к 
гравитационному радиусу («горизонту событий»). 

Важным обстоятельством является то, что су-
ществование стационарных связанных состояний 
частиц со спином 1/2 в гравитационном поле воз-
можно лишь для метрик, запрещающих классиче-
ским частицам пересекать «горизонт событий». 

Кроме рассмотренной классической метрики 
Шварцшильда этим же свойством обладают мет-
рики Шварцшильда в изотропных [27] и гармо-
нических [28] координатах.  

Существование стационарных связанных со-
стояний для дираковских частиц возможно также 
для метрик Райсснера – Нордстрёма [2], Керра [3] 
и Керра – Ньюмена [4], о чем авторы предполага-
ют рассказать в следующих работах. 

Для метрик центрально-симметричных удов-
летационных полей, разрешающих классическим 
частицам пересекать «горизонт событий», квантово-
механический анализ показывает, что существова-
ние стационарных связанных состояний частиц со 
спином 1/2 является невозможным [29]. 

К этим метрикам относятся метрики Эддинг-
тона – Финкельштейна [5], [6], метрика Пенлеви –
Гуллстранда [7], метрика Леметра – Финкельштей-
на [6], метрика Крускала [8]. Решениями уравне-
ния Дирака для этих метрик могут быть лишь не-
стационарные комплексные уровни энергии. 

По результатам работы можно сделать пред-
положение о существовании нового типа коллап-
саров. Эти коллапсары: 

– инертные (дираковские частицы не могут 
проникать под «горизонт событий»); 

– не излучают по Хокингу [30] (излучение Хо-
кинга требует существования волновой функции 
(оператора гравитационного поля) под «горизон-
том событий» [31–38]); 

– обеспечивают существование стационарных 
связанных состояний частиц со спином 1/2 для всех 
значений гравитационной константы связи . 
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С точки зрения космологии неизлучающие ре-
ликтовые коллапсары нового типа при малых зна-
чениях гравитационной константы связи 1  мо-
гут проявлять себя лишь через гравитацию и, та-
ким образом, являются хорошими кандидатами 
для носителей «темной материи». При этом подра-
зумевается, что массы коллапсаров не превышают 
масс гипотетических WIMP частиц, рассматри-
ваемых во многих сценариях расширения Вселен-
ной в качестве представителей «темной материи». 

Наоборот, неизлучающие реликтовые коллап-
сары с 1 , образуя «матрешку» незаряженных 
дираковских частиц, прижатую к «горизонту со-
бытий»  0r r , могут играть важную роль в об-

разовании планет, звезд и т. д. 
Таким образом, результаты работы могут при-

вести к изменению некоторых аспектов стандарт-
ной космологической модели, связанных с эволю-
цией Вселенной и с взаимодействием коллапсаров 
с окружающей средой. 

 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

Методы численного решения системы дираков-
ских уравнений для поля Шварцшильда 
 
Первый способ. Линейная система (31) реша-

лась неявным методом Эйлера с автоматическим 
выбором шага. Перепишем систему (31) в виде 

 1 ,
f fd

Q
g gd

   
        

 

 1

1 2
1 2

: .
2 1 2

1 2

Q

    
      

                  

 

Норму  1Q   – максимум модулей собствен-

ных чисел – оценим простейшим образом величиной 

 
   

1 22 2 2

1

2 1 2
:

2

          
  

 
. 

При max    полагаем в соответствии со ска-
занным выше 

         
21 , 1 1f e g f            . 

Задаваясь величиной , полагаем  1      и 

 
 

    
 

1
11

f f
Q

g g

      
                

. 

Из-за особенности в точке 2    шаги будут 
уменьшаться при приближении к ней, поэтому 
удобнее вблизи горизонта, например, при 4    

перейти к новой переменной  2 ln 2t     . 

С использованием обозначений  

  21

2

t

u t e 


 (см. (35)),   ( ) 2 1t u t    , 

2 ( ) ( ( ))f t f t  , 2 ( ) ( ( ))g t g t   

рассматриваемая система примет вид 

 
 

 
 
 

2 2
2

2 2

f t f td
Q t

dt g t g t

   
      

   
,              (48) 

где мы обозначили 
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 2
0 1

1 0
Q t

 
   

. 

Кроме того,  2 1Q t   при 0t t . Поэтому 

в этой области можно выбрать шаг     и вос-
пользоваться схемой 

 
 

    
 

12 2
2

2 2

1
f t f t

Q t
g t g t

    
              

. 

Использованная разностная схема (Эйлера) 
имеет первый порядок точности. Отличие по-
лученного численного решения от точного на од-

ном шаге составляет величину 2 . На всем 
интервале интегрирования ошибка составит 

   2
max min max mint t         . Отметим, 

что по этой схеме амплитуда численного решения 

      1 22 2
2 2 2A t f t g t   изменяется следующим 

образом: 

      2
2 2 2A t f t g t    

        
 

1 2
2 2

2

1 1 Т f t
Q t Q t

g t

  
           

 
 

 2 2
2 1 ,A    
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что дает асимптотическое поведение вида 

       22 2
2 2 1

T TA t T A t e
        

при больших Т. Вместе с тем, амплитуда точного 
решения сходится к положительной константе 
(см. ниже). В случае необходимости повышения 
точности можно воспользоваться схемой более 
высокого порядка. 

Второй способ. Напомним, что для ненулево-
го решения линейной системы 

'

'

f a b f

g c d g

    
    

    
 

можно ввести гладкую функцию Ф (фаза) такую, 
что tg f g  . Она удовлетворяет дифференци-
альному уравнению 

        ' cos 2 sin 2 2.b c b c a d          

Также можно выписать уравнение для ампли-

туды  1 22 2 :A f g   

  2 2

' '
ln '

ff gg
A

f g


 


 

 2 2sin cos sin cosa d b c        . 

Вычисляя эти коэффициенты для уравнений (31), 
(48) соответственно, получим для фазы уравнения 
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Рассмотрим функцию    2 2t t t    . Она 

удовлетворяет дифференциальному уравнению 
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При t     0,u t   поэтому при всех доста-

точно малых t    1u t   и  

 2 2
1 .

2

d
u t

dt

 
      

 

Отсюда сразу получаем оценку 

     2 2
2

4 1 .
2

t u t
 

          
 

Для амплитуды решения системы (48) найдем 

       
 

 2 2
2

cos 2 sin 2
ln ' .

2 1

t
A u t

u t

   


 
 

Отсюда легко устанавливаем, что  

         2 2ln 2A t A t u t    , 

т. е.  2A t  стремится к  2A   при t   (при ма-

лых  очень быстро). 
Уравнения для фазы (33), (35) решались чис-

ленно неявным методом Рунге – Кутта пятого по-
рядка с контролем размера шага [39]. Использова-
лась схема Ила для получения трехстадийного ме-
тода Радо IIА. Одностадийный метод по такой схе-
ме эквивалентен неявному методу Эйлера. Трехста-
дийная формула Радо IIА A-устойчива, L-устойчи-
ва и имеет достаточно высокий порядок [39]. 

Для получения значения фазы Ф в точке 

1 0
2

s


  


 уравнение (33) интегрировалось 

от smax до s0, а уравнение (35) – от 0 02 ln(2 )t s    

до tmin. Верхний предел интегрирования smax вы-
бирался достаточно большим, исходя из того, что-
бы с определенной точностью (обычно 10–9) удов-
летворялось условие равенства численной произ-

водной нулю  max
Ф

0
d

s
ds

 . Точка сшивки решений 

уравнений (33), (35) принималась равной s0 = 1. 
Нижний предел интегрирования tmin выбирался 
достаточно малым, исходя из того, чтобы с опре-
деленной точностью (обычно 10–9) удовлетворя-
лось условие равенства численной производной 

единице  min
Ф

1.
d

t
dt

   

При расчетах задавалась допустимая погреш-
ность на одном шаге интегрирования, равная 10–4. 

Авторы благодарят за большую техническую 
помощь в подготовке статьи А. Л. Новоселову. 
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Описаны расчеты параметров области ядерного взрыва операции «Морская звезда», 
проведенного США в 1962 г. Приведено сравнение их результатов с опубликованными 
данными измерений, полученными в этом эксперименте. 
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Введение 
 

В 1962 году в Тихом океане на высоте 400 км 
над островом Джонстон был произведен ядерный 
взрыв (ЯВ) мощностью 1400 кт ТНТ, который по-
лучил название «Морская звезда». Данный опыт 
сопровождался разнообразными физическими эф-
фектами, некоторые из них не получили полного 
объяснения до настоящего времени. 

Наиболее строгая физическая модель, описы-
вающая движение разреженной плазмы в магнит-
ном поле для экспериментов такого типа, представ-
ляет собой систему кинетических уравнений Больц-
мана–Власова, дополненную уравнениями Максвел-
ла. Однако численное решение такой системы урав-
нений представляет большие трудности, особенно 
в трехмерном случае. В работе [1] предложен дру-
гой подход, основанный на многопотоковом маг-
нитогазодинамическом (МГД) приближении. В рам-
ках данного подхода считается, что в рассматри-
ваемом течении можно выделить несколько сортов 
частиц («потоков»). Движение каждого потока опи-
сывается уравнениями газовой динамики, между 
потоками происходят взаимодействия, обусловлен-
ные различными физическими механизмами. С ис-
пользованием данного подхода в работе [1] прове-
ден расчет некоторых физических эффектов, кото-
рые наблюдались в опыте «Морская звезда». 

Дальнейшее развитие данной физической моде-
ли и соответствующей численной методики описано 
в работе [2]. Дополнительно, был опубликован ряд  

экспериментальных данных о физических пара-
метрах области взрыва в данной операции [3]. Эти 
обстоятельства стимулировали появление пред-
ставляемой работы. 

Для расчета потоков -излучения, которые были 
измерены в эксперименте [3], совместно с методи-
кой [2] использовалась методика расчета движе-
ния релятивистских электронов в магнитном поле 
на основе метода Монте-Карло [4]. 

 
 

1. Физическая модель и численная методика 
 

Многопотоковая МГД модель [1] содержит 
шесть потоков частиц: ионы продуктов взрыва, 
нейтральные частицы продуктов взрыва, быстрые 
ионы атмосферы, быстрые нейтральные частицы 
атмосферы, медленные ионы атмосферы, медлен-
ные нейтральные частицы атмосферы, электроны. 

Движение каждого из потоков описывается 
газодинамическим приближением. При этом меж-
ду ними могут происходить обмены массой, им-
пульсом, внутренней энергией. Поток электронов 
является безмассовым и его движение определяет-
ся условием электронейтральности среды. Учиты-
вается также влияние на движение магнитного по-
ля, которое вморожено в электронный поток. 

Система уравнений, связывающая кинематиче-
ские и термодинамические величины потоков в пе-
ременных Эйлера имеет следующий вид (по умол-
чанию используется система единиц СГС): 
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Здесь k  – плотность, ku


 – скорость, k  – энергия, 

kp  – давление k-го потока, e  – плотность, eu


 – 

скорость, e  – энергия, ep  – давление электронов, 

H


 – вектор напряженности магнитного поля. Ве-
личины k  и km  представляют собой константы 

модели: k – степень ионизации k-го потока, кото-
рая равна 1 для ионных потоков и 0 для нейтраль-
ных; km  – безразмерные массы атомов. 

В правых частях данных уравнений величи-
ны jkS  характеризуют интенсивность обмена мас-

сами между потоками. Величины jkR


 представ-

ляют интенсивность обмена импульсом в резуль-
тате силовых взаимодействий между потоками. 
Величина kF


 характеризует ларморовское взаи-

модействие между потоками. Величина kU


 задает 

изменение импульса в результате ионизации. Сла-

гаемые jkQ  характеризуют интенсивность тепло-

вых обменов энергиями между j-м и k-м потока-
ми; ekQ  – температурный обмен между электро-

нами и остальными потоками. 
Для описания динамики -электронов исполь-

зуется кинетическое уравнение Власова 

f f fe
u u H Q

t r c p
  

  


  
       

 
  , 

где  , ,f r p t 
 

,  , ,Q r p t 
 

, u


, p


 – функции 

распределения и мощности источника -электро-
нов, их скорость и импульс, соответственно. Оно 
приведено с учетом того, что при данном ядерном 
взрыве можно пренебречь столкновением и тор-
можением -электронов на частицах среды и друг 
с другом, так как соответствующие времена столк-
новений много больше рассматриваемых в задаче 
времен. Дополнительно, пренебрегается влиянием 
на -токи поляризационного электрического поля. 

Изотропным источником -электронов явля-
ются осколки деления продуктов ядерного взрыва. 
При его описании используется следующая формула 
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где ПВn  – концентрация осколков деления продук-

тов ядерного взрыва,   выражено в МэВ. В ней 

интерполяционная зависимость от энергии получена 
Кондратьевым В. А. и Матвиенко Ю. И. (РФЯЦ-
ВНИИТФ) по результатам расчетов и соответству-
ет экспериментальным данным [5]. 

Численное решение системы уравнений шес-
типотоковой МГД по методике «ТИМ» [6] рас-
смотрено в докладе [2]. При этом используется 
метод расщепления по физическим процессам. Рас-
чет одного шага по времени разделяется на сле-
дующие этапы: расчет уравнений газодинамики 
для всех потоков; решение уравнения адвекции 
для всех потоков; расчет обменов между потока-
ми; расчет изменения магнитного поля. 
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Так как -токи при космическом ЯВ опыта «Мор-
ская звезда» пренебрежимо мало влияют на МГД, 
расчет динамики -электронов осуществляется от-
дельно с использованием результатов МГД расче-
та. Пространственные распределения плотности про-
дуктов взрыва и напряженности магнитного поля 
передаются в методику расчета кинетического урав-
нения для -электронов в магнитном поле [4], ос-
нованную на методе Монте-Карло. 

 
 
 

2. Постановка и результаты расчетов 
 
Расчеты опыта «Морская звезда» были выпол-

нены в двумерной («секторный» расчет «Т-2D») 
и трехмерной (расчет «Т-3D») постановках. В дву-
мерном расчете магнитное поле было направлено 
вдоль поверхности Земли, учитывалась зависи-
мость плотности атмосферы от высоты. 

В работе [7] представлены фотографии светя-
щихся областей, полученных в опыте. На рис. 1 
показано сравнение расчета и эксперимента на мо-
мент времени 1 с. Видно, что имеются три светя-
щиеся области. Первая область имеет серповидную 
форму и вызвана движением ударной волны в ат-
мосфере. Вторая область имеет вид струи, направ-
ленной вдоль геомагнитного поля. Свечение этой  

струи вызвано продуктами взрыва. Третья область 
расположена в нижних слоях атмосферы и обуслов-
лена рентгеновской ионизацией. 

 

 

 

Рис. 1. Светящиеся области в расчете (а) и опыте (б) 
 

В опыте «Морская звезда» в область взрыва 
были запущены контрольные ракеты («P-2», «P-3», 
«P-4», «P-6», «P-7») в плоскости, проходящей че-
рез остров Джонстон и магнитный меридиан. Их 
траектории и положение в момент ядерного взры-
ва показаны на рис. 2 [3]. Три из пяти ракет проле-
тали через магнитную каверну, образуемую разле-
тающимся облаком плазмы. На борту каждой ра-
кеты находился магнетометр и измеряющие пото-
ки β-электронов датчики. 

 
 

 

Рис. 2. Траектории контрольных ракет, линии геомагнитного поля и форма расширяющейся 
магнитной каверны в плоскости, проходящей через остров Джонстон и магнитный меридиан 
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На рис. 3 представлены полученные в расче-
те «Т-3D» распределения магнитного давления 
в меридиональной плоскости, проходящей че-
рез центр ЯВ (на этих рисунках и далее в текущем 
разделе h – высота, x – направление с юга на север 
Земли; центр ЯВ в точке с координатами (0, 0)). 
По этим данным магнитная каверна расширяется 
до момента времени ~ 2 c и после этого происхо-
дит ее сжатие до момента времени 5 с. Аналогичная 
динамика магнитного поля наблюдалась и в экс-
перименте: на рис. 2, 4 представлено схематичное 
изображение границ магнитной каверны на различ-
ные моменты времени, восстановленное по дан-
ным датчиков ракет [3]. 

Количественное сравнение результатов расче-
тов и экспериментальных данных для датчиков маг-
нитного поля контрольных ракет показано на рис. 5 
(B0 – невозмущенное геомагнитное поле). Ударная 
волна, как в расчете, так и в эксперименте, достигает 
ракеты «Р-2» в момент времени 0,5 с после ЯВ. 
Струя продуктов взрыва, летящая вдоль магнитно-
го поля, достигает ракеты «Р-4», которая находи-
лась на расстоянии более 1000 км от точки взрыва, 
примерно за 1 с. Для датчика «Р-6», расположен-
ного вблизи точки взрыва, данные измерений при-
ведены только на моменты времени более 2,5 с пос- 
ле ЯВ. Они хорошо соответствуют расчетным дан-
ным и указывают на существенное вытеснение маг-
нитного поля в месте расположения ракеты. 

 

 

Рис. 3. Магнитное давление в меридиональной плоскости через 0,1; 0,5; 1; 2; 5 с после ЯВ 
(см. также  с. 51) 
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Рис. 3. Окончание 
 
 

 

Рис. 4. Границы магнитной каверны во время фазы ее схлопывания [3] 
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а б 

 
в 

Рис. 5. Показания магнитного датчика ракеты «Р-2» (а), «Р-4» (б), «Р-6» (в) 
 
 
Наблюдаемые в опыте «Морская звезда» эф-

фекты, связанные с распределением -потоков, но-
сят преимущественно трехмерный характер. Одна-
ко с помощью двумерных расчетов возможна оцен-
ка характеристик -излучения в магнитной кавер-
не на начальной квазидвумерной стадии, длящей-
ся  1 c после ЯВ. 

С использованием полученных в двух выше 
представленных многопотоковых МГД расчетах 
(«Т-2D», «Т-3D») данных проведены соответст-
вующие осесимметричные расчеты характеристик 
-излучения (расчет «2b», «3b»). Для расчета «3b» 
из результата расчета «Т-3D» взяты МГД данные 
с верхней полуплоскости меридионального сечения; 
при этом ось симметрии направлена вдоль магнит-
ного поля через центр ЯВ. 

Основной целью двумерного расчета «2b» бы-
ло получение (с точностью до ~ 2 раз) распределе-
ний характеристик -электронов в магнитной ка-

верне. Это связано с тем, что данный расчет соот-
ветствует проходящей через центр ЯВ верхней 
меридиональной полуплоскости – в нем менее чем 
в 2 раза завышаются размеры магнитной каверны. 

В свою очередь, в расчете «2b» пренебрегается 
наклоном линий магнитного поля к поверхности 
Земли и, как следствие, отсутствует наблюдаемая 
в опыте и расчете «Т-3D» струя продуктов взрыва 
в южном направлении, которая обеспечивает при-
ход -электронов на датчик «Р-4» через ~ 0,5 c по-
сле ядерного взрыва. Расчет «3b» был выполнен, 
в частности, с целью исследования этого эффекта. 

На рис. 6, 7 представлены распределения все-
сторонних потоков j -электронов на различные 
моменты времени, полученные в результате расче-
тов «2b» и «3b». На этих рисунках стрелками по-
мечены места нахождения ракет, измеривших су-
щественные потоки. 
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Рис. 6. Распределение всесторонних потоков -электронов j [см
–2

  с–1] 
через 0,25; 0,55; 1,05 с после ЯВ (расчет «2b») 
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Рис. 7. Распределение всесторонних потоков -электронов j [см
–2

  с–1] 
через 0,25; 0,55; 1,05 с после ЯВ (расчет «3b») 

 
На рис. 8 показано сравнение всесторонних 

потоков, зарегистрированных ракетами «Р-4», «Р-6» 
«Р-7», и полученных в результате расчетов «2b» 
и «3b». При построении расчетных показаний дат-
чика «Р-4» учитывалась кривизна силовых линий 
магнитного поля (учет которой отсутствует в дву-
мерных расчетах) – в этом случае ракета находит-
ся на расстоянии около 100 км от оси симметрии 
расчетной геометрии задачи. 

Так как в силу двумерного характера расчетов 
«2b» и «3b» точность рассчитанных -потоков из-
начально не превышает двух раз, то видно, что 
удалось получить удовлетворительное согласие рас-
четных и экспериментальных данных. 

Результаты данных расчетов, показывают, что 
-область, имея до момента времени ~ 0,3 c близ-
кую к шарообразной форму, постепенно замедляясь, 
расширяется со скоростью в несколько сот кило-
метров в секунду, соответствующей скорости дви-
жения облака заряженных частиц продуктов взрыва.
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в 

Рис. 8. Всесторонний поток -электронов для ракет «Р-6» (а), «Р-7» (б), «Р-4» (в) 
 
Распределение -электронов в магнитной кавер-

не носит неравномерный характер. Большая, чем 
в расчете «2b», неоднородность -потоков в расче-
те «3b» связана, преимущественно, с наклоном линий 
магнитного поля относительно поверхности Земли 
в расчете «Т-3D». В свою очередь, даже в расче-
те «2b» всесторонние потоки электронов существен-
но меняются от ~ 1012 см–2

  с–1 (на периферии ка-
верны) до ~ 1013 см–2

  с–1 (в районе центра ЯВ). 
На рис. 9 представлены в зависимости от вре-

мени интегральные количества -электронов, испу-
щенных продуктами взрыва, находящихся в счетной 
области, и ушедших в область невозмущенного гео-
магнитного поля. Из него следует, что в каверне 
на рассматриваемом промежутке времени (от 0 до 1 с 
после ЯВ) удерживается большая часть испущенных 
продуктами взрыва -электронов. Их количество 
в областях, ограниченных сферами различных ра-
диусов с центром в точке ЯВ приведено в таблице. 
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Рис. 9. Количество -электронов N в зависимости 
от времени: испущенных продуктами взрыва  sourceN ; 

находящихся в магнитной каверне  cavernN ; ушедших 

из магнитной каверны вдоль геомагнитных силовых линий 
вверх от Земли  outZmaxN ; вниз к Земле  outZminN  
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Количество -электронов в областях, ограниченных 
сферами различных радиусов с центром в точке ЯВ, 

через 1 с после ЯВ (расчет «2b») 

R, км 300 400 500 600 Всего 

N, 1025 см–3 1,4 2,5 3,5 3,8 5,6 

 
Остальная часть -излучения уходит преиму-

щественно вдоль силовых линий магнитного по-
ля по узкой (сравнительно с размерами магнит-
ной каверны) трубке тока (радиусом менее 50 км) – 
что согласуется с оптическими наблюдениями в маг-
нитосопряженных областях и отсутствием сиг-
нала на датчике электронов ракеты «Р-4» в пер-
вые полсекунды после ЯВ. Средняя расчетная энер-
гия -электронов в магнитной каверне составля-
ет ~ 1,6 МэВ (рис. 10). 
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Рис. 10. Средняя энергия -электронов в зависимости 
от времени: испущенных продуктами взрыва  source ;E  

находящихся в магнитной каверне  cavernE  

 
Представленные оценки эффективности захва-

та большей части -электронов в магнитной кавер-
не на масштабах времени ~ 1 c после ЯВ отлича-
ются от полученных на основе экспериментальных 
наблюдений в работе [3] примерно в 6 раз. В ней 
на основе дополнительного предположения о рав-
номерности величин -потоков в магнитной кавер-
не делается заключение о захвате в сфере с центром 
в точке ЯВ и радиусом 400 км около 5 % -элект-
ронов от испущенных продуктами взрыва. Однако 
представленные в данной работе результаты рас-
четов свидетельствуют о неточности такого пред-
положения и соответствуют имеющимся экспери-
ментальным данным. 

Данное предположение было бы оправдано, ес-
ли бы на стадии расширения магнитной каверны 
из всего ее объема магнитное поле вытеснялось 
до такой степени, чтобы внутри нее -электроны 
двигались свободно. Однако, исходя из расчетов 
и экспериментальных показаний датчиков, вытес-
нение поля на расстоянии больше 100 км от цент- 
ра ЯВ происходит до величин больше ~ 0,005 Гс. 
В таком магнитном поле -электроны имеют лар-
моровский радиус преимущественно менее 20 км, 
который более чем на порядок меньше размера 
магнитной каверны. Следовательно, это обстоя-
тельство на фоне близкого к сферическому разлета 
излучающих -электроны продуктов взрыва при-
водит к тому, что -потоки в магнитной каверне 
имеют большее значение вдоль магнитной сило-
вой линии и перпендикулярной к ней плоскости, 
проходящих через центр ЯВ (см. рис. 9, 10). 

На рис. 8 зелеными и красными кривыми (см. 
цветную вкладку) показаны результаты работ [2, 8]. 
Эти результаты получены с использованием ряда 
модельных представлений, однако, как видно из при-
веденных рисунков, согласуются (с точностью до не-
скольких раз) как с данными опыта, так и с дан-
ными описанных выше детальных расчетов. 

Более подробное рассмотрение некоторых мо-
дельных подходов к решению рассматриваемой за-
дачи предполагается провести в отдельной работе. 

 
 

Выводы 
 

В целом, по результатам проведенных расче-
тов можно заключить, что для стадии расширения 
магнитной каверны ядерного взрыва «Морская звез-
да» получены параметры возмущений магнитного 
поля и потоки -электронов, соответствующие экс-
периментальным данным. 

Показано, что динамика магнитной каверны 
на этом этапе имеет трехмерный характер, и ее фор-
ма существенно изменяется даже на масштабах вре-
мени порядка 1 с. Распределение в ней -электронов 
со средней энергией  2 МэВ носит существенно 
неравномерный характер и основная их часть со-
средоточена вблизи центра ядерного взрыва. На ста-
дии расширения магнитной каверны из нее в об-
ласть искусственного радиационного пояса уходит 
менее половины от испущенных радиоактивными 
продуктами взрыва -электронов. 

Получение характеристик -области на после-
дующей стадии схлопывания магнитной каверны 
и далее требует реализация трехмерной методи-
ки расчета движения релятивистских электронов 
в магнитное поле. 
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Двумерные срезы плотности для расчетов с различным магнитным полем 

 
 

 
Последовательные профили усредненных магнитного поля и плотности 

для расчета с ξ = 0,3, неоднородное поле 
 



 

а б 
Зависимости ширины зоны от времени: а – однородное поле; б – неоднородное поле 
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Зависимость нормированной турбулентной энергии от времени: а – однородное поле; б – неоднородное поле 
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Последовательные профили усредненного магнитного поля и плотности для расчета с ξ = 0,03, однородное поле 
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Зависимость нормированной турбулентной магнитной энергии от времени:  
а – однородное поле; б – неоднородное поле 

 

 

 

 
                                                      а                                                                                                   б 

Сравнение полуфеноменологических моделей с несколькими моментами численного расчета ξ = 0,03:  
а – модель YH; б – модель Стаценко 

 

 
Сравнение полуфеноменологической модели Стаценко с несколькими моментами  

численного расчета ξ = 0,03 с начальным однородным полем 
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Энергетические спектры для 1/21S , 1/22S , 1/23S  состояний: 1 – n = 1; 2 – n = 2; 3 – n = 3 



 
Зависимости ( )ε α  для низших уровней энергии и различных значений κ: 1 – κ = – 1 (l = 0, j = 1/2); 
2 – κ = 1 (l = 1, j = 1/2); 3 – κ = – 2 (l = 1, j = 3/2); 4 – κ = 2 (l = 2, j = 3/2); 5 – κ = – 3 (l = 2, j = 5/2); 
6 – κ = 3 (l = 3, j = 5/2); 7 – κ = – 4 (l = 3, j = 7/2); 8 – κ = 4 (l = 4, j = 7/2); 9 – κ = – 5 (l = 4, j = 9/2) 
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Показания магнитного датчика ракеты «Р-2» (а), «Р-4» (б), «Р-6» (в) 
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Всесторонний поток β-электронов для ракет «Р-6» (а), «Р-7» (б), «Р-4» (в) 
 

 
Средняя энергия β-электронов в зависимости от времени: испущенных 
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