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Для гравитационного поля Райсснера – Нордстрёма с использованием самосопря-

женного гамильтониана с плоским скалярным произведением волновых функций впер-
вые обоснована возможность существования стационарных связанных состояний проб-
ных частиц со спином ½. Связанные состояния дираковских частиц с вещественным 
дискретным энергетическим спектром возможны как для частиц, находящихся вне 
внешнего «горизонта событий», так и для частиц, находящихся под внутренним «гори-
зонтом событий» – горизонтом Коши. Для получения дискретного энергетического спек-
тра введено граничное условие, при котором компоненты вектора плотности тока рас-
сматриваемых дираковских частиц равны нулю вблизи «горизонтов событий». По ре-
зультатам работы можно сделать предположение о существовании нового типа заряжен-
ных коллапсаров, для которых отсутствует механизм излучения по Хокингу. Результаты 
работы могут привести к корректировке некоторых аспектов стандартной космологиче-
ской модели, связанных с эволюцией Вселенной и с взаимодействием заряженных кол-
лапсаров с окружающей средой. 
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1. Введение 
 
Авторами в работах [1–3] с помощью методов 

псевдоэрмитовой квантовой механики для произ-
вольных внешних гравитационных полей, в том 
числе зависящих от времени, разработан алгоритм 
получения самосопряженных дираковских га-
мильтонианов с плоским скалярным произведени-
ем волновых функций. 

Из одночастичной квантовой механики следу-
ет, что при существовании эрмитовости гамильто-
ниана, при наличии квадратично интегрируемых 
волновых функций и при установлении соответст-
вующих граничных условий самосопряженные 
гамильтонианы, не зависящие от времени, должны 
обеспечивать существование стационарных свя-
занных состояний частиц с вещественным энерге-
тическим спектром. 

В работах [4, 5] для гравитационного поля 
Шварцшильда с использованием самосопряженно-
го гамильтониана с плоским скалярным произве-
дением волновых функций для любых значений 

гравитационной константы связи впервые получе-
ны стационарные связанные состояния частиц со 
спином ½, не распадающиеся со временем. Для 
получения дискретного энергетического спектра 
введено граничное условие, при котором компо-
ненты вектора плотности тока частиц равны нулю 
вблизи «горизонта событий». 

При квантово-механическом рассмотрении 
«горизонт событий» является фактически беско-
нечно большим потенциальным барьером, кото-
рый лишает возможности пересекать его пробным 
дираковским частицам. Этим же свойством обла-
дают метрики Шварцшильда в изотропных [6] и 
гармонических [7] координатах. 

В настоящей работе по аналогии с работами 
[4, 5] проводится анализ возможности существо-
вания стационарных связанных состояний дира-
ковских частиц в гравитационном поле Райссне-
ра – Нордстрёма [8, 9]. В результате анализа дела-
ется вывод, что связанные состояния частиц со 
спином ½ с вещественным энергетическим спек-
тром могут существовать как вне внешнего «гори-
зонта событий», так и под внутренним «горизон-
том событий» – горизонтом Коши. Результаты 
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численного определения энергетического спектра 
и радиальных волновых функций будут приведены 
в следующей работе. 

Данная работа построена следующим образом. 
В разделах 2, 3 определяется вид самосопряжен-
ного дираковского гамильтониана в поле Райс-
снер – Нордстрёма. В разделах 4, 5 проводится раз-
деление переменных, определяются уравнения и 
асимптотика для радиальных волновых функций. 
В разделах 6–8 определяется плотность тока дира-
ковских частиц, доказывается эрмитовость га-
мильтониана и вводятся граничные условия вбли-
зи «горизонтов событий». В разделе 9 обсуждают-
ся случай экстремального поля Райсснера – Норд- 
стрёма и случай голой сингулярности. В Заключе-
нии приведены основные выводы проведенного 
анализа. 

 
 

2. Метрика Райсснера – Нордстрёма 
 
Решение уравнений ОТО Райсснера – Норд- 

стрёма характеризуется точечным сферически-сим- 
метричным источником гравитационного поля с 
массой М и электрического поля с зарядом Q. 
Метрика Райсснера – Нордстрёма является диаго-
нальной 
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Условие Гильберта  00 0g   приводит к не-

обходимости рассмотрения лишь положительных 
значений 0R Nf   . 

 
 

3. Самосопряженный гамильтониан частиц  
со спином ½ в поле Райсснера – Нордстрёма 

 
Ниже будем использовать систему единиц 

1с   и обозначения ,    соответственно для 
мировых и локальных матриц Дирака. 

Общий вид гамильтониана во внешнем грави-
тационном и электромагнитном полях для дира-
ковской частицы с массой m, зарядом  e  и с 

диагональными тетрадами в калибровке Швингера 
можно записать в виде [10] 
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В выражении (2) знак   над определенными 
величинами означает, что они вычисляются с ис-
пользованием тетрад в калибровке Швингера; че-
рез   и  0,1,2,3A    обозначены соответст-

венно биспинорные связанности и вектор-
потенциал внешнего электромагнитного поля;  
  – мировые матрицы Дирака. Величины   свя-

заны через тетрады с локальными матрицами Ди-
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Ненулевые тетрады в калибровке Швингера 
для рассматриваемой метрики (1) равны 
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Авторы в работе [3] доказали, что для диаго-
нальных метрик самосопряженный гамильтониан 
в η-представлении с плоским скалярным произве-
дением волновых функций можно получить из 
выражения 
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где через redH  обозначена сокращенная часть га-

мильтониана (2) без биспинорных связностей  . 
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Волновая функция уравнения Дирака с га-
мильтонианом (6)   связана с начальной функ-

цией   преобразованием подобия [1–3]. 
1

    .                            (7) 

Для метрики Райсснера – Нордстрёма 
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    .                   (8) 

 
 

4. Разделение переменных 
 
Выражение в квадратных скобках для гамиль-

тониана (6) зависит только от угловых координат, 
остальные слагаемые зависят только от радиаль-
ной координаты. Отсюда видно, что разделение 
переменных в уравнении Дирака с гамильтониа-
ном (6) можно производить таким же образом, как 
и для поля Шварцшильда [4, 5] с заменой 
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Для разделения переменных определим бис-
пинор  ,t r  в виде 
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и используем следующее уравнение (см., напри-
мер, [11]): 
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В равенствах (9), (10)    – сферические гар-

моники для спина 1/2, i – двумерные матрицы 
Паули, m – магнитное квантовое число,  – кван-

товое число уравнения Дирака: 
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В формуле (11) ,j l – квантовые числа полного 
и орбитального момента дираковской частицы со-
ответственно. 

    можно представить в виде [12]: 
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В выражении (12)  
1

2m
lP   – присоединен-

ные полиномы Лежандра. 
В результате разделения переменных при 

0R Nf    получаем уравнения для вещественных 

радиальных функций    ,F r G r . 

 
 

5. Уравнения и асимптотика для  
радиальных волновых функций 
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В соответствии с метрикой (1) рассматриваем 
лишь положительные значения R Nf  . В этом слу-

чае функции    ,F r G r  являются вещественными. 
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Величину R Nf   можно представить в виде 
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Уравнения (13) в безразмерных переменных 
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Поскольку подкоренные выражения в уравне-

ниях (17) положительны лишь при     и 
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альных уравнений для поля Шварцшильда с одним 
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Рассмотрим асимптотику волновых функций 
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витационных полей [4, 5], [12]. 

При    
21 ;

1
.

1

F Ce

G F

 

 
 

 

                       (18) 

При        

  

  

sin ln ,

cos ln .

A
F M

A
G M

  


  


    
 

    
 

     (19) 

В выражении (19) 
2

2 2
.

2

em

Q

M 




 
     

             (20) 

При        

    

  

  

cos ln ,

sin ln .

B
F M

B
G M

  


  


    
 

    
 

     (21) 

В формуле (21) 
2

2 2
.

2

em

Q

M 




 
      

            (22) 

При 0  

 

 

2

2

1

2

,

.

Q

Q

Q

Q

F C e

G C e















                       (23) 

В соотношениях (18), (19), (21), (23)  

1 2, , , , , ,C A B C C    являются постоянными ин-
тегрирования. 

Как и в случае поля Шварцшильда осцилли-
рующие функции F и G плохо определены на 
внешнем и внутреннем «горизонтах событий» и 
расходятся при        или при 

      . Для обеспечения квадратичной 

интегрируемости рассматриваемых функций не-
обходимо сужение их области определения до ин-

тервала min ,  , где min
    , и до интервала 

max0,    , где max
    . 

 
 
6. Плотность тока дираковских частиц 

 
По определению плотность тока равна 

0j  
      .                       (24) 

Для поля Райсснера – Нордстрёма и тетрад в 
калибровке Швингера (3) 



Стационарные связанные состояния частиц со спином ½ в гравитационном поле Райсснера – Нордстрёма 
 

 21

1 1
0 0 1 1 2 22 2

3 3

1
, , ,

1
.

sin

R N R Nf f
r

r


         

  


      (25) 

После перехода в η-представление [1–3], в ко-
тором представлен гамильтониан (6), получаем 

   
1 11 00 4 4; R Ng f


         .    (26) 

Если использовать функции (9) в виде 

 
   
   3

1 1
, ,

im

R N

f
e

f ig





    
     
       

, (27) 

то компоненты плотности тока (24) с учетом  
(25)–(27) можно представить в виде 

        0 2 2
2

1 1
,

R N

j f g
f





         
 (28) 

       1 2
2

2
,rj j f g            
   (29) 

       2 1
13 2

2
,

R N

j j f g
f

 



          


 (30) 

   3
3 1

2

1

sin
R N

i
j j f g

f





     
 

 

    3 3 3 3           .            (31) 

С учетом явного вида угловых функций (12) 

радиальная плотность тока  1j   равна нулю во 

всей области изменения  , кроме 0 . Анало-

гично 3 0j  , кроме области 0 . 
 
 

7. Эрмитовость дираковского гамильтониана  
в поле Райсснера – Нордстрёма 

 
Эрмитовость гамильтониана будем рассмат-

ривать для двух случаев области определения ρ.  
Первый случай – это область вне «внешнего 

горизонта событий» 

     .                         (32) 
Второй случай – область под «внутренним го-

ризонтом событий» 
0    .                          (33) 

Для рассматриваемых случаев гамильтониан 
(6) является эрмитовым. Это можно показать, ис-
пользуя общее условие эрмитовости дираковских 
гамильтонианов во внешних гравитационных по-
лях, доказанное в [1]. 

 

  0k
kdS g j  .                   (34) 

Для сферически-симметричного поля Райс-
снера – Нордстрёма и рассматриваемых случаев 
условие (34) сводится к 

   2 1 2 14 4 0,j j             (35) 

 2 14 0.j                        (36) 

Из рассмотрения в п. 6 видно, что условие эр-
митовости гамильтониана (6) выполняется для ка-
ждой из двух рассматриваемых областей опреде-
ления радиальных волновых функций    ,F G  . 

Таким образом, для каждого случая при вве-
дении граничных условий система уравнений (17) 
будет обладать стационарным вещественным 
энергетическим спектром связанных состояний 
частиц со спином ½. 

 
 

8. Граничные условия вблизи  
«горизонтов событий» 

 
Из соотношений (29)–(31) видно, что при ра-

венстве нулю компонент тока rj  и   θ-компо- 

нента неограниченно растет при        и 

при       . 

Отсюда, как и для поля Шварцшильда [4, 5], 
естественным граничным условием вблизи «гори-
зонтов событий» является ограничение θ-компо- 

ненты дираковского тока при min
    и при 

max
   . С учетом вида функций (9), (12), (19), 

(21), (27) простейшим ограничением являются ус-
ловия  

   
   

min min

max max

для области определения (32)

для области определения (33)

0 ,

0 .

f g

f g

 

 

  

  
(37) 

С учетом (19)–(22), (27) условия (37) преобра-
зуются к виду 

  
 

min

min

sin 2 ln 0,

ln , 1,3,5...,
2

M

M N N

   

   

    


      

(38) 

  
 

max

max

sin 2 ln 0,

ln , 1,3,5...
2

M

M N N

   

   

     


      

 (39) 

Условия (38), (39) определяют вещественный 
энергетический спектр системы уравнений (17) 
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для областей определения волновых функций  
(32), (33). 

В условиях (38), (39) используются лишь  
нечетные значения N по соображениям, изложен-
ным в [5]. 

 
 
9. Экстремальное поле Райсснера – Нордстрёма 

и голая сингулярность 
 
Экстремальное поле реализуется при 

 2Q G M Q    . В этом случае внешний и 

внутренний «горизонты событий» совпадают, их 
радиусы равны 

      .                       (40) 
Для данного случая система уравнений для 

радиальных волновых функций  F   и  G   

имеет вид  

2

2

2

2

1 1

1

1 0,

1 1

1

1 0.

em

em

dF
F

d

G

dG
G

d

F

 
                

 
 

  
        

 
                

 
 

  
        

      (41) 

Волновые функции определены в интервале 

 0,   за исключением окрестности около «го-

ризонта событий». Поведение волновых функций 
вблизи «горизонта событий» имеет вид 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Граничные условия (38), (39) для рассматри-
ваемого случая имеют вид 

2
min

2
min

1
sin 2 0,

1
, 1,3,5...

2

em

em N N







              
             

(44) 

2
max

2
max

1
sin 2 0,

1
, 1,3,5...

2

em

em N N







              
             

(45) 

Система уравнений (41) с граничными усло-
виями (44), (45) обладает дискретным стационар-
ным вещественным энергетическим спектром для 
дираковских заряженных и незаряженных частиц, 
находящихся как под, так и над «горизонтом со-
бытий». Гравитационный радиус     является 
особой точкой, играющей роль бесконечно боль-
шого потенциального барьера, запрещающего 
квантово-механическим частицам со спином ½ 
пересекать с любой стороны «горизонт событий». 

Рассмотрим кратко случай голой сингулярно-
сти, который реализуется при Q   , т. е. при 

2Q G M . 
В этом случае внешний и внутренний «гори-

зонты событий» исчезают, величины ,    в (15), 
(16) становятся комплексными числами. Асимпто-
тики (18), (23) показывают отсутствие стационар-
ных связанных состояний частиц со спином ½.  

 
 

10. Заключение 
 
По результатам данной работы можно сделать 

следующие выводы: 
1. Для метрики Райсснера – Нордстрёма пока-

зана возможность существования стационарных 
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2

2

1
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1
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em

em

A
F

A
G





                  
                 

                                   (43)
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2

2

1
cos

1
sin

em

em

B
F

B
G





                
                 

                                    (43)

 (42)
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связанных состояний дираковских частиц с массой 
m и с зарядом  e . 

2. Связанные состояния с вещественным энер-
гетическим спектром могут существовать как вне 
внешнего «горизонта событий», так и под внутрен-
ним «горизонтом событий» – горизонтом Коши. 

3. Внешний и внутренний «горизонты собы-
тий» выступают в роли бесконечно больших по-
тенциальных барьеров, лишающих возможности 
их пересечения пробными дираковскими частица-
ми. Волновая функция дираковской частицы в ин-
тервале между внутренним и внешним «горизон-
том событий» равна нулю. Для экстремального 
поля Райсснера – Нордстрёма, когда Q   , роль 

такого барьера играет оставшийся единственный 
«горизонт событий» с радиусом       . 

 
По результатам проведенного анализа вместе 

с результатами работ [4, 5] можно сделать предпо-
ложение о существовании нового типа коллапса-
ров. Эти коллапсары: 

– инертные (дираковские частицы не могут 
проникать под «горизонты событий»); 

– не излучают по Хокингу [13] (излучение 
Хокинга требует существования волновой функ-
ции (операторов поля Дирака) между внешним и 
внутренним «горизонтом событий» [14–21]); 

– при Q    обеспечивают существование 

стационарных связанных состояний частиц со 
спином ½ над внешним и под внутренним «гори-
зонтами событий». 

Таким образом, результаты данной работы и 
работ [4, 5] могут быть полезными в совершенст-
вовании некоторых аспектов стандартной космо-
логической модели, связанных с эволюцией Все-
ленной и с взаимодействием коллапсаров с окру-
жающей средой. 

Авторы благодарят за большую техническую 
помощь в подготовке работы А. Л. Новоселову. 
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