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СТАЦИОНАРНЫЕ СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ ЧАСТИЦ СО СПИНОМ ½  
В ГРАВИТАЦИОННЫХ ПОЛЯХ КЕРРА И КЕРРА – НЬЮМЕНА 

 
М. В. Горбатенко, В. П. Незнамов1 

 
ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, Саров Нижегородской обл. 

 
Для гравитационных полей Керра и Керра – Ньюмена с использованием гамильто-

ниана Чандрасекара обоснована возможность существования стационарных связанных 
состояний пробных частиц со спином ½. При выполнении условия Гильберта 00 0g   

связанные состояния дираковских частиц с вещественным дискретным энергетическим 
спектром возможны как для частиц находящихся вне поверхности внешней эргосферы 
полей Керра и Керра – Ньюмена, так и для частиц, находящихся под поверхностью внут-
ренней «эргосферы». В этом случае поверхности внешней и внутренней эргосфер игра-
ют роль бесконечно больших потенциальных барьеров. Квантово-механические частицы 
со спином ½ не могут пересекать поверхности эргосфер полей Керра и Керра – Ньюмена. 
По результатам работы можно сделать предположение о существовании нового типа 
вращающихся коллапсаров, для которых отсутствует излучение по Хокингу. Результаты 
работы могут привести к корректировке некоторых аспектов стандартной космологиче-
ской модели, связанных с эволюцией Вселенной и с взаимодействием вращающихся 
коллапсаров с окружающей средой. 

 

Ключевые слова: уравнение Дирака, гравитационное поле Керра – Ньюмена, стацио-
нарные связанные состояния, самосопряженные гамильтонианы, дискретный энергети-
ческий спектр. 

 
 

1. Введение 
 

Авторами в работах [1–3] с помощью методов 
псевдоэрмитовой квантовой механики для произ-
вольных внешних гравитационных полей, в том 
числе зависящих от времени, разработан алгоритм 
получения самосопряженных дираковских га-
мильтонианов с плоским скалярным произведени-
ем волновых функций. 

Из одночастичной квантовой механики следу-
ет, что при существовании эрмитовости гамильто-
ниана, при наличии квадратично интегрируемых 
волновых функций и при установлении соответст-
вующих граничных условий самосопряженные 
гамильтонианы, не зависящие от времени, должны 
обеспечивать существование стационарных свя-
занных состояний частиц с вещественным энерге-
тическим спектром. 

В работах [4, 5] для гравитационного поля 
Шварцшильда с использованием самосопряженого 
гамильтониана с плоским скалярным произведе-
нием волновых функций для любых значений 

гравитационной константы связи в численных 
расчетах впервые получены стационарные связан-
ные состояния частиц со спином ½, не распадаю-
щиеся со временем. 

Для выполнения условия Гильберта 00 0g   в 
численных расчетах введено граничное условие, 
при котором компоненты вектора плотности тока 
дираковских частиц равны нулю вблизи «горизон-
та событий». 

В работе [6] аналогичный подход был приме-
нен к квантово-механическому поведению дира-
ковских частиц в заряженном гравитационном по-
ле Райсснера – Нордстрёма. В результате сделан 
вывод, что связанные состояния частиц со спином 
½ с вещественным дискретным энергетическим 
спектром могут существовать как вне внешнего 
«горизонта событий», так и под внутренним «го-
ризонтом событий» – горизонтом Коши. 

При выполнении условия 00 0g   «горизонты 
событий» полей Шварцшильда и Райсснера – Норд-
стрёма при квантово-механическом рассмотрении 
являются бесконечно большими потенциальными 
барьерами, лишающими возможности пересекать 
их пробными дираковскими частицами. Отсюда 

____________________ 
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следует, что такие коллапсары не могут излучать 
по механизму Хокинга [7].  

В настоящей работе по аналогии с работами 
[4–6] проводится анализ возможности существова-
ния стационарных связанных состояний дираков-
ских частиц в гравитационных полях Керра [8] и 
Керра – Ньюмена [9]. В результате анализа делается 
вывод, что связанные состояния частиц со спином 
½ с вещественным энергетическим спектром могут 
существовать как вне поверхности внешней «эрго-
сферы» полей Керра и Керра – Ньюмена, так и под 
поверхностью внутренней эргосферы. 

Результаты численного определения энерге-
тического спектра и волновых функций будут 
приведены в следующей работе. 

Данная работа построена следующим образом. 
Раздел 2 посвящен квантово-механическому пове-
дению дираковских частиц в поле Керра. В под-
разделах 2.1, 2.2 вводятся обозначения и приво-
дятся метрика Керра в координатах Бойера –
 Линдквиста и два дираковских гамильтониана. 
Один из них – самосопряженный гамильтониан с 
плоским скалярным произведением волновых 
функций, полученный авторами в работе [3]. Вто-
рой – физически эквивалентный гамильтониан 
Чандрасекара, полученный в работе [10]. 

Поскольку Чандрасекаром в [10] для уравне-
ния Дирака в поле Керра была проведена проце-
дура разделения угловых и радиальных перемен-
ных, в подразделе 2.3 анализируются уравнения и 
асимптотика для радиальных волновых функций. 

В подразделе 2.4 обсуждаются вопросы эрмито-
вости гамильтониана, граничные условия для волно-
вых функций и делается вывод о существовании 
стационарных связанных состояний дираковских 
частиц с вещественным энергетическим спектром. 

В подразделе 2.5 обсуждается случай экстре-
мального поля Керра и случай «голой» сингуляр-
ности. 

В разделе 3 аналогично исследуется возмож-
ность существования стационарных связанных 
состояний дираковских частиц в поле Керра –
 Ньюмена. 

В Заключении приведены основные выводы 
проведенного анализа. 
 
 

2. Гравитационное поле Керра 
 

2.1. Метрика Керра в координатах  
Бойера – Линдквиста 

 

Решение уравнений ОТО Керра характеризу-
ется точечным источником гравитационного поля 

с массой М, вращающимся с угловым моментом 
McJ a , где с – скорость света. 
Ниже будем использовать систему единиц 

1c  . 
Тетрадные векторы определяются соотноше-

нием 
v

vH H g
     ,                      (1) 

где 

 diag 1, 1, 1, 1     .                 (2) 

Глобальные (неподчеркнутые) индексы под-
нимаются и опускаются с использованием метри-

ческого тензора vg  и обратного тензора vg ;  

локальные (подчеркнутые) индексы поднимаются 
и опускаются с использованием тензоров  , 

 . 
Матрицы Дирака удовлетворяют соотноше- 

ниям: 

2g E          ,                  (3) 

2 E          ,                  (4) 
где E – единичная 4×4 матрица. 

Связь между   и   определяется выраже-
нием 

H  
   .                          (5) 

Метрика Керра в координатах Бойера – Линдк-
виста  , , ,t r    имеет вид 

2
2 2 2 20 0

2 2

2
1 sin k

k k

r r ar r
ds dt dtd dr

  
           

 

2
2 2 2 2 2 2 20

2
sin sin .k

k

a r r
d r a d

 
          

   (6) 

В выражении (6) 0 2

2GM
r

c
 – гравитационный 

радиус («горизонт событий»), G – гравитационная 

постоянная, 2 2 2 2cosk r a    , 2 2
0r r r a    . 

В соответствии с условием Гильберта 

 00 0g   в метрике (6) подразумевается выполне-

ние неравенства 

0
2

1 0
k

r r 
    

.                         (7) 

В координатах  ,r   равенство нулю выраже-

ния (7) определяет внешнюю и внутреннюю эрго-
сферы поля Керра. 

Контравариантный тензор g  имеет вид: 
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2
2 2 20 0

2 2

2

2

0 0
2 2 2

1
sin 0 0

0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 1

sin

k k

k

k

k k

a r r ar r
r a

g

ar r r r



 
       









 
       

                            (8) 

 

2.2. Гамильтонианы частиц со спином ½  
в поле Керра 

 

В работе [3] для метрики (6) авторами в  
η-представлении получен самосопряженный дира-
ковский гамильтониан с плоским скалярным про-
изведением волновых функций. Он имеет доста-
точно сложный вид: 

0 0 1

00 00

0 2 0 3
0000

0 10
00 2 00

0 2 3 1

00

00
0 00 2

1

1
ctg

2 sin

2

1

2 4

sin

k

k

k k

k

k k

m i
H

r rg g

i i

gg

ar ri i

rg g

i i

g

r
g ar

r g


          

              

        
     
        
  

  
        

 2 3 00
0 00 2

sin .
4 k k

i r
g ar

g

  
          

     (9) 

Если в выражении (9) ограничиться линейны-
ми членами по a, мы получим самосопряженный 
гамильтониан для слабого поля Керра 

0 0 1 0 10
2

0 2 3

1

2

1 1 1
ctg

sin

app
s s

s

ir
H m f if

r r r

i f
r r r


            

                

 

3 10 0
3 3

3
sin .

4

iar ar
i

r r


   


             (10) 

В (10) 01 .s
r

f
r

   

При 0a   гамильтонианы (9), (10) совпадают 
с самосопряженным гамильтонианом в поле 
Шварцшильда [3–5]. 

В отличие от центрально-симметричных гра-
витационных полей Шварцшильда, Райссне- 
ра – Нордстрёма и др. аксиально-симметричное 
поле Керра не позволяет использовать для отделе-
ния угловых переменных в уравнении Дирака 
сферические гармоники со спином ½. 

Чандрасекар в работе [10] провел разделение 
переменных в дираковском гамильтониане с мет-
рикой (6), используя двухкомпонентный спинор-
ный формализм Пенроуза – Ньюмена [11] и еди-
ничную тетраду Kinnersley [12]. 

Следуя работам [13–14], уравнение Дирака и 
гамильтониан Чандрасекара можно записать в бис-
пинорной форме 

0
00

Ch
Ch

m
i H

t g


     

 

0 0 0
00 00

.k k k
Chk

i i
i

g x g


          

     (11) 

В выражении (11) 01,2,3, , kk    – биспи-
норные связности, вычисляемые стандартным об-
разом. 

Остальные величины имеют следующий вид: 

*

A

Ch
B

P

Q

 
  
 
 

.                        (12) 

В уравнении (11) 
'

'

0 2

2 0

AB

T

AB






 
        

,           (13) 

*
'

*

'

2 2 ;

2 2 .

AB

T

AB

n m

m l

l m

m n

 


 

 


 

         
 

       
 

        (14) 
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В соотношениях (13), (14) индексы , 'A B  при-
нимают значения 0 и 1, значки *  и Т означают 
комплексное сопряжение и транспонирование. 

Компоненты тетрады Kinnersley равны 

 

2 2

2 2
2

1
,1,0, ,

2

1
, ,0, ,

2

1
sin ,0,1, .

sin2 cos

k

r a a
l

n r a a

i
m ia

r ia







 
     

    

      

   (15) 

Обратный метрический тензор (8) выражается 
через компоненты тетрады (15) следующим обра-
зом: 

* *v v v v vg l n n l m m m m        .       (16) 

Гамильтониан Чандрасекара (11) физически 
эквивалентен самосопряженному гамильтониану 
(9), поскольку они связаны друг с другом преобра-
зованием подобия. 

Для волновых функций уравнения Дирака с 
гамильтонианом Чандрасекара (11) в скалярном 
произведении присутствует весовой оператор 
Паркера [1–3], [15]  

0 0
p Gg    ,                       (17) 

где для метрики Керра в координатах Бойера –

 Линдквиста 
4

4
k

Gg
r


  [3]. 

При использовании самосопряженного га-
мильтониана (9) 1p  . 

Если определить оператор η из равенства 

p
    ,                          (18) 

то гамильтониан Чандрасекара будет связан с га-
мильтонианом (9) преобразованием подобия 

1
ChH H 

    .                      (19) 

Из формулы (19) следует, что оба гамильто-
ниана имеют одинаковый энергетический спектр. 

В общем случае выражение для оператора η 
является сложным и громоздким. В случае 0a   
(поле Шварцшильда) оператор η диагонален и 
имеет вид 

1 1
diag ,1,1,

s sf f

 
   

  
.                (20) 

С учетом вышесказанного для анализа воз-
можности существования стационарных связан-
ных состояний частиц со спином ½ в поле Керра 
далее воспользуемся процедурой разделения пе-

ременных, реализованной Чандрасекаром в [10] 
(см. также [13]). 

Для стационарного случая волновую функцию 
в уравнении (11) можно записать в виде 

   , iEtt e  r r ,                  (21) 

где E – энергия пробной дираковской частицы. 
Далее, представляя функцию (21) в виде  

 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

1

cos

1

, ,
1

1

cos

imiEt
Ch

R r S
r ia

R r S

t e e

R r S

R r S
r ia



 

 


 

 

 
 

  
 
     
 

  
 
     

r (22) 

можно получить отдельно два уравнения для угло-

вых функций 
 
 

 
 ,S S

 
   и два уравнения для 

радиальных функций 
 
 

 
 ,R r R r

 
: 

 
 

 
 

 
 

 

 
 
 

1 1
sin ctg

sin 2

cos ,

1 1
sin ctg

sin 2

cos ,

d
aE m S

d

am S

d
aE m S

d

am S













          

    

          

    

  (23) 

 
   

 
 

 
   

 
 

1
2

1
2

,

.

d K
i R r imr R r

dr

d K
i R r imr R r

dr

 

 

       

       

     (24) 

В уравнениях (24) 

 2 2K r a E m a   .                  (25) 

В уравнениях (23), (24) параметр λ является 
константой разделения. В отличие от центрально 
симметричных полей Шварцшильда и Райсснера –
 Нордстрёма кроме стандартной зависимости λ от 
квантовых чисел ,j l  в поле Керра λ зависит также 

от магнитного квантового числа m , углового мо-

мента а, энергии и массы пробной частицы и для 
соблюдения условия Гильберта (7) от радиальной 
координаты r. Таким образом, при решении ради-
альных уравнений (24) для каждого значения 
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энергии E, момента a, квантового числа m , ради-

альной координаты r для определения параметра λ 
необходимо решать уравнения (23) с граничными 
условиями, вообще говоря, зависящими от r. 

В диссертации [14] автор, не выполняя усло-
вие (7), численно определил константу разделения 
λ в интервале значений aE от нуля до восьми и 

вплоть до 
11

2
j  . 

Угловые функции 
 
 

 
 ,S S

 
   являются сфе-

роидальными гармониками. Обзор их широкого 
применения в теоретической физике можно найти, 
например, в [14]. 

Сфероидальные гармоники удовлетворяют 
следующим соотношениям симметрии: 

 
 

 
 

     
1 1

2 2
, , , ,

,

1 ;
j l j ll m

l m E l m E

S S

S S
 

 

   

    

     
      (26) 

         , , , , , ,1 ;
j

j l m E j l m ES S
         (27) 

          
1 11

2 22
, , , ,1 .
j l j lm

l m E l m ES S
 

   
      (28) 

 
2.3. Уравнения и асимптотика для радиальных 

волновых функций 
 

Поскольку из системы уравнений (24) следует, 

что 
 

 
 
 *R r R r

 
 , получим уравнения для веще-

ственных радиальных функций 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

,

.

g r R r R r

f r i R r R r

 

 

 

 
    

 

             (29) 

Уравнения для функций  f r  и  g r  имеют 

следующий вид: 

2

2 2

2

2 2

1 0,

1 0.

K
K

K

K
K

K

fd
f f f

dr r

m aa
E f m g

r r

fd
f g g

dr r

m aa
E f m f

r r





  

  
          

  

  
          

       (30) 

В уравнениях (30) 

2
0

2
1K

r a
f

r r
   .                     (31) 

Условие (7) обуславливает рассмотрение лишь 
положительных значений 0Kf  . Величину Kf  в 
(31) можно представить в виде 

1 1K
r r

f
r r
       

  
,                  (32) 

где  
2

20 0

2 4

r r
r a    .                   (33) 

При 2 2
0 4r a  величины r  являются внешни-

ми и внутренними радиусами «горизонтов собы-
тий» поля Керра. 

Введем безразмерные переменные 

0 2
; ; 2 ; ;a

c c c

rE r GMm a

m l l c l
        


 cl mc




– 

комптоновская длина волны пробной дираковской 
частицы. 

В безразмерных переменных величины (32), 
(33) можно представить в виде 

1 1Kf
     

       
,                 (34) 

2 2
a      ,                    (35) 

2 2
a      .                    (36) 

Уравнения (30) в безразмерных переменных 
имеют вид 

2

2 2

2

2 2

1 1

1 1

1 1 1 0,

1 1

1 1

1 1

aa

aa

df
f

d

m
g

dg
g

d

m

 

 

  

 

 

 

    
                      

                             

    
                      

     
             

1 0.f
         

 (37) 

Поскольку в уравнениях (30), (37) значения 
0Kf   возможны лишь при     и    , то 

волновые функции в области между внешним и 
внутренним «горизонтами событий»         

равны нулю. 
При     в соответствии с условием (7) об-

ластью определения волновых функций уравнения 
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Дирака в поле Керра является пространство 

 , ,    с радиусами     большими, чем радиусы 

поверхности внешней эргосферы. При     обла-
стью определения волновых функций, наоборот, 
является область с радиусами     меньшими, чем 

радиусы поверхности внутренней эргосферы. 
Если угловой момент а равен нулю, т. е. 
0a  , то 2 ; 0      . В этом случае уравне-

ния (30), (37) будут совпадать с системой радиаль-
ных уравнений для поля Шварцшильда с одним 
«горизонтом событий» ( 0r r  или 2   ); кон-
станта разделения λ перестает зависеть от энергии 
частицы и от расстояния ρ, и становится равной 
константе разделения  в системе дираковских 
уравнений во внешнем поле кулоновского потен-
циала 

  1
1 ,

21, 2... .
1

,
2

l j l

l j l

        
  


          (38) 

Рассмотрим асимптотику радиальных волно-
вых функций    ,f g   при  ; 

      ;       ; 0 . 

При   асимптотическое поведение вол-

новых функций    ,f g   для финитного движе-

ния является таким же, как и для центрально-сим- 
метричных гравитационных полей Шварцшильда, 
Райсснера – Нордстрёма и др. [4–6]. 

При   
21

1
.

1

f Ce

g f

 

 
 

 

                       (39) 

Поведение волновых функций    ,f g   

вблизи «горизонтов событий» по своей структуре 
также близко к поведению радиальных функций в 
случае полей Шварцшильда и Райсснера – Норд-
стрёма [4–6]. 

При        

  
  

sin ln ,

cos ln .

f A M

g A M

  

  

    

    
           (40) 

В формуле (40) 
22

2 22 2
1 .

2

aa

a

m
M 


 

   
            

     (41) 

При        

  
  

cos ln ,

sin ln .

f B M

g B M

  

  

    

    
          (42) 

В (42) 
22

2 22 2
1 .

2

aa

a

m
M 


 

   
            

    (43) 

При 0  система уравнений (30) сводится к 
уравнениям 

 

 

0,

0.

a a

a a

mdf
f g

d

mdg
g f

d





   
        
   

        

           (44) 

Зависимость     при 0  должна опреде-

ляться из решения угловых уравнений (23) с соот-
ветствующими граничными условиями, опреде-
ляемыми выполнением неравенства (7). 

В соотношениях (39), (40), (42) величины 
, , , ,C A B    – постоянные интегрирования. 
Как и в случае полей Шварцшильда и Райс-

снера – Нордстрёма [4–6], осциллирующие функ-
ции f и g плохо определены на внешнем и внут-
реннем «горизонте событий» и расходятся при 

       и при       . Для 

обеспечения квадратичной интегрируемости рас-
сматриваемых функций и в соответствии с усло-
вием (7) необходимо сужение их области опреде-

ления до интервала min ,  , где min
    , и до 

интервала  max0,    , где max
    . 

 
2.4. Эрмитовость гамильтониана  

Чандрасекара, граничные условия  
для волновых функций 

 

Согласно общей теореме, доказанной в [2], 
стационарный гамильтониан Чандрасекара являет-
ся псевдоэрмитовым или, другими словами, эрми-
товым с весовым оператором Паркера (17). 

В работах [4–6] эрмитовость исходных га-
мильтонианов для полей Шварцшильда и Райс-
снера – Нордстрема с учетом поведения волновых 
функций определялась с использованием явного 
вида сферических гармоник для частиц со спином 

½. В нашем случае угловые функции 
 
 

 
 ,S S

 
   

могут быть определены лишь при численном ре-
шении уравнений (23) и прямое подтверждение 
эрмитовости гамильтониана уравнения (11) 
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    , ,Ch ChH H      не представляется воз-

можным. Однако сходная с полями Шварцшильда 
и Райсснера – Нордстрёма структура уравнений 
для радиальных волновых функций, сходные 
асимптотики для радиальных функций при   
и вблизи «горизонтов событий», гладкие зависи-

мости 
 
 

 
 ,S S

 
  , полученные автором [14] в 

численных расчетах, позволяют с большой долей 
уверенности считать гамильтониан Чандрасекара 
также эрмитовым. 

Граничные условия для волновых функций 
определяются выполнением условия Гильберта (7). 

При  02 r r         угловые функции 

 
 

 
 ,S S

 
   и параметр разделения λ при задан-

ном значении , ,E a m  вычисляются из уравнений 

(23) с использованием условия регулярности функ-
ций в полюсах при cos 1    (см., например, [14]). 

При  02 r r r         для выполнения 

условия (7) необходимо на поверхности внешней 
эргосферы угловые функции положить равными 
нулю. 

Для другой области определения волновых 
функций  0 0 r r        для выполнения ус-

ловия (7) угловые функции должны быть равными 
нулю на поверхности внутренней эргосферы. 

При таком задании граничных условий пара-
метр разделения λ будет зависеть от радиальной 
координаты ρ. Определяя зависимость     в се-

рии численных расчетов уравнений (23), далее 
можно определять энергетический спектр, решая 
систему радиальных уравнений (30). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Исходя из эрмитовости исходного гамильто-
ниана и самосопряженности гамильтониана (9), 
искомый энергетический спектр будет стационар-
ным и вещественным. 

2.5. Экстремальное поле Керра и «голая»  
сингулярность 

 

Экстремальное поле реализуется при 

0

2a
r

a
     
 

. В этом случае внешний и внут-

ренний «горизонты событий» совпадают, их ради-
ус равен 

      .                         (45) 
Радиусы поверхностей внешней и внутренней 

эргосфер равны 

   0
1,2

1 sin
2erg
r

r    .                 (46) 

Для рассматриваемого случая система уравне-
ний (30) для радиальных волновых функций 

   ,f g   сводится к виду 

2

2

2 2

2

2

2 2

1

1

1 1 0,

1

1

1 1 0.

df
f

d

ma
g

dg
g

d

ma
f






 

 
      

    
             


 

 
      

    
             

        (47) 

Волновые функции определены в интервале 

 0,   за исключением окрестности около «го-

ризонта событий». Поведение волновых функций 
вблизи «горизонта событий» имеет вид 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Для экстремального поля Керра подход, выра-
ботанный в предыдущих разделах для определения 
стационарных связанных состояний дираковских 
частиц, не претерпевает идеологических изменений. 

 

 

2

2

1
sin 2

1
cos 2

m
f A

m
g A







  
              

  
             

                                         (48)

 

 

2

2

1
cos 2

1
sin 2

m
f B

m
g B







  
             

  
              

                                         (49)
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Система уравнений (47) с граничными усло-
виями, обсужденными в подразделе 2.4, обладает 
дискретным стационарным вещественным спек-
тром для дираковских частиц, находящихся либо 
над внешней эргосферой, либо под поверхностью 
внутренней эргосферы. Эти поверхности играют 
роль бесконечно больших потенциальных барье-
ров, запрещающих квантово-механическим части-
цам со спином ½ пересекать их с любой стороны. 

Рассмотрим интересный случай «голой»  
сингулярности, который реализуется при 

0

2a
r

a
     
 

. 

В этом случае внешний и внутренний «гори-
зонты событий» исчезают, величины ,    в (35), 
(36) становятся комплексными числами. 

По мере возрастания углового момента вра-

щения 0

2

r
a   происходит уменьшение области 

 ,  , где не выполняется условие 00 0g   (7). 

В пределе бесконечно большого момента а огра-
ничение области определения волновой функции 

 , ,r    сводится к узкой полосе в экваториаль-

ной плоскости с 
2


   и 00 r r  . 

Поскольку выполнение условия Гильберта 

00 0g   требует и для случая «голой» сингулярно-
сти ограничений на область определения волновой 
функции уравнения Дирака в поле Керра, анализ 
уровней энергии дираковских частиц требует спе-
циального рассмотрения, связанного с проведени-
ем численных расчетов уравнений (30), (37). 

 
 

3. Гравитационное поле Керра – Ньюмена 
 
Решение уравнений ОТО Керра – Ньюмена ха-

рактеризуется точечным электрически заряжен-
ным источником гравитационного поля с массой 
М и зарядом Q, вращающимся с угловым момен-
том McJ a . 
 

3.1. Метрика Керра – Ньюмена в координатах 
Бойера – Линдквиста  , , ,t r    

 

 22
002 2 2

2 2

2
1 sin

QQ

k k

a r r rr r r
ds dt dtd

 
     
   

 

2
2 2 2k

k
K N

dr d



   


 

 2 2
02 2 2 2 2

2
sin sin .

Q

k

a r r r
r a d
 
      
 
 

   (50) 

В выражении (50) по сравнению с выражени-
ем для метрики Керра (6) присутствуют новые 
обозначения, связанные с присутствием электри-
ческого заряда Q: 

22
2 2 0

2 2 2
; 1 Q

Q K N K N

rrGQ a
r r f r

rc r r
 

 
       
 
 

. 

В соответствии с условием Гильберта (g00
 > 0) 

в метрике (50) подразумевается выполнение нера-
венства 

2
0

2
1 0Q

k

r r r 
  
  

.                   (51) 

Равенство нулю выражения (51) определя- 
ет внешнюю и внутреннюю эргосферы поля Кер-
ра – Ньюмена. 
 

3.2. Разделение переменных, уравнения  
и асимптотика для радиальных  

волновых функций 
 

Автор работы [16], используя подход Чандра-
секара [10], провел разделение переменных в 
уравнении Дирака в поле Керра – Ньюмена с мет-
рикой (50), используя двухкомпонентный спинор-
ный формализм Пенроуза – Ньюмена [11] и еди-
ничную тетраду Kinnersley [12]. 

В результате уравнения для угловых функций 
 
 

 
 ,S S

 
   остаются такими же, как и для поля 

Керра (см. (23)). Уравнения для радиальных функ-

ций 
 

 
 

 ,K N K NR r R r
 

   имеют вид 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

1
2

1
2

,

.

K N
K NK N

K N

K N

K N
K NK N

K N

K N

Kd
i R r

dr

imr R r

Kd
i R r

dr

imr R r





















 
    

  

 
    

  

          (52) 

В уравнениях (52) 

 2 2
K NK r a E m a eQr     . 

Из системы уравнений (52) следует, что 
 

 
 

 * K NK NR r R r
 

  . Тогда для вещественных 

функций 
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1

1

,

.

K N K N

K N K N

g r R r R r

f r i R r R r

 

 

 

 

 

 
    

 

        (53) 

уравнения (52) имеют следующий вид: 

1
1

2

12 2

1
1

2

12 2

1 0,

1 0.

K N
K N

K N

K N
K N

K N

fdf
f f

dr r

m aa eQ
E m f g

rr r

fdg
f g

dr r

m aa eQ
E m f f

rr r














 

  
           


 

  
           

(54) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В уравнениях (54) 

2 2
0

2
1 Q

K N

a rr
f

r r



   .               (55) 

Условие (51) обуславливает рассмотрение 
лишь положительных значений 0K Nf   . 

Первоначально рассмотрим случай, когда 
2 2

0 2 Qr a r  .                     (56) 

В этом случае K Nf   можно представить  
в виде 

1 1K N K N
K N

r r
f

r r

 
 


  

      
  

,          (57) 

где 
2

2 20 0

2 4K N Q
r r

r a r
     .             (58) 

Величины K Nr  являются внешними и внут-
ренними радиусами «горизонтов событий» поля 
Керра – Ньюмена. 

В безразмерных переменных ; ;
c

E r

m l
     

0 2
2 ; ;Q

Q
c c

rr GMm GQm

l c l c
     

 
 em

eQ

c
 


 

выражения (57), (58) можно представить в виде 

1 1K N K N
K Nf

 
 


   

         
,           (59) 

2 2 2
K N a Q

       .              (60) 

Уравнения (54) в безразмерных переменных 
имеют вид 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Как и для поля Керра, в соответствии с усло-

вием (51) областью определения волновых функ-
ций    1 1,f g   в уравнениях (61) является про-

странство  , ,    с радиусами большими, чем 

радиусы поверхности внешней эргосферы и с ра-
диусами     меньшими, чем радиусы поверхно-

сти внутренней эргосферы поля Керра – Ньюмена. 
Асимптотическое поведение радиальных вол-

новых функций для финитного движения по своей 
структуре такое же, как и для поля Керра. 

При   
21

1

1 1

,

1
.

1

f Ce

g f

 

 
 

 

                        (62) 

При  K N K N
 
      

1
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                                 (61)
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1

1

sin ln ,

cos ln ,

K N K N K N

K N K N K N

f A M

g A M

  
  

  
  

    

    
   (63) 

где 

 2
2 2 22

K N
K N

a Q

M







 

  
 

   
2

2 2
1 .a em

K NK N K N

m
   

  
               

    (64) 

При  K N K N
 
      

  
  

1

1

cos ln ,

sin ln ,

K N K N K N

K N K N K N

f B M

g B M

  
  

  
  

    

    
   (65) 

где 

 2
2 2 22

K N
K N

a Q

M







 

  
 

   
2

2 2
1 a em

K NK N K N

m
   

  
               

.    (66) 

При 0  система уравнений (61) сводится к 
уравнениям: 

 

 

2
1

1 12 2 2 22 2

2
1

1 12 2 2 22 2

0,

0.

aa

a Q a Qa Q

aa

a Q a Qa Q

m adf
f g

d

m adg
g f

d





        
          

        
           

(67) 

Зависимость     при 0  должна опреде-

ляться из решения угловых уравнений (23) с соот-
ветствующими граничными условиями, опреде-
ляемыми выполнением неравенства (51). 

В (62), (63), (65) величины , , , ,K NC A B 
  

K N

 – постоянные интегрирования. 
Как и в случае полей Шварцшильда [4, 5], 

Райсснера – Нордстрёма [6] и Керра (см. (40)–(43)) 
осциллирующие функции 1f  и 1g  плохо опреде-
лены на внешнем и внутреннем «горизонте собы-

тий» и расходятся при  K N K N
 
      и 

при  K N K N
 
     . Для обеспечения квад-

ратичной интегрируемости рассматриваемых 

функций и в соответствии с условием (51) необхо-
димо сужение их области определения до интер-

вала  min
,K N




   
, где  min

K N K N
 
     и до 

интервала  max
0, K N




   
, где  max

K N K N
 
    . 

Эрмитовость дираковского гамильтониана в 
поле Керра – Ньюмена обосновывается так же как 
и для поля Керра ((п. 2.4) данной работы, см. так-
же [2, 17]). 

Граничные условия для волновых функций 
определяются также, как и для поля Керра (п. 2.4). 

В результате можно заключить, что система 
уравнений (61) имеет стационарный, веществен-
ный энергетический спектр. Численные величины 
этого спектра и вид волновых функций будут оп-
ределены позднее в численных расчетах. 

 

3.3. Экстремальное поле Керра – Ньюмена  
и «голая» сингулярность 

 

Экстремальное поле реализуется при 

2 2 2 20

2a Q Q
r

a r
        
 

. В этом случае 

внешний и внутренний «горизонты событий» сов-
падают, их радиус равен 

K N K N
 
      .                  (68) 

Радиусы поверхностей внешней и внутренней 
эргосфер равны 

  0
1,2

0

2
1 sin

2erg
r a

r
r

 
   

 
.            (69) 

Для рассматриваемого случая система уравне-
ний (61) сводится к виду 
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 (70) 

Волновые функции определены в интервале 

 0,   за исключением окрестности около «го-

ризонта событий». Поведение волновых функций 
вблизи «горизонта событий» имеет вид: 
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при       
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 (71) 

при       

 

 

1

2
2

2 2

1

2
2

2 2

cos

1
,

sin

1
.

aa em
K N

aa em
K N

f B

m

g B
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 (72) 

Система уравнений (70) с граничными усло-
виями, обсужденными в п. 2.4, обладает дискрет-
ным стационарным вещественным спектром для 
дираковских частиц, находящихся либо над по-
верхностью внешней эргосферы, либо под поверх-
ностью внутренней эргосферы поля Керра – Нью- 
мена. Поверхности внешней и внутренней эрго-
сфер играют роль бесконечно больших потенци- 
 

 

альных барьеров, запрещающих квантово-механи- 
ческим частицам со спином ½ пересекать их с лю-
бой стороны. 

Случай «голой» сингулярности реализуется 

при 2 2 2 20

2a Q Q
r

a r
        
 

. 

В этом случае внешний и внутренний «гори-

зонты событий» исчезают, величины K N

  и 

K N

  становятся комплексными числами. 
Как уже отмечалось в п. 2.5, анализ уровней 

энергии дираковских частиц в случае «голой» син-
гулярности поля Керра – Ньюмена требует специ-
ального рассмотрения, связанного с проведением 
численных расчетов решения уравнений (54), (61) 
с соответствующими граничными условиями. 

На рис. 1, 2 в координатах 
0

2
,

r
r

r

 
   

 
 приве-

дены области определения волновых функций урав-
нения Дирака в полях Керра и Керра – Ньюмена при 

некоторых значениях 
0

2
'

a
a

r
  и 

0

2
' Q

Q

r
r

r
 . 

Цветом указаны области, где из-за условия 
Гильберта 00 0g   волновые функции должны 
быть равны нулю.  

Цветными жирными линиями показаны внеш-
ние и внутренние поверхности эргосфер. 

                                            0,9a                                                          1a   

         
 
 

Рис. 1. Области определения волновых функций уравнения Дирака в поле Керра  

для некоторых значений 
0

2
'

a
a

r
  (см. также с. 14) 

 

0 r r1 2
r r

0 1 2
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                                    01,15, 30a                                                 010, 84a     

        

Рис. 1. Окончание 
 

                                     0,7, 0,5Qa r                                      0,5, 0,866Qa r    

         
 

          

                                01,15, 0,14, 30Qa r                            010, 0,49, 84Qa r      

Рис. 2. Области определения волновых функций в поле Керра – Ньюмена  

для некоторых значений 
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Заключение 
 
По результатам данной работы можно сделать 

следующие выводы: 
1. Для метрик Керра и Керра – Ньюмена пока-

зана возможность существования стационарных 
связанных состояний частиц со спином 1/2. 

2. Связанные состояния с вещественным энер-
гетическим спектром могут существовать для ди-
раковских частиц, находящихся как над поверхно-
стями внешних эргосфер, так и под поверхностями 
внутренних эргосфер полей Керра и Керра – Нью- 
мена. 

3. Поверхности внешних и внутренних эрго-
сфер при соблюдении условия Гильберта ( 00 0g  ) 
проявляют себя в роли бесконечно больших по-
тенциальных барьеров, лишающих возможности 
их пересечения квантово-механическими дираков-
скими частицами. 

4. Волновая функция частиц со спином ½ в 
области между поверхностями внешних и внут-
ренних эргосфер равна нулю. 

Отсюда следует, что возможно существование 
вращающихся коллапсаров нового типа. 

Эти коллапсары: 
– инертные (дираковские частицы не могут 

пересекать поверхности внешней и внутренних 
эргосфер); 

– не излучают по Хокингу [7] (излучение  
Хокинга требует существования волновой функ-
ции (операторов поля Дирака) в объеме между  
поверхностями внешних и внутренних эргосфер  
[18–25]); 

– по крайней мере при 

2 2 2 20

2a Q Q
r

a r
        
 

 обеспечивают су-

ществование стационарных связанных состояний 
дираковских частиц над внешними и под внутрен-
ними поверхностями эргосфер полей Керра и Кер-
ра – Ньюмена. 

Таким образом, результаты данной работы и 
работ [4–6] могут быть полезными в совершенст-
вовании некоторых аспектов стандартной космо-
логической модели, связанных с эволюцией Все-
ленной и с взаимодействием вращающихся кол-
лапсаров с окружающей средой. 
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СТАЦИОНАРНЫЕ СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ ЧАСТИЦ СО СПИНОМ ½  
В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ РАЙССНЕРА – НОРДСТРЁМА 

 
М. В. Горбатенко, В. П. Незнамов1 

 
ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, Саров Нижегородской обл. 

 
Для гравитационного поля Райсснера – Нордстрёма с использованием самосопря-

женного гамильтониана с плоским скалярным произведением волновых функций впер-
вые обоснована возможность существования стационарных связанных состояний проб-
ных частиц со спином ½. Связанные состояния дираковских частиц с вещественным 
дискретным энергетическим спектром возможны как для частиц, находящихся вне 
внешнего «горизонта событий», так и для частиц, находящихся под внутренним «гори-
зонтом событий» – горизонтом Коши. Для получения дискретного энергетического спек-
тра введено граничное условие, при котором компоненты вектора плотности тока рас-
сматриваемых дираковских частиц равны нулю вблизи «горизонтов событий». По ре-
зультатам работы можно сделать предположение о существовании нового типа заряжен-
ных коллапсаров, для которых отсутствует механизм излучения по Хокингу. Результаты 
работы могут привести к корректировке некоторых аспектов стандартной космологиче-
ской модели, связанных с эволюцией Вселенной и с взаимодействием заряженных кол-
лапсаров с окружающей средой. 

 
Ключевые слова: уравнение Дирака, гравитационное поле Райсснера – Нордстрёма, 

стационарные связанные состояния, самосопряженные гамильтонианы, дискретный 
энергетический спектр. 

 
 

1. Введение 
 
Авторами в работах [1–3] с помощью методов 

псевдоэрмитовой квантовой механики для произ-
вольных внешних гравитационных полей, в том 
числе зависящих от времени, разработан алгоритм 
получения самосопряженных дираковских га-
мильтонианов с плоским скалярным произведени-
ем волновых функций. 

Из одночастичной квантовой механики следу-
ет, что при существовании эрмитовости гамильто-
ниана, при наличии квадратично интегрируемых 
волновых функций и при установлении соответст-
вующих граничных условий самосопряженные 
гамильтонианы, не зависящие от времени, должны 
обеспечивать существование стационарных свя-
занных состояний частиц с вещественным энерге-
тическим спектром. 

В работах [4, 5] для гравитационного поля 
Шварцшильда с использованием самосопряженно-
го гамильтониана с плоским скалярным произве-
дением волновых функций для любых значений 

гравитационной константы связи впервые получе-
ны стационарные связанные состояния частиц со 
спином ½, не распадающиеся со временем. Для 
получения дискретного энергетического спектра 
введено граничное условие, при котором компо-
ненты вектора плотности тока частиц равны нулю 
вблизи «горизонта событий». 

При квантово-механическом рассмотрении 
«горизонт событий» является фактически беско-
нечно большим потенциальным барьером, кото-
рый лишает возможности пересекать его пробным 
дираковским частицам. Этим же свойством обла-
дают метрики Шварцшильда в изотропных [6] и 
гармонических [7] координатах. 

В настоящей работе по аналогии с работами 
[4, 5] проводится анализ возможности существо-
вания стационарных связанных состояний дира-
ковских частиц в гравитационном поле Райссне-
ра – Нордстрёма [8, 9]. В результате анализа дела-
ется вывод, что связанные состояния частиц со 
спином ½ с вещественным энергетическим спек-
тром могут существовать как вне внешнего «гори-
зонта событий», так и под внутренним «горизон-
том событий» – горизонтом Коши. Результаты 

____________________ 

         1 E-mail: neznamov@vniief.ru 
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численного определения энергетического спектра 
и радиальных волновых функций будут приведены 
в следующей работе. 

Данная работа построена следующим образом. 
В разделах 2, 3 определяется вид самосопряжен-
ного дираковского гамильтониана в поле Райс-
снер – Нордстрёма. В разделах 4, 5 проводится раз-
деление переменных, определяются уравнения и 
асимптотика для радиальных волновых функций. 
В разделах 6–8 определяется плотность тока дира-
ковских частиц, доказывается эрмитовость га-
мильтониана и вводятся граничные условия вбли-
зи «горизонтов событий». В разделе 9 обсуждают-
ся случай экстремального поля Райсснера – Норд- 
стрёма и случай голой сингулярности. В Заключе-
нии приведены основные выводы проведенного 
анализа. 

 
 

2. Метрика Райсснера – Нордстрёма 
 
Решение уравнений ОТО Райсснера – Норд- 

стрёма характеризуется точечным сферически-сим- 
метричным источником гравитационного поля с 
массой М и электрического поля с зарядом Q. 
Метрика Райсснера – Нордстрёма является диаго-
нальной 
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масса и заряд точечного источника гравитацион-
ного и электрического полей. 

Условие Гильберта  00 0g   приводит к не-

обходимости рассмотрения лишь положительных 
значений 0R Nf   . 

 
 

3. Самосопряженный гамильтониан частиц  
со спином ½ в поле Райсснера – Нордстрёма 

 
Ниже будем использовать систему единиц 

1с   и обозначения ,    соответственно для 
мировых и локальных матриц Дирака. 

Общий вид гамильтониана во внешнем грави-
тационном и электромагнитном полях для дира-
ковской частицы с массой m, зарядом  e  и с 

диагональными тетрадами в калибровке Швингера 
можно записать в виде [10] 
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В выражении (2) знак   над определенными 
величинами означает, что они вычисляются с ис-
пользованием тетрад в калибровке Швингера; че-
рез   и  0,1,2,3A    обозначены соответст-

венно биспинорные связанности и вектор-
потенциал внешнего электромагнитного поля;  
  – мировые матрицы Дирака. Величины   свя-

заны через тетрады с локальными матрицами Ди-

рака  H  
    . 

Ненулевые тетрады в калибровке Швингера 
для рассматриваемой метрики (1) равны 

0 1 2
0 1 2

3
3

1 1
; ; ;

1
.

sin

R N
R N

H H f H
rf

H
r




  




        (3) 

Авторы в работе [3] доказали, что для диаго-
нальных метрик самосопряженный гамильтониан 
в η-представлении с плоским скалярным произве-
дением волновых функций можно получить из 
выражения 
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где через redH  обозначена сокращенная часть га-

мильтониана (2) без биспинорных связностей  . 
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Учитывая, что для метрики Райсснера – Норд-

стрёма 00, ,k
Q

A A
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   и принимая во внимание 

(3)–(5), можно получить следующее выражение 

для гамильтониана H H 
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Волновая функция уравнения Дирака с га-
мильтонианом (6)   связана с начальной функ-

цией   преобразованием подобия [1–3]. 
1

    .                            (7) 

Для метрики Райсснера – Нордстрёма 
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4. Разделение переменных 
 
Выражение в квадратных скобках для гамиль-

тониана (6) зависит только от угловых координат, 
остальные слагаемые зависят только от радиаль-
ной координаты. Отсюда видно, что разделение 
переменных в уравнении Дирака с гамильтониа-
ном (6) можно производить таким же образом, как 
и для поля Шварцшильда [4, 5] с заменой 

;R N
eQ

f f E E
r   . 

Для разделения переменных определим бис-
пинор  ,t r  в виде 
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   (9) 

и используем следующее уравнение (см., напри-
мер, [11]): 

   2 11 1
ctg .

2 sin
i m i

                
  (10) 

В равенствах (9), (10)    – сферические гар-

моники для спина 1/2, i – двумерные матрицы 
Паули, m – магнитное квантовое число,  – кван-

товое число уравнения Дирака: 

  11 , ,21, 2...
1, .2

l j l

l j l

        
 

         (11) 

В формуле (11) ,j l – квантовые числа полного 
и орбитального момента дираковской частицы со-
ответственно. 

    можно представить в виде [12]: 
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В выражении (12)  
1

2m
lP   – присоединен-

ные полиномы Лежандра. 
В результате разделения переменных при 

0R Nf    получаем уравнения для вещественных 

радиальных функций    ,F r G r . 

 
 

5. Уравнения и асимптотика для  
радиальных волновых функций 

 
Система уравнений для функций    ,F r G r  

имеет вид 
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В соответствии с метрикой (1) рассматриваем 
лишь положительные значения R Nf  . В этом слу-

чае функции    ,F r G r  являются вещественными. 

Введем безразмерные переменные 
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Величину R Nf   можно представить в виде 

1 1R Nf  


    
       

,                (14) 

где 
2 2

Q      ,                    (15) 

2 2
Q      .                   (16) 

Уравнения (13) в безразмерных переменных 
имеют вид 
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Поскольку подкоренные выражения в уравне-

ниях (17) положительны лишь при     и 

   , то волновые функции    ,F G   опреде-

лены на интервалах  0,    и  ,   . В об-

ласти        волновые функции равны нулю. 

Величины   и   являются радиусами внешнего 
и внутреннего «горизонтов событий». 

Если заряд  0 0QQ    , то 2 ; 0       

и система (17) будет совпадать с системой ради-
альных уравнений для поля Шварцшильда с одним 
«горизонтом событий» ( 0r r  или 2   ). 

Рассмотрим асимптотику волновых функций 

   ,F G   при  ;       ; 

      ; 0 . 

При   асимптотическое поведение вол-
новых функций для финитного движения является 
стандартным для центрально-симметричных гра-
витационных полей [4, 5], [12]. 
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В выражении (19) 
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В формуле (21) 
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В соотношениях (18), (19), (21), (23)  

1 2, , , , , ,C A B C C    являются постоянными ин-
тегрирования. 

Как и в случае поля Шварцшильда осцилли-
рующие функции F и G плохо определены на 
внешнем и внутреннем «горизонтах событий» и 
расходятся при        или при 

      . Для обеспечения квадратичной 

интегрируемости рассматриваемых функций не-
обходимо сужение их области определения до ин-

тервала min ,  , где min
    , и до интервала 

max0,    , где max
    . 

 
 
6. Плотность тока дираковских частиц 

 
По определению плотность тока равна 

0j  
      .                       (24) 

Для поля Райсснера – Нордстрёма и тетрад в 
калибровке Швингера (3) 
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После перехода в η-представление [1–3], в ко-
тором представлен гамильтониан (6), получаем 
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Если использовать функции (9) в виде 
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то компоненты плотности тока (24) с учетом  
(25)–(27) можно представить в виде 
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    3 3 3 3           .            (31) 

С учетом явного вида угловых функций (12) 

радиальная плотность тока  1j   равна нулю во 

всей области изменения  , кроме 0 . Анало-

гично 3 0j  , кроме области 0 . 
 
 

7. Эрмитовость дираковского гамильтониана  
в поле Райсснера – Нордстрёма 

 
Эрмитовость гамильтониана будем рассмат-

ривать для двух случаев области определения ρ.  
Первый случай – это область вне «внешнего 

горизонта событий» 

     .                         (32) 
Второй случай – область под «внутренним го-

ризонтом событий» 
0    .                          (33) 

Для рассматриваемых случаев гамильтониан 
(6) является эрмитовым. Это можно показать, ис-
пользуя общее условие эрмитовости дираковских 
гамильтонианов во внешних гравитационных по-
лях, доказанное в [1]. 

 

  0k
kdS g j  .                   (34) 

Для сферически-симметричного поля Райс-
снера – Нордстрёма и рассматриваемых случаев 
условие (34) сводится к 

   2 1 2 14 4 0,j j             (35) 

 2 14 0.j                        (36) 

Из рассмотрения в п. 6 видно, что условие эр-
митовости гамильтониана (6) выполняется для ка-
ждой из двух рассматриваемых областей опреде-
ления радиальных волновых функций    ,F G  . 

Таким образом, для каждого случая при вве-
дении граничных условий система уравнений (17) 
будет обладать стационарным вещественным 
энергетическим спектром связанных состояний 
частиц со спином ½. 

 
 

8. Граничные условия вблизи  
«горизонтов событий» 

 
Из соотношений (29)–(31) видно, что при ра-

венстве нулю компонент тока rj  и   θ-компо- 

нента неограниченно растет при        и 

при       . 

Отсюда, как и для поля Шварцшильда [4, 5], 
естественным граничным условием вблизи «гори-
зонтов событий» является ограничение θ-компо- 

ненты дираковского тока при min
    и при 

max
   . С учетом вида функций (9), (12), (19), 

(21), (27) простейшим ограничением являются ус-
ловия  

   
   

min min

max max

для области определения (32)

для области определения (33)

0 ,

0 .

f g

f g

 

 

  

  
(37) 

С учетом (19)–(22), (27) условия (37) преобра-
зуются к виду 
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Условия (38), (39) определяют вещественный 
энергетический спектр системы уравнений (17) 
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для областей определения волновых функций  
(32), (33). 

В условиях (38), (39) используются лишь  
нечетные значения N по соображениям, изложен-
ным в [5]. 

 
 
9. Экстремальное поле Райсснера – Нордстрёма 

и голая сингулярность 
 
Экстремальное поле реализуется при 

 2Q G M Q    . В этом случае внешний и 

внутренний «горизонты событий» совпадают, их 
радиусы равны 

      .                       (40) 
Для данного случая система уравнений для 

радиальных волновых функций  F   и  G   
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Волновые функции определены в интервале 

 0,   за исключением окрестности около «го-

ризонта событий». Поведение волновых функций 
вблизи «горизонта событий» имеет вид 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Граничные условия (38), (39) для рассматри-
ваемого случая имеют вид 
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Система уравнений (41) с граничными усло-
виями (44), (45) обладает дискретным стационар-
ным вещественным энергетическим спектром для 
дираковских заряженных и незаряженных частиц, 
находящихся как под, так и над «горизонтом со-
бытий». Гравитационный радиус     является 
особой точкой, играющей роль бесконечно боль-
шого потенциального барьера, запрещающего 
квантово-механическим частицам со спином ½ 
пересекать с любой стороны «горизонт событий». 

Рассмотрим кратко случай голой сингулярно-
сти, который реализуется при Q   , т. е. при 

2Q G M . 
В этом случае внешний и внутренний «гори-

зонты событий» исчезают, величины ,    в (15), 
(16) становятся комплексными числами. Асимпто-
тики (18), (23) показывают отсутствие стационар-
ных связанных состояний частиц со спином ½.  

 
 

10. Заключение 
 
По результатам данной работы можно сделать 

следующие выводы: 
1. Для метрики Райсснера – Нордстрёма пока-

зана возможность существования стационарных 
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связанных состояний дираковских частиц с массой 
m и с зарядом  e . 

2. Связанные состояния с вещественным энер-
гетическим спектром могут существовать как вне 
внешнего «горизонта событий», так и под внутрен-
ним «горизонтом событий» – горизонтом Коши. 

3. Внешний и внутренний «горизонты собы-
тий» выступают в роли бесконечно больших по-
тенциальных барьеров, лишающих возможности 
их пересечения пробными дираковскими частица-
ми. Волновая функция дираковской частицы в ин-
тервале между внутренним и внешним «горизон-
том событий» равна нулю. Для экстремального 
поля Райсснера – Нордстрёма, когда Q   , роль 

такого барьера играет оставшийся единственный 
«горизонт событий» с радиусом       . 

 
По результатам проведенного анализа вместе 

с результатами работ [4, 5] можно сделать предпо-
ложение о существовании нового типа коллапса-
ров. Эти коллапсары: 

– инертные (дираковские частицы не могут 
проникать под «горизонты событий»); 

– не излучают по Хокингу [13] (излучение 
Хокинга требует существования волновой функ-
ции (операторов поля Дирака) между внешним и 
внутренним «горизонтом событий» [14–21]); 

– при Q    обеспечивают существование 

стационарных связанных состояний частиц со 
спином ½ над внешним и под внутренним «гори-
зонтами событий». 

Таким образом, результаты данной работы и 
работ [4, 5] могут быть полезными в совершенст-
вовании некоторых аспектов стандартной космо-
логической модели, связанных с эволюцией Все-
ленной и с взаимодействием коллапсаров с окру-
жающей средой. 

Авторы благодарят за большую техническую 
помощь в подготовке работы А. Л. Новоселову. 
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СВЯЗЬ СПИН-ВРАЩЕНИE НЕ ЯВЛЯЕТСЯ ФИЗИЧЕСКИ ЗНАЧИМЫМ ЭФФЕКТОМ 
 

М. В. Горбатенко, В. П. Незнамов1 
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, Саров Нижегородской обл. 
 

В противовес утверждениям Arminjon в работе еще раз обосновывается и иллюст-
рируется на ряде примеров отсутствие проблемы неединственности дираковской теории 
в искривленном и плоском пространстве-времени. Дираковские гамильтонианы в произ-
вольных гравитационных полях, в том числе зависящих от времени, однозначно опреде-
ляют физические характеристики квантово-механических систем независимо от выбора 
системы тетрадных векторов. Прямая связь спин-вращение появляющаяся при определен-
ном выборе тетрадных векторов, не проявляет себя в конечных физических характеристи-
ках рассматриваемых систем и поэтому не является физически значимым эффектом. 
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В последнее время вновь появились работы 
[1–3], в которых провозглашается и обосновывает-
ся тезис о неединственности дираковской теории в 
искривленном и даже плоском пространстве-
времени. Основным доказательством является де-
монстрация зависимости вида дираковских га-
мильтонианов от выбора тетрадных векторов. На 
наш взгляд этого совершенно недостаточно. Для 
демонстрации неэквивалентности дираковских 
гамильтонианов необходимо обнаружение разни-
цы в физических характеристиках рассматривае-
мой системы при выборе разных тетрад. Такими 
характеристиками могут быть энергетические спек-
тры гамильтонианов, средние значения физических 
величин, различные амплитуды перехода и т. д. 

Авторы данной работы придерживаются вы-
водов прежних исследований [4, 5] о независимо-
сти физических характеристик дираковской тео-
рии от выбора тетрадных векторов. 

В работах [6–8] с помощью методов псевдо-
эрмитовой квантовой механики [9–11] для произ-
вольных гравитационных полей, в том числе зави-
сящих от времени, авторы разработали алгоритм 
перевода любого дираковского гамильтониана  
в искривленном пространстве-времени с произ-
вольным выбором тетрадных векторов в η-пред- 
 
 

ставление, в котором гамильтониан превращается 
в самосопряженный, а скалярное произведение 
волновых функций становится плоским. При вы-
боре для одной и той же физической системы раз-
ных тетрадных векторов в η-представлении могут 
получаться разные по виду самосопряженные га-
мильтонианы. Однако они всегда будут связаны 
унитарными преобразованиями, обязанными про-
странственно-временным вращениям матриц Ди-
рака. Очевидно, такие гамильтонианы являются 
физически эквивалентными. Выбор тетрадных 
векторов для исследователя диктуется соображе-
ниями удобства. 

Можно работать с дираковскими гамильто-
нианами в искривленном пространстве-времени, 
используя в скалярном произведении волновых 
функций весовой оператор Паркера [12], либо ра-
ботать в η-представлении с плоским скалярным 
произведением, используя обычный аппарат кван-
товой механики. При этом для обоих случаев фи-
зические характеристики рассматриваемых систем 
остаются идентичными. 

Для иллюстрации вышесказанного приведем 
некоторые примеры. 

Ниже используется система единиц 
1с G   , где – постоянная Планка, с – ско-

рость света, G – гравитационная постоянная ____________________ 

         1 E-mail: neznamov@vniief.ru 



Отсутствие проблемы неединственности дираковской теории в искривленном пространстве-времени… 
 

 25

Для первых трех примеров используется сиг-
натура 

 diag 1,1,1,1   .                    (1) 

Локальные индексы подчеркиваются, миро-
вые индексы не подчеркиваются. Отсюда для  
γ-матриц Дирака 

2 ;E                              (2) 

2 .g E                            (3) 
В соотношениях (2), (3) E – единичная 4×4 

матрица. 
Тетрадные векторы определяются соотноше-

нием 

H H g 
     .                      (4) 

Связь между   и   определяется равенст-
вом 

H  
   .                         (5) 

Весовой оператор Паркера равен 
0

0g     .                       (6) 

 
Пример 1.  В работе [6] для слабого поля Кер-

ра получены три гамильтониана, соответствующие 
трем системам тетрадных векторов, и самосопря-
женный гамильтониан в η-представлении: 

а) киллинговая система тетрадных векторов 
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б) система тетрадных векторов в симметрич-
ной калибровке 
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в) система тетрадных векторов Hehl и Ni [13] 
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г) самосопряженный гамильтониан в η-пред- 
ставлении 
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1.                                 (14) 

В выражениях (7)–(14) M – масса источника 
гравитационного поля Керра, kmJ – тензор углово-

го момента поля Керра   1

2mk m k k mS       . 

Каждый из гамильтонианов (7), (9), (11), (13) 
отличается по виду друг от друга, однако при пе-
реходе в η-представление все гамильтонианы сов-
падают друг с другом, что доказывает их физиче-
скую эквивалентность. 

 
Пример 2.  Известно, что свободный дираков-

ский гамильтониан в сферической системе коор-
динат пространства Минковского можно записать 
двумя способами, приводящими к существенно 
разным по виду выражениям (см., например, [14]) 

1 0 0 1
1

H im i
r r

           
 

2 3
1 1 1

ctg ;
2 sinr r

             
       (15) 

2 0 0
1 1

.
sinrH im i
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(16) 

В выражении (16) 
1
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Ряд  , ,r      связан с рядом  1 2 3, ,    че-

рез унитарную матрицу R 

 

 

1 1 2 2
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2 2 3 2 5 2 3 1
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1
exp ; ;
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1
exp ; .
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 (18) 

Отсюда видно, что гамильтонианы (15), (16) 
физически эквивалентны, так как связаны унитар-
ным преобразованием (18) 

1 1
2 1 ,H RH R R R    .                (19) 

 
Пример 3.  В работе [8] для слабого поля Кер-

ра в координатах Бойера – Линдквиста получен 
следующий вид дираковского гамильтониана: 
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     (20) 

Сравним этот гамильтониан с гамильтонианом 
(13). Перепишем выражение (13) в других обозна-
чениях 
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(21) 

В формуле (21) 0 2 ,r M ,MJ a   0,0, .aa  

В выражениях (20), (21) слагаемые без момен-
та а соответствуют метрике Шварцшильда. В га-
мильтониане (21) эти слагаемые записаны в декар-
товых координатах, а в выражении (20) – в сфери-
ческих координатах, к которым в приближении 
слабого поля сводятся координаты Бойера – Линд- 
квиста. Эти части гамильтонианов (20) и (21) фи-
зически эквивалентны друг другу. 

Слагаемые с моментом вращения а в выраже-
ниях (20), (21) сильно отличаются друг от друга. 
Однако в работе [8] с использованием матрицы 
(17), (18) показывается физическая эквивалент-
ность и этих частей гамильтонианов (20), (21). 

В последующих примерах будет использована 
измененная сигнатура (1) 

 diag 1, 1, 1, 1                     (22) 

 
Пример 4.  В работах [15] Обухов примени-

тельно к метрике 

   2 2 2 2 2ds V dx W d x x x             (23) 

получил самосопряженный гамильтониан с пло-
ским скалярным произведением волновых функ-
ций 

1
.

2ob
V V

H mV
W W

      
αp αp          (24) 

В формуле (24) 0 0, k k       . 
Далее, после унитарного преобразования 

Эриксена – Колсруда [16] гамильтониан (24) в при-
ближении слабого гравитационного поля стано-
вится равным 
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В соотношении (25) ;
V

V f
W
     
 

Φ ; 

0

0

 
  
 

σ
Σ

σ
. 

Последнее слагаемое в (25) можно трактовать 
как прямое взаимодействие спина дираковской 
частицы с гравитацией. 

Однако для правильной классической трак-
товки отдельных слагаемых гамильтониана необ-
ходимо исходное выражение (24) подвергнуть 
унитарному преобразованию Фолди – Ваутхайзена 
[17–19]. 

В результате А. Силенко, О. Теряев [18] полу-
чили следующие выражения для преобразованого 
гамильтониана: 
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     Σ Φ p Φ                (26) 

Последнее слагаемое в (26) вместо прямого 
взаимодействия спина частицы с гравитацией 

1

2
 
 
 

ΣΦ  описывает спин-орбитальное и контакт-

ное взаимодействие дираковской частицы подобно 
взаимодействию с электромагнитным полем [17]. 
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Отметим, что все три гамильтониана (24), (25), 
(26) физически эквивалентны, поскольку связаны 
друг с другом унитарными преобразованиями. 
Однако для квазиклассической трактовки членов 
гамильтониана необходимо использовать пред-
ставление Фолди – Ваутхайзена [18, 19]. 

 

Пример 5.  Самосопряженный гамильтониан в 
поле Керра произвольной интенсивности, получен-
ный авторами в работе [8], сильно отличается от 
гамильтониана Чандрасекара [20], полученного ме-
тодом Пенроуза – Ньюмена [21]. Однако, после пе-
ревода гамильтониана Чандрасекара в η-представле- 
ние можно установить, что полученный самосо-
пряженный гамильтониан связан с гамильтонианом 
работы [8] унитарным преобразованием. Следова-
тельно, оба гамильтониана физически эквивалентны. 

В общем случае выражение для оператора η 
является сложным и громоздким. В случае отсут-
ствия вращения (поле Шварцшильда) оператор η 
диагонален и имеет вид 

1 1
2 2

0 0diag 1 ,1,1, 1
r r

r r

                 
.      (27) 

Теперь обратимся к примерам в последней ра-
боте Arminjon [3], в которой автор демонстрирует 
неединственность (по его мнению) дираковской 
теории даже в плоском пространстве Минковского. 

 

Пример 6.  Рассматривается плоское прост- 
ранство Минковского  ', ', ', 't x y z  со свободным 

дираковским гамильтонианом 
' ' ' 'H m α p .                    (28) 

Далее рассматривается набор других матриц 
Дирака, зависящих от времени 

1 1 2

1 1 2

3 3

';

' cos ' sin ;

' cos ' sin ;

' .

t t

t t

  

     

      

  

               (29) 

В результате для новых тетрадных векторов, 

приведших к набору матриц k  (29), получается 
новый гамильтониан 

3' '
2

H m


   αp ,                (30) 

где 3 1 2 1 2 3' ' 'i i         . 
Сравнивая (28), (30), автор [3] еще раз делает 

вывод о неединственности теории Дирака и задает 
вопрос о физической значимости прямой связи 

спин-вращение: 3'
2


   (этот член присутствует в 

гамильтониане (30), но отсутствует в гамильто-
ниане (28)). 

Обратим внимание, что матрицы i  (29) свя-

заны с исходными матрицами 'i  унитарной мат-
рицей преобразования  R t  

'i iR R   ,                       (31) 
где 

   
1 2 1 2' ' ' '

2 2;
t t

R t e R t e
 

      .      (32) 

Учитывая, что  R t  зависит от времени, вид-

но, что гамильтонианы (30) и (28) связаны унитар-
ным преобразованием 

'
R

H RH R iR
t


 

 


.                 (33) 

Следовательно, гамильтонианы (28) и (30) фи-
зически эквивалентны. Переходя в свободном га-
мильтониане (28) в представление Фолди – Ваут- 
хайзена, получаем известный гамильтониан [17] 

2 2
FWH m   p .                   (34) 

Отсюда видно, что связь спин-вращение в га-
мильтониане (30) не является физически значи-
мой. Она может появляться при выборе опреде-
ленной системы тетрадных векторов, но при вы-
числениях физических характеристик системы она 
никак не влияет на их величины. 

 
Пример 7.  В работе [3] автор рассматривает 

также вращающуюся систему отсчета 
';

'cos 'sin ;

'sin 'cos ;

'.

t t

x x t y t

y x t y t

z z


   
    


              (35) 

Метрика, соответствующая координатам (35), 
имеет вид 

   2 2 2 2 21 2ds x y dt ydx xdy dt          

 2 2 2 ,dx dy dz                      (36) 

В формуле (36) для обеспечения 00 0g   не-

обходимо выполнение условия 2 2 1x y   . 

γ-матрицы, соответствующие выбранной сис-
теме тетрадных векторов, имеют вид 

0 0

1 1 2 0

2 1 2 0

3 3
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        (37) 
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В результате можно получить самосопряжен-
ный гамильтониан 

' 'H m y x
x y

  
      
α p .       (38) 

С другим набором тетрадных векторов автор в 
[3] получает следующий вид γ-матриц: 

0 0
.

1 1 0
.

2 2 0
.

3 3
.

' ;

' ' ;

' ' ;

' .

Ar

Ar

Ar

Ar

y

x

  

     

     

  

                   (39) 

В данной постановке получается следующий 
вид самосопряженного гамильтониана 

3
. . ' ' .

2Ar ArH m i y x
x y

   
         
α p   (40) 

Обратим внимание, что матрицы 1 2,   в (37) 
можно записать в виде 

1 1 0

2 2 0

' ' ;

' ' .

R R y

R R x





     

     
                   (41) 

Отсюда видно, что матрицы (39) и (37) связа-
ны унитарным преобразованием 

. .Ar R R                              (42) 

Тогда гамильтонианы (38) и (40), так же как 
гамильтонианы (28), (30), физически эквивалент-
ны, поскольку они связаны унитарным преобразо-
ванием  R t  

.Ar
R

H RH R iR
t







 


.                 (43) 

Таким образом, в результате нашего рассмот-
рения можно сделать следующие выводы. 

1. Проблемы неединственности физических 
предсказаний дираковской теорией в искривлен-
ном пространстве-времени не существует. При 
правильном обращении дираковские гамильто-
нианы всегда будут определять правильные физи-
ческие характеристики рассматриваемых систем 
независимо от выбора тетрадных векторов. 

2. Связь спин-вращение для дираковских час-
тиц в контексте рассмотрения в работе [3] не явля-
ется физически значимой величиной. Она может 
появляться при определенном выборе тетрадных 
векторов, но связь спин-вращение не влияет на 
конечные физические характеристики рассматри-
ваемых квантово-механических систем. 
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Численно исследуется развитие гравитационного турбулентного перемешивания 
при вариации начального спектра гармонических и случайных 3D возмущений контакт-
ной границы между тяжелым и легким веществами. Результаты расчетов сравниваются с 
соответствующими расчетами, выполненными ранее на более грубой сетке со случай-
ными начальными возмущениями на КГ. Расчеты проводились по 3D методике ТРЭК. 
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Введение 

 
В задачах, относящихся к турбулентному пе-

ремешиванию в сложных течениях, важным явля-
ется тестирование имеющихся численных методик 
на наиболее простых задачах данного класса. 
Именно к такого рода задачам относится гравита-
ционное турбулентное перемешивание при посто-
янном поле тяжести. Эта задача рассматривалась в 
ряде работ (см., например, [1–3]), в том числе и 
авторами [4–8].  

Рассматриваемое течение выходит на автомо-
дельный режим. Однако переходная к этому ре-
жиму стадия может сильно зависеть от начальных 
данных задачи. Для достижения автомодельности 
требуется, чтобы в течении реализовалось разви-
тое турбулентное перемешивание, т. е., чтобы в 
нем присутствовал представительный спектр вих-
рей и полномасштабный инерционный интервал, 
другими словами, течение должно забыть началь-
ные данные. Много лет исследователи обсуждают 
проблему определения величины константы b  
для закона роста «пузырей» на автомодельной 
стадии. И она разная у разных авторов (разброс 
данных составляет 0,015–0,075), при этом наибо-
лее отличаются расчетные и экспериментальные 
данные. 

Вторая проблема – это выход на автомодель-
ную стадию, а именно, когда происходит этот вы-
ход и какова скорость роста ширины зоны турбу-
лентного перемешивания (ЗТП) до выхода на нее. 
Анализ экспериментальных данных в [9] и чис-
ленных расчетов в наших работах [7, 8] показыва-

ет, что на начальном участке течения число Рей-
нольдса (в численных расчетах – схемное число 
Рейнольдса, определяемое схемной вязкостью) 
недостаточно велико и автомодельность отсутст-
вует. Поэтому константа b  может быть коррект-
но определена лишь при достижении достаточно 
большого числа Рейнольдса. Формально «кон-
станта» b , определяемая по наклону кривой 

( )L t , на начальном участке больше, чем на ав-
томодельном, и уменьшается со временем: 

/b L t  . Некоторые авторы включают началь-
ный участок течения в зону автомодельности, при 
этом получая не совсем корректные данные по 
константе автомодельности [9]. Другие авторы 
считают, что начальные данные помнятся так дол-
го, что теоретический автомодельный участок те-
чения вообще не наступает или же наступает с 
другими значениями константы b  [2, 10]. В этих 

работах численно получено, что «константа» b  
зависит от начального спектра возмущений кон-
тактной границы. Рассматривалась также экспе-
риментально и расчетно-теоретически задача о 
влиянии на закон роста ЗТП локальных возмуще-
ний [11–13].  

Данная работа представляет собой попытку 
разобраться в вопросе о влиянии начальных дан-
ных, т. е. спектра 3D начальных возмущений кон-
тактной границы, на развитие турбулентности, в 
частности ЗТП. Расчеты проводились по коду 
ТРЭК [14] для сжимаемой среды, поэтому несжи-
маемая среда аппроксимировалась заданием дос-
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таточно большого начального давления Р0. В ра-
боте исследуется также вопрос о влиянии на ре-
шение величины «несжимаемости» 0 1 xP gL   , 

то есть значения Р0. 
Некоторые вопросы данных исследований 

представлены в работе [10]. 
 
 

1. Постановка расчетов 
 
Начальная геометрия расчетов показана на 

рис. 1, размеры счетной области 2x y zL L L    ; 

1;zg    1 21; 3    . Начальный профиль дав-
ления задавался исходя из условия гидростатиче-

ского равновесия 
2

0( ) ( )
z

z

p z p g z dz      . Во 

всех вариантах расчета 0p = 50, что соответствует 

показателю несжимаемости 0 1/ yP gL   = 8. 

В трех расчетах задавались начальные возму-
щения границы по формуле 

      2
, cos cos ,n n n n

n

a x y a k x k y k


 


 .   (1) 

0,007 0,063.n ni                       (2) 

min
0 0 min, 0,1/ 3, 0,1.

1,43n
n

a a a
 

     
     (3) 

Выбираем ni  такие, чтобы nk  было целым или 
полуцелым: 

ni = [11,87437  12,89263  14,01533  30,02599 
30,89324  31,7999  85,48399  90,7331  96,59975], 
что дает: nk = [43  41  39  23  22,5  22  9,5  9  8,5]. 

Значения nk  в разных вариантах приведены в 
табл. 1.  

 

 
Рис. 1. Геометрия задачи 

 

Таблица  1 

Варианты 3D расчетов 

Вариант Особенности постановки начальных условий

1 nk = 43  41  39    23  22,5  22    9,5  9   8,5 

2 nk = 23  22,5  22    9,5  9  8,5 

3 nk = 43  41  39       

4 Случайные возмущения границы (10 % h) 
5 [4, 5], сетка 2002×400, 

случайные возмущения плотности (10 %) 

 
В варианте 4 задавались случайные возмуще-

ния контактной границы амплитудой 10 % от раз-
мера счетной ячейки. В этом случае в начальном 
спектре отклонений границы   от среднего значе-
ния z = 0 присутствует полный набор однородно и 
случайно распределенных мод. Рассмотрим дву-
мерное фурье-разложение взятой на контактной 
границе величины ( , )x y  на момент t = 0: 

 2f k


. Для наглядности на рис. 2 приводится 

одномерный спектр   2 , 0,5maxx y yf k k k  , в 

среднем сечении полученного подобным образом 

двумерного спектра  2f k


). 

Расчеты проводились на эйлеровой сетке 
10003 ячеек, но для которой возмущенная контакт-
ная граница являлась линией сетки, а узлы сетки в 
поперечном к контактной границе направлении 
строились равномерно по расстоянию между этой 
поверхностью и внешней границей. Таким обра-
зом, в начальный момент времени смешанные 
ячейки на контактной границе отсутствуют. 
В табл. 1 также приводятся данные расчета из ра-
бот [4, 5]. 
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Рис. 2. Начальный одномерный спектр для варианта 4  

в среднем сечении двумерного спектра 
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2. Результаты расчетов 

2.1. Общая картина течения 

Эволюция течения, полученная в расчетах, в целом аналогична предыдущим расчетам [4–8]: наблю-
дается укрупнение cо временем максимальных в спектре вихрей (рис. 3). 

 

       

       

        
a           б 

Рис. 3. Распределение доли легкого вещества, варианты: 1 (a), 3 (б), 2 (в), 4 (г). Сверху вниз:  = 0,4; 2,0; 3,6 
(см. также с. 32) 
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в          г 

Рис. 3. Окончание 
 

2.2. Выход на автомодельный режим.  
Интегральные величины зоны перемешивания 

Автомодельный режим для данной задачи вы-
ражается, прежде всего, в выходе на линейную 
зависимость от времени функции ширины ЗТП 

( )F   и функции координаты границы легкого ве-

щества в тяжелом ( )bF  : 

0

1 tL
F

t Ag
 ,          (4) 

0

1 b c
b

z z
F

t Ag


 .      (5) 

Здесь время 0 0/ ,  где  / ,zt t t L g    а вели-

чина t b sL z z  – ширина ЗТП по направлению z, 
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определяемая по точкам bz , sz , в которых объем-

ная доля вещества   достигает значений   и 1–   

(ниже полагаем  = 0,05); cz – координата кон-

тактной границы, bz – координата границы легко-

го в тяжелом (bubbles), sz – координата границы 
тяжелого в легком (spikes). 

На рис. 4 приведены расчетные зависимости 
( )F   и ( )bF  . По этим зависимостям можно вы-

делить условно три этапа. 
Начальный этап в основном определяется ко-

ротковолновыми возмущениями, имеющимися в 
начальном спектре, длительность этапа для разных 
вариантов 0,5 1   . В соответствии с этим зави-
симости 2( ), ( )F F   для вариантов 1 и 3 практиче-
ски совпадают на начальном участке, так как в них 
присутствует одинаковая высокочастотная часть 
спектра. В варианте 2 поведение кривых с самого 
начала несколько иное, нежели в вариантах 1 и 3 в 
соответствии с начальным спектром. Отличается 
от этих вариантов рост ЗТП в вариантах 4 и 5 со 
случайными возмущениями контактной границы. 
Последние отличаются и друг от друга, что объяс-
няется использованием разных сеток и разных на-
чальных возмущений. 

Далее следует этап ( 0,7 1 1,7 2,5      ), на 
котором существенную роль начинают играть бо-
лее длинные моды. Поэтому ширина ЗТП в вари-
анте 2 больше по сравнению с вариантом 3, в ко-
тором начальные длинные моды отсутствуют. 
Общим для всех вариантов является то, что рост 
ЗТП на этом этапе замедляется. 

 

И наконец, на третьем этапе 2 2,5    проис-
ходит выход на автомодельный режим, на котором 
происходит установление постоянной скорости 
роста ширины ЗТП. Заметим, что хотя скорость 
роста ЗТП на этом этапе и константа, однако вели-
чина этой константы разная для разных вариантов. 
Это говорит о том, что даже на этой стадии для 
некоторых задач течение помнит начальные воз-
мущения, что не соответствует теоретическому 
пониманию автомодельности. Строго говоря, этот 
этап для таких течений теоретически не является 
автомодельным, и правильней было бы применять 
более адекватный термин «квазиавтомодельный». 
Однако далее мы используем более принятый тер-
мин, включая в это понятие и квазиавтомодельный 
случай.  

Отметим, что величины /dF d , /bdF d  оп-

ределяют значение коэффициентов  2/ ,a dF d    

 2/b bdF d   . Полученные таким образом зна-

чения ,a b   приближаются к постоянному зна-

чению 2const, consta b       на автомо-
дельной стадии, где: 

2 2
2,t a b cL Agt z z Agt     .            (6) 

Это происходит если 0    (фигурирующий 

здесь момент 0  показан для кривой 5 на рис. 4). 
В наших расчетах это приводит к выходу на 

зависимость, весьма далекую от стационарной, как 
видно из рис. 5.  
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Рис. 4. Зависимости F и Fb: 1–5 – варианты 1–5 соответственно 
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Рис. 5. Зависимости a  и b : 1–5 – варианты 1–5 соответственно 
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Рис. 6. Зависимости a  и b : 1–5 – варианты 1–5 соответственно 

 
Определим ˆ a  и ˆ b  следующим образом: 

 20

ˆ ;t
a

z

L

AL
 

  
                     (7) 

 20

ˆ .b c
b

z

y y

AL


 

  
                     (8) 

Выход на автомодельный режим более отчет-
ливо можно видеть на рис.6, на котором приводят-
ся зависимости ˆ a  и ˆ b  от времени. Видно, что 

происходит выход на одинаковое значение ˆ a  и 

ˆ b  в вариантах с наиболее широким спектром на-
чальных возмущений (1, 4 и 5). Отличаются вари-
анты 2 и 3, что является следствием малой шири-
ны спектра начальных возмущений: в варианте 3 

1

2b a   ; сильнее же всего отличается от прочих 

вариант 2, в котором отсутствуют высокочастот-
ные гармоники. 

На рис. 7 приводятся зависимости от времени 
приведенного к безразмерному виду максимально-
го в ЗТП значения турбулентной энергии ( )mE  .  
 

Как видно из рис. 7, поведение величины ( )mE   
происходит в соответствии с указанным выше де-
лением течений на три этапа по поведению функ-
ции ширины ЗТП. На последнем этапе они выхо-
дят на приближенно постоянные значения. Как и 
выше, сильнее всего отличается от прочих вари-
ант 2, в котором отсутствуют высокочастотные 
гармоники, а ближе всех к автомодельному режи-
му вариант 4 со случайными начальными возму-
щениями.  

На рис. 7 приведены также зависимости от 
времени максимального в ЗТП значения относи-
тельной квадратичной пульсации плотности. На 
автомодельной стадии значения ( )mR   выходят 
приблизительно на постоянное значение, близкое 
для всех вариантов, но несколько меньшее, чем в 
варианте 5, выполненном на более грубой счетной 
сетке. 

Наконец, приведем значения величин   и 2 , 

а также mE  на автомодельной (квазиавтомодель-
ной) стадии в расчетах (табл. 2). 
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Рис. 7. Зависимости ( )mE   и ( )mR  : 1–5 – варианты 1–5 соответственно 

 
Таблица  2 

Значения интегральных величин в расчетах 
Вариант α 2  mE  

1 0,045 0,022 0,045 

2 0,03 0,015 0,022 

3 0,045 0,03 0,05 

4 0,045 0,022 0,043 

5 0,045 0,022 0,035 

 
2.3. Фурье-анализ 

Рассмотрим двумерное фурье-разложение взя-
той вблизи контактной границы z = 0 величины 

 , , 0 :x y z   2 .f k


 Пусть zu   на момент 

t = 9. Распределение двумерной спектральной 

плотности этой величины *2 2 2F f f    изо-

тропно. Поэтому произведем усреднение получен-
ной величины по окружности радиуса k, где: 

2 2 2 2
; ; ;

2 ; 1:500.

x y x x y y
y y

x y x y

k k k k n k n
L L

L L n n

 
   

    
 

Получим одномерную спектральную плот-
ность 

 2
1 ( ) 2

k k

k

F k F k k dk
k



 
   

 


.             (9) 

На рис. 8 эта величина показана для вариан-
тов 1–4. Как видно из рис. 8, в низкочастотной 
части спектры в вариантах 1–3 отличаются мало. 
Тем не менее, есть прямая корреляция между 
максимальными амплитудами длинноволновых 
возмущений и шириной ЗТП. Так, в варианте 4 
ширина ЗТП и максимальные амплитуды низко-
частотных мод заметно меньше по сравнению с 
вариантами 1–3.  
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Рис. 8. Одномерная спектральная плотность zu , t = 9: 

1–4 – варианты 1–4 соответственно 
 
Колмогоровский закон для одномерной спек-

тральной плотности в инерциальном интервале 2D 
турбулентности 

( ) ( ) 3
2 2( )K K

D DF k A k  .                  (10) 

Для 3D турбулентности соответствующий  
закон 

( ) ( ) 5 / 3
3 3( )K K

D DF k A k  .                  (11) 

Здесь ( ) constiA   подбираются так, чтобы в 

высокочастотной области имелась близость раз-
личного вида спектров (10)–(11) с полученными в 
расчетах. 

Получаем, что для zu   все варианты в низ-
кочастотной области наиболее близки к зависимо-
сти (11) (рис. 9). 

Из спектральных характеристик турбулентно-
сти можно также извлечь пространственный мас-
штаб турбулентности. Как известно [15], int  – 
характерный масштаб, совпадающий по порядку 
величины с расстоянием, на протяжении которого 
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еще сохраняются заметные корреляционные связи 
между значениями поля в двух точках  

1
1

0
int

1
0

( )

2
( )

K F K dK

F K dK







 



,                   (12) 

где 1( )F K – одномерная спектральная плотность 
3D турбулентности.  

Полученное в вариантах 1–4 спектральное 
распределение масштабов int  (рис. 10) в низко-
частотной области наиболее близко к зависимости, 

определяемой функцией 5 / 3
1( )F K K  . 
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Рис. 9. Одномерная спектральная плотность zu ,  = 3,6.  
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Рис. 10. Окончание 

 
3. Влияние постановки расчетов  
на результаты моделирования 

 
В этом разделе исследуется влияние на ре-

зультаты расчетов значения константы ξ, которая 
отражает степень приближения наших расчетов к 
несжимаемому случаю. 

Кроме вариантов 4 и 5 здесь рассматриваются 
для сравнения также расчеты [16] – см. табл. 3, 
в которой приводятся и другие данные расчетов. 

Зависимости ( )F   и ( )bF   для данных вари-
антов, сглаженные полиномом 6-й степени, пока-
заны на рис. 11. Видно, что у всех кривых имеет-
ся начальный неавтомодельный участок с боль-
шим наклоном. Его длительность тем меньше, 
чем подробнее сетка, т. е. чем меньше схемная 
вязкость. Затем имеется короткий переходный 
участок, сменяющийся выходом на автомодель-
ную стадию.  

 
Таблица  3 

Варианты расчетов со случайными возмущениями 

Вариант Источник 
Размеры счетной области 

x y zL L L   ξ g 
Счетная сетка 

x y zN N N   

4  2× 2× 2  8 1 31000  
5  1×1×2 2,5 1 200×200×400 
6 [16] 1×1×2 100 0,1 100×100×200 
7 [16] 1×1×2 100 0,1 200×200×400 
8 [16] 1×1×2 10 0,1 100×100×200 
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Рис. 11. Зависимости ( )F   и ( )bF  . Большое давление: 2,3 – варианты 6–7 соответственно;  

малое давление: 1 – вариант 4, 4 – вариант 8, 5 – вариант 5 



Ю. В. Янилкин, В. П. Стаценко, О. Г. Синькова, О. Н. Чернышова, В. Б. Розанов, Н. В. Змитренко 
 

 38

 

0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
0 

0,01 

0,02 

0,03 

0,04 

0,05 

0,06 



ˆ a  

 1

 2

 3

 4

 5

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

0,005

0,01

0,015

0,02

0,025

 

ˆ b

 1

 2

 3

 4

 5

 
Рис. 12. Зависимости a  и b . Большое давление: 2,3 – варианты 6–7 соответственно;  

малое давление: 1– вариант 4, 4 – вариант 8, 5 – вариант 5 
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Рис. 13. Зависимости mxE / myE (а) и mxE / mzE (б). Большое давление: 2,3 – варианты 6–7 соответственно;  

малое давление: 1– вариант 4, 4 – вариант 8, 5 – вариант 5 
 

Отчетливый выход на автомодельный режим 
можно видеть на рис. 12, на котором приводятся 
величины ˆ a  и ˆ b . Рисунки показывают, что пе-
реход к автомодельному режиму (на котором ве-
личины ˆ a  и ˆ b  постоянны) происходит тем бы-
стрее, чем подробнее счетная сетка. Кроме того, 
величины ˆ a  и ˆ b  оказываются больше для 
меньших относительных давлений. Очевидно, это 
связано с бóльшими амплитудами волн, возни-
кающих на контактной границе и воздействующих 
на ЗТП. 

Исходя из известного определения тензора 
Рейнольдса ijR , введем тензор ijE  

ij i j ijR u u E     .                  (13) 

Найдем диагональные компоненты тензора 

ijE : i iiE E – суммирования по i нет. Максималь-

ные по ширине ЗТП значения диагональных ком-
понент: max( )mi iE E . Их отношения показаны на 
рис. 13. Из рис. 13 видно, что на автомодельной 
стадии указанные величины не зависят от поста-
новки расчета. Отношение горизонтальной компо-
ненты mxE  к вертикальной mzE  приближенно по-
стоянно и близко к 0,3–0,4, а горизонтальных ком-
понент /mx myE E  также постоянно и близко к еди-

нице. Полученные результаты согласуются с ре-
зультатами феноменологической модели [17].  

Максимальное в ЗТП значение величины 
/ 2iik E  (турбулентная энергия), приведенное к 

безразмерному виду 

  ,m tE k L g                        (14) 

показано на рис. 14 в зависимости от времени. На 
автомодельной стадии оно не зависит от поста-
новки расчета, при этом приближенно постоянно  
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Рис. 14. Зависимости ( )mE   и ( )mR  . Большое давление: 2,3 – варианты 6–7 соответственно;  

малое давление: 1– вариант 4, 4 – вариант 8, 5 – вариант 5 
 
и близко к значению 0,04, что согласуется с ре-
зультатами феноменологической модели [17] и 
k    модели [18]. 

На рис. 14 показана также зависимость от 
времени максимального в ЗТП значения относи-
тельной квадратичной пульсации плотности mR . 

На автомодельной стадии значения mR  также вы-
ходят приблизительно на постоянное значение, 
близкое для всех вариантов с большим относи-
тельным давлением. 

Для расчетов с малым относительным давле-
нием на автомодельной стадии наблюдается не-
большое, но отчетливое возрастание mR . Это со-
гласуется с тем фактом, что на контактной грани-
цы воздействуют волны сжатия-разрежения (ди-
вергентного типа), движущиеся по вертикали. Ам-
плитуда их возрастает с уменьшением относи-
тельного давления, что увеличивает дивергентную 
составляющую скорости относительно сдвиговой. 
Амплитуда также возрастает со временем из-за 
роста турбулентных пульсаций скорости, также 
имеющих дивергентную составляющую. 

 
 

Заключение 
 

Таким образом, 3D расчеты демонстрируют 
сильную зависимость ширины ЗТП от амплитуды 
и состава начального спектра возмущений в тече-
ние достаточно длительного времени. В этой си-
туации «константа автомодельности» на достаточ-
но большом интервале времени не является кон-
стантой, а представляет собой функцию, завися-
щую от начальных данных задачи. Наиболее бли-
зок к автомодельности вариант со случайными 
возмущениями контактной границы.  

Одномерная спектральная плотность пульса-
ций вертикальной компоненты скорости для всех 
расчетов в инерционном интервале близка к кол-

могоровскому закону (0) 5 / 3( ) constF K K 
  . То же 

самое относится к спектральному распределению 
турбулентного масштаба int . 
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Рассмотрен процесс вымывания газовых примесей в подоблачном слое с учетом ис-

парения примеси из капель и процессов атмосферной турбулентной диффузии. Для ре-
шения задачи использован метод расщепления по физическим процессам, в котором ди-
намика вымывания примеси рассматривается отдельно – на фоне атмосферной диффу-
зии и переноса. Тем самым данные процессы создают в подоблачном слое динамический 
фоновый источник примеси. Получено общее решение уравнений кинетики вымывания 
для источника с произвольным фоновым распределением. Анализ этого решения выпол-
нен для двух предельных случаев: медленно и быстро меняющихся со временем источ-
ников (по сравнению с процессом вымывания). Представлены результаты иллюстратив-
ных расчетов, а также приведены практические рекомендации по вычислению скорости 
вымывания для численных комплексов. 
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Введение 
 

Вымывание в подоблачном слое – один из 
важнейших физических процессов, приводящих к 
удалению газоаэрозольных примесей из атмосфе-
ры под действием осадков (дождевых капель, сне-
га, града). Этот процесс играет ключевую роль в 
переносе примеси из атмосферы в почву и расте-
ния. Описание процесса вымывания важно при 
анализе последствий аварий с выбросами в атмо-
сферу (в том числе и радиоактивных веществ, на-
пример НТО), а также для других экологических 
проблем: увеличение кислотности почвы и ее за-
грязнение тяжелыми металлами и стойкими орга-
ническими соединениями.  

Экспериментально процессы вымывания 
удобнее всего изучать с помощью трассеров, ко-
торые легко выделить на фоне типовых атмосфер-
ных газов. Очень важными для практики трассе-
рами являются соединения трития, например, па-
ры тритиевой воды НТО, являющиеся наиболее 
распространенной формой газообразных соедине-
ний трития. Экспериментальное изучение взаимо-
действия НТО с каплями воды проводилось, как в 
лабораторных, так и полевых условиях. В работах 
[1, 2] представлены результаты лабораторных экс-
периментов по определению скорости обмена K 

между парами HTO и падающими каплями воды в 
отсутствие процессов испарения/конденсации. На 
основе выполненных экспериментов сделан про-
гноз кинетики обмена НТО с каплями воды. Ана-
логичная постановка экспериментов использована 
ранее в работе [3]. Полевые эксперименты по ис-
следованию обмена НТО между атмосферой и ка-
плями дождя описаны в работах [4–8]. Отметим 
также работу [9], в которой измерены концентра-
ции трития в окрестности nuclear power plant of 
Paks, Hungary. 

Вымывание газовых примесей зависит от 
множества процессов, таких как: молекулярная, 
конвективная и турбулентная диффузия, тепло-
массоперенос, испарение газов из капель, химиче-
ские реакции в жидкой и газовой фазах. Все это 
делает вымывание одним из сложнейших для опи-
сания атмосферным процессом. Тем важнее по-
строение теоретических моделей, которые выде-
ляют наиболее важные факторы в процессе вымы-
вания и могут в упрощенном варианте быть ис-
пользованы в численных программах, модели-
рующих перенос примеси. 

Среди численных подходов, которые могут 
учитывать процессы вымывания примесей из ат-
мосферы, можно назвать модели переноса гауссо-
ва типа [10, 11], а также более сложные численные 
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комплексы [12, 13], рассчитывающие перенос за-
грязнений в атмосфере. При этом используется 
скорость (или обратное время) вымывания Λ, ко-
торая является одной из наиболее универсальных 
и важных характеристик вымывания газов осадка-
ми. Применительно к процессу вымывания трития 
развиваются квазистационарные модели, исполь-
зующие Эйлеров подход [14], в которых рассчи-
тываются профили концентраций трития по высо-
те с учетом этого процесса. Методика для расчета 
вымывания трития, основанная на средневзвешен-
ном размере капель, предложена в работе [9]. 

В сложных численных комплексах, модели-
рующих перенос примесей в атмосфере, обычно 
не рассчитывается детальная кинетика обмена ме-
жду газом и каплями. Вместо этого наиболее часто 
используют простейшее уравнение баланса 

0t g gd C C  ,                           (1) 

где gC – концентрация газовой примеси, а 0 – 

коэффициент вымывания [15]: 
2

0 ( ) ( ) .K D D D dD         (2) 

Здесь ( )D  – спектр капель по их размерам D и 

( )K D – константа массообмена газа с поверхно-

стью капли. Величина ( )K D  для миллиметровых 
размеров капель и скоростей падения порядка не-
скольких метров в секунду хорошо аппроксимиру-
ется следующей зависимостью [16, 17]: 

1/ 31/ 2

( ) = 2 0,6 
Dg DU

K D
D Dg

            
.     (3) 

где Dg – коэффициент диффузии газа в воздухе,  
ν – кинематическая вязкость воздуха и U – ско-
рость падения капель. Подчеркнем, что 0  зави-

сит только от константы массообмена ( )K D  и 

спектров капель ( )D . Считается, что 0  не зави-

сит от поведения концентраций  g ,C x t


 и что ва-

жен только процесс поглощения газа каплями. 
Дальнейшим шагом является учет испарения 

примеси из капель для летучих соединений. Для 
этого введем концентрацию примеси в дождевых 
каплях aqC . C учетом испарения примеси из ка-

пель и для одной пространственной координаты 
(высоты z) имеем [8, 15, 18]: 

0
g aq

g

C C
C

t HRT

  
     

; 

0aq aq aq
g

L

C C C
U C

t z HRT

   
       

,       (4) 

где U – скорость падения капель, L – относи-
тельный объем жидко-капельной фракции в воз-
духе, H – эффективная постоянная Генри, R – уни-
версальная газовая постоянная, T – температура. 

В случае, когда концентрация газовой приме-
си gC  равномерно распределена по высоте в слое 

вымывания 0 z h   и зависит только от времени, 
уравнение (1) для изменения gC  модифицируется 

[8, 15, 18]: 

 

эф

0
эф 0

( ) ;

( ) exp ,

g
g

dC
z C

dt

h z w
z

U

 

   
    

 

           (5) 

где введено обозначение  1 Lw HRT  . Видно, 

что учет испарения приводит к поправке для ско-
рости вымывания, зависящей от высоты. Необхо-
димо отметить противоречие между исходными 
предположениями и полученным выражением для 

эф ( )z . В постановке задачи предполагалось, что 

концентрация газовой примеси gC  не зависит от 

высоты. Однако полученная скорость вымывания 

эф  явно зависит от z, т. е. из уравнения (5) мы 

также получим распределение gC  по высоте. По-

этому уравнение (5) можно считать первой итера-
цией к учету профиля концентраций примеси, 
обусловленного испарением газа из капель. В ра-
боте [8] выполнено сравнение между значениями 

0  и эф  для конкретных условий, реализован-

ных в полевом эксперименте. Для высоты слоя 
вымывания h  30 м и паров НТО поправка не 
превысила 10 %. Но для больших высот h и плохо 
растворимых газов может реализоваться случай 

эф << 0 , т. е. влияние испарения примеси из 

капель будет очень сильным.  
Обратимся теперь к процессам диффузии раз-

ного масштаба. Как видно из (3), процесс молеку-
лярной диффузии уже учитывается при определе-
нии константы массообмена газа с поверхностью 
капли ( )K D  и параметра 0 . В работе [20] изло-
жен подход, в котором уравнения кинетики (4) 
заменяются на некоторый усредненный процесс 
диффузии примеси по высоте с конвекцией (на-
правленным сносом, обусловленным падением 
капель). Соответствующие уравнения конвектив-
ной диффузии решаются численно, чтобы опреде-
лить динамику изменения профиля концентраций 
примеси со временем. 
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Для линейного начального профиля концен-
трации gC  получены зависимости скорости вы-

мывания ( , )z t  диоксида серы и аммиака от вре-
мени и высоты. Скорости конвективного сноса 
(фронта вымывания) много меньше скорости па-
дения капель и оказались равными 1,2·10–4 м/с для 
SO2 и 6,1·10–3 м/с для NH3. Необходимо подчерк-
нуть, что эффективные коэффициенты конвектив-
ной диффузии, которые в работе [20] составили 
2,17·10–5 м2/с для SO2 и 5,97·10–2 м2/с для NH3, 
значительно меньше характерных значений коэф-
фициентов атмосферной турбулентной диффузии 
K = 5  50 м2/c [20]. Поэтому в практических зада-
чах зачастую более важным является учет турбу-
лентной диффузии. Первые попытки такого рода 
сделаны в работе [11], где рассмотрено вымывание 
постоянно действующих гауссовых источников в 
слое вымывания. Считается, что сам процесс вы-
мывания концентрацию газа gC  не меняет. Полу-

чены аналитические решения для пяти видов та-
ких источников. 

Данная работа посвящена обобщению этой за-
дачи. В ней рассматривается вымывание газовой 
примеси под действием осадков для произвольно-
го динамического источника, действующего в по-
доблачном слое. Считается, что вымывание газа 
происходит на фоне более динамичных процессов: 
атмосферной турбулентной диффузии и ветрового 
переноса примеси, а также ее осаждения на под-
стилающую поверхность [8].  

В общем случае при рассмотрении этих задач 
необходимо совместно решать уравнения атмо-
сферной турбулентной диффузии и уравнения для 
кинетики вымывания.  

атм.диф вымыв

.
C C C

t t t

              
          (6) 

Процесс вымывания газовой примеси из атмо-
сферы  ,gC x t


 определяется уравнением 

вымыв

( , )
( , ) ( , )g

g

C x t
x t C x t

t

 
   


 

,          (7) 

где ( , )x t


= ( ; , )gC x t


– скорость вымывания газо-

вой примеси, которая в общем случае зависит от 
всех координат, поля концентраций ( , )gC x t


, а 

также характеристик дождя. 
В данной работе при решении (6) нами пред-

лагается использовать метод расщепления по фи-
зическим процессам и считать динамику вымыва-
ния отдельно – на фоне атмосферного переноса. 
 

В этом случае при численной реализации остается 
важная проблема – как определить скорость вы-
мывания ( , )x t


 в неоднородном и меняющемся 

со временем поле концентраций ( , )gC x t


 и 

( , )aqC x t


? Первым приближением служит уравне-

ние (1) с константой вымывания 0 , определяе-
мой из (2). Для однородных по высоте концентра-
ций газовой примеси gC  учет испарения примеси 

приводит к поправке (5), зависящей от высоты.  
Краткое содержание работы следующее. 

В разделе 1 выполнена постановка задачи и полу-
чено общее решение уравнений для источника с 
произвольным фоновым распределением ( , )fС z t . 

Анализ этого решения выполнен в разделе 2 для 
двух предельных случаев: медленно меняющегося 
по сравнению с процессом вымывания фона (на-
пример, для суточных или сезонных колебаний 
концентраций примеси) и быстро меняющегося 
источника (импульсные выбросы в подоблачном 
слое, которые затем переносятся и расплываются 
за счет атмосферной турбулентной диффузии). 
В разделе 3 представлены результаты иллюстра-
тивных расчетов и приводятся практические реко-
мендации по вычислению скорости вымывания 

( , )z t = ( ; , )gC z t  для численных комплексов. 

 
 
1. Постановка задачи и общее решение  

уравнений кинетики вымывания с источником 
 
Будем считать, что процессы атмосферной 

турбулентной диффузии и ветрового переноса 
примеси создают в подоблачном слое динамиче-
ский фоновый источник, создающий меняющееся 
со временем и высотой фоновое распределение 
газовой примеси ( , )fС z t . Рассмотрим процесс 

вымывания примеси на фоне этого источника. 
Учитывая этот источник в уравнениях (4) для ки-
нетики вымывания, получим: 

0

0

;

.

g aq f
g

aq aq aq
g

L

C C C
C

t HRT t

C C C
U C

t z HRT

  
      

   
       

         (8) 

Переходя к безразмерным переменным 0s t   и 

 q h z h  , эти уравнения можно переписать в 

виде: 
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;

;

1 ,

g f
g a

a a
g a

L

C C
C wC

s s
C C

u C wC
s q

w HRT

 
   

 
 

  
 

 

                (9) 

где ,a L aqC C   0u U h  , а константа w харак-

теризует обратный поток примеси из капли в ат-
мосферу. В правую часть первого уравнения доба-
вился заданный источник fC s   (либо fC t  ). 

При этом распределение примеси удовлетворяет 
следующему начальному условию 0( , )g tC z t    

( ,0).fC z  

Таким образом, для получения полного реше-
ния, учитывающего все процессы, нам нужно сна-
чала решить уравнение атмосферной турбулент-
ной диффузии и определить из этого решения поле 

концентраций 
атм.диф

( , )gC x t  


, которое мы будем 

в дальнейшем считать фоновым: ( , )fC x t 


 

атм.диф
( , ) .gC x t   


 Затем, решая уравнения (8) или 

(9), получим полное решение всей задачи. Возможен 
и другой вариант, когда решается уравнение (7) со 
скоростью вымывания ( ; , )gC x t


, учитывающей 

детали распределения концентраций ( , )gC x t


. 

Для решения уравнений кинетики вымывания 
(9) при произвольном фоновом распределении га-
зовой примеси ( , )fС q s  используем преобразова-

ние Лапласа по переменной s: 

 ( ,0) ( ,0);

( ) ,

g f a g f f

a
g a

pC C q wC C pC C q

C
u C p w C

q

    


  



   

  
(10) 

где введено обозначение 
0

( , ) ( , )psC q p e C q s ds


  . 

При получении этих уравнений использовано 
предположение, что в начальный момент времени 
капля не содержит растворенную примесь 

( ,0) 0,aC q   а также начальное условие 

( ,0) ( ,0)g fC q C q . Выражая из первого уравнения 

(10) концентрацию газовой примеси и подставляя 
ее во второе уравнение, получим: 

( , ) 1
( , )

1
a

a
C q p wp

p C q p
q u p

 
      

   

1
( , )

1 f
p

C q p
u p



 .                   (11) 

Предполагая, что на высоте h (q = 0) концен-

трация примеси в капле равна нулю (0, ) 0aC p  , 
получим решение: 

0

1
( , ) ( , )

1

q

a f
p

C q p d C p
u p

   
   

exp
1

q wp
p

u p

   
      

               (12a) 

или после обратного преобразования Лапласа: 
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 0 2 ( ) ,I w s                       (12b) 

где 0I  – модифицированная функция Бесселя пер-
вого рода; θ(s) = 0, если s < 0 и θ(s) = 1, если s > 0. 
Концентрация газовой примеси вычисляется с ис-
пользованием решения (12b) по формуле: 

( )

0

( , ) ( , ) ( , ) e
s

s
g a fC q s wC q C q d          

( , ).fC q s                            (12с) 

Данное решение является общим для источ-
ника с произвольным фоновым распределением 

( , )fС z t . 

Для анализа временного поведения этого ре-
шения рассмотрим фоновое распределение, про-
филь которого не зависит от q, а временное пове-
дение имеет экспоненциальный вид: ( , )fС q s = 

= exp( )A as . Тогда 1( , ) ( )aC q p A p a    и реше-
ние определяется следующим образом: 

( , ) /
( 1) ( )( 1)

0

( , )

e e e ( , ) ,

a

R q s u
s w s a

C q s

A F s d     



     
 

где   ( , ) min , ,R q s q su  

( 1)

0

( , ) e
s

a w
F s

s


   

     
  

   1 02 ( ) 2 ( ) .I w s I w s d


          


 

Решение (13) понадобится нам в дальнейшем. 
 
 

(13)



Вымывание атмосферных газовых примесей из произвольного динамического источника, действующего… 
 

 45

2. Анализ результатов 
 
Рассмотрим решение для вымывания газовой 

примеси дождевыми каплями в подоблачном слое 
атмосферы (12) для двух предельных случаев: 
медленно и быстро меняющихся со временем ис-
точников фоновой концентрации ( , )fС q t . 

Решение для медленно меняющегося со време-
нем фонового источника 

В случае медленно меняющегося по сравне-
нию с процессом вымывания фона (например, для 
суточных или сезонных колебаний концентраций 
примеси) распределение примеси можно предста-
вить в окрестности точки s = 0 следующим рядом: 

( , ) ( ,0)f fC q s C q   

 2 31
( ,0) ( ,0)

2f fC q s C q s O s    ,        (14) 

где введено обозначение ( )

0
( ,0)k k

f sf s
C q C k


   . 

Лаплас-образ ряда (14) имеет вид: 

( , )fC q s   

2 3 3

( ,0) ( ,0) ( ,0) 1f f fC q C q C q
O

p p p p

   
      

 
.  (15) 

В нулевом приближении, когда фоновое рас-
пределение, создаваемое источником, не меняется со 
временем (однако оно может иметь профиль по вы-

соте) 0( , ) ( ,0) ( )f fC q s C q C q  ; ( , )fC q s   

0 ( ) ,C q p  из (12a) получим решение: 

0

0

( )1
( , ) exp

1 1

q

a
C q wp

C q p d p
u p u p

    
        

 ,(16) 

после обратного преобразования Лапласа от этого 
выражения: 

( , )

0
0

e
( , ) ( )

R q ss

aC q s d C q
u


      

0exp ( 1) 2 .w I w s
u u u

                  
      (17) 

Решение для газовой концентрации находится 
подстановкой (17) в выражение (12с): 

( )
0

0

( , ) ( )e ( , )e
s

s s
g aC q s C q w C q d      .   (18) 

Скорость вымывания вычисляется из следующего 
соотношения, вытекающего из (6), (7), (9): 

0( , ) 1 ( , ) ( , )a gq s wC q s C q s    .         (19) 

 
 

Решение для быстро меняющегося со време-
нем источника 

Другой важный для практики случай – быстро 
меняющиеся по сравнению с процессом вымыва-
ния примеси источники. Это могут быть, напри-
мер, импульсные выбросы в подоблачном слое, 
которые затем переносятся и расплываются за счет 
атмосферной турбулентной диффузии. В качестве 
примера мы возьмем одномерный (зависящий 
только от z) источник: 

 0

( )
( , )

4
f

t Q
C z t

K t t


 

 
 

 
 

 
 

2 2
0 0

0 0

exp exp
4 4

H z H z

K t t K t t

                      
.   (20) 

Это выражение описывает мгновенный точечный 
источник, задействованный на высоте H0 во время 
-t0 перед началом вымывания (которое начинается 
в момент t = 0). На подстилающей поверхности  
z = 0 поставлено условие полного отражения, K – 
коэффициент вертикальной атмосферной диффу-
зии. Источник (20) иллюстративный, но он имеет 
гауссов вид и является решением уравнения тур-
булентной диффузии [20]. Такие источники широ-
ко используются и на практике: в аппроксимациях 
Пасквилла, Смита – Хоскера и др. [21]. Подчерк-
нем, что гауссовы источники рассматриваются и в 
статье [11], результаты которой мы обобщаем. 

Характерное время динамики источника 
2

дин 4t h K . Для h = 100 м, K = 10 м2/c получим 

динt  250 с, что значительно меньше характерных 

времен вымывания 1 3 5
вымыв 10 10t     с. Тем 

самым для данных параметров источник (20) мож-
но считать быстро меняющимся. 

Основным физическим предположением, ис-
пользуемым для быстрых источников, является 
слабое изменение концентрации газовой фазы за 
счет вымывания. Фактически предполагается, что 
концентрация примеси в газовой фазе следует за 
источником и не успевает меняться за счет вымы-
вания:  

( , ) ( , )g fC q s C q s      (21) 

В этом случае из второго уравнения (10) получим 
решение: 

 
0

1
( , ) ( , )exp

q

a f
q

C q p d C p w p
u u

        
  . (22) 

Сделав обратное преобразование Лапласа от вы-
ражения (22), получим: 
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( , )

0

1
( , ) , exp .

R q s

a fC q s d C q s w
u u u

            
   

 (23) 

Напомним, что концентрация газовой примеси 
в этом приближении просто равна фоновой (21). 

Методический интерес представляет поста-
новка задачи, когда выполняется условие (21), но 
фоновая концентрация постоянна со временем 

0( , ) ( ,0) ( )g fC q s C q C q  . Данное предположение 

рассматривается в работе [11] для стационарных 
гауссовых источников (например, для стационар-
ной струи). В этом случае концентрация примеси в 
каплях определяется выражением: 

 

 

0
0

0
0

0 0

1
( ) ( )exp .

( )exp ( )
( )

1 .
( )

q

a

q

w q
C q d C

u u

w d C w q u
q

uC q

   
    

 

   


 





      (24) 

Формула (24) для ( )aC q  обобщает результаты 

[11] на произвольные профили 0 ( )C q , а выраже-

ние для ( )q  обобщает выражение (5) для эф , 

поскольку в частном случае ( ) constaC q   оно дает 

эф .  

Другой случай – это распределение, профиль 
которого не зависит от q, а временное поведение 
имеет экспоненциальный вид: ( , )fС q s = 

= exp( )A as . Для него получено общее решение 
(13), рассмотрим его в приближении быстро ме-
няющегося источника. Из (23) получим достаточ-
но простое решение 

e ( , )( )
( , ) exp 1 ,

s

a
A R q s a w

C q s
a w u

         
  (25) 

которое полезно сравнить с (13) для проверки точ-
ности и работоспособности приближения быстро-
го источника. 

 
 

3. Иллюстративные расчеты и рекомендации 
 
Расчеты для заданного начального профиля 

примеси 
В численных расчетах для заданного началь-

ного профиля примеси (решения (17)–(19)) ис-
пользовались следующие значения параметров 
вымывания: h = 100 м, U = 4 м/с, p = 1 мм/ч,  
Λ0 = 10–4 с–1, w = 33,84U/p (T = 10 ºС), соответст-
вующие вымыванию паров HTO [8]. На рис. 1 по-
казаны вертикальные профили относительных 

скоростей вымывания эф 0   и 0   с фоно-

вым распределением C0(q) = 1+q на момент вре-
мени s = 1, вычисленных по выражениям (5) и (19) 
соответственно. Черной кривой на рисунке пока-
зана скорость вымывания эф , штрихпунктирной 

кривой показано отношение скоростей вымывания 

эф  . 
 

  
Рис. 1. Профили скоростей вымывания эф 0   и 0   

паров HTO с фоновым распределением C0(q) = 1+q 
 
Из рисунка видно, что отличие профилей ско-

ростей вымывания, рассчитанных по выражениям 
(5) и (19) достигает величины порядка 10 %. Это 
связано с тем, что в формуле для эф  не учитыва-

ется пространственный профиль концентрации 
газовой примеси. 

На рис. 2 изображены профили концентраций 
примеси в газовой фазе gC  и эквивалентной кон- 
 

    
Рис. 2. Профили концентраций примеси в газовой фазе 

gC  и в дождевых каплях r aC wC  на момент времени  
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центрации в дождевых каплях r aC wC , рассчи-
танные на тот же момент времени, а рис. 3 пока-
зывает изменение концентраций примеси у по-
верхности (q = 1) со временем. 

 

    
Рис. 3. Изменение концентраций примеси  

у поверхности со временем 
 
Для заданного начального профиля примеси 

можно получить следующие балансные равенства:  

0
0 0

( , ) ( , ) ( ),g adsC q s w dsC q s C q
 

    

0

0

( , ) ( )
,aC q s C q

ds
q u

 


     0
0 0

1
( , ) ( ).

q

adsC q s d C
u


     

Чтобы убедиться в хорошей точности, в при-
веденных выше расчетах контролировалось вы-
полнение этих равенств. Расхождение не превы-
шало единиц в четвертом знаке. 

Рассмотрим результаты расчетов потоков 
примеси на поверхность. Количество газовой при-
меси, вымываемой осадками, за время s на высоте 
q определяется следующим интегралом: 

 
0

( , )
,

s
aC q r

J q s u dr
q




 . 

Для быстрых источников (22) и (23) этот ин-
теграл после несложных преобразований сводится 
к выражению: 

 , ( , )aJ q s C q s    

0 0

( , ) ( , ) .
s s

f aC q r dr w C q r dr               (26) 

В приближении эф  (5) количество газовой 

примеси, вымываемой осадками, определяется ин-
тегралом: 

 эф
0 0

, ( , )e
wqs
u

fJ q s C r d dr


    .        (27) 

Численные расчеты выполнены для вымывания 
паров HTO – параметры вымывания были указаны 
ранее. Динамический источник задавался в виде 
(20), при этом использовалось приближение (21) 
для быстро действующего источника. Параметры 
источника: Q = 103 кг/м2, H0 = 30 м, K = 10 м2/c, 
t0 = 100 c. На рис. 4 изображена динамика роста 
J(q, s) и Jэф(q, s) у поверхности q = 1 в диапазоне 
0 1s  . Из рисунка видно, что отличие потоков, 
рассчитанных по формулам (26) и (27), достигает 
величины порядка 10 %. 

 

      
Рис. 4. Динамика потоков  ( , )J q s  и эф ( , )J q s   

у поверхности 
 
Проверка работоспособности приближения 

быстрого источника 
Для распределения, профиль которого не за-

висит от q, а временное поведение имеет экспо-
ненциальный вид ( , )fC q s = exp( )A as , в прибли-

жении быстрого источника получено решение 
(25). Полезно сравнить его с общим решением (13) 
для такого же профиля, чтобы проверить работо-
способность данного приближения. Из общих со-
ображений хорошее совпадение должно получать-
ся для параметра 1a  , поскольку мы работаем с 
безразмерным временем s, которое порядка еди-
ницы для процесса вымывания. Результаты расче-
тов показывают хорошую работоспособность при-
ближения быстрого источника уже для значений 
параметра 3 5a   . Так, например, для a = 5 и 
А = 1 вплоть до значений безразмерного времени 
s = 10 различие между (13) и (25) не превышает 
1 %. Однако уже для значения a = 1, когда совпа-
дают темпы изменения источника и скорости про-
цесса вымывания, отличие при s = 1 достигает де-
сятка раз.  
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Расчет скорости вымывания в задачах атмо-
сферного переноса 

Как отмечалось выше, в общем случае необ-
ходимо совместно решать уравнения атмосферной 
турбулентной диффузии и уравнения для кинети-
ки вымывания. Если применить метод расщепле-
ния по физическим процессам, то в каждой ла-
гранжевой ячейке можно считать динамику вымы-
вания отдельно – на фоне атмосферного переноса. 
Сформулируем алгоритм расчета скорости вымы-
вания ( , )x t


 в неоднородном и меняющемся со 

временем поле концентраций ( , )C x t


.  
Сначала рассмотрим задачу с одной простран-

ственной координатой z. В принципе, можно вос-
пользоваться общей формулой (19): 

0( , ) ln 1 ( , ) ( , ).g a gq s C s wC q s C q s        

Однако в расчетах переноса примеси нет не-
обходимости определять поля концентраций при-
меси в каплях ( , )aC q s , а достаточно выдавать 
только поток на подстилающую поверхность (по-
началу без траекторий капель). Поэтому пользо-
ваться (19) нецелесообразно. Для расчета ( , )q s  в 
общем случае воспользуемся наиболее простой 
формулой (24), но вместо 0 ( )C q  будем использо-
вать концентрацию примеси в газовой фазе на те-
кущий момент времени: 

0

( , )( , )
1

( , )
a

g

C q sq s
w

C q s


  


 

 
0

( , )exp ( )

1 .
( , )

q

g

g

w d C s w q u

uC q s

   
 


   (28) 

Видно, что в данном случае скорость вымыва-
ния зависит от поля концентраций: ( , )q s = 

= ( ; , )gC q s . Если в качестве q брать безразмер-

ную длину дуги по траектории капли, то эта фор-
мула также работает и можно вычислить скорость 
вымывания ( , )x t


 с учетом реальных траекторий 

капель в произвольной пространственной точке x


. 
При использовании метода Монте-Карло легко 
реализовать розыгрыш по размерам капель и опре-
делить реальные траектории капель в пространстве.  

Чтобы не считать интегралы, в формуле (28) 
для ( , )q s  можно использовать разложение по q. 
С точностью до линейных членов: 

 
0

( ) 1 exp( )1( , )
,

1 ( )

( ) (1, ) (0, ) (0, ).

qw u

g g g

e uA s qw u wq s

qA s

A s C s C s C s

   


 

   

 (29) 

Для больших градиентов концентраций 0 ( )C q  
применение более точных формул (28), (29) может 
дать значительное отличие от эф , вычисленной 

по (5). На рис. 5 показаны сравнительные резуль-
таты расчетов Λ по этим трем формулам для на-
чального распределения примеси 0 ( ) exp( )C q q  . 

 

    
Рис. 5. Сравнительные результаты расчетов 0/   для 

момента времени s = 0,1 по формулам: (5) (непрерыв-
ная линия), (28) (пунктирная кривая) и (29) (штрих- 
                                  пунктирная кривая) 

 
Интересно отметить, что при очень больших 

градиентах начальной концентрации возможны 
отрицательные значения Λ (вблизи подстилающей 
поверхности). Этот факт проиллюстрирован на 
рис. 6 для начального распределения примеси 

0 ( ) exp( 3 )C q q  .  
 

     
Рис. 6. Сравнительные результаты расчетов 0/   для 

момента времени s = 0,1 по формулам: (5) (непрерыв-
ная линия), (28) (пунктирная кривая) и (29) (штрих-
пунктирная кривая). Начальное распределение 
                                 0 ( ) exp( 3 )C q q   
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Отрицательные значения Λ вблизи границы  
q = 1 означают, что происходит рост газовой фазы 
за счет капель, которые при падении сначала со-
бирают газ вверху, а затем внизу начинают испа-
ряться и подпитывать газовую фазу (см. рис. 7).  

 

      
Рис. 7. Профили концентраций примеси в газовой фазе 

gC  и в дождевых каплях r aC wC  на момент времени 

 s = 0,1 для начального распределения 0 ( ) exp( 3 )C q q   

 
Отметим, что совпадение между скоростями 

вымывания, рассчитанными по формулам (28) и 
(29), достаточно хорошее, даже для резких профи-
лей. 

 
 

Заключение 
 
Рассмотрено вымывание газовой примеси в 

подоблачном слое под действием осадков. В прак-
тических задачах физики атмосферы вымывание 
газа происходит на фоне более динамичных про-
цессов атмосферной турбулентной диффузии и 
ветрового переноса примеси, т. е. в общем случае 
при рассмотрении этих задач необходимо совме-
стно решать уравнения атмосферной турбулент-
ной диффузии и уравнения для кинетики вымыва-
ния. Для решения этой задачи предлагается ис-
пользовать метод расщепления по физическим 
процессам, в котором динамика вымывания при-
меси рассматривается отдельно – на фоне турбу-
лентной диффузии и ветрового переноса. Тем са-
мым данные процессы создают в подоблачном 
слое динамический фоновый источник примеси. 
Для получения полного решения, учитывающего 
все процессы, нам нужно сначала решить уравне-
ние атмосферной турбулентной диффузии и опре-
делить из этого решения поле концентраций, ко-
торое мы будем в дальнейшем считать фоновым. 

Затем, решая уравнения кинетики вымывания (8), 
(9) с заданными фоновыми источниками, получим 
полное решение всей задачи. 

Получено общее аналитическое решение 
(12a), (12b), (12c) уравнений кинетики вымывания 
(9) для источника с произвольным фоновым рас-
пределением. Анализ этого решения выполнен для 
двух предельных случаев: медленно меняющегося 
по сравнению с процессом вымывания фона (на-
пример, для суточных или сезонных колебаний 
концентраций примеси) и быстро меняющегося 
источника (импульсные выбросы в подоблачном 
слое, которые затем переносятся и расплываются 
за счет атмосферной турбулентной диффузии).  

Для медленно меняющегося источника в ну-
левом приближении получено аналитическое ре-
шение (17), (18), когда фоновое распределение, 
создаваемое источником, не меняется со временем 
(однако оно может иметь профиль по высоте). Это 
приближение эквивалентно заданию в начальный 
момент некоего профиля концентраций газовой 
примеси, т. е. задаче Коши для уравнений кинети-
ки без источника. Получено выражение (19) для 
вычисления скорости вымывания ( , )z t  в этом 
приближении. 

Основным физическим предположением, ис-
пользуемым при получении решения для быстрых 
источников, является слабое изменение концен-
трации газовой фазы за счет вымывания. Фактиче-
ски предполагается (21), что концентрация приме-
си в газовой фазе следует за источником и не ус-
певает меняться за счет вымывания. Показано, что 
для постоянной со временем фоновой концентра-
ции данное решение обобщает результаты [11] на 
произвольные профили 0 ( )C q , а выражение для 
скорости вымывания (24) обобщает известное ре-
шение (5) для эф . 

Полученные решения проиллюстрированы 
численными расчетами. Приведены рабочие фор-
мулы (28), (29) для скорости вымывания ( , )z t , 
которые рекомендуется использовать в практиче-
ских расчетах по численным комплексам. 
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