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ÓÄÊ 517.95+514.86ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÐÅÆÈÌÅ ÐÀÇËÅÒÀ Â ÂÀÊÓÓÌÏËÎÑÊÎÃÎ ÑËÎß ÈÄÅÀËÜÍÎÃÎ ÃÀÇÀÂ. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèí(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Íàéäåí è ïîäðîáíî èññëåäîâàí êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçîâîéäèíàìèêè, îïèñûâàþùèõ èçýíòðîïè÷åñêèé ðàçëåò â âàêóóì èäåàëüíîãî ãàçà, çàïîëíÿ-þùåãî ïëîñêèé ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû, â ñëó÷àå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàííûõ íà-÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè ïîêàçàòåëå àäèàáàòû, ðàâ-íîì 3.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ãàçà ðàâ-íà íóëþ, à íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíà ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó è îáðàùàåòñÿâ íóëü íà ãðàíèöå ñ âàêóóìîì. Ïîëó÷åííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-íî äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäèê è ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, èäåàëüíûé ãàç, èçýíòðî-ïè÷åñêèé ðàçëåò â âàêóóì, òî÷íûå ðåøåíèÿ, ÷èñëåííîå ðåøåíèå.ÂâåäåíèåÈçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå îäíîìåðíûå ïëîñêèå èçýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ ãàçà, ëè-íåàðèçóþòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Íàïðèìåð, â [1, 2] âêà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âûáðàíû èíâàðèàíòû Ðèìàíà, à â [3, 4] � ñêîðîñòü è óäåëüíàÿ ýí-òàëüïèÿ. Â ñëó÷àå ïîëèòðîïíîãî ãàçà òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò â çàìêíóòîé ôîðìåïðåäñòàâèòü èõ îáùåå ðåøåíèå äëÿ ïîêàçàòåëåé àäèàáàòû 
 = (2m+ 3)/(2m+ 1); m = 0; 1; 2; 3; ::: .Îñîáåííî ïðîñòî óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ, êîãäà 
 = 3. Ïðè ýòîì äàæå íå òðåáóåòñÿ èõ ëèíåàðè-çàöèÿ, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè (â ýòîì ñëó÷àåñèñòåìà â èíâàðèàíòàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó óðàâíåíèé � êàæäîå äëÿ îäíîãî èíâàðèàíòà) èèíòåãðèðóþòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Îäíàêî îáùåå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â íåÿâíîì âèäå èíå äàåò ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î âîçìîæíûõ îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿ-åò èíòåðåñ ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ êàêèìè-ëèáî îòëè÷èòåëüíûìèîñîáåííîñòÿìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíà îäíîìåðíàÿ çàäà÷à îá èçýíòðîïè÷åñêîì èñòå÷åíèè â âàêóóì èäå-àëüíîãî ãàçà, çàïîëíÿþùåãî ïëîñêèé ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû äëÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàííûõíà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû 
 = 3. Ïðè t = 0âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé x, �1 < x < +1;íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè.Îäíà èç îñîáåííîñòåé òå÷åíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðàíèöû ãàçîâîé îáëàñòè îñòàþòñÿ íåïîäâèæ-íûìè äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = t�, ïîñëå êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ðàçëåò. Òå÷åíèÿ îñòàþòñÿãëàäêèìè âñþäó äî ìîìåíòà t = t�. Ïðè t � t� ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè òåðïÿò ðàçðûâïåðâîãî ðîäà íà çâóêîâûõ ëèíèÿõ, íà ïëîñêîñòè R2 (x; t) ãðàíèöû òå÷åíèé ñòàíîâÿòñÿ îãèáàþùè-ìè õàðàêòåðèñòèê è êðèâûìè ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô � ãðàäèåíò ïëîòíîñòè îáðàùàåòñÿ íà íèõ âáåñêîíå÷íîñòü. Ìåæäó çâóêîâûìè ëèíèÿìè ðàñïîëîæåíà îáëàñòü äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ, ìåæäó çâó-êîâûìè ëèíèÿìè è ëèíèÿìè âàêóóìà � îáëàñòè ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ. Çâóêîâûå òî÷êè òå÷åíèéíåïîäâèæíû. � 46 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçà1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå ïëîñêèå èçýíòðîïè÷åñêèå äâèæåíèÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà ñ 
 = 3. Òîåñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè òå÷åíèÿ ýíòðîïèÿ S � const, äàâëåíèå p è ïëîòíîñòü � ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì [2] p = A�3, A � A (S), ñêîðîñòü çâóêà c = A1�, A1 = p3A, à ñàìè òå÷åíèÿ â ýéëåðîâûõïåðåìåííûõ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè�t + (�u)x = 0; ut + uux + 1�px = 0: (1)Ïðè t = 0 ãàç çàïîëíÿåò ïëîñêèé ñëîé a2 � x � a1, a2 < 0 < a1, âíå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âàêóóì.Cîñòîÿíèå ãàçà çàäàíî ñîîòíîøåíèÿìèu (x; 0) = u0 (x) ; � (x; 0) = �0 (x) ; a2 � x � a1;u0 (a2) = u0 (a1) = 0; �0 (a2) = �0 (a1) = 0; (2)ãäå u0 (x), �0 (x) � èçâåñòíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî ðàñïðå-äåëåíèÿ r (x; 0) = r0 (x), l (x; 0) = l0 (x) èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìl0 � 0; r0 � 0; l00 < 0 ïðè x < b; l00 > 0 ïðè x > b; l000 > 0; a2 < b < a1;r00 > 0 ïðè x < 0; r00 < 0 ïðè x > 0; r000 < 0: (3)Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè r0 (x) è l0 (x) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ââåðõ è âíèç ñîîòâåòñòâåííî.Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1)�(3) è èññëåäîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå òå÷åíèå ãàçà.Èíâàðèàíòû Ðèìàíà è õàðàêòåðèñòèêè. Çàäà÷à (1)�(3) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.Äëÿ 
 = 3 èíâàðèàíòû Ðèìàíà r = u+ c, l = u� c; ñèñòåìà (1) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå â èíâàðèàíòàõrt + rrx = 0; lt + llx = 0; (4)çâóêîâûå õàðàêòåðèñòèêè C+ è C� ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè; êîíòàêòíûõ õàðàêòåðèñòèê C0 â èçýíòðîïè-÷åñêèõ òå÷åíèÿõ íåò [2]. Õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (x; 0), èìåþò óðàâíåíèÿC+ : x (t) = x+ r0 (x) t; C� : x (t) = x+ l0 (x) t: (5)Îãèáàþùèå ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê. Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè R2 (x; t), t > 0 õàðàêòåðèñòè-êè ñåìåéñòâ (5) ñ ïàðàìåòðîì a2 < x < a1 çàïîëíÿþò îáëàñòü, ïðàâîé ãðàíèöåé 
+ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿîãèáàþùàÿ C+-õàðàêòåðèñòèê ñ ïàðàìåòðîì 0 < x � a1; à ëåâîé ãðàíèöåé 
� � îãèáàþùàÿ C�-õà-ðàêòåðèñòèê ñ ïàðàìåòðîì a2 � x << b. Ðàñïîëîæåíèå õàðàêòåðèñòèê âñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà u0 (x) = 0,�0 (x) = 1�x2, a2 = �1, a1 = 1, ïîêàçàíîíà ðèñ. 1.Â ñèëó êà÷åñòâåííîé "ñèììåòðèè" íà-÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-ñìîòðåíèåì ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòèR2 (x; t) : x > 0; t > 0.Ïóñòü â îáëàñòè x > 0 óðàâíåíèå r == r0 (x), îïðåäåëÿþùåå íà÷àëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà Ðèìàíà, ðàçðå-øåíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x : x == f (r); f 0 (r) < 0; f 00 (r) < 0. Òîãäà ïðà-âàÿ ãðàíèöà 
+ èìååò ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ Ðèñ. 1. Ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê è êðèâîé 
 = 
+ [ 
�(G+ [G�) ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô� 47 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíx = f (r0)� r0f 0 (r0) ; t = �f 0 (r0) ; r0 (a1) = 0 < r0 < r0 (0) ; (6)ãäå ïàðàìåòð r0 � çíà÷åíèå èíâàðèàíòà r â òî÷êå (x0; 0). C+-õàðàêòåðèñòèêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçòî÷êó (x0; 0), êàñàåòñÿ êðèâîé 
+ â òî÷êå (x; t) ñ êîîðäèíàòàìè (6). Òîãäà ôóíêöèÿ x = x (t),îïðåäåëåííàÿ óðàâíåíèÿìè (6), ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè �f (r) [5]. Ïðåîáðà-çîâàíèå Ëåæàíäðà ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî âûïóêëîñòè, îòêóäà äëÿ ôóíêöèè x = f (r) ñëåäóåò, ÷òîêðèâàÿ 
+ âûïóêëà ââåðõ. Êðîìå òîãî, 
+ ëåæèò â îáëàñòè x � a1, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëè-æàåòñÿ ê ïðÿìîé x = r0 (0) t (ñì. íèæå) è èìååò âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ â ñâîåé íà÷àëüíîéòî÷êå (a1;�f 0 (0)), ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó r0 = 0; ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ x = a1 ÿâëÿåòñÿ C+-õàðàêòåðèñòèêîé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà èíâîëþòèâíî, ò. å. åãî êâàäðàò ðàâåí òîæäåñòâåí-íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Ïîýòîìó ôóíêöèþ (6), çàäàþùóþ îãèáàþùóþ, îíî ïåðåâîäèò â ôóíêöèþ�f (r), ïðîòèâîïîëîæíóþ ôóíêöèè x = f (r), îïðåäåëÿþùåé íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíâàðèàíòàr. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå âûïóêëîãî ðàñïðåäåëåíèÿ r = r0 (x), 0 < x � a1, ñ îòìå÷åííûìè ñâîé-ñòâàìè ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ âûïóêëîé êðèâîé 
+ â îáëàñòè x > 0, t > 0, èìåþùåé àñèìïòîòó èêàñàþùåéñÿ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = a1.Êðèâàÿ ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô. Ãðàäèåíòíàÿ êàòàñòðîôà ïî r -èíâàðèàíòó íà C+-õàðàêòå-ðèñòèêå (îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü ïðîèçâîäíîé rx) ïðîèñõîäèò â òî÷êå åå êàñàíèÿ ñ îãèáàþùåé
+, ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ êðèâîé ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô. Ìîìåíò tk íàñòóïëåíèÿ ýòîé êà-òàñòðîôû íà C+-õàðàêòåðèñòèêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0; 0), îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì [1, 2, 6](ïåðåìåííàÿ x0 ïàðàìåòðèçóåò ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê)tk = � 1r00 (x0) : (7)Ðàâåíñòâî (7) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (6), ïîñêîëüêó f 0 (r0) = 1=r00 (x0).Ïåðâîíà÷àëüíî ãðàäèåíòíàÿ êàòàñòðîôà íàñòóïàåò íà C+-õàðàêòåðèñòèêå, âûõîäÿùåé èç òî÷êè(a1; 0). Äàëåå îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî C+-õàðàêòåðèñòèêàì â ñòîðîíó óáûâàíèÿ ïàðàìåòðà x0, âñåâðåìÿ îñòàâàÿñü íà êðèâîé 
+. Òàêèì îáðàçîì, ïðè r00 (a1) 6= �1, ïî êðàéíåé ìåðå äî ìîìåíòàâðåìåíè t = tk = �1=r00 (a1) > 0, â îáëàñòè x > 0 òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Áîëåå òîãî, äî ìîìåíòàtk ïðàâàÿ ãðàíèöà òå÷åíèÿ îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, ïîñêîëüêó îãèáàþùàÿ 
+ êàñàåòñÿ âåðòèêàëüíîéC+-õàðàêòåðèñòèêè � ïðÿìîé x = a1. Ïîñêîëüêó r00 (0) = 0 (ñì. (3)), íà C+-õàðàêòåðèñòèêå x == r (0) t ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôû íå ïðîèñõîäèò è ïðÿìàÿ x = r0 (0) t ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé êðèâîé
+.Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ãðàäèåíòíóþ êàòàñòðîôó ïî l-èíâàðèàíòó íàC�-õàðàêòåðèñòèêàõ, ïðîèñõîäÿùóþ íà êðèâîé 
� � îãèáàþùåé C�-õàðàêòåðèñòèê, è íà õàðàêòåðòå÷åíèÿ â îáëàñòè x < 0. 
� ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ êðèâîé ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô.2. Ðåøåíèå çàäà÷èÏîêàæåì, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ èñêîìîãî íåïðåðûâíîãî òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåííàÿ íàðèñ. 1 îáëàñòü, ëåæàùàÿ âûøå æèðíîé êðèâîé. Ýòà îáëàñòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íàòðè ïîäîáëàñòè � I, II, III. Îáëàñòü I ðàñïîëîæåíà ìåæäó ïðÿìûìè x = a2 è x = a1, â îáëàñòè IIx > a1, â îáëàñòè III x < a2.Â ñèëó óñëîâèé (3) ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè I ïðîõîäèò ïî îäíîé C+- è C�-õàðàêòåðèñòèêå,íà÷èíàþùåéñÿ íà èíòåðâàëå (a2; a1) ïðè t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îáëàñòè ðåøåíèå îäíîçíà÷íîîïðåäåëåíî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2). Ñîãëàñíî òåì æå óñëîâèÿì (3) â îáëàñòè I r > 0, l < 0, ò. å.�c < u < c è òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ äîçâóêîâûì.×åðåç ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè II ïðîõîäèò ïàðà C+-"õàðàêòåðèñòèê", âûõîäÿùèõ èç òî÷åê èíòåð-âàëà (a2; a1) ïðè t = 0. Ïðè ýòîì C+-õàðàêòåðèñòèêè, íà÷èíàþùèåñÿ íà èíòåðâàëå (0; a1), èìåþòâ êà÷åñòâå îãèáàþùåé êðèâóþ 
+ ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô. Òàê êàê 
+ � ãðàíèöà îáëàñòè ïðåäïî-ëàãàåìîãî òå÷åíèÿ, òî îíà äîëæíà áûòü òðàåêòîðèåé ÷àñòèöû è ëèíèåé âàêóóìà. Ñëåäîâàòåëüíî,� 48 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàíà 
+ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ðàâåíñòâà c = 0, � = 0, p = 0, à çíà÷èò, è ðàâåíñòâà rj
+ = lj
+ == uj
+ = x0 (t). Òàê êàê òå÷åíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè IIäîëæíà ïðîõîäèòü òîëüêî îäíà C+-õàðàêòåðèñòèêà. Ïîñêîëüêó C+- è C�-õàðàêòåðèñòèêè äîëæíûêàñàòüñÿ ëèíèè âàêóóìà 
+, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé ÀÁÂ, A 2 (0; a1] (ñì. ðèñ. 1), êàñà-þùåéñÿ êðèâîé 
+, îòðåçîê ÀÁ äîëæåí áûòü C+-õàðàêòåðèñòèêîé, â òî âðåìÿ êàê åãî ïðîäîëæåíèå,ëó÷ ÁÂ, � C�-õàðàêòåðèñòèêîé. Ýòî óæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå â îáëàñòè II. ÍàêëîíC�-õàðàêòåðèñòèêè, ñîâïàäàþùèé ñ íàêëîíîì ïðÿìîé ÀÁÂ, áóäåò ïîëîæèòåëüíûì: dxdt = l (Á) == r (À) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè II l = u � c > 0 è òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñâåðõçâóêîâûì. Íàâåðòèêàëüíîé C�-õàðàêòåðèñòèêå x = a1 dxdt = u � c = 0, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ çâóêîâîéëèíèåé.Àíàëîãè÷íî, îáëàñòü III ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ, à C+-õàðàêòåðèñòèêà x == a2 � çâóêîâîé ëèíèåé.Ïîíÿòíî, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå â îáëàñòü t < 0, êîòîðîå ìîæåò áûòüïîñòðîåíî òàêèì æå îáðàçîì.Î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ. Ïóñòü íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ r = r0 (x) è l = l0 (x)ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè êëàññà Ck. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â òî÷êå (x; t) îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâàìè u (x; t) = (r + l) =2; c (x; t) = (r � l) =2. Ïðè ýòîì äëÿ îáëàñòè I r = r (x0;2); l = l (x0;1);ôóíêöèè x0;2 = x0;2 (x; t) ; x0;1 = x0;1 (x; t) (8)íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé x = x0;2 + r0 (x0;2) t; x = x0;1 + l0 (x0;1) t: (9)Äëÿ îáëàñòè II r = r (x0;2); l = r (x0;1); ôóíêöèè (8) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèéx = x0;2 + r0 (x0;2) t; x = x0;1 + r0 (x0;1) t: (10)Äëÿ îáëàñòè III r = l (x0;2); l = l (x0;1); ôóíêöèè (8) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèéx = x0;2 + l0 (x0;2) t; x = x0;1 + l0 (x0;1) t: (11)Ïðè ýòîì âñåãäà x0;2 < x0;1. Òàê êàê ðàâåíñòâà 1 + r00 (x0;i) t = 0 è 1 + l00 (x0;i) t = 0, i = 1; 2, âûïîë-íÿþòñÿ òîëüêî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòÿõ îãèáàþùèõ ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê, òî âñþäó â îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ òå÷åíèÿ 1+ r00 (x0;i) t 6= 0 è 1+ l00 (x0;i) t 6= 0, i = 1; 2. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (9)�(11) îäíî-çíà÷íî ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî x0;2 è x0;1 è ôóíêöèè (8), à çíà÷èò, è ñàìî ðåøåíèå âíå çâóêîâûõëèíèé ïðèíàäëåæàò êëàññó Ck.Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íà çâóêîâûõ ëèíèÿõ. Ïîêàæåì, ÷òî ãðàäèåíòû âñåõ âåëè÷èí òåðïÿòðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà çâóêîâûõ ëèíèÿõ. Ïðîèçâîäíûå ïî t íà çâóêîâûõ ëèíèÿõ íåïðåðûâíû.Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî t > �1=r00 (a1) > 0:Èíâàðèàíò r = r (x; t) = r0 (x0;2) â îáëàñòè x > 0 èìååò êëàññ Ck: Â îáëàñòè 0 < x < a1 èíâàðèàíòl = l (x; t) = l0 (x0;1), ãäå x0;1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (9), à â îáëàñòè II �x > a1; t > � 1r00 (a1) > 0�l = l (x; t) = r0 (x0;1), ãäå x0;1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (10). Ïîýòîìó ñëåâà îò çâóêîâîé ëèíèè x = a1ïðîèçâîäíàÿ lx = l00 (x0;1) @x0;1@x = l00 (x0;1)1 + l00 (x0;1) t , à ñïðàâà îò íåå lx = r00 (x0;1) @x0;1@x = r00 (x0;1)1 + r00 (x0;1) t .Ñîãëàñíî (3) l00 (a1) > 0 > r00 (a1) è, ñëåäîâàòåëüíî, limx!a1�0 lx (x; t) 6= limx!a1+0 lx (x; t) : Òàêèì îáðàçîì,ñêà÷îê [lx] jx=a1 6= 0: Ïîñêîëüêó [rx] jx=a1 = 0; òî [ux] jx=a1 6= 0 è [cx] jx=a1 6= 0, à ñëåäîâàòåëüíî,ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ òàêæå èìåþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà ëèíèè x = a1.Ïîâåäåíèå ãðàäèåíòîâ íà ëèíèè âàêóóìà. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x ôóíêöèé u == u (x; t) è c = c (x; t) ïðè t = t0 > �1=r00 (a1) > 0 â îêðåñòíîñòè ëèíèè âàêóóìà 
+; ëåæàùåé ïîä� 49 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíàñèìïòîòîé ýòîé ëèíèè. Â äàííîé îêðåñòíîñòè r = r (x; t) = u + c = r0 (x0;2) = r2, l = l (x; t) = u �� c = r0 (x0;1) = r1, ãäå x0;2 = x0;2 (x; t), x0;1 = x0;1 (x; t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (10). Ñëåäîâàòåëüíî,ïðè t = t0rx = r02@x0;2@x ; lx = r01@x0;1@x ; @x0; i@x = 11 + r0it0 ; r0i � r00 (x0;i) ; i = 1; 2: (12)Ïðÿìûå, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè (10) ïðè ôèêñèðîâàííûõ x0;2 è x0;1, êàñàþòñÿ îãèáàþùåé 
+â òî÷êàõ (x2; t2) è (x1; t1) òàêèõ, ÷òî 1 + r0iti = 1 + r00 (x0;i) ti = 0, i = 1; 2: Ïîýòîìó r0i = �1=ti è@x0;i@x = titi � t0 , i = 1; 2: Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëû (12), ïîëó÷àåìrx = � 1t2 � t0 < 0; lx = � 1t1 � t0 > 0;ux = �12 � 1t1 � t0 + 1t2 � t0� ; cx = 12 � 1t1 � t0 � 1t2 � t0� : (13)Òàê êàê x0;2 < x0;1, òî t1 < t0 < t2:Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ccx, àíàëîãè÷íîå (13). Ïóñòü x = ' (t) � óðàâíåíèå îãè-áàþùåé 
+. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè (x; t0) ñâÿçàíû ñ t1 è t2 ñîîòíîøåíèÿìè x = x0;2 + '0 (t2) t0 èx = x0;1 + '0 (t1) t0. Ïîýòîìó r2 � r1 = r0 (�) (x0;2 � x0;1) = r0 (�) ('0 (t1)� '0 (t2)) t0 = r0 (�)'00 (�) t0 �� (t1 � t2), x0;2 < � < x0;1, t1 < � < t2. Èç (13) è ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåìccx = 12 (r2 � r1) cx = 14r0 (�)'00 (�) t0�2� t2 � t0t1 � t0 � t1 � t0t2 � t0� : (14)Êîãäà òî÷êà (x; t0) ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå, ëåæàùåé íà 
+, î÷åâèäíî, (t1 � t0)!�0, (t2 � t0)!+0.Ïîýòîìó èç (13) ñëåäóåò, ÷òî lim(x;t0)!
+ rx = �1, lim(x;t0)!
+ lx = +1, lim(x;t0)!
+ cx = �1. Äëÿ âû÷èñëå-íèÿ àíàëîãè÷íûõ ïðåäåëîâ ïðîèçâîäíîé ux è ïðîèçâåäåíèÿ ccx òðåáóåòñÿ áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîò-ðåíèå.Ïóñòü îãèáàþùàÿ 
+ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé êëàññà C4, ò. å. â åå óðàâíåíèè x = ' (t) ôóíêöèÿ ' 2 C4.Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïðè îöåíêå âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â ñêîáêàõ â ôîðìóëàõ (13) è (14),èçìåíèì íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû t0 = 0; îñòàâèâ áåç èçìåíåíèÿ óðàâíåíèåêðèâîé 
+: Â ýòîì ñëó÷àå' (t) = a0 + a1t+ a2t2 + a3t3 +O �t4� ; ai = '(i) (0)i! ; i = 1; 2; 3; aj > 0; j = 0; 1; 2è óðàâíåíèå xi�x = '0 (ti) ti, xi = ' (ti), i = 1; 2, äëÿ òî÷åê êàñàíèÿ C+-õàðàêòåðèñòèê, ïðîõîäÿùèõ÷åðåç òî÷êó (x; 0), ñ êðèâîé 
+ ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó a0 � x = t2i �a2 + 2a3ti +O �t2i ��. Îòñþäàïîëó÷àåì ti = (�1)is a0 � xa2 + 2a3ti +O �t2i � ; i = 1; 2: (15)Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó lim(x;0)!
+(x!a0) ti = 0, òî lim(x;0)!
+ t2t1 = �1. Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíåìó íà÷àëóîòñ÷åòà âðåìåíè, íàõîäèì lim(x;0)!
+ t2 � t0t1 � t0 = �1, è â ñèëó ôîðìóëû (14) lim(x;t0)!
+ ccx = r00 (x0)'00 (t0) t0,x0 = ' (t0) � '0 (t0) t0. Èç ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé îãèáàþùåé x = x0 + r0 (x0) t, t = � 1r00 (x0)ñëåäóåò, ÷òî '00 (t0) = (r00 (x0))3r000 (x0) . Êðîìå òîãî, 1 + r00 (x0) t0 = 0. Ïîýòîìólim(x;t0)!
+ ccx = �'00 (t0) = �(r00 (x0))3r000 (x0) : (16)� 50 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàÈç (13) è (15) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî lim(x;t0)!
+� 1t1 � t0 + 1t2 � t0� = 2a3a2 = 2'000 (t0)3'00 (t0) , lim(x;t0)!
+ ux == � '000 (t0)3'00 (t0) . Íà ëèíèè âàêóóìà (c = 0) rp = 0: ñîãëàñíî (16) ccx 6=1, ñëåäîâàòåëüíî, lim(x;t0)!
+px == lim(x;t0)!
+ 1p3Ac2cx = 0. 3. Óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö ãàçàÈíòåãðàë óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â äî-çâóêîâîé îáëàñòè. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþx = x (t) ïðîèçâîëüíîé ÷àñòèöû ãàçà, ðàñïîëî-æåííóþ â äîçâóêîâîé îáëàñòè, íà÷èíàþùóþñÿ âòî÷êå x0 = x (0) (ðèñ. 2). Ëþáàÿ òî÷êà (x; t)ýòîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿC+-õàðàêòåðèñòèêè, íà÷èíàþùåéñÿ â íåêîòîðîéòî÷êå x0;2; è C�-õàðàêòåðèñòèêè, íà÷èíàþùåé-ñÿ â òî÷êå x0;1. Ïðè ýòîì x0;2 < x0 < x0;1 èâñÿ òðàåêòîðèÿ ðàñïîëîæåíà â òðåóãîëüíèêå, îá-ðàçîâàííîì õàðàêòåðèñòèêàìè è îñüþ àáñöèññ,ïîñêîëüêó íèêàêàÿ òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïåðå-ñåêàòü îäíó õàðàêòåðèñòèêó â äâóõ òî÷êàõ.Êîîðäèíàòû (x; t) òî÷êè òðàåêòîðèè è ïàðà-ìåòðû x0;2 è x0;1 ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè õàðàêòå-ðèñòèê x = x0;2 + r2t; r2 = r0 (x0;2) ;x = x0;1 + l1t; l1 = l0 (x0;1) ; (17) Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ), ðàñïîëîæåííàÿâ äîçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèÿèç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî âäîëü òðàåêòîðèèx = x0;1r2 � x0;2l1r2 � l1 � x (x0;1; x0;2) ; t = x0;1 � x0;2r2 � l1 � t (x0;1; x0;2) (18)âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàdx = dx0;2 + r02dx0;2t+ r2dt; dx = dx0;1 + l01dx0;1 t+ l1dt: (19)Íà òðàåêòîðèè x0;2 = � (x0;1), è, ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû x è t ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî èçïàðàìåòðîâ: x0;1 èëè x0;2. Èç (19) íàõîäèìdx = ������ (1 + r02t) dx0;2 �r2(1 + l01t) dx0;1 �l1 ������r2 � l1 ; dt = ������ 1 (1 + r02t) dx0;21 (1 + l01t) dx0;1 ������r2 � l1 : (20)Íà òðàåêòîðèè dxdt = u (x; t) = r + l2 = r2 + l12 : (21)Ïîäñòàâëÿÿ (20) â (21), ïîëó÷àåì óðàâíåíèådxdt = r2 (1 + l01t) dx0;1 � l1 (1 + r02t) dx0;2(1 + l01t) dx0;1 � (1 + r02t) dx0;2 = r2 + l12 : (22)� 51 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíÒàê êàê t, r2, l1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ x0;1 è x0;2, óðàâíåíèå (22) � ýòî äèôôåðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè x0;2 = � (x0;1). Èç (22) ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèéíàõîäèì (r2 � l1) h(1 + l01t) dx0;1 + (1 + r02t) dx0;2i = 0. Ïîñêîëüêó r2 > 0 > l1, òî (1 + l01t) dx0;1 ++ (1 + r02t) dx0;2 = 0, èëè â äðóãîé ôîðìå(dl1 + dr2) t+ dx0;1 + dx0;2 = 0: (23)Çàìåíÿÿ â (23) ôóíêöèþ t åå âûðàæåíèåì èç (18), ïîëó÷àåìd (r2x0;1)� d (l1x0;2) + �r2 � r02x0;2� dx0;2 + �l01x0;1 � l1� dx0;1 = 0:Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëàd (r2x0;1)� d (l1x0;2) + d0@x0;2Zx0 �r2 � r02�x0;2� d�x0;21A+ d0@x0;1Zx0 �l01�x0;1 � l1� d�x0;11A = 0;ïîñêîëüêó íà ôèêñèðîâàííîé òðàåêòîðèè x0 = const.Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé îáëàñòè èìååò èíòåãðàër2x0;1 � l1x0;2 + x0;2Zx0 �r2 � r02�x0;2� d�x0;2 + x0;1Zx0 �l01�x0;1 � l1� d�x0;1 = const1: (24)Äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè òðàåêòîðèè (x0; 0) ïàðàìåòðû x0;2 = x0;1 = x0. Ïîýòîìó â òî÷êå (x0; 0)òðàåêòîðèè èíòåãðàë (24) èìååò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîíñòàíòó: const1 == �r0 (x0)� l0 (x0)�x0. Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà â äîçâóêîâîé îáëàñòè:r2x0;1 � l1x0;2 + x0;2Zx0 �r2 � r02�x0;2� d�x0;2 + x0;1Zx0 �l01�x0;1 � l1�d�x0;1 = �r0 (x0)� l0 (x0)�x0: (25)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (25) ôóíêöèé x0;2 = x0;2 (x; t), x0;1 = x0;1 (x; t), íàéäåííûõ èç óðàâíåíèé (17),ïîëó÷èì íåÿâíîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå (x0; 0).Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé îáëàñòè. Ó÷èòûâàÿ,÷òî r � l = 2c = 2p3A�, ïåðåïèøåì èíòåãðàë (25) â âèäår2x0;1 � l1x0;2 + x0;2Z0 �r2 � r02�x0;2�d�x0;2 + x0;1Z0 �l01�x0;1 � l1� d�x0;1 == 2p3A� (x0)x0 + x0Z0 hr0 � l0 � �r00 � l00�xidx; r0 = r0 (x) ; l0 = l0 (x) :Îòñþäà, èíòåãðèðóÿ ñïðàâà ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåìr2x0;1 � l1x0;2 + x0;2Z0 �r0 � r00x� dx+ x0;1Z0 �l00x� l0� dx = 4p3Am (x0) ; (26)ãäå m (x0) = x0R0 �0 (x) dx � ìàññà ãàçà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè (0; x0) :Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññûãàçà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó äâóìÿ òðàåêòîðèÿìè, íà÷èíàþùèìèñÿ â òî÷êàõ (0; 0) è (x0; 0) :� 52 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàÈíòåãðàë (26) äîïóñêàåò î÷åâèäíîå óïðîùåíèå. Èíòåãðèðóÿ â (26) ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì îêîí÷à-òåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé îáëàñòè:(r2 + l1) (x0;1 � x0;2) + 2 x0;2Z0 r0 (x) dx� 2 x0;1Z0 l0 (x) dx = 4p3Am (x0) : (27)Èíòåãðàë óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé âñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè. Òåïåðü ðàññìîò-ðèì òðàåêòîðèþ x = x (t) ÷àñòèöû ãàçà, ðàñ-ïîëîæåííóþ â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè, íà÷è-íàþùóþñÿ â òî÷êå (a1; t0) çâóêîâîé ëèíèè:x (t0) = a1 (ðèñ. 3). Ëþáàÿ òî÷êà (x; t) ýòîéòðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïà-ðû C+-õàðàêòåðèñòèê, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷-êàõ x0;2 è x0;1. Ïðè ýòîì, êàê è ïðåæäå,x0;2 < x0;1 è âñÿ òðàåêòîðèÿ ðàñïîëîæåíà âòðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì õàðàêòåðèñòèêà-ìè è çâóêîâîé ëèíèåé x = a1:Êîîðäèíàòû (x; t) òî÷êè òðàåêòîðèè è ïà-ðàìåòðû x0;2 è x0;1 ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè äâóõC+-õàðàêòåðèñòèê:x = x0;2 + r2t; r2 = r0 (x0;2) ;x = x0;1 + r1t; r1 = r0 (x0;1) ; (28) Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ), ðàñïîëîæåííàÿâ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèÿèç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî âäîëü òðàåêòîðèè x = x0;1r2 � x0;2r1r2 � r1 � x (x0;1; x0;2), t = x0;1 � x0;2r2 � r1 �� t (x0;1; x0;2). Âäîëü òðàåêòîðèè x0;2 = � (x0;1), è, ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû x è t ÿâëÿþòñÿôóíêöèÿìè îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ: x0;1 èëè x0;2. Íà òðàåêòîðèèdxdt = u (x; t) = r + l2 = r2 + r12 ; (29)òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå l = l (x; t) = r1.Ôîðìóëû (28), (29) ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë (17), (18) è (21) äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòè, åñëè â ïîñëåä-íèõ l1 çàìåíèòü íà r1. Êðîìå òîãî, äëÿ òî÷êè (x; t), íå ëåæàùåé íà îñè àáñöèññ, r2 > r1. Ïîýòîìóâñå âûêëàäêè äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòè, ïðåäøåñòâóþùèå îïðåäåëåíèþ êîíñòàíòû â èíòåãðàëå (24),ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè èìååò ìåñòîàíàëîã èíòåãðàëà (24), ïîëó÷àþùèéñÿ èç (24) çàìåíîé l1 íà r1:r2x0;1 � r1x0;2 + x0;1Zx0 �r01�x0;1 � r1� d�x0;1 + x0;2Zx0 �r2 � r02�x0;2� d�x0;2 = const2:Â äàííîì ñëó÷àå äâà èíòåãðàëà ìîæíî îáúåäèíèòü â îäèí:r2x0;1 � r1x0;2 + x0;1Zx0;2 �r01�x0;1 � r1� d�x0;1 = const2: (30)Èíòåãðèðóÿ â (30) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì(r2 + r1) (x0;1 � x0;2)� 2 x0;1Zx0;2 r0 (x) dx = const2: (31)� 53 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíÇàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëà (31) ôîðìàëüíî ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâîé ÷àñòè èíòåãðàëà (27)äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòè, åñëè â (27) ïîëîæèòü l0 (x) = r0 (x) (â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òîl -èíâàðèàíò â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè ðàâåí r -èíâàðèàíòó â òî÷êå x0;1).Íàéäåì êîíñòàíòó â èíòåãðàëå (31). Ïîëàãàòü t = 0, ñ÷èòàÿ x0;2 = x0;1, â äàííîì ñëó÷àå íåëüçÿ,ïîñêîëüêó â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè t > tk = �1=r00 (a1) > 0: Íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè (a1; t0),t0 > 0, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì C+-õàðàêòåðèñòèêè, âûõîäÿùåé èç òî÷êè (x0;2; 0), è çâóêîâîé ëèíèè(C+-õàðàêòåðèñòèêè) x = a1. Ïîýòîìó a1 = x0;1 = x0;2+r2t0 è äëÿ òî÷êè (a1; t0) x0;1�x0;2 = a1�x0;2;r2 = (a1 � x0;2) =t0; r1 = r0 (a1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå èíòåãðàëà (31) â òî÷êå (a1; t0)(a1 � x0;2)2t0 � 2 a1Zx0;2 r0 (x) dx = const2: (32)Ïóñòü x2 (a1; t0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a1 = x0;2 + r2t0, r2 = r0 (x0;2) îòíîñèòåëüíî x0;2 ïðè çàäàí-íîì t0: Òîãäà ñîãëàñíî (32) const2 = (a1 � x2 (a1; t0))2t0 � 2 a1Rx2(a1;t0) r0 (x) dx: Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì êîêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ äëÿ èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè:(r2 + r1)(x0;1 � x0;2)� 2x0;1Zx0;2r0 (x)dx = �a1 � x2 (a1; t0)�2t0 � 2a1Zx2(a1;t0)r0 (x) dx; r2 = r0(x0;2) ; r1 = r0(x0;1) : (33)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (33) ôóíêöèé x0;2 = x0;2 (x; t), x0;1 = x0;1 (x; t), íàéäåííûõ èç óðàâíåíèé (28),ïîëó÷èì íåÿâíîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå (a1; t0) :"Ñøèâêà" èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé è ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòÿõ.×òîáû "ñøèòü" èíòåãðàë (27) äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòè ñ èíòåãðàëîì (33) äëÿ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè,íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ëåâûå ÷àñòè ýòèõ èíòåãðàëîâ ê îäíîìó âèäó. Ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿìèíòåãðàëà (27) âåëè÷èíó �2 x0;1R0 r0 (x) dx è ó÷èòûâàÿ, ÷òî r0 (x) � l0 (x) = 2c0 (x) = 2p3A�0 (x),ïîëó÷àåì(r2 + l1) (x0;1 � x0;2)� 2x0;1Zx0;2r0 (x) dx = 4p3A�m (x0)�m (x0;1)�; r2 = r0 (x0;2) ; l1 = l0 (x0;1) ; (34)ãäå m (x0) = x0R0 �0 (x) dx è m (x0;1) = x0;1R0 �0 (x) dx � ìàññû ãàçà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòÿõ (0; x0) è(0; x0;1) ñîîòâåòñòâåííî.Ñðàâíèì èíòåãðàë (34) ñ èíòåãðàëîì (33) äëÿ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè. Â èíòåãðàëå (33) èíâàðèàíòr1 èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî èíâàðèàíò l1 â èíòåãðàëå (34), � ýòî çíà÷åíèå l-èíâàðèàíòà â òî÷êå(x; t) òðàåêòîðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâûå ÷àñòè èíòåãðàëîâ (34) è (33) "ñîâïàäàþò" ïî ñóùåñòâó.Äëÿ îäíîé òðàåêòîðèè, ïåðåõîäÿùåé èç äîçâóêîâîé îáëàñòè â ñâåðõçâóêîâóþ, èíòåãðàëû (34) è (33)äîëæíû ïðèíèìàòü îäíî çíà÷åíèå â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé òðàåêòîðèè ñî çâóêîâîé ëèíèåé. Òîåñòü ýòè èíòåãðàëû äîëæíû ñîâïàäàòü ïðè x0;1 = a1; ïðè ýòîì ïàðàìåòð x0;2 ó íèõ îäèí è òîò æå.Çíà÷èò, ïðàâàÿ ÷àñòü (êîíñòàíòà) "ñâåðõçâóêîâîãî" èíòåãðàëà (33) ðàâíà 4p3A�m (x0)�m (a1)�,ãäå m (a1) = a1R0 �0 (x) dx � ïîëíàÿ ìàññà ãàçà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè (0; a1) :Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè è ïðî-äîëæåíèå òðàåêòîðèè èç äîçâóêîâîé îáëàñòè â ñâåðõçâóêîâóþ. Òàêèì îáðàçîì, èíòå-� 54 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàãðàë (33) óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè ïðèâåäåí ê âèäó(r2 + r1) (x0;1 � x0;2)� 2 x0;1Zx0;2 r0 (x) dx = 4p3A�m (x0)�m (a1)�; (35)ïðîÿñíÿþùåìó åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ýòîò èíòåãðàë âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû ãàçà, çà-êëþ÷åííîãî ìåæäó äâóìÿ òðàåêòîðèÿìè, � òðàåêòîðèåé, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå (x0; 0) è ïðîõîäÿ-ùåé ÷åðåç òî÷êó (a1; t0), è ëèíèåé âàêóóìà. Ïðè ýòîì m (x0; a1) � m (a1) � m (x0) � ìàññà ãàçà,ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè x0 < x < a1. Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè x0 èíòåãðàë (35) â íåÿâíîì âèäå çà-äàåò â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì òðàåêòîðèè,íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå x0 äîçâóêîâîé îáëàñòè è îïèñûâàåìîé èíòåãðàëîì (27).4. ÏðèìåðÇäåñü ïîäðîáíî èññëåäîâàíî òå÷åíèå ÷àñòíîãî âèäà, ïðèíàäëåæàùåå îïèñàííîìó îáùåìó êëàññó.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èäåàëüíûé ãàç ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿp = �33 ; (36)ïðè t=0 çàïîëíÿåò ïëîñêèé ñëîé �1 � x � 1; åãî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå çàäàíî ñîîòíîøåíèÿìèu (x; 0) = 0; � (x; 0) = 1� x2; �1 � x � +1: (37)Õàðàêòåð âîçíèêàþùåãî òå÷åíèÿ. Íà ïëîñêîñòè R2 (x; t) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òå÷åíèÿ ðàç-áèâàåòñÿ íà òðè ÷àñòè: â îáëàñòè jxj < 1 òå÷åíèå äîçâóêîâîå, â îáëàñòÿõ jxj > 1 � ñâåðõçâóêîâîå.Ïðÿìûå x = �1 ÿâëÿþòñÿ çâóêîâûìè ëèíèÿìè. Êàðòèíà òå÷åíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîð-äèíàòíûõ îñåé:� (�x; t) � � (x; t) ; u (�x; t) � �u (x; t) ; � (x;�t) � � (x; t) ; u (x;�t) � �u (x; t) ; x � 0; t � 0: (38)Êðèâûå ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô èìåþò óðàâíåíèÿx = �� 14t + t� ; jtj � 12 : (39)Ëèíèè âàêóóìà ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè îòðåçêîâ ïðÿìûõ x = �1, jtj � 1=2 ñ êðèâûìè (39).Ðåøåíèå çàäà÷è. Â îáîçíà÷åíèÿõ P = p1� 2xw + w2; Q = p1 + 2xw + w2; w = 2t ðåøåíèåçàäà÷è (1), (36), (37) äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x è t èìååò ñëåäóþùèé àíàëèòè÷åñêèé âèä:� â äîçâóêîâîé îáëàñòè äëÿ 0 < x � 1, t > 0� (x; t) = 1w2 (P +Q� 2) ; u (x; t) = 1w2 (P �Q+ 2xw) ; (40)� â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè äëÿ 1 � x � 14t + t, t � 12� (x; t) = 2w2P ; u (x; t) = 2w2 (xw � 1) : (41)� 55 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíÂåðõíÿÿ ÷àñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ òå÷åíèÿ, îïèñûâàåìîãî ôîðìóëàìè (40), (41) è (38), è ïîâå-äåíèå õàðàêòåðèñòèê â ïîëóïëîñêîñòè R2 (x; t), t > 0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, ïîâåäåíèå ïëîòíîñòèè ñêîðîñòè � íà ðèñ. 4, 5.

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ïëîòíîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè t == 0;1; 0,5; 1,5; 2; 3; 4 Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ñêîðîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè t == 0;1; 0,25; 0,5; 0,75; 1,0; 1,5; 2; 3; 4Óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö ãàçà. Â äîçâóêîâîé îáëàñòè òðàåêòîðèè ÷àñòèö ãàçà îïðåäå-ëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ dxdt = u (x; t) = 1w2 (P �Q+ 2xw) : (42)Îäíà òðàåêòîðèÿ â äîçâóêîâîé îáëàñòè çàðàíåå èçâåñòíà � ýòî î÷åâèäíàÿ òðàåêòîðèÿ x = x (t) � 0.Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ìàññû äëÿ óðàâíåíèÿ (42) çàïèñûâàåòñÿ â âèäåm (t) = x(t)Z0 � (x; t) dx =m (x0) = x0Z0 � (x; 0) dx = x0 � x303 = const (x0) ; 0 < x0 < 1; (43)ãäå x = x(t) � òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (x0; 0) îñè Ox. Ïîäñòàâëÿÿ (40) â (43) è âû÷èñëÿÿèíòåãðàë, ïîëó÷àåì íåÿâíîå óðàâíåíèå äëÿ òðàåêòîðèè x = x (t), x (0) = x0:13w3 h�1 + 2xw + w2�3=2 � �1� 2xw + w2�3=2i� 2xw2 = x0 � x303 : (44)Â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè òðàåêòîðèè íàõîäÿòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ dxdt == u (x; t) = 2w2 (xw � 1). Òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (1; w0) çâóêîâîé ëèíèè, èìååò óðàâíåíèåx � x (w) = 12w +� 1w0 � 12w20�w; x (w0) = 1; w0 � 1: (45)Ïðè w0 = 1 èç (45) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïðàâîé ãðàíèöû òå÷åíèÿ ïðè t � 0;5 � ëèíèè âàêóóìàx � x (w) = 12 � 1w + w�. � 56 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàÏðîäîëæåíèå òðàåêòîðèè (44) â ñâåðõçâóêîâóþ îáëàñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (45) ñ ïàðàìåòðîìw0 = 11 + 3r3x0 � x302 � 1 : (46)Èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû òå÷åíèÿ. Ìàññà m+ è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E+ ãàçà, ðàñïîëîæåííîãî âîáëàñòè x � 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìèm+ = 1Z0 � (x; 0) dx = 1Z0 �1� x2� dx = 23 = const;E+ = 1Z0 �12�u2 + �"� �����t=0dx = 1Z0 12p �����t=0dx = 16 1Z0 �1� x2�3 dx = 8105 = const:Ôóíêöèÿ I+(t), çàäàþùàÿ èìïóëüñ ìàññû ãàçà, ðàñïîëîæåííîãî â îáëàñòè x � 0; â çàâèñèìîñòèîò âðåìåíè t ðàâíà I+ (t) = tR0 p �0;et� det: Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (36) è (40) p (0; t) = 13�� (0; t)�3 == 83w6 �p1 + w2 � 1�3 = 83 1�p1 + w2 + 1�3 : ÏîýòîìóI+ (t) � I+ (w) = 415w5 h5w2 + 4 + �w2 � 4� �1 + w2�3=2i: (47)Ôîðìóëà (47), î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà è äëÿ îòðèöàòåëüíîãî âðåìåíè (w <0).Èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé. Èíòåãðàë (27) óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé îáëà-ñòè â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (36) è íà÷àëüíûõ äàííûõ (37) ïðèíèìàåò âèä (A = 1=3)13 (x0;1 + x0;2) �x20;1 � 4x0;1x0;2 + x20;2 + 6� = 4m (x0) : (48)Äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòèx0;2 = 1�p1� 2xw + w2w ; x0;1 = �1 +p1 + 2xw +w2w : (49)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (49) â ëåâóþ ÷àñòü (48), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, êàê èïîëàãàåòñÿ, ó÷åòâåðåííóþ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé (44).Â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè èíòåãðàë (33) â ôîðìå (35) óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â ñëó÷àå óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ (36) è íà÷àëüíûõ äàííûõ (37) ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä (A = 1=3; a1 = 1)(x0;2 � x0;1)33 = 4�m (x0)�m (1)�; (50)ãäå m (x0; 1) � m (1)�m (x0) � ìàññà ãàçà, çàêëþ÷åííîãî â îáëàñòè x0 < x < 1 (ìåæäó òðàåêòîðèåéè ëèíèåé âàêóóìà). Äëÿ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòèx0;2 = 1�p1� 2xw + w2w ; x0;1 = 1 +p1� 2xw + w2w : (51)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (51) â ëåâóþ ÷àñòü (50), ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â ôîðìå� 83!3 �1� 2xw + w2�3=2 = 4�m (x0)�m (1)�;� 57 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíîçíà÷àþùåé, ÷òî m (x0; 1) = 23w3 �1� 2xw + w2�3=2. Òî æå ñàìîå ñëåäóåò èç (41): m (t) = m (x0; 1) == xbRx(t) � (x; t)dx = 2w2 xbRx(t) Pdx = 23w3 �1� 2xw + w2�3=2, ïîñêîëüêó ïðè w > 1 íà ëèíèè âàêóóìà1� 2xw + w2 = 0.Çàìå÷àíèå î õàðàêòåðå òðàåêòîðèé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè. Ñîãëàñíî (50) â ñâåðõçâóêî-âîé îáëàñòè êàæäàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàçíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ åé ïàðàìåòðîâx0;1 è x0;2 îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé: x0;1�x0;2 = 3p12 (m (1)�m (x0)) = const. Â ñèëó (28) íà òðàåêòîðèèâûïîëíåíî òàêæå ðàâåíñòâî �r0 (x0;2)� r0 (x0;1)�t = x0;1 � x0;2 = const: (52)×òîáû íàéòè êîíñòàíòó â ñîîòíîøåíèè (52) äëÿ òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1; w0) çâó-êîâîé ëèíèè (ïðè ýòîì ïàðàìåòðû w0 è x0 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (46)), ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (45)äëÿ êîîðäèíàòû x íà òðàåêòîðèè êàê ôóíêöèè âðåìåíè t â âûðàæåíèÿ (51) äëÿ ïàðàìåòðîâ x0;1,x0;2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî íà ýòîé òðàåêòîðèèx0;1 = 1w � 1w0 + 1; x0;2 = 1w + 1w0 � 1; const = 2�1� 1w0� ;� (x; t) = c (x; t) = r0 (x0;2)� r0 (x0;1)2 = 2w �1� 1w0� ;limt!1x0;1 = � limt!1x0;2 = 1� 1w0 ; limt!1 r0 (x0;1) = 1� � limt!1x0;1�2 = limt!1 r0 (x0;2) = 2w0 � 1w20 : (53)Èç (45) äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè íà òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1; w0), ïî-ëó÷àåì âûðàæåíèå limt!1u = 2w0 � 1w20 , ñîâïàäàþùåå ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè (53) èíâàðèàíòîâr0 (x0;1) è r0 (x0;2).Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé � � � (x; t) è u � u (x; t) â ðÿäû Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé t. Ïðåä-ñòàâèì ôóíêöèè � � � (x; t) è u � u (x; t), äàþùèå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (36), (37) íà îòðåçêå�1 � x � 1 ïðè t < 0;5, â âèäå ðÿäîâ Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé t :� (x; t) = 1Xn=0 �0ntn! tn; u (x; t) = 1Xn=0 u0ntn! tn; �0nt � �nt (x; 0) ; u0nt � unt (x; 0) ; n = 0; 1; 2; 3; : : : : (54)Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç âûâîäÿùèå ïðîèçâîäíûå�nt � �nt (x; t) � @n� (x; t)@tn ; unt � unt (x; t) � @nu (x; t)@tn ; n = 1; 2; 3; : : : (55)ôóíêöèé � è u íà íà÷àëüíîì ìíîãîîáðàçèè {t = 0}. Âûâîäÿùèå ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ â ñèëóñèñòåìû óðàâíåíèé (1) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (37).Ñíà÷àëà íàéäåì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ (55) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå �kx � �kx (x; t) �@k� (x; t)@xk , ukx � ukx (x; t) � @ku (x; t)@xk , k = 0; 1; 2; 3; : : :, â ñèëó óðàâíåíèé (1), ò. å. ÷åðåç âíóòðåííèåêîîðäèíàòû íà áåñêîíå÷íîì ïðîäîëæåíèè ñèñòåìû (1). Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãîïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà â ìàòðè÷íîì âèäå: ��t == J��x, �� � 0@ r̀ 1A, J = �0@ r 00 ` 1A. Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà��nt = (Jn��x)(n�1)x ; n = 1; 2; 3; : : : : (56)� 58 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàÒàê êàê Jn��x = (�1)n0@ rnrx`n`x 1A = (�1)nn+ 1 0@ �rn+1�x�`n+1�x 1A, òî ðàâåíñòâî (56) ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå 0@ rnt`nt 1A � ��nt = (�1)nn+ 1 0@ rn+1`n+1 1Anx. Ïîñêîëüêó e� � 0@ �u 1A = 12 0@ 1 �11 1 1A0@ rl 1A, òî èçïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ e�nt ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî õ :e�nt � 0@ �ntunt 1A = (�1)n2 (n+ 1) 0@ rn+1 � ln+1rn+1 + ln+1 1Anx ; n = 1; 2; 3; : : : : (57)Â ñèëó (37) äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí rn+1 è ln+1 èìååì ðàâåíñòâà rn+1 (x; 0) = �1� x2�n+1,ln+1 (x; 0) = (�1)n+1 rn+1 (x; 0), n = 0; 1; 2; 3; : : :. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ôîðìóëå (57)�0nt � �nt (x; 0) = 8<: 0 ïðè n íå÷åòíîì;1n+ 1 h�1� x2�n+1inx ïðè n ÷åòíîì: (58)Î÷åâèäíî, xZ�1 h�1� x2�n+1i(n+1)xdx = dndxn h(1� x)n+1 (1 + x)n+1i ���x�1 = nXk=0�nk� dkdxk (1� x)n+1�� dn�kdxn�k (1 + x)n+1 = h�1� x2�n+1inx. Ñëåäîâàòåëüíî,h�1� x2�n+1inx = xZ�1 h�1� x2�n+1i(n+1)xdx = (�1)n+1 � 2n+1 (n+ 1)! xZ�1Pn+1 (x) dx: (59)Çäåñü Pn+1 (x)� ñòàíäàðòèçîâàííûé ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè n+1 [7, 8]: Pn+1 (x) = 12n+1 (n+ 1)!�� dn+1dxn+1 �x2 � 1�n+1, n = 0; 1; 2; : : :. Èç (58), (59) ïîëó÷àåì�0nt = 8>><>>: 0 ïðè n íå÷åòíîì;�2n+1n! xZ�1Pn+1 (x) dx ïðè n ÷åòíîì: (60)Â ñèëó (60) ðÿä (54) äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:� (x; t) = �2 1Xk=0 (2t)2k xZ�1P2k+1 (x) dx: (61)Ðÿä (61) ñóììèðîâàíèåì ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ (40). Ïðè �1 � x � 1 jPn (x)j � 1, n == 0; 1; 2; 3; : : : ([8], ñ. 128) è ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä R (x; t) = 1Pk=0 (2t)2kP2k+1 (x) ìàæîðèðóåòñÿ ðÿäîìR (t) = 1Pk=0 j2tj2k. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t : jwj � j2tj < 1 ðÿä R (x; t) ðàâíî-ìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå �1 � x � 1 è äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íà ëþáîì îòðåçêå[�1; x], �1 � x � 1. Â ñèëó ýòîãî ðàâåíñòâî (61) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå� (x; t) = �2 xZ�1 " 1Xk=0 (2t)2kP2k+1 (x)#dx; �1 � x � 1; �12 < t < 12 : (62)� 59 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíÏóñòü A � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà ([7], ñ. 324; [8], ñ. 120): A �� A (x;w) � 1p1� 2xw + w2 = 1Pn=0Pn (x)wn, jxj � 1, jwj < 1. Ïîëîæèì B � B (x;w) �� 1p1 + 2xw + w2 = 1Pn=0Pn (x) (�w)n, jxj � 1, jwj < 1. Òîãäà, î÷åâèäíî, 1Pk=0w2kP2k+1 (x) = A�B2w ,w 6= 0, jwj < 1, jxj � 1 è èç ôîðìóëû (62) ïðè w 6= 0 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (40) äëÿ ïëîòíîñòè � (x; t)â äîçâóêîâîé îáëàñòè: � (x; t) = xZ�1 B �Aw dx = 1w2 (P +Q� 2), �1 < w � 2t < 1, w 6= 0, �1 � x � 1.Îäíàêî ñïðàâåäëèâîñòü ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ â äàííîì ðàçäåëå îáîñíîâàíà òîëüêî äëÿ jtj < 1=2:Ðÿä (54) äëÿ ñêîðîñòè â äîçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèâîäèòñÿ ê âèäóu (x; t) = �2 1Xk=0 (2t)2k+1 xZ�1P2(k+1) (x) dx; (63)è â îáëàñòè �1 < w < 1, w 6= 0, �1 � x � 1 ñóììèðîâàíèåì ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå (40). Â (61)è (63) ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ôîðìóëû ([8], ñ. 162)xZ�1Pk (x) dx = 12k + 1�Pk+1 (x)� Pk�1 (x)�:5. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé â ðàçä. 4, ïðîâîäèëîñü ïî äâóìåðíîé ìåòîäèêåÝÃÀÊ [9] â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ íà êâàäðàòíûõ íåïîäâèæíûõ ñåòêàõ. Â ðàñ÷åòàõ â ïîïåðå÷íîìíàïðàâëåíèè (OY ) áðàëîñü 3 ÿ÷åéêè, à â íàïðàâëåíèè Ox â îáëàñòè �3 � x � 3 áðàëîñü N = 1200,2N è 4N ÿ÷ååê ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçìåðàìè h = 0;005; 0;0025; 0;00125. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:âûòåêàíèÿ íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ è æåñòêèå ñòåíêè � íà ãîðèçîíòàëüíûõ. Ðàñïðåäåëåíèåïëîòíîñòè çàäàâàëîñü ïî ôîðìóëå �i = 1 � x2i äëÿ jxij < 1, �i = 0 äëÿ 1 < jxij < 3, ãäå xi �êîîðäèíàòà öåíòðà i-é ÿ÷åéêè. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçîâàëîñü â ñòàíäàðòíîé ôîðìå p == 2�e: Íà÷àëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå e = �2=6: Ïîñêîëüêó â çàäà÷åðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëèòðîïíûé ãàç p = A�3, A � A (S), A (S) = R exp ((S � S0) =cV ), ñ êîíñòàíòîéA = 1=3, ïîãðåøíîñòü ýíòðîïèè îöåíèâàëàñü ïî ñòåïåíè âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà p=�3 � 1=3.Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà îòîáðàæåíèÿ ýòàëîííîãî ðå-øåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåòêó ÝÃÀÊ. Ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì i âû÷èñëÿëàñüïî ôîðìóëå Æ�i = �i � �etaloni , ãäå �etaloni � ýòàëîííîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â öåíòðå ÿ÷åéêè.Îòíîñèòåëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè (â íîðìå L1) âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëåjjÆ�jjL1 = Pi jÆ�ijViPi �etaloni Vi ;ãäå Vi � îáúåì i-é ÿ÷åéêè. Ôóíêöèÿ jjÆ�jjL1 àïïðîêñèìèðîâàëàñü âûðàæåíèåì C (h=h0)�, ãäå h0 �ðàçìåð ÿ÷åéêè ñàìîé ãðóáîé ñåòêè. Ïàðàìåòðû C è �, îïðåäåëÿþùèå ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè, íàõî-äèëèñü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ äàâëåíèÿ èýíòðîïèè.Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6�9. (X,t)-äèàãðàììû ãðàíèö îáëàñòè ïðèâåäåíû íàðèñ. 6. Ïðîôèëè ïëîòíîñòåé íà ìîìåíòû âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþùèå âðåìåíè íà÷àëà ðàçëåòà îáëà-ñòè, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7, ïîñëå íà÷àëà ðàçëåòà � íà ðèñ. 8. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè íà ðèñóíêàõïðèâåäåíû ëèøü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå (ñ h = 0;005). Ïîìèìîýòîãî íà ðèñ. 9 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåí ýòàëîííûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè âìåñòå ñ� 60 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàëîêàëüíûìè ïîãðåøíîñòÿìè Æ� äëÿ êàæäîé ñ÷åòíîé ñåòêè íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1. Ñâîäíûå äàí-íûå îá îòíîñèòåëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ïîãðåøíîñòÿõ ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ è ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè(p=�3) ãàçà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ïðèâåäåíû â òàáëèöå è íà ðèñ. 10. Îòìåòèì, ÷òî â ðàñ÷åòàõèìååò ìåñòî áëèçêàÿ ê ëèíåéíîé ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 6. (X,t)-äèàãðàììû ãðàíèö îáëàñòè: � àíà-ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � ðàñ÷åò íà ñåòêå ðàçìå-ðîì N (h = 0;005) Ðèñ. 7. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè äîíà÷àëà ðàçëåòà îáëàñòè: 1 � t = 0; 2 � t = 0;25; 3 �t = 0;5; � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � ðàñ÷åòíà ñåòêå ðàçìåðîì N (h = 0;005)

Ðèñ. 8. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè ïî-ñëå íà÷àëà ðàçëåòà îáëàñòè: 1 � t = 1; 2 � t = 2;3 � t = 2;75; � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; �ðàñ÷åò íà ñåòêå ðàçìåðîì N (h = 0;005) Ðèñ. 9. Ýòàëîííûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè ( ) è ëî-êàëüíûå ïîãðåøíîñòè Æ� íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1:1 � íà ñåòêå N (h = 0;005); 2 � íà ñåòêå 2N (h == 0;0025); 3 � íà ñåòêå 4N (h = 0;00125)Íîðìû îòíîñèòåëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè äëÿ ïëîòíîñòè, äàâ-ëåíèÿ è ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè ãàçà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1jjÆjjL1Âåëè÷èíà Ñ �N 2N 4N� 0,0024 0,0009 0,0006 0,0024 1,00p=�3 0,010025 0,006823 0,004396 0,01 0,59p 9;82 � 10�6 3;09 � 10�6 1;65 � 10�6 9;82 � 10�6 1,29
� 61 �
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ïëîòíîñòè (à), ôóíêöèè ýíòðîïèè ãàçà (á )è äàâëåíèÿ (â) îò ðàçìåðîâ ñ÷åòíîé ñåòêè íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåí ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè,îïèñûâàþùèõ èçýíòðîïè÷åñêèé ðàçëåò â âàêóóì èäåàëüíîãî ãàçà è îáëàäàþùèõ ðÿäîì ñïåöèôè-÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèé íàéäåííîãî êëàññà. Â êà÷åñòâå ïðè-ìåðà äåòàëüíî îïèñàíî ðåøåíèå ÷àñòíîé çàäà÷è, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê òåñòîâîå.Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äàííîé çàäà÷è ïî ìåòîäèêå ÝÃÀÊ, êîòîðûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñàíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì.Ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ìîæíîïðîâåðèòü ñëåäóþùèå åãî îñîáåííîñòè: ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè òå÷åíèé, ñòåïåíü ñîõðàíåíèÿ ýíòðî-ïèè â èçýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ, êà÷åñòâî îïèñàíèÿ òå÷åíèé â îêðåñòíîñòÿõ ñëàáûõ è ñèëüíûõðàçðûâîâ è íà ãðàíèöàõ ñ âàêóóìîì. Äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäàìîæåò äàòü ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ â ÷èñëåííîì ðåøåíèè îñíîâíûõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ òî÷íîãîðåøåíèÿ: íåïîäâèæíîñòü çâóêîâûõ òî÷åê (òî÷åê ñëàáîãî ðàçðûâà), íåïîäâèæíîñòü ãðàíèö òå÷åíèÿäî ìîìåíòà âðåìåíè t� = 1=2, äâèæåíèå ëèíèé âàêóóìà (êðèâûõ ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô) ñîãëàñíîçàêîíó (39). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ðîæäåñòâåíñêèé Á. Ë., ßíåíêî Í. Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ êãàçîâîé äèíàìèêå. Ì.: Íàóêà, 1968.2. Îâñÿííèêîâ Ë. Â. Ëåêöèè ïî îñíîâàì ãàçîâîé äèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1981.3. Ñòàíþêîâè÷ Ê. Ï. Íåóñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû. Ì.: Íàóêà, 1971.4. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Ãèäðîäèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1986.5. Àðíîëüä Â. È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ì.: Íàóêà, 1979.6. Óèçåì Äæ. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âîëíû. Ì.: Ìèð, 1977.7. Áðîíøòåéí È. Í., Ñåìåíäÿåâ Ê. À. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâ è ó÷àùèõñÿâòóçîâ. Ì.: Íàóêà, 1986.8. Ñóåòèí Ï. Ê. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ì.: Íàóêà, 1979.� 62 �
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