


ÔÃÓÏ"ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÉ ÔÅÄÅÐÀËÜÍÛÉßÄÅÐÍÛÉ ÖÅÍÒÐ �ÂÍÈÈÝÔ"

ÂÎÏÐÎÑÛÀÒÎÌÍÎÉ ÍÀÓÊÈÈ ÒÅÕÍÈÊÈ
ÑÅÐÈß:Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèåôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâÍÀÓ×ÍÎ-ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÁÎÐÍÈÊÂÛÏÓÑÊ 3Èçäàåòñÿ ñ 1978 ã.Ñàðîâ � 2015



Ã ë à â í û é ð å ä à ê ò î ðØàãàëèåâ Ðàøèò Ìèðçàãàëèåâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ñíñ (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ)Ç à ì å ñ ò è ò å ë ü ã ë à â í î ã î ð å ä à ê ò î ð à :Òèøêèí Âëàäèìèð Ôåäîðîâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð (ÈÌÌ ÐÀÍ, ã.Ìîñêâà)Î ò â å ò ñ ò â å í í û é ñ å ê ð å ò à ð üÑîêîëîâñêàÿ Åëåíà Âàëåíòèíîâíà (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ)× ë å í û ð å ä ê î ë ë å ã è è :Áàðòåíåâ Þðèé Ãåðìàíîâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ìíñ (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ),Áûêîâ Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ),Çàëÿëîâ Íàèëü Íàäûðîâè÷, êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ),Èâàíîâ Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷, êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, ìíñ (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ),Êîâàëåâ Âàëåðèé Ëåîíèäîâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð(ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã.Ìîñêâà),Êîçìàíîâ Ìèõàèë Þðüåâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ñíñ (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ, ã. Ñíåæèíñê),Ñîëîâüåâ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ìíñ (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ),Ñïèðèäîíîâ Âàëåíòèí Ôåäîðîâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ìíñ (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ),Õîëîñòîâ Àëåêñåé Àëåêñàíäðîâè÷ (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ),×åêàëèí Àíàòîëèé Íèêîëàåâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò(ÍÈÈÌÌ èì. Í. Ã. ×åáîòàðåâà, ÊÔÓ, ã.Êàçàíü),×óáàðèêîâ Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð(ÌÃÓ èì Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã.Ìîñêâà)Àäðåñ ðåäàêöèè: 607188, ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáë.,ïð. Ìèðà, 37, òåë. (83130)28406,å-mail: sokol@vniief.ru
c
 ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", 2015



ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2015. Âûï. 3
ÓÄÊ 517.956+519.635.8+533.6.011+534.22ÂËÈßÍÈÅ ÑÏÎÑÎÁÀ Ó×ÅÒÀ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈÍÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Ñ×ÅÒÀÄÂÓÕÝÒÀÏÍÎÉ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÛÞ. À. Áîíäàðåíêî(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Ïðîâåäåíî ñ ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòè èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äâóõýòàïíîé ðàç-íîñòíîé ñõåìû ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàíãðàíæà. Ïîëó÷åíî, ÷òî óñëî-âèÿ íà øàã ïî âðåìåíè òèïà Êóðàíòà ñèëüíî çàâèñÿò îò ñïîñîáà èñïîëüçîâàíèÿ â ðàç-íîñòíîé ñõåìå íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óñëîâèå óñòîé÷è-âîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòüþ çâóêà. Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ñó÷åòîì íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â äâóõ óðàâíåíèÿõ ýíåðãèè. Â óñëîâèÿõ óñòîé÷èâî-ñòè ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû ïðèñóòñòâóåò íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò èçýíòðîïè÷åñêîéñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîé ïðè óâåëè÷åíèè òåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàçîâàÿ äèíàìèêà ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ, ðàçíîñòíûå ñõåìû, ðàñ-ùåïëåíèå ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì, èçýíòðîïè÷åñêàÿñêîðîñòü çâóêà, èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà, òåïëîâàÿ äèñïåðñèÿ çâóêà.ÂâåäåíèåÂ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè òèïà Êóðàíòà äëÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðå-ìåííûõ Ëàãðàíæà [1, 2] îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ èçýíòðîïè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà cS . Â òî æå âðåìÿèçâåñòíî [3, 4], ÷òî â ãàçîâîé äèíàìèêå ñ "ñèëüíîé" òåïëîïðîâîäíîñòüþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿêîðîòêîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé áëèçêà ê èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà cT . Èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêî-ðîñòü çâóêà ìåíüøå èçýíòðîïè÷åñêîé: cT = s�@P@� �T=const < cS = s�@P@� �S=const. Ïîýòîìó, âçÿââ óñëîâèè òèïà Êóðàíòà èçîòåðìè÷åñêóþ ñêîðîñòü çâóêà, ïîëó÷èì øàã ïî âðåìåíè áîëüøå, ÷åì ïðèèñïîëüçîâàíèè èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà.Äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ p = (
 � 1) �E, E = ETT , 
 = const > 1, ET = const > 0, èìååìcT =cS = 
�1=2 < 1. Äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà 
 = 5=3 èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà ìåíüøå èçýíòðî-ïè÷åñêîé ïðèáëèçèòåëüíî â 1,3 ðàçà. Íî â âûñîêîòåìïåðàòóðíîì ñëó÷àå, êîãäà âåùåñòâî íàõîäèòñÿâ ðàâíîâåñèè ñ èçëó÷åíèåì, ýôôåêò ìîæåò áûòü áîëüøèì. Äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãîãàçà ñ ðàâíîâåñíûì èçëó÷åíèåì [5]P (�; T ) = (
 � 1) �CV T + �T 43 ; E (�; T ) = CV T + �T 4� ;
 = const > 1; CV = const > 0; � = 1;373 (1)çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîé îò òåìïåðàòóðû ïðè-âåäåíû íà ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî ïåðåõîä â ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè òèïà Êóðàíòàîò èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîé ìîæåò äàòü ñåðüåçíîå óäåøåâëåíèå ðàñ÷åòîâ,êîãäà èìåþòñÿ âåùåñòâà ñ íèçêîé ïëîòíîñòüþ � è âûñîêîé òåìïåðàòóðîé T .� 3 �
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Ðèñ. 1. Îòíîøåíèå èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîé â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû äëÿóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (1) èäåàëüíîãî ãàçà ñ èçëó÷åíèåì (
 = 5=3, CV = 8;25): 1 � � = 10�3; 2 � � = 10�4; 3 �� = 10�5Íóæíû ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò îäíîé ñêîðîñòè çâóêà ê äðóãîé ïî ìåðå"óñèëåíèÿ" òåïëîïðîâîäíîñòè. Íî èçâåñòíûå èç àêóñòèêè çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè çâóêà â ãàçàõ îò òåï-ëîïðîâîäíîñòè [3] ìîãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè êîíêðåòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü äâóõýòàï-íîé ðàçíîñòíîé ñõåìû òèïà ïðåäèêòîð�êîððåêòîð ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.Âî èçáåæàíèå ãðîìîçäêèõ ôîðìóë îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì ïëîñêèì ñëó÷àåì è ðàâíîìåðíûìè ïîìàññå ñåòêàìè áåç ó÷åòà âÿçêîñòè.Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü çâóêà â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ãàçîâîé äèíàìèêèñ ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòè (îäíîìåðíûé ñëó÷àé)Óðàâíåíèÿ îäíîìåðíîé ïëîñêîé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà ñ ó÷åòîì òåïëîïðî-âîäíîñòè èìåþò âèä d�dt = @u@m ; dudt = � @p@m ; dEdt = �p @u@m + @@m �� @T@m� : (2)Çäåñü t � âðåìÿ; m = xR � (t; x) dx � ìàññîâàÿ ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà; � = ��1 � óäåëüíûé îáúåì;� � ïëîòíîñòü; u � ñêîðîñòü; p � äàâëåíèå; E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû; T � òåìïåðà-òóðà; � � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè (ñ÷èòàåì åãî ïîñòîÿííûì). Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ áåðåìâ ñëåäóþùèõ ôîðìàõ:p = P (�;E) = P (�;E) = P (�; T ) = P (�; T ) ; E = E (�; T ) = E (�; T ) ; T = T (�;E) = T (�;E) : (3)Äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, ïðåíåáðåãàÿ êâàäðàòè÷íûìè ïî ìàëûì âîçìóùåíèÿìñëàãàåìûìè, èç (2) ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìódÆ�dt = @Æu@m ; dÆudt = �@Æp@m ; dÆEdt = �p0@Æu@m + @@m ��@ÆT@m � ; (4)� 4 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :êîòîðàÿ çàìûêàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (3))Æp = P�Æ� + PEÆE; ÆE = E�Æ� +ET ÆT: (5)Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èí, êîòîðûå ñ÷èòàåì ïîñòîÿííûìè:P� = @P (�;E)@� < 0; PE = @P (�;E)@E ; E� = @E (�; T )@� ; ET = @E (�; T )@T > 0;a2S = (�cS)2 = �P� + pPE > 0; a2T = (�cT )2 = �P� � PEE� > 0; 0 < cT < cS ; 0 < aT < aS ; (6)"T = aTaS = cTcS ; 0 < "T < 1; Q = �ET > 0:Âåëè÷èíû aS è aT � èçýíòðîïè÷åñêàÿ è èçîòåðìè÷åñêàÿ ìàññîâûå ñêîðîñòè çâóêà; cS è cT � èçýíòðî-ïè÷åñêàÿ è èçîòåðìè÷åñêàÿ îáû÷íûå ñêîðîñòè çâóêà; Q � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (4) è (5) ðåøåíèÿ â âèäå Æf (t;m) = Æf0ei(!t��m) ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîåóðàâíåíèå (i!) h(i!)2 + �2a2Si+ �2Q h(i!)2 + �2a2T i = 0: (7)Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû ! îò âåùåñòâåííîãî âîëíîâîãî ÷èñëà �, êàêýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â ìàòåìàòèêå è â ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè èçó÷åíèèôàçîâîé îøèáêè (ðàçíîñòíîé äèñïåðñèè) è îøèáêè äèññèïàöèè [6�9]. Áóäåì íàçûâàòü ôàçîâîéñêîðîñòüþ âåëè÷èíó a (�) = Re (! (�))� ; Im (�) = 0; � 6= 0; (8)à âåëè÷èíó � (�) = Im (! (�)), Im (�) = 0, � 6= 0, áóäåì íàçûâàòü ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè. Îáû÷-íî èñïîëüçóåìîå â àêóñòèêå [3, 4] ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòîòûIm(!) = 0, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïëåêñíûå âîëíîâûå ÷èñëà �(!) =  (!) � i�(!), â íàñòîÿùåéðàáîòå íå ïîòðåáóåòñÿ.Ëåììà 1. Äëÿ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ âîëíîâûõ ÷èñåë � êîðíè !(�) äèñïåðñèîííîãî óðàâíå-íèÿ (7) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. Âñå êîðíè ! = !1;2;3(�) óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè (íåâåùåñòâåííûìè), ëåæàòâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è âåðíà îöåíêà0 < Im (!) < �2Q; 8� 6= 0 : Im (�) = 0: (9)2. Îäèí êîðåíü !1(�) � âñåãäà ÷èñòî ìíèìûé, ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ; îí îïèñûâàåòñòîÿ÷åå çàòóõàþùåå âîçìóùåíèå.3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå4 ��2Q2aT � a3S�2 + �2Q2 (3aT � aS)3 (aT + aS) > 0; Im (�) = 0; (10)òî îñòàëüíûå äâà êîðíÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåíóëåâóþ âåùåñòâåí-íóþ ÷àñòü ñ ðàçíûìè çíàêàìè è îäèíàêîâóþ ìíèìóþ ÷àñòü:!2;3 (�) = ��a (�) + i� (�) ; a (�) > 0; � (�) > 0; (11)îíè îïèñûâàþò ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ �a(�) çàòóõàþùèå âîëíû. Óñëî-âèå (10) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà3aT > aS : (12)� 5 �



Þ. À. Áîíäàðåíêî4. Åñëè âåùåñòâåííûå âîëíîâûå ÷èñëà � 6= 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ4 ��2Q2aT � a3S�2 + �2Q2 (3aT � aS)3 (aT + aS) � 0; Im (�) = 0; (13)òî âñå òðè êîðíÿ !1;2;3(�) äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (7) áóäóò ÷èñòî ìíèìûìè, ñ ïîëîæè-òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ; îíè îïèñûâàþò òðè òèïà ñòîÿ÷èõ âîëí. Òàêèå âåùåñòâåííûåâîëíîâûå ÷èñëà � ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà3aT � aS : (14)Åñëè íåðàâåíñòâî (14) âûïîëíåíî â ñòðîãîì ñìûñëå, òî óñëîâèå (13) óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ âñåõ �èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà íåíóëåâîé äëèíû.Ïðèìåð íàëè÷èÿ äèàïàçîíà äëèí âîëí ñ íóëåâîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ ïîêàçàí íèæå íà ðèñ. 3. Âëèòåðàòóðå ïî àêóñòèêå óïîìèíàíèé ýòîãî ôàêòà àâòîð íå íàøåë, âîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî â àêóñòèêåíå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñðåäû, â êîòîðûõ cT < cS=3.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û. Âìåñòî (7) ðàññìîòðèì óðàâíåíèåz3 + z2�2Q+ z�2a2S + �4Qa2T = 0; z = i!: (15)Îöåíêà (9) â óòâåðæäåíèè 1 äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì êðèòåðèÿ Ðàóñà�Ãóðâèöà [10] ê (15) è êóðàâíåíèþ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé z = � �x+ �2Q�. Óòâåðæäåíèå 2 òîãäà î÷åâèäíî.Óòâåðæäåíèÿ 3 è 4 ñâîäÿòñÿ ê âûÿñíåíèþ, êîãäà óðàâíåíèå (15) èìååò äâà íåâåùåñòâåííûõ êîðíÿèëè òàêèõ íå èìååò. Äëÿ ýòîãî íàõîäèòñÿ äèñêðèìèíàíò D = q2 + p3 ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ y3 ++3py+2q = 0. Óðàâíåíèå (15) áóäåò èìåòü îäíî âåùåñòâåííîå ðåøåíèå è äâà íåâåùåñòâåííûõ òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé: D = q2 + p3 > 0 [11], îòêóäà ïîëó÷àåì(10). Íåðàâåíñòâî (12) ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû 6 (ñì. Ïðèëîæåíèå) äëÿ x = �2Q2 â (10). Ïîñëå ýòîãîóòâåðæäåíèå 4 î÷åâèäíî.Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ çàòóõàþùèõ âîëí (11) îáëàäàåò îæèäàåìûìè ñâîéñòâàìèâ äëèííîâîëíîâîì è êîðîòêîâîëíîâîì ïðåäåëàõ:a (�) j�Qj!+0�! (aS � 0) ; a (�) j�j!1�! aT ; � (�) j�j!1�! �1 = a2S � a2T2Q :Íà ÷èñòî òåõíè÷åñêîì äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ñâîéñòâ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.Áàçîâàÿ äâóõýòàïíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêèÎïèøåì äâóõýòàïíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèÿ (2), ïîêà áåç ó÷åòàòåïëîïðîâîäíîñòè. Èñêóññòâåííûå âÿçêîñòè ó÷èòûâàòü íå áóäåì (îáû÷íî èõ çíà÷åíèÿ ïðîñòî ïðè-áàâëÿþòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì äàâëåíèÿì). Ýòî íåêîòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû òèïàËàäàãèíà�Ïàñòóøåíêî [12], äâóìåðíîå îáîáùåíèå êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäèêå ÌÈÌÎÇÀ [13].Â îäíîìåðíîì ïëîñêîì ñëó÷àå ýòà ñõåìà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå çàïèñàíûâ ïîðÿäêå èõ èñïîëüçîâàíèÿ: un+�j � unj�� = �pnj+1=2 � pnj�1=2�mj ; (16)Xn+�j �Xnj�� = un+�j ; (17)�n+�j�1=2 � 1�n+�j�1=2 = Xn+�j �Xn+�j�1�mj�1=2 ; (18)� 6 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :En+�j�1=2 �Enj�1=2�� = �pnj�1=2un+�j � un+�j�1�mj�1=2 ; (19)pn+�j�1=2 = P ��n+�j�1=2; En+�j�1=2� ; (20)un+1j � unj� = �pn+�j+1=2 � pn+�j�1=2�mj ; (21)Xn+1j �Xnj� = un+(1=2)j � unj + un+1j2 ; (22)�n+1j�1=2 � 1�n+1j�1=2 = Xn+1j �Xn+1j�1�mj�1=2 ; (23)En+1j�1=2 �Enj�1=2� = �pn+�j�1=2un+(1=2)j � un+(1=2)j�1�mj�1=2 ; (24)pn+1j�1=2 = P ��n+1j�1=2; En+1j�1=2� : (25)Ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ2� � 1: (26)Óðàâíåíèÿ (16)�(20) îáðàçóþò ïåðâûé ýòàï (ïðåäèêòîð), óðàâíåíèÿ (21)�(25) � âòîðîé ýòàï (êîð-ðåêòîð). Ìàññû óçëîâ è ÿ÷ååê ñåòêè, êàê îáû÷íî, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè �mj = 0;5 ��mj�1=2++�mj�1=2�.Óñòîé÷èâîñòü äâóõýòàïíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè,â êîòîðîé íåÿâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ó÷òåíàðàñïðåäåëåííûì äèôôóçèîííûì èñòî÷íèêîì ýíåðãèèÐàññìîòðèì ñïîñîá ó÷åòà íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðûé ïðèíÿò ïðè ñ÷åòå ãàçîâîé äèíà-ìèêè ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ â ìåòîäèêå ÌÈÌÎÇÀ [14]. Â ýòîì ñïîñîáå ïåðåä ñ÷åòîì ãàçîäèíàìèêèðåøàåòñÿ íåÿâíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè_En+1=2j�1=2 = Ên+1j�1=2 �Enj�1=2� = 1�mj�1=2  �j T̂ n+1j+1=2 � T̂ n+1j�1=2�mj � �j�1 T̂ n+1j�1=2 � T̂ n+1j�3=2�mj�1 ! ; (27)Ên+1j�1=2 = E ��nj�1=2; T̂ n+1j�1=2� ; (28)íî "íîâûå" òåìïåðàòóðû T̂ n+1j�1=2 è âíóòðåííèå ýíåðãèè Ên+1j�1=2 íå çàïîìèíàþòñÿ. Çàïîìèíàåòñÿ òîëüêîðàñïðåäåëåííûé äèôôóçèîííûé èñòî÷íèê ýíåðãèè, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñ÷åòå ãàçîâîé äèíà-ìèêè â óðàâíåíèÿõ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (19) è (24) â âèäåEn+�j�1=2 �Enj�1=2�� = �pnj�1=2un+�j � un+�j�1�mj�1=2 + _En+1=2j�1=2 ; (29)En+1j�1=2 �Enj�1=2� = �pn+�j�1=2un+(1=2)j � un+(1=2)j�1�mj�1=2 + _En+1=2j�1=2 : (30)Ïîëó÷èâøóþñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê çàïèøåì â âèäå ñëåäóþùåéöåïî÷êè ôîðìóë, èñïîëüçóåìûõ íà îäíîì øàãå ïî âðåìåíè:[(27); (28)] �! [(16)�(18)] �! (29) �! [(20)�(23)] �! (30) �! (25): (31)� 7 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÄëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïðåæäå âñåãî, èç ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (31), ÷àñòüêîòîðûõ íåëèíåéíàÿ, íàäî ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.Ïðè ýòîé ëèíåàðèçàöèè ñðàçó âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè (6) è ïðåäïîëîæåíèåì î ïîñòîÿíñòâåâñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí èç (6). Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ìàññû âñåõ ÿ÷ååê ñåòêè è óçëîâñåòêè îäèíàêîâûå: �mj = �mj�1=2 = �m; 8j: (32)Òîãäà èç ôîðìóë öåïî÷êè âû÷èñëåíèé (31) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ:Æ _En+1=2j�1=2 = ÆÊn+1j�1=2 � ÆEnj�1=2� = ��m2 �ÆT̂ n+1j+1=2 � 2ÆT̂ n+1j�1=2 + ÆT̂ n+1j�3=2� ; (33)ÆÊn+1j�1=2 = E�Æ�nj�1=2 +ET ÆT̂ n+1j�1=2; (34)Æun+�j � Æunj�� = �Æpnj+1=2 � Æpnj�1=2�m ; (35)ÆXn+�j � ÆXnj�� = Æun+�j ; (36)Æ�n+�j�1=2 = ÆXn+�j � ÆXn+�j�1�m ; (37)ÆEn+�j�1=2 � ÆEnj�1=2�� = �pÆun+�j � Æun+�j�1�m + Æ _En+1=2j�1=2 ; (38)Æpn+�j�1=2 = P�Æ�n+�j�1=2 + PEÆEn+�j�1=2; (39)Æun+1j � Æunj� = �Æpn+�j+1=2 � Æpn+�j�1=2�m ; (40)ÆXn+1j � ÆXnj� = Æun+(1=2)j = Æunj + Æun+1j2 ; (41)Æ�n+1j�1=2 = ÆXn+1j � ÆXn+1j�1�m ; (42)ÆEn+1j�1=2 � ÆEnj�1=2� = �pÆun+(1=2)j � Æun+(1=2)j�1�m + Æ _En+1=2j�1=2 ; (43)Æpn+1j�1=2 = P�Æ�n+1j�1=2 + PEÆEn+1j�1=2; (44)ÆEn+1j�1=2 = E�Æ�n+1j�1=2 +ET ÆT n+1j�1=2: (45)Èùåì ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (33)�(45) â âèäå ãàðìîíèê ÔóðüåÆfn+kj = Æf �tn+k;mj� = Æfn+ke�i�j�m; k = 0; �; 1; Æfn+1 = �Æfn;Ægn+kj�1=2 = Æg �tn+k;mj�1=2� = Ægn+ke�i�(j�1=2)�m; k = 0; �; 1; Ægn+1 = �Ægn: (46)Çäåñü � åñòü ñîáñòâåííîå (êîìïëåêñíîå) çíà÷åíèå îïåðàòîðà ïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû (33)�(45),à âåùåñòâåííîå âîëíîâîå ÷èñëî � � ëþáîå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ0 < � = ��m � �: (47)Ïîäñòàâëÿåì ðåøåíèÿ (46) â ñèñòåìó (33)�(45). Çàòåì èñêëþ÷àåì àìïëèòóäû ìàëûõ âîçìóùåíèéïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí Æfn+� è Ægn+� , ïîñëå ýòîãî èñêëþ÷àåì àìïëèòóäû ìàëûõ âîçìóùåíèé äàâ-ëåíèé, âíóòðåííèõ ýíåðãèé, óäåëüíûõ îáúåìîâ è âñïîìîãàòåëüíîé òåìïåðàòóðû ÆT̂ n+1. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä âîçìóùåíèé êîîðäèíàò, ñêî-ðîñòè è òåìïåðàòóðû (ñîîòâåòñòâóþùèå äëèííûå âûêëàäêè îïóñêàåì). Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü� 8 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :ýòîé ñèñòåìû íóëþ (÷òîáû îíà èìåëà íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå), ïîëó÷àåì êóáè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè-÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �b3�3 + b2�2 + b1�+ b0 = 0; (48)âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èìåþò âèäb3 = 1 > 0; (49)b2 = �3 + �K+ 4��2Ss2�+ 2h�1� 4�2�2Ss2�� �K �1� "2T �i�2Ss2; (50)b1 = 3� 2K� 4� (2�K)�2Ss2 + 2K"2T �1� 4�2�2Ss2��2Ss2; (51)b0 = � (1�K)n1� 2h(2� � 1) + 4�2�2Ss2i�2Ss2o� 2K �1� � � 4�2�2Ss2� �1� "2T ��2Ss2: (52)Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ (ñì. òàêæå (6) è (47))�S = ��cS�m ; �T = ��cT�m ; �K = ��ET�m2 ; 0 < K = 4s2�K1 + 4s2�K < 1; 0 < s = sin �2 � 1; (53)ãäå âåëè÷èíû �S , �T è �K íàçûâàåì èçýíòðîïè÷åñêèì, èçîòåðìè÷åñêèì è òåïëîâûì ÷èñëàìè Êó-ðàíòà ñîîòâåòñòâåííî. Ñ÷èòàåì, ÷òî s > 0 (ïðè s = 0 èìååì �1 = �2 = 1; �3 = 1�K):Òåîðåìà 1. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (33)�(45) ýêâèâàëåíòíàóñòîé÷èâîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (48)�(52) äëÿ âñåõ s 2 (0; 1].Ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûìè îãðàíè÷åíèÿ (ñì. (6), (26) è (53))�S > 0; 0 < "T < 1; 0 < s � 1; 2� � 1; 0 � K < 1: (54)1. ×òîáû ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áûëà íåñòðîãî óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà2��S = 2���cS�m � 1: (55)2. Îáðàòíî, ñòðîãîå íåðàâåíñòâî 2��S = 2���cS�m < 1 (56)äîñòàòî÷íî äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (33)�(45).Íåîáõîäèìîå (55) è äîñòàòî÷íîå (56) óñëîâèÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèéèçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà cT è êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè �. Óñëîâèå íåñòðîãîé óñòîé-÷èâîñòè ñõåìû (33)�(45) íå çàâèñèò îò òîãî, ó÷èòûâàåòñÿ èëè íåò òåïëîïðîâîäíîñòü, è äîïóñòèìûéøàã ïî âðåìåíè íå óäàåòñÿ óâåëè÷èòü ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì èçýíòðîïè÷åñêèì óñëîâèåì Êóðàíòà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Â óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè êîðíåé êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà(ëåììû 4 è 5 èç Ïðèëîæåíèÿ) âìåñòî ñàìèõ êîýôôèöèåíòîâ (49)�(52) êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (48)ôèãóðèðóþò èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèèa3 = b3 � b2 + b1 � b0 = 4 (2�K) �1� 2��2Ss2� ; (57)a0 = b3 + b2 + b1 + b0 = 4K �1� 4�2�2Ss2��2Ss2"2T ; (58)a2 = 3b3 � b2 � b1 + 3b0 = 4 �K+ 4� (1�K)�2Ss2 � (2�K) �1� 4�2�2Ss2��2Ss2�++ 4K �(2� � 1) + 4�2�2Ss2� �1� "2T ��2Ss2 > 0; (59)a1 = 3b3 + b2 � b1 � 3b0 = 8 ��K"2T + �1�K"2T � �1� 4�2�2Ss2���2Ss2: (60)� 9 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÈç (59) ñ ó÷åòîì (54) ïîëó÷àåìa2jK=0 = 8 �(2� � 1) + 4�2�2Ss2��2Ss2 > 0;a2jK=1 = 4"16�2 � 116�2 +�2��2Ss2 � 14��2#+ 4 �(2� � 1) + 4�2�2Ss2� �1� "2T ��2Ss2 > 16�2 � 14�2 > 0:Ëèíåéíî çàâèñÿùàÿ îò K ôóíêöèÿ a2(K) ïîëîæèòåëüíà ïðè K = 0 è K = 1. Ïîýòîìó a2(K) ïîëîæè-òåëüíà ïðè âñåõ 0 � K � 1.Â ñëó÷àå K = 0 óðàâíåíèå (48) ïðèíèìàåò âèä(�� 1)n(�� 1)2 + 2 �2� (�� 1) + (�+ 1) �1� 4�2�2Ss2���2Ss2o = 0:Êîðåíü � = 1 ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ê îñòàâøåìóñÿ óðàâíåíèþ (�� 1)2++2 �2� (�� 1) + (�+ 1) �1� 4�2�2Ss2���2Ss2 = 0 ïðèìåíèì ëåììó 2 èç Ïðèëîæåíèÿ è ïîëó÷èì íåîá-õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó íåðàâåíñòâó4�2�2Ss2 � 1, 8s 2 (0; 1], ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (55).Ïîýòîìó äàëüøå ðàññìîòðèì ñëó÷àé 0 < K < 1.Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 4 èç Ïðèëîæåíèÿ íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (55) äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷è-âîñòè. Òðåáîâàíèå (Ï3) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (57) ïðèíèìàåò âèä 2��2Ss2 6= 1. Ñ÷èòàåì åãî âûïîëíåí-íûì. Òàê êàê a2 > 0 (ñì. (59)), óñëîâèå (Ï5) ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó a3 � 0. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (57) è(58) èç (Ï5) è (Ï6) ïîëó÷àåì äâà óñëîâèÿ: 1�2��2Ss2 > 0 è �1� 2��2Ss2� �1� 4�2�2Ss2� � 0, êîòîðûåâìåñòå äàþò óñëîâèå 1 � 4�2�2Ss2 � 0, ýêâèâàëåíòíîå (55). Â ñëó÷àå 2��2Ss2 = 1 óñëîâèÿ (Ï9) èçâòîðîé ÷àñòè ëåììû 4 (ñì. Ïðèëîæåíèå) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (49)�(51) è èñêëþ÷åíèÿ s ïðèíèìàþòâèä, íå ïðîòèâîðå÷àùèé (55).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 1 ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (Ï10)�(Ï12) èç ëåììû 5(ñì. Ïðèëîæåíèå), ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò íåñòðîãóþ óñòîé÷èâîñòü. Òàê êàê a2 > 0(ñì. (59)), èç (Ï10) ïîëó÷àåì a3 > 0, çàòåì èç (Ï11) ïîëó÷àåì a0 > 0. Óñëîâèÿ a3 > 0 è a0 > 0 ïîñëåïîäñòàíîâêè (57), (58) è ó÷åòà (54) ïðèíèìàþò âèä 2��2Ss2 < 1 è 4�2�2Ss2 < 1 äëÿ 8s : 0 < s � 1, îíèýêâèâàëåíòíû (56).Îñòàëîñü äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü (Ï12) èç ëåììû 5 ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (56) è ïðåäïîëî-æåíèé (54) äëÿ K 6= 0. Âûðàæåíèå (Ï12) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (57)�(60) è ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàåò(ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé) âèäfa (X;Y;Z) = �24�2Ss2 (a1a2 � a0a3) = B0 (Y;Z) +XB1 (Y;Z) +X2B2 (Y;Z) +X3B3 (Y;Z) ; (61)ãäå ìíîãî÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îò äâóõ ïåðåìåííûõ Y è Z èìåþò âèäB0 (Y;Z) = (a+ 1)2 [aZ + (2� Y Z)] Y Z;B1 (Y;Z) = (a+ 1) �4 + 2aZ � (4a+ 10)Y Z + Y Z2 + (a+ 4)Y 2Z2� ;B2 (Y;Z) = �4 (a+ 2) + 2 (a+ 1)Z + 6 (a+ 2)Y Z � (a+ 1)Y Z2 � (3a+ 5)Y 2Z2;B3 (Y;Z) = 2 (1� Y Z) (2� Y Z) (62)è èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿX = 1� 4�2�2Ss2; 0 < X < 1; Y = "2T ; 0 < Y < 1; Z = K; 0 < Z < 1; 2� = a+ 1; a � 0: (63)Ôàêòè÷åñêè íàäî ïðîâåðèòü ïîëîæèòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà (61) ñåäüìîé ñòåïåíè îò òðåõ àðãó-ìåíòîâ X, Y , Z ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà (óñëîâèå (56) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ X > 0,� 10 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :îñòàëüíûå óñëîâèÿ (63) ñëåäóþò ïðè K 6= 0 èç îãðàíè÷åíèé (54)). Ïîëîæèòåëüíîñòü (61) ëåãêî ïðî-âåðÿåòñÿ ñòðîãî âíóòðè ãðàíåé X = 0, X = 1, Y = 0 è Z = 0, à òàêæå â áëèæàéøåé îêðåñòíîñòèãðàíè X = 0 (ïðè 0 < X � 1), ãäå ñïðàâåäëèâà îöåíêàfa (X;Y;Z) � 4 (a+ 1)X +O �X2� = 8�X +O �X2� > 0; 0 < X � 1; 0 � Y � 1; 0 � Z � 1:Ïðîâåðêà ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè fa (X;Y;Z) âî âñåõ òî÷êàõ âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáàîñóùåñòâëåíà ÷èñëåííî (âñå âû÷èñëåíèÿ è âèçóàëèçàöèÿ âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàììORIGIN 6.1 [15]). Ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî íà åäèíè÷íîì îòðåçêå äàò÷èêà ñëó-÷àéíûõ ÷èñåë âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êóáà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî áûëà çàïîëíåíà òî÷êàìè ñîáùèì ÷èñëîì 4 � 105. Åùå ïî 105 òî÷åê áûëî ðàçìåùåíî â îêðåñòíîñòÿõ (â ñëîÿõ òîëùèíîé 10�2)êàæäîé èç øåñòè ãðàíåé åäèíè÷íîãî êóáà ñî ñãóùåíèåì ê ãðàíèöàì êóáà. Â èòîãå áûëî âçÿòî 106òî÷åê ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà. Â êàæäîé òàêîé òî÷êå ïî ôîðìóëàì (61), (62) âû÷èñëåíîçíà÷åíèå ôóíêöèè fa (X;Y;Z). Òàêèå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ çíà÷åíèé � èç îòðåçêà 0;5 � � � 1ñ øàãîì ïî �, ðàâíûì 0,05, è äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé � > 1, âïëîòü äî çíà÷åíèÿ � = 100. Âñå âû÷èñëåí-íûå òàêèì ñïîñîáîì òî÷êè îòîáðàæàþòñÿ ãðàôè÷åñêè íà ïëîñêîñòè (X; fa). Ïðèìåð òàêîãî ãðàôèêàäàí íà ðèñ. 2.Âñå òî÷êè ôóíêöèè fa (X;Y;Z), èñïîëüçîâàííûå â ñ÷åòå, äëÿ âñåõ îïðîáîâàííûõ çíà÷åíèé � � 0;5ëåæàò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþò ñòðîãóþ ïîëîæè-òåëüíîñòü ôóíêöèè fa (X;Y;Z) âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ðèñ. 2. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fa(X;Y; Z) èç (61) ïðè � = 0;7Äâóõýòàïíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ ïðÿìûì ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòèâ óðàâíåíèÿõ äëÿ ýíåðãèèÏîñëå òåîðåìû 1 åñòåñòâåííî âîçíèêàåò æåëàíèå ðàññìîòðåòü áîëåå òðàäèöèîííûå ñïîñîáû ó÷åòàíåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷òî â äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé ðàçíîñòíîé ñõåìå (16)�(25) ìîæíîñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.Ðàññìîòðèì ñõåìó ñ ïðÿìûì ó÷åòîì íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â äâóõ óðàâíåíèÿõ äëÿ âíóòðåííåéýíåðãèè. Äëÿ ýòîãî ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (19) è (24) çàìåíÿåì ñëåäóþùèìè:En+�j�1=2�Enj�1=2�� =�pnj�1=2un+�j �un+�j�1�mj�1=2 + ��mj�1=2  �j T n+�j+1=2�T n+�j�1=2�mj � �j�1T n+�j�1=2� T n+�j�3=2�mj�1 !; � � 0; (64)� 11 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîEn+�j�1=2 = E ��n+�j�1=2; T n+�j�1=2� ; (65)En+1j�1=2�Enj�1=2� =�pn+�j�1=2un+(1=2)j �un+(1=2)j�1�mj�1=2 + 1�mj�1=2 �j T n+1j+1=2�T n+1j�1=2�mj ��j�1T n+1j�1=2 � T n+1j�3=2�mj�1 !; (66)En+1j�1=2 = E ��n+1j�1=2; T n+1j�1=2� : (67)Ââîäèòü â äèôôóçèîííûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (66) ìíîæèòåëü, îòëè÷íûé îò åäèíèöû (äëÿ óâåëè÷åíèÿîáùíîñòè), íåëüçÿ, òàê êàê ýòî íàðóøèò àïïðîêñèìàöèþ.Áóäåì íàçûâàòü ïîëó÷èâøóþñÿ â ðåçóëüòàòå îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó äâóõýòàï-íîé ñõåìîé ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ â äâóõ óðàâíåíèÿõ ýíåðãèè, èëè êîðî÷å, ñõåìîé ñ òåïëîïðîâîä-íîñòüþ â äâóõ óðàâíåíèÿõ ýíåðãèè. Çàïèøåì åå â âèäå öåïî÷êè íîìåðîâ ôîðìóë, èñïîëüçóåìûõ íàîäíîì øàãå ïî âðåìåíè:[(16)�(18)] �! [(64); (65)] �! [(20)�(23)] �! [(66); (67)] �! (25): (68)Ïðè ëèíåàðèçàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (68) äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ âîñïîëüçóåìñÿïðåäïîëîæåíèåì (32), îáîçíà÷åíèÿìè (6) è ïðåäïîëîæåíèåì î ïîñòîÿíñòâå âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõâåëè÷èí èç (6). Òîãäà èç (64)�(67) ïîëó÷èì ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé:ÆEn+�j�1=2 � ÆEnj�1=2�� = �pÆun+�j � Æun+�j�1�m + ���m2 �ÆT n+�j+1=2 � 2ÆT n+�j�1=2 + ÆT n+�j�3=2� ; (69)ÆEn+�j�1=2 = E�Æ�n+�j�1=2 +ET ÆT n+�j�1=2; (70)ÆEn+1j�1=2 � ÆEnj�1=2� = �pÆun+(1=2)j � Æun+(1=2)j�1�m + ��m2 �ÆT n+1j+1=2 � 2ÆT n+1j�1=2 + ÆT n+1j�3=2� ; (71)ÆEn+1j�1=2 = E�Æ�n+1j�1=2 +ET ÆT n+1j�1=2: (72)Â ðåçóëüòàòå èç (68) ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿïîêîÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé íîìåðîâ ôîðìóë:[(35)�(37)] �! [(69); (70)] �! [(39)�(42)] �! [(71); (72)] �! (44): (73)Èùåì ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (73) â âèäå ãàðìîíèê Ôóðüå (46). Ïîñëå èñêëþ÷å-íèÿ àìïëèòóä ìàëûõ âîçìóùåíèé ïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí è ïîñëåäóþùåãî èñêëþ÷åíèÿ àìïëèòóäìàëûõ âîçìóùåíèé äàâëåíèé, âíóòðåííèõ ýíåðãèé è óäåëüíûõ îáúåìîâ ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ îä-íîðîäíàÿ ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä âîçìóùåíèé êîîðäèíàò, ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû.Ïðèðàâíÿâ íóëþ åå îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé � b3�3 + b2�2 + b1�+ b0 = 0; b3 > 0; (74)âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èìåþò âèäb3 = 1 + 4�Ks2 > 0; (75)b2 = �1� 2 �1�2��2��s2� �1+4�Ks2�+2 �1�4�2�2��s2� �4�2T s2�Ks2+�2Ss2��2K�� ��2S��2T � s2; (76)b1 = 1 + 2 �1� 4��2��s2�+ 4 ��1� 4��2��s2�+ 2 �1� 4�2�2��s2��2T s2��Ks2; (77)b0 = � �1� 4��2��s2�� 2 �1� 4�2�2��s2��2Ss2 + 2K�� ��2Ss2 � �2T s2� ; (78)0 � K�� = 4��s2�K1 + 4��s2�K < 1; �2�� = K���2T + (1�K��)�2S : (79)Ñëó÷àé s = 0, êîãäà (74) ïðèíèìàåò âèä (�� 1)3 = 0, ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Íå áóäåì òàêæåðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè �K = 0, êîãäà ñõåìà (73) ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé(33)�(45) ñ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè (55). � 12 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :Ñðàçó ïðèâåäåì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîýôôèöèåíòîâ (75)�(78) óðàâíåíèÿ (74), êîòîðûå ôèãó-ðèðóþò â ôîðìóëèðîâêàõ óñëîâèé íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè â ëåììàõ 4 è 5 (ñì. Ïðèëîæåíèå):a3 = b3 � b2 + b1 � b0 = 8 �1� 2��2��s2� �1 + 2�Ks2� ; (80)a0 = b3 + b2 + b1 + b0 = 16 �1� 4�2�2��s2��2T s2�Ks2; (81)a2 = 3b3 � b2 � b1 + 3b0 == 8 �2�Ks2 + 2��2��s2 � �1� 4�2�2��s2� �2�2T s2�Ks2 + �2Ss2�+K�� ��2Ss2 � �2T s2�� > 0; (82)a1 = 3b3 + b2 � b1 � 3b0 = 8 �4��2��s2�Ks2 + �1� 4�2�2��s2��2Ss2 �K�� ��2Ss2 � �2T s2�� : (83)Ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü (82) ñëåäóåò èç (26), (6) è (79).Â ñëó÷àå îäíîêðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé óïðî-ùåííûé àíàëîã òåîðåìû 1.Òåîðåìà 2. Íåñòðîãàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (73) ýêâèâà-ëåíòíà íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (74) ñ êîýô-ôèöèåíòàìè (75)�(78) äëÿ âñåõ s 2 (0; 1]. Ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6), (26) è (53).Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåÿâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî â îäíîì óðàâíåíèè äëÿ âíóò-ðåííåé ýíåðãèè íà âòîðîì ýòàïå: � = 0: (84)Òîãäà äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (73) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà2��S = 2���cS�m � 1: (85)Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè (85) ïðè îäíîêðàòíîì èñïîëüçîâàíèè íåÿâíîéòåïëîïðîâîäíîñòè (84) íå çàâèñèò îò èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà cT è îò çíà÷åíèÿ òåïëîâîãî÷èñëà Êóðàíòà �K.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Èç (84) è (79) ñëåäóåò, ÷òî K�� = 0 è �2�� = �2S . Ýòî ñèëüíîóïðîùàåò ôîðìóëû (80)�(83). Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìîñòü èçýíòðîïè÷åñêîãî óñëîâèÿ Êóðàíòà (85)ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì óñëîâèé (Ï5) è (Ï6) ëåììû 4 (ñì. Ïðèëîæåíèå). Äåòàëè îïóñòèì,îíè ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûì äîêàçàòåëüñòâîì íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 1.Òåîðåìà 3. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (73) ýêâèâàëåíòíà óñòîé-÷èâîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (74) ñ êîýôôèöèåíòàìè (75)�(78) äëÿâñåõ s 2 (0; 1]. Ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6), (26) è (53). Íåÿâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ó÷è-òûâàåòñÿ â îáîèõ óðàâíåíèÿõ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, íî0 < � � 1: (86)1. Äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (73) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà2� ���ms4���Kc2T + c2S1 + 4���K � 1: (87)2. Îáðàòíî, ñòðîãîå íåðàâåíñòâî 2� ���ms4���Kc2T + c2S1 + 4���K < 1 (88)äîñòàòî÷íî äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (73).� 13 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÄ î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê a2 > 0 (ñì. (82)), òî ïðè a3 6= 0 (èëè 2��2��s2 6= 1, ñì. (80))íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ (Ï5) è (Ï6) íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè èç ëåììû 4 (ñì. Ïðèëîæåíèå) ñâîäÿòñÿê íåðàâåíñòâàì a3 � 0 è a0 � 0. Ýòè äâà íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (80) è (81) è ïðåäïîëîæåíèÿ 2� � 1ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó: 4�2�2��s2 � 1; 8s 2 (0; 1] : (89)Â ñëó÷àå 2��2��s2 = 1 (a3 = 0) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâà (Ï9) èç âòîðîé ÷àñòè ëåììû 4ïîñëå ïîäñòàíîâêè (75)�(77) íå èçìåíÿþò óñëîâèÿ (89). Ïîõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òîäâà íåðàâåíñòâà (Ï10) è (Ï11) èç ëåììû 5 (ñì. Ïðèëîæåíèå) ïðè a2 > 0 è 2� � 1 ýêâèâàëåíòíûñòðîãîìó àíàëîãó óñëîâèÿ (89). (89) ýêâèâàëåíòíî (87), à ñòðîãèé àíàëîã (89) ýêâèâàëåíòåí (88),òàê êàê ìàêñèìóì �2��s2 äîñòèãàåòñÿ ïðè s = 1:�2��s2 = � �2T4���K �4���Ks2 + 1�� �2S � �2T4���K 14���Ks2 + 1�+ �2S � 2�2T4���K :Äëÿ ïðîâåðêè (Ï12) èç ëåììû 5 ïðè âûïîëíåíèè (88) áóäåì ÷èñëåííî ïðîâåðÿòü ïîëîæèòåëüíîñòüçíà÷åíèé ôóíêöèè èç óñëîâèÿ (Ï12)f� (X;Y;Z;W ) = a1a2 � a0a3 = 8 �4��2��s2�Ks2 + �1� 4�2�2��s2��2Ss2 �K�� ��2Ss2 � �2T s2���� 8 �2�Ks2 + 2��2��s2 � �1� 4�2�2��s2� �2�2T s2�Ks2 + �2Ss2�+K�� ��2Ss2 � �2T s2���� 128 �1� 4�2�2��s2� �1� 2��2��s2� �1 + 2�Ks2��2T s2�Ks2: (90)Ôóíêöèÿ (90) çàâèñèò îò âåëè÷èí �, �Ks2, �2T s2, �2��s2, �2Ss2, K��, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-ñòâàì (ñì. (6), (79), (86) è ñòðîãèé àíàëîã (89))0 < � � 1; �Ks2 > 0; 0 < �2T s2 < �2��s2 < �2Ss2; 0 < 1� 4�2�2��s2 < 1; 0 < K�� < 1:Ýòè øåñòü âåëè÷èí ïîä÷èíåíû äâóì óðàâíåíèÿì (79). Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ âçÿòû ñëåäóþùèå÷åòûðå âåëè÷èíû, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùèå åäèíè÷íûé ÷åòûðåõìåðíûé êóá:0 < X = 1� 4�2�2��s2 < 1; 0 < Y = �2T s2�2��s2 < 1; 0 < Z = K�� < 1; 0 < W = � � 1: (91)Ïðîâåðêà ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W ) âî âñåõ òî÷êàõ âíóòðè ÷åòûðåõìåð-íîãî åäèíè÷íîãî êóáà îñóùåñòâëåíà ÷èñëåííî (âû÷èñëåíèÿ è âèçóàëèçàöèÿ âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþïàêåòà ïðîãðàìì ORIGIN 6.1 [15]). Ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî íà åäèíè÷íîì îòðåç-êå äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âíóòðåííîñòü ÷åòûðåõìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíîðàâíîìåðíî áûëà çàïîëíåíà òî÷êàìè ñ îáùèì ÷èñëîì 2 � 105. Åùå ïî 105 òî÷åê áûëî ðàçìåùåíîâ îêðåñòíîñòÿõ (â ñëîÿõ òîëùèíîé 10�2) êàæäîé èç âîñüìè ãðàíåé (òðåõìåðíûõ êóáèêîâ X = 0,X = 1, Y = 0, Y = 1, Z = 0, Z = 1, W = 0, W = 1) åäèíè÷íîãî êóáà ñî ñãóùåíèåì ê ãðàíèöàì÷åòûðåõìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà. Â èòîãå âçÿòî 106 òî÷åê ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà. Äëÿêàæäîé òàêîé òî÷êè ïî ôîðìóëàì (90), (91) âû÷èñëåíî çíà÷åíèå ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W ), ïðè÷åìäâàæäû. Âòîðîé ðàç â îïèñàííîì íàáîðå òî÷åê âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W )jW=1,÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü íàäåæíîñòü âû÷èñëåíèé äëÿ � = 1.Òàêèå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ çíà÷åíèé � èç îòðåçêà 0;5 � � � 1 ñ øàãîì ïî �, ðàâ-íûì 0,05, è äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé � > 1, âïëîòü äî çíà÷åíèÿ � = 100. Âñå âû÷èñëåííûå òàêèì ñïîñîáîìòî÷êè îòîáðàæàþòñÿ ãðàôè÷åñêè íà ïëîñêîñòè (X; f�). Ïðèìåð òàêîãî ãðàôèêà ïîêàçàí íà ðèñ. 3.Àáñîëþòíî âñå òî÷êè ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W ), èñïîëüçîâàííûå â ñ÷åòå, äëÿ âñåõ îïðîáîâàííûõçíà÷åíèé � � 0;5 ëåæàò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþòñòðîãóþ ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W ) êàê âíóòðè ÷åòûðåõìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà,òàê è íà åãî òðåõìåðíîé ãðàíè W = � = 1. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.� 14 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :

Ðèñ. 3. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f� (X;Y; Z;W ) èç (90), (91) ïðè � = 0;7Ñëåäñòâèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3 íàèáîëüøèé øàã ïî âðåìåíè, îáåñïå÷èâàþùèéíåñòðîãóþ óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû (73), ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïàðàìåòð � (êîýôôèöèåíò ó÷å-òà íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â óðàâíåíèè ýíåðãèè ïåðâîãî ýòàïà (69) èëè (64)) â óñëîâèÿõ (87) è(88) âçÿòü ðàâíûì � = 1:Òîãäà øàã ïî âðåìåíè, äîñòàòî÷íûé äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû, îïðåäåëÿåòñÿíåðàâåíñòâîì 2���cðàçí�m < 1; cðàçí =s4��Kc2T + c2S4��K + 1 : (92)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ìàêñèìèçàöèè � íàäî ìèíèìèçèðîâàòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå (88)4���Kc2T + c2S1 + 4���K = c2T+ c2S � c2T1 + 4���K , à äëÿ ýòîãî íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü 1+4���K. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (86)ïîëó÷àåì íàèëó÷øåå çíà÷åíèå � = 1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.Âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûïîëíåííûì äëÿ ïðîâåðêè ïîëîæèòåëüíîñòè (90), (91), áûëè ïðîâå-äåíû äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé � > 1. Ïðè ýòîì âáëèçè ãðàíè X = 0 íàðóøàëîñü óñëîâèå (Ï12) ëåììû 5(ñì. Ïðèëîæåíèå). Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ïðè � > 1 äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè íàäî óìåíüøàòüïðàâóþ ÷àñòü â íåðàâåíñòâàõ (87) è (88), ÷òî â öåëîì ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ äîïóñòèìîãî øàãà ïîâðåìåíè. Ïîýòîìó âàðèàíò � = 1 äàåò íàèëó÷øèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (92).Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçíîñòíîé ñêîðîñòè çâóêà èç (92) ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ (8) äèñïåðñèîííîãî óðàâ-íåíèÿ (7) âîçüìåì � èç èçýíòðîïè÷åñêîãî óñëîâèÿ Êóðàíòà 2���cS�m = 1 è ââåäåì îòíîñèòåëüíîåòåïëîâîå ÷èñëî Êóðàíòà k ôîðìóëîé �K = �Q�m2 = k2�� . Òîãäà èç (92) èìååì "ðàçí = cðàçícS ==r2k"2T + �2k + � . Â (7) âîçüìåì äëèíó âîëíû, ðàâíóþ äâóì ÿ÷åéêàì ñåòêè � = ��m = kaSQ .Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ ðàçíîñòíûõ ñêîðîñòåé çâóêà "ðàçí è îòíîñèòåëü-íûõ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé " (k) = a (k) =aS äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé "T = aT =aS , ãäå ôàçîâûå ñêîðîñòèïîëó÷åíû ðåøåíèåì (7). Ðàçíîñòíàÿ ñêîðîñòü çâóêà ñ ðîñòîì òåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà ïðèáëèæàåò-ñÿ ñâåðõó ê èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà. Íàäåæíàÿ 10%-íàÿ áëèçîñòü äîñòèãàåòñÿ äëÿ çíà÷åíèéòåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà ïîðÿäêà ñîòíè. � 15 �
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Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé îò îòíîñèòåëüíîãî òåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà k îòíîñèòåëüíîé ôàçîâîé ñêî-ðîñòè " ( ) è îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòíîé ñêîðîñòè çâóêà "ðàçí ( ) äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé "T = cT =cS :1 � "T = 0;15; 2 � "T = 0;35; 3 � "T = 0;7 Çàêëþ÷åíèåÏîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äâóõýòàïíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè âïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà çàâèñÿò îò ñïîñîáà ó÷åòà íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Â áîëüøèíñòâå ñïîñîáîâóñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òèïà Êóðàíòà çàâèñÿò òîëüêî îò èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà è íå çàâèñÿòîò íàëè÷èÿ íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè.Òîëüêî â ñëó÷àå äâóêðàòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè íà îäíîì øàãå ïî âðå-ìåíè (â äâóõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ýíåðãèè) ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîéïðè óâåëè÷åíèè òåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà, ÷òî óâåëè÷èâàåò äîïóñòèìûé øàã ïî âðåìåíè ïðè îòëè÷èèèçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà îò èçýíòðîïè÷åñêîé.Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èçó÷èòü âëèÿíèå ðàçíûõ ñïîñîáîâ ó÷åòà íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòèíà óñòîé÷èâîñòü äðóãèõ ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.Ïðèëîæåíèå. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñî ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîìèññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòèÏðèâåäåì çäåñü ñ òî÷íûìè ôîðìóëèðîâêàìè íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà (âîç-ìîæíî, èçâåñòíûõ), èñïîëüçîâàííûõ â äàííîé ðàáîòå.Îïðåäåëåíèå 1. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ �-óñòîé÷èâîé ñ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ïî-ëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé � > 0, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � åå îïåðàòîðà ïåðåõîäà óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèþ j�j < �. Òîãäà ãîâîðèì, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðàïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ �-óñòîé÷èâîñòè. Ïðè � = 1 �-óñòîé÷èâàÿñõåìà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî óñòîé÷èâîé.Â ïðàêòèêå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïîíÿòèå ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè íå òðåáóåòñÿ. Äëÿëèíåéíûõ ìîäåëåé (óðàâíåíèé ëèíåéíîé àêóñòèêè) âîçìóùåíèÿ íå çàòóõàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïî-íÿòèþ ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè.Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ íåñòðîãî óñòîé÷èâîé, åñëè âñå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ � åå îïåðàòîðà ïåðåõîäà íå ïðåâûøàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå åäèíèöû: j�j � 1. Â� 16 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà ïåðåõîäà ðàç-íîñòíîé ñõåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè.Êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà [10] íå äàåò óñëîâèé íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè. Íî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíîïîëó÷èòü óñëîâèÿ �-óñòîé÷èâîñòè äëÿ � = 1+" ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ " è çàòåìñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä "! +0 (òàêîãî ðîäà ïðèìåð ïðèâåäåí â [16]). Îòìåòèì, ÷òî èìåþòñÿïðèìåðû, êîãäà ïðîñòàÿ çàìåíà â óñëîâèÿõ ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íåñòðîãèìèäàåò íåïðàâèëüíûå óñëîâèÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè.Ëåììà 2. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå a�2 + 2b� + c = 0 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b èc è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì a > 0 èìååò êîðíè � òîëüêî â çàìêíóòîéåäèíè÷íîé îêðóæíîñòè j�j � 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè íåñòðîãèõíåðàâåíñòâà: a�c � 0; a +2b+c � 0; a�2b+c � 0: (Ï1)Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó àíàëèçó ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõêîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Óñëîâèå ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè |�j < 1 â âèäå ñòðîãèõ àíàëîãîâíåðàâåíñòâ (Ï1) äàíî â [17].Ïåðåéäåì ê íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïåíè ñ âå-ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ íóæíû óñëîâèÿ �-óñòîé÷èâîñòè.Ëåììà 3. Ïóñòü âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿb3�3+b2�2+b1�+b0 = 0 (Ï2)óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a3 = b3�b2+b1�b0 6= 0: (Ï3)Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî "0 è ëþáîãî � = 1 + ", j"j � "0, óðàâ-íåíèå (Ï2) èìååò âñå êîðíè � ñòðîãî âíóòðè îêðóæíîñòè j�j < � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè íåðàâåíñòâà:�b3�3 � b2�2 + b1�� b0� �3b3�3 � b2�2 � b1�+ 3b0� > 0;�b3�3 � b2�2 + b1�� b0� �b3�3 + b2�2 + b1�+ b0� > 0; (Ï4)b3�4 �b3�2 � b1�� b0 �b0 � b2�2� > 0:Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñëå çàìåíû � = �1 + x1� x (îòîáðàæåíèå ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè âíóòðüêðóãà) ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ x (èç (Ï3) ñëåäóåò, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ýòîãîóðàâíåíèÿ íåíóëåâîé), ïðèìåíèâ ê êîòîðîìó êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà [10], ïîëó÷èì íåîáõîäèìûåè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �-óñòîé÷èâîñòè â âèäå íàáîðà (Ï4).Ëåììà 4. 1. Ïóñòü âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (Ï2) óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ (Ï3). ×òîáû êîðíè � óðàâíåíèÿ (Ï2) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòèj�j � 1, íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå òðåõ íåðàâåíñòâ:a3a2 = (b3 � b2 + b1 � b0) (3b3 � b2 � b1 + 3b0) � 0; (Ï5)a3a0 = (b3 � b2 + b1 � b0) (b3 + b2 + b1 + b0) � 0; (Ï6)a1a2 � a0a3 = 8b3 (b3 � b1)� 8b0 (b0 � b2) � 0: (Ï7)� 17 �



Þ. À. Áîíäàðåíêî2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (Ï2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþa3 = b3 � b2 + b1 � b0 = 0: (Ï8)×òîáû ïðè ýòîì êîðíè � óðàâíåíèÿ (Ï2) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè j�j � 1,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåõ íåðàâåíñòâ:b2 � b1 � 0; b3 + b1 � 0; 3b3 � 2b2 + b1 � 0: (Ï9)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòðèöàòåëüíîñòü ëþáîé èç òðåõ âåëè÷èí (Ï5)�(Ï7) íàðóøàåò ñîîòâåò-ñòâóþùåå íåðàâåíñòâî èç íàáîðà (Ï4), ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû.Èç (Ï8) ñëåäóåò, ÷òî � = �1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (Ï2). Ïðèìåíèâ ê îñòàâøåìóñÿ êâàäðàò-íîìó óðàâíåíèþ ëåììó 2, ïîëó÷èì óñëîâèÿ (Ï9), ÷òî äîêàçûâàåò âòîðóþ ÷àñòü ëåììû 4.Ëåììà 5. ×òîáû âñå êîðíè � óðàâíåíèÿ b3�3 + b2�2 + b1� + b0 = 0 óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþíåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè j�j � 1, äîñòàòî÷íî îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ òðåõ íåðàâåíñòâ:a3a2 = (b3 � b2 + b1 � b0) (3b3 � b2 � b1 + 3b0) > 0; (Ï10)a3a0 = (b3 � b2 + b1 � b0) (b3 + b2 + b1 + b0) > 0; (Ï11)a1a2 � a0a3 = 8b3 (b3 � b1)� 8b0 (b0 � b2) > 0: (Ï12)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðàâåíñòâà (Ï10)�(Ï12), òî äëÿ íåêîòîðîãîäîñòàòî÷íîãî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî "0 ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ â íåðàâåíñòâàõ (Ï4) áóäóòñòðîãî ïîëîæèòåëüíû äëÿ ëþáîãî � = 1+ ", 0 < " � "0. Îòñþäà ñ ó÷åòîì ëåììû 3 ïîëó÷àåì j�j � 1,÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.Ëåììà 6. Ìíîãî÷ëåí y = ax2 + bx + c ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè a > 0 è c > 0áóäåò ïðèíèìàòü íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0 ïîëîæèòåëüíûå (íåîòðèöàòåëüíûå) çíà÷åíèÿòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîb > �2pacèëè ñîîòâåòñòâåííî åãî íåñòðîãèé àíàëîã.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6 îñíîâàíî íà òîæäåñòâåax2 + bx+ c = �xpa�pc�2 + x �b+ 2pac� :Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñàìàðñêèé À. À., Ïîïîâ Þ. Ï. Ðàçíîñòíûå ñõåìû ãàçîâîé äèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1975.2. Bondarenko Yu. A., Zmushko V. V., Stenin A. M. Local and nonlocal stability conditions ofdi�erence schemes for calculating gas-dynamics problems in Lagrangian coordinates // NumericalMethods in Fluid Dynamics / Ed. by N. N. Yanenko and Yu. I. Shokin. M.: MIR, 1984. P. 245�264.3. Òåðñòîí Ð. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â æèäêîñòÿõ è â òâåðäûõ òåëàõ // Ôèçè÷åñêàÿ àêóñòèêà.Ò. 1, ÷. À. Ìåòîäû è ïðèáîðû óëüòðàçâóêîâûõ èññëåäîâàíèé. Ì.: Ìèð, 1966. Ñ. 13�139.4. Èñàêîâè÷ Ì. À. Îáùàÿ àêóñòèêà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1973.5. Çåëüäîâè÷ ß. Á., Ðàéçåð Þ. Ï. Ôèçèêà óäàðíûõ âîëí è âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ãèäðîäèíàìè-÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963.6. Turkel E. Phase error and stability of second order methods for hyperbolic problems. I // J. Comp.Phys. 1974. Vol. 15, No 2. P. 226�250. � 18 �
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ÓÄÊ 519.6ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ SIMPLEÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ ÑÆÈÌÀÅÌÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉÍ. Â. Òàðàñîâà, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Ä. Ï. Ìåëåøêèíà,Ñ. Â. Ëàøêèí, Î. Â. Äåíèñîâà, Ì. À. Ñèçîâà(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà SIMPLE äëÿ ñëó÷àÿñæèìàåìûõ òå÷åíèé è èññëåäîâàíèþ ïðèìåíèìîñòè ðåàëèçîâàííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðàñ-÷åòà òðàíñçâóêîâûõ ñæèìàåìûõ òå÷åíèé â ðàìêàõ ïàêåòà ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ. Íà ïðèìå-ðå çàäà÷ îáòåêàíèÿ êðûëîâîãî ïðîôèëÿ è òå÷åíèÿ âíóòðè äèôôóçîðà äåìîíñòðèðóþòñÿâîçìîæíîñòè ðåàëèçîâàííîãî àëãîðèòìà ïî äîñòèæåíèþ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè è ñêî-ðîñòè ñõîäèìîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñõåì äèñêðåòèçàöèè êîíâåêòèâíîãîñëàãàåìîãî è èçìåíåíèè äðóãèõ ñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíè-âàþòñÿ ñ äàííûìè èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òåñòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãîðèòì SIMPLE, ñæèìàåìûå òðàíñçâóêîâûå òå÷åíèÿ, ñõåìû äèñ-êðåòèçàöèè êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî, ïàêåò ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ.ÂâåäåíèåÏðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà, ïðèãîäíîãî äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ìàõà, õîðîøîèçâåñòíà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, êîòîðûå ìîæíî óñëîâ-íî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ìåòîäû, èçíà÷àëüíî ñêîíñòðóèðîâàííûå äëÿðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé è îñíîâàííûå íà ðåøåíèè ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà[1�4]. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòûâàòü êàê äîçâóêîâûå, òàê è ñâåðõçâóêîâûå òå÷åíèÿ, îäíàêîïðè èõ èñïîëüçîâàíèè âîçíèêàåò ïðîáëåìà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ïðè çíà÷åíèÿõ ÷èñëàÌàõà, áëèçêèõ ê íóëþ, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ïîäõîäîâ. Êî âòîðîé ãðóïïåîòíîñÿòñÿ ìåòîäû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé, îñíîâàííûå íà ðåøåíèèñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñ ðàñùåïëåíèåì ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì è îáîáùåííûå íà ñæè-ìàåìûé ñëó÷àé [5, 6].×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà áåç ðàñùåïëåíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ÷èñëà Ìàõà, ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ åäèíèöû, ñîïðÿæåíî ñ ñåðüåçíûìè òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìèñî çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ âðåìåíàìè êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷å-ñêèõ âîçìóùåíèé, à òàêæå c ìàëûìè èçìåíåíèÿìè îòíîñèòåëüíîãî äàâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ââèäóæåñòêîñòè ñèñòåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà ðåçêî óõóäøàþòñÿ ñâîéñòâà èõ ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè, à íåêîòîðûå ìåòîäû âîîá-ùå ñòàíîâÿòñÿ íåïðèãîäíûìè. Áîëåå òîãî, çäåñü ïðàêòè÷åñêè ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì èñïîëüçîâà-íèå ÿâíûõ ñõåì ðàñ÷åòà â ñèëó íåïðèåìëåìî æåñòêîãî îãðàíè÷åíèÿ íà øàã ïî âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿïðîáëåìû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãèïîçâóêîâûõ òå÷åíèé (÷èñëî Ìàõà ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû)íà îñíîâå óðàâíåíèé äèíàìèêè ñæèìàåìîãî ãàçà áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìîäèôèêà-öèè êîýôôèöèåíòîâ, îòâå÷àþùèõ çà ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, ìåòîäîì èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè[3, 4]. Ê íåäîñòàòêàì ìåòîäà èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè ìîæíî îòíåñòè, â ÷àñòíîñòè, åãî ñóùå-ñòâåííî èòåðàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó: äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíîé ñõåìû íà êàæäîì øàãå ïîôèçè÷åñêîìó âðåìåíè òðåáóþòñÿ èòåðàöèè (óñòàíîâëåíèå ïî ïñåâäîâðåìåíè) äëÿ ñâåäåíèÿ áàëàíñà� 20 �



Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà SIMPLE äëÿ ðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèéìàññû. Âûáîð êîýôôèöèåíòà èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé,ïîñêîëüêó íà íåãî íàêëàäûâàþòñÿ îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó.Ìåòîäû âòîðîé ãðóïïû èçíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàíû íà ðàñ÷åò íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé [5, 6], â êî-òîðûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè,ðåøàåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì "ñêîíñòðóèðîâàííîå" óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Îäíèì èç òàêèõ ìåòî-äîâ, øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä SIMPLE [5]. Ìåòîä SIMPLE íåñëîæíîîáîáùèòü íà ñëó÷àé ðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé [6], ìîäèôèöèðîâàâ èìåþùååñÿ óðàâíåíèå Ïóàñ-ñîíà. Ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â äîáàâëåíèè â óðàâíåíèå Ïóàññîíà êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà è äîïîë-íèòåëüíîãî íåñòàöèîíàðíîãî ñëàãàåìîãî, âîçíèêàþùåãî èç-çà íåîáõîäèìîñòè êîððåêöèè ïëîòíîñòèäëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ìàõàïðåîáëàäàþùåå âëèÿíèå îêàçûâàåò äèôôóçèîííûé ÷ëåí è ïîëó÷àåòñÿ ôàêòè÷åñêè èñõîäíîå óðàâíå-íèå Ïóàññîíà. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ìàõà ïðåîáëàäàåò êîíâåêòèâíûé ÷ëåí, îòðàæàþùèéãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðèðîäó òå÷åíèÿ. Äàííûé ìåòîä àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåò ëîêàëüíóþ ïðèðîäóòå÷åíèÿ è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ìåòîäû âòîðîé ãðóïïû, î÷åâèäíî, áîëåå ýêî-íîìè÷íû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè ïåðâîé ãðóïïû, è èõ òî÷íîñòü â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íàäëÿ ðàñ÷åòà äîçâóêîâûõ è òðàíñçâóêîâûõ òå÷åíèé.Íåñìîòðÿ íà àêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà SIMPLE íà ïðàêòèêå, øèðîêîãî èññëåäîâàíèÿ ïðè-ìåíèìîñòè ýòîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ìàõà, ïî êðàéíåé ìåðå â ðóññêî-ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå, íå ñóùåñòâóåò, à àíãëîÿçû÷íàÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ îòäåëüíûìè êîììåíòàðèÿìè ïîïðèìåíåíèþ òîé èëè èíîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà SIMPLE äëÿ ðàñ÷åòà òðàíñçâó-êîâûõ òå÷åíèé. Ðàññìîòðåíû çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ âíóòðåííèõ òå÷åíèé, à òàêæå çàäà÷è âíåøíåãîîáòåêàíèÿ, ïóòåì ðàñ÷åòà êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåëðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè. Íà îñíîâå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñäåëàí âûâîä î íåîáõîäèìîñòèèñïîëüçîâàíèÿ ìîäèôèêàöèè SIMPLEC [6] ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà âóñëîâèÿõ îùóòèìîãî èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ìàõà. Êðîìåòîãî, ïðèâåäåíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåëàêñàöèè. Ïðîèçâåäåí ñðàâíèòåëüíûéàíàëèç èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì äèñêðåòèçàöèè êîíâåêòèâíûõ ïîòîêîâ â ðàìêàõ äàííîãî àë-ãîðèòìà ïðèìåíèòåëüíî ê ðàñ÷åòó ñæèìàåìûõ òå÷åíèé.Îáîáùåíèå àëãîðèòìà SIMPLE íà ñëó÷àé ñæèìàåìûõ òå÷åíèéÄëÿ îïèñàíèÿ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà:r~u = 0;@ (�~u)@t +r (�~u~u) = �rp+r (�� + �t) :Îñíîâíàÿ èäåÿ SIMPLE-ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåÿâíàÿ ñâÿçü äàâëåíèÿè ñêîðîñòè, èìåþùàÿñÿ ïðè îïèñàíèè íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé, ó÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíå-íèÿ íåêîòîðîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ. Íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòìà (øàã ïðåäèêòîðà)èç óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèèâû÷èñëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå ïîëå ñêîðîñòè, êîòîðîå ïîêà íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâ-íîñòè. Â äèñêðåòíîé ôîðìå â îáùåì âèäå óðàâíåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:AuiP um�i;P +Xl Auil um�i;l = Qm�1ui ��Æpm�1Æxi �P : (1)Çäåñü P � èíäåêñ íåêîòîðîãî êîíòðîëüíîãî îáúåìà, à l � èíäåêñû êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ, ñîñåä-íèõ ñ äàííûì; m � íîìåð èòåðàöèè; um�i � êîìïîíåíòà ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé; p �äàâëåíèå; AuiP � ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ; Qm�1ui � èñòî÷íèêîâûå ÷ëåíû(ïðàâàÿ ÷àñòü); ÆÆx îáîçíà÷àåò äèñêðåòèçèðîâàííóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïðîèçâîäíóþ â îáùåì âèäå(äèñêðåòèçàöèÿ ìîæåò áûòü ðàçíîé). � 21 �



Í. Â. Òàðàñîâà, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Ä. Ï. Ìåëåøêèíà è äð.Íà ñëåäóþùåì ýòàïå äàííîå ïîëå ñêîðîñòè êîððåêòèðóåòñÿ çà ñ÷åò êîððåêòèðîâêè ïîëÿ äàâëåíèÿ(øàã êîððåêòîðà) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà èçàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû: pm = pm�1 + p0; um = um� + u0: (2)Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (2) â äèñêðåòèçèðîâàííîå óðàâíåíèå ìîìåíòîâ è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå óðàâ-íåíèå (1), ïîëó÷èì u0i;P = ~u0i;P � 1AuiP � Æp0Æxi�P ; ~u0i;P = �Pl Auil u0i;lAuiP : (3)×ëåíîì ~u0i;P ïðåíåáðåãàþò. Ïðè ïîäñòàíîâêå (2) â óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå� �Æ (�u0i)Æxi �P = "Æ ��um�i �Æxi #P ;èëè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáúåìó â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íî-îáúåìíîé äèñêðåòèçàöèèXf F �f +Xf �f �~u 0n�f ~Sf = 0;ãäå F �f = �f �~um�n �f ~Sf � ïîòîê ìàññû ÷åðåç ãðàíü f ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~Sf ; �f � ïëîòíîñòüïîòîêà ÷åðåç ãðàíü f .Ïðè èñïîëüçîâàíèè âûðàæåíèÿ (3) äëÿ êîððåêöèè ñêîðîñòè ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿâû÷èñëåíèÿ êîððåêöèè äàâëåíèÿ:ÆÆxi � �AuiP � Æp0Æxi��P = "Æ ��um�i �Æxi #P : (4)Øàãè ïðåäèêòîðà è êîððåêòîðà ïîâòîðÿþòñÿ èòåðàöèîííî äî ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîéòî÷íîñòè äëÿ âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.Ýòîò ìåòîä ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ñæèìàåìûõ òå÷åíèé [6]. Â îáùèõ ÷åðòàõ ìîäèôèêàöèÿìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëå ñòàíäàðòíîãî ïåðâîãî øàãà àëãîðèòìà SIMPLE (øàãà ïðåäèêòîðà)è ïîëó÷åíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè ~um� (m� � íîìåð ïðîìåæóòî÷íîé èòåðàöèè) íåîáõî-äèìî ñêîððåêòèðîâàòü íå òîëüêî ñêîðîñòü, íî è ïëîòíîñòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñüóðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïðèìåíåíèè êîíå÷íî-îáúåìíîé äèñêðåòèçàöèè ïîòîêìàññû êîððåêòèðóåòñÿ [2, 6]:Ff = ��m�1 + �0�f �~um� + ~u 0�f ~Sf ;èëè Ff = Fm�f + ��0~um� ~S�f + ��m�1~u 0~S�f + ��0~u 0~S�f : (5)Ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (5), êàê ïðàâèëî, ïðåíåáðåãàþò, òàê êàê îí èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè.Òðåòèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (5), õàðàêòåðèçóþùèé êîððåêöèþ ñêîðîñòè, âûðàæàåòñÿ, êàê è äëÿñëó÷àÿ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé, ÷åðåç ãðàäèåíò ïðèðàùåíèÿ äàâëåíèÿ p0:��m�1Su0n�f = �Af �Æp0Æn�f :Çäåñü S � ìîäóëü íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ãðàíè, ðàâíûé ïëîùàäè ãðàíè; n � èíäåêñ, îáîçíà÷àþ-ùèé íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà; Af � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, îïðåäåëåííûéíà ãðàíè è çàâèñÿùèé îò äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñîâ; ÆÆn � íîðìàëüíàÿ ñî-ñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà. � 22 �



Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà SIMPLE äëÿ ðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèéÂòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5), îòâå÷àþùèé çà êîððåêöèþ ïëîòíîñòè è ïîÿâèâøèéñÿáëàãîäàðÿ ñæèìàåìîñòè, òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðèðàùåíèå äàâëåíèÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ñâÿçüïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè:��0um�n S�f = �@�@p�f Bfp0f :Çäåñü Bf � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò, îòðàæàþùèé îáùóþ çàâèñèìîñòü.Òîãäà óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñî ñêîððåêòèðîâàííûìè ïîòîêàìè è ïëîòíîñòüþ â äèñêðåòíîìîáúåìå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:��m�1 � ����V�t + @�@p�V�t p0 +Xf �@�@p�f Bfp0f �Xf Af �Æp0Æn�f +Xf Fm�f = 0: (6)Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ � � íîìåð ïðåäûäóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè; �V � îáúåì ÿ÷åéêè; �t � øàã ïîâðåìåíè.Óðàâíåíèå (6) äëÿ ñæèìàåìûõ òå÷åíèé îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðè-ðàùåíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé ãëàâíûì îáðàçîì òåì, ÷òî îíî ïî ñóòè ñâîåé ãèïåð-áîëè÷åñêîå è ïðèñóòñòâèå êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà äåëàåò åãî ðåøåíèå åäèíñòâåííûì. Ýòî, â ñâîþî÷åðåäü, îòðàæàåòñÿ íà çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è òðàêòîâêå ðîëè äàâëåíèÿ âî âñåé ñèñòåìå.Ðàñ÷åò ýíåðãèè òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà âñþ ñèñòåìó â öåëîì.Îïûò ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé ñî çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ìàõà ïîðÿäêà åäèíèöû ñ èñïîëüçîâà-íèåì äàííîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà SIMPLE ïîêàçàë, ÷òî íåîáõîäèìî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî ìàëûåêîýôôèöèåíòû ðåëàêñàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî ýòî ïðèâîäèò ê ìåäëåííîéñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ïîëÿ äàâëåíèÿ. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ äàííîãî íåäîñòàòêà ïðåäëî-æåíî íåñêîëüêî óòî÷íåííûõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìà SIMPLE [6]. Íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì èç íèõïî ñîîòíîøåíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ÷èñëåííûõ çàòðàò ÿâëÿåòñÿ ìåòîä SIMPLEC [6].Ýòà ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà SIMPLE ìåíåå ãðóáà ïðè îöåíêå ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòè íà øàãå êîððåê-òîðà. Â àëãîðèòìå SIMPLE ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ äàâëåíèÿèñïîëüçîâàëîñü äîïóùåíèå: ïðåíåáðåãàëè ÷ëåíîì �Æ (�~u0i)Æxi �P (i � èíäåêñ êîîðäèíàòíûõ îñåé, ïî ïî-âòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå), ïîòîìó ÷òî ~~u 0P = �Pl Aul ~u 0l.AuP (çäåñü Aul �íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè íà ýòàïå ïðåäèêòî-ðà; AuP � äèàãîíàëüíûé ÷ëåí) íåèçâåñòíî íà äàííîì ýòàïå ñ÷åòà. Áóäåò áîëåå òî÷íî, åñëè èñïîëüçî-âàòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ýòîãî ÷ëåíà. Íàïðèìåð, ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè â êàæäîì êîíòðîëüíîìîáúåìå ìîæíî çàïèñàòü êàê ñðåäíåâçâåøåííîå ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòåé èç ñîñåäíèõ êîíòðîëüíûõ îáú-åìîâ: ~u 0P = �Pl Aul ~u 0lPl Aul =) ~~u 0P = �~u 0PPl AulAuP :Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ~~u 0P óðàâíåíèå (4) èçìåíèòñÿ â ÷àñòè êîýôôèöèåíòà ïðèãðàäèåíòå ïðèðàùåíèÿ äàâëåíèÿ:ÆÆxi � �AuiP � Æp0Æxi��P 7! ÆÆxi 24 �AuiP +Pl Auil � Æp0Æxi�35P :Çàìåòèì, ÷òî AuiP 6= �Pl Auil , ïîòîìó ÷òî ê ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî ñêîðîñòåé íà äàííûé ìîìåíò óæå áûëà ïðèìåíåíà ðåëàêñàöèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì �u.Óêàçàííûå èçìåíåíèÿ ìîæíî ðàñöåíèâàòü êàê íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ ðåëàêñàöèþ ìàòðèöûäàâëåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ðåëàêñàöèè �p = 1 � �u. Ýòî óëó÷øàåò îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû èóñêîðÿåò ñõîäèìîñòü. � 23 �



Í. Â. Òàðàñîâà, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Ä. Ï. Ìåëåøêèíà è äð.Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè è ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè òðàíñçâóêîâûõ ñæè-ìàåìûõ òå÷åíèÿõ íåîáõîäèìî òùàòåëüíî ïîäõîäèòü ê âûáîðó ñõåìû äèñêðåòèçàöèè êîíâåêòèâíûõïîòîêîâ [7]. Ñóùåñòâóþùèå ñõåìû îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì ðåêîíñòðóêöèè çíà÷åíèÿ èñêîìîé âåëè÷èíûíà ãðàíü è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ðàçíûå äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà. Ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîõðàíÿ-þò îãðàíè÷åííîñòü (îòñóòñòâèå ñèëüíûõ îñöèëëÿöèé) ðåøåíèÿ, íî ÿâëÿþòñÿ áîëåå äèññèïàòèâíûìè,÷òî çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê ÷ðåçìåðíîìó ðàçìûâàíèþ ôðîíòà óäàðíîé âîëíû. Ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêàòî÷íîñòè èìåþò ìåíüøóþ äèññèïàòèâíóþ îøèáêó, íî ìîãóò ïîðîæäàòü íåôèçè÷íûå îñöèëëÿöèè [7].Èññëåäîâàíèå äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ñõåì äèñêðåòèçàöèè äëÿ ðàñ÷åòà ãèäðîäèíàìè-÷åñêèõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé, âêëþ÷àÿ âèõðåðàçðåøàþùèå ïîäõîäû, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â[8, 9]. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèå ñõåìû äèñêðåòèçàöèè:ïðîòèâîïîòî÷íóþ, öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ãèáðèäíóþ.Ïðè ïðèìåíåíèè öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûõ è ãèáðèäíûõ ñõåì âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ñèëüíûõ îñ-öèëëÿöèé, ïðèâîäÿùèõ ê ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè è, êàê ñëåäñòâèå, ê ðàñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãîïðîöåññà, îñîáåííî íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàñ÷åòîâ â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ. Îä-íèì èç ñïîñîáîâ ïîäàâëåíèÿ îñöèëëÿöèé ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ñõåì òèïà TVD [10], â êîòîðûõ èñïîëü-çóþòñÿ îãðàíè÷èòåëè ãðàäèåíòîâ. Òàêîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïîñîá óìåíüøåíèÿ ïîðÿäêàòî÷íîñòè ñõåìû äî ïåðâîãî â îáëàñòÿõ ðàçðûâîâ ðåøåíèÿ. Îäíàêî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå ìîæåòïîëó÷èòüñÿ íåäîñòàòî÷íî òî÷íûì è îáëàäàòü áîëüøîé ÷èñëåííîé äèôôóçèåé â äàííûõ îáëàñòÿõ.Àëüòåðíàòèâîé â òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷èòåëåé ëèøü â íà÷àëå èòåðàöèîííîãîïðîöåññà. Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ (íàïðèìåð óñòîé÷èâîãî ïàäåíèÿ íåâÿçêè ðåøåíèÿ),îáîçíà÷àþùåãî äîñòèæåíèå íåêîòîðîãî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íåîáõîäèìîïåðåéòè íà ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè óæå áåç îãðàíè÷èòåëåé. Äàííàÿ ñòðàòåãèÿ îêàçàëàñüóñïåøíîé è áûëà îïðîáîâàíà íà ñåðèè òåñòîâûõ çàäà÷. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ îãðàíè-÷èòåëü èç [11] (Venkatarishnan).Èñêëþ÷èòü îñöèëëÿöèè ìîæíî òàêæå, ïðèìåíÿÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàñ÷åòà ïðîòèâîïîòî÷íóþñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåêëþ÷åíèåì íà ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòèïðè äîñòèæåíèè òîãî æå ñàìîãî êðèòåðèÿ.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ ïàêåòà ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ � ðîññèéñêîãîïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà èíæåíåðíîãî àíàëèçà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííûõ òðåõ-ìåðíûõ çàäà÷ êîíâåêòèâíîãî òåïëîìàññîïåðåíîñà, àýðîäèíàìèêè è ãèäðîäèíàìèêè íà ïàðàëëåëüíûõÝÂÌ [12, 13]. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿäîñòîâåðíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå è êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êàëèáðîâêè ÷èñëåííûõ ìåòî-äèê âåäóùèìè êîëëåêòèâàìè, ðàçðàáàòûâàþùèìè ÷èñëåííûå ìåòîäû è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå.Çàäà÷à 1. Ðàñ÷åò àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðûëîâîãî ïðîôèëÿ RAE 2822.Ðàññìàòðèâàåìûé êðûëîâîé ïðîôèëü [14] èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.Â ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ áëî÷íî-ñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè. Êàæäàÿ ðàñ÷åòíàÿñåòêà èìååò ñãóùåíèå â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ ïîòîêà. Âáëèçè òâåðäûõ ñòåíîêïîñòðîåíû ïðèçìàòè÷åñêèå ñëîè ñ êîýôôèöèåíòîì ðîñòà íå áîëåå 1,12. Òîëùèíà ïåðâîé ðàñ÷åòíîéÿ÷åéêè âî âñåõ ñåòêàõ îáåñïå÷èâàåò çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè y+ < 1. Ðàñ÷åòíàÿîáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ðàçìåðû êîòîðîãî â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ(x, y) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ â 20 õàðàêòåðíûõ äëèí (êîðíåâûõ õîðä) îòìîäåëè äî ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, à â íàïðàâëåíèè òðåòüåé êîîðäèíàòû z îí èìååò òîëùèíó,ðàâíóþ 0,1ì. Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü òðè ïîñëåäîâàòåëüíî ñãóùàþùèåñÿðàñ÷åòíûå ñåòêè ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê N = 52 000; 666 746; 791 226 è õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ÿ÷åéêè âîñíîâíîé îáëàñòè ñêà÷êà d = 0;03; 0;012; 0;0008ì ñîîòâåòñòâåííî.Â ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëèñü òðè ðåæèìà ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ìàõà (òàáë. 1). Âñå ðàñ-÷åòû âûïîëíÿëèñü ñ êîýôôèöèåíòîì ðåëàêñàöèè �u = 0;95; �p = 0;001.� 24 �



Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà SIMPLE äëÿ ðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé

Ðèñ. 1. Îáùèé âèä ðàñ÷åòíîé ñåòêè çàäà÷è 1 Òàáëèöà 1Ðåæèìû ðàñ÷åòà çàäà÷è 1Íîìåð ×èñëî Ìàõà Óãîë àòàêè ×èñëî Ðåéíîëüäñà Ïëîòíîñòü Äàâëåíèå ÌîëåêóëÿðíàÿÌ �;Æ Re �/, êã/ì3 p/, Ïà âÿçêîñòü �/, Ïà/ñ1 0,725 2,92 6,5�106 1,26 92 810 4,5�10�52 0,75 3,19 6,2�106 1,16 84 970 4,49�10�53 0,729 2,31 6,5�106 1,48 108 987,8 5,34�10�5Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïðîâîäèëîñü äëÿ ðàñïðå-äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ Cp è äëÿ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê � êîýôôèöèåíòîâ ïîäúåì-íîé ñèëû Cy è ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ Cx.Ðàññìàòðèâàëîñü âëèÿíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè, ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè, ñõåì äèñêðåòèçàöèè êîíâåê-òèâíîãî ïîòîêà è îãðàíè÷èòåëåé íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ îä-íîãî ðåæèìà � ïðè Ì = 0;729. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ðàñïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿïðèâåäåíû íà ðèñ. 2�4 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó).Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðûâ ïîòîêà çà ñêà÷êîì óïëîòíåíèÿ, çàìû-êàþùèì òðàíñçâóêîâóþ çîíó, êîòîðàÿ ôîðìèðóåòñÿ íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ. Èç ðèñ. 2�4âèäíî, ÷òî ñêà÷îê íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî âûøå ïî ïîòîêó è ÿâëÿåòñÿ ìåíåå èíòåíñèâíûì, ÷åì â ýêñ-ïåðèìåíòå.Íà ðèñ. 2 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà ñõîäèìîñòü íàïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ (k-!)-ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè(SST) [15] ñ ïðèìåíåíèåì CD-ñõåìû äèñêðåòèçàöèè. Âèäíî, ÷òî ïóòåì èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè â îñíîâíîéîáëàñòè, ãäå ïðîèñõîäèò ñèëüíîå èçìåíåíèå äàâëåíèÿ, áûëà äîñòèãíóòà ñåòî÷íàÿ ñõîäèìîñòü íà äâóõáîëåå ïîäðîáíûõ ñåòêàõ. Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà ñ êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê791 226 (d = 0;0008ì).Íà ðèñ. 3 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî äâóì ìîäåëÿìòóðáóëåíòíîñòè: Ñïàëàðòà�Àëëìàðàñà (SA) [16] è (k-!)-ìîäåëè Ìåíòåðà (SST) (ñõåìà äèñêðåòèçà-öèè ÑD).Íà ðèñ. 4 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ðàç-ëè÷íûõ ñõåì äèñêðåòèçàöèè êîíâåêòèâíîãî ïîòîêà ñ îãðàíè÷èòåëÿìè è áåç íèõ, ãäå UD � ïðîòè-âîïîòî÷íàÿ ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè; CD � öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêàòî÷íîñòè; QUICK � ãèáðèäíàÿ ñõåìà, ñî÷åòàþùàÿ â ñåáå ñõåìó UD ñîâìåñòíî ñ ãðàäèåíòíîé ïî-ïðàâêîé è ñõåìó CD. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì (k-!)-ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè.Âèäíî, ÷òî òî÷íîñòè ïðîòèâîïîòî÷íîé ñõåìû è ñõåì ñ îãðàíè÷èòåëÿìè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷å-íèÿ ðåçóëüòàòà, ïðèåìëåìî áëèçêîãî ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.� 25 �
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Ðèñ. 2. Çàäà÷à 1. Ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà äàâ-ëåíèÿ äëÿ ðåæèìà ñ Ì = 0;729 â ðàñ÷åòàõ íà ñåòî÷-íóþ ñõîäèìîñòü: � d=0,03ì; � d=0,012ì;� d=0,0008ì; Æ � ýêñïåðèìåíò Ðèñ. 3. Çàäà÷à 1. Ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà äàâ-ëåíèÿ äëÿ ðåæèìà ñ Ì = 0;729 â ðàñ÷åòàõ ñ ðàçíûìèìîäåëÿìè òóðáóëåíòíîñòè: � SST; � SA;Æ � ýêñïåðèìåíò

Ðèñ. 4. Çàäà÷à 1. Ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà äàâ-ëåíèÿ äëÿ ðåæèìà ñ Ì = 0;729 â ðàñ÷åòàõ ñ ðàçíûìèäèôôåðåíöèàëüíûìè ñõåìàìè: � UD; �UD ñ îãðàíè÷èòåëÿìè; M � CD; � CD ñ îãðàíè-÷èòåëÿìè; � � QUICK; Æ � ýêñïåðèìåíò

Ïðîâîäèëàñü ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ñ óâåëè÷åíèåìïðåîáëàäàíèÿ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòèïðè äèñêðåòèçàöèè, ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì êîýô-ôèöèåíòà ñìåøåíèÿ (
 = 0;5; 0;7; 1). Ïî ìåðåóâåëè÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ñìåøåíèÿ íàáëþ-äàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâê ýêñïåðèìåíòàëüíûì. Ââèäó èäåíòè÷íîñòèðåçóëüòàòîâ íà ðèñ. 4 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòà-òû ñ ìàêñèìàëüíûì êîýôôèöèåíòîì ñìåøå-íèÿ (
 = 1).Ðàçíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòèäàþò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò, îä-íàêî âñå îíè ïëîõî îïèñûâàþò ñêà÷îê óïëîò-íåíèÿ íà âåðõíåé êðîìêå êðûëîâîãî ïðîôèëÿ,÷òî â èòîãå âëèÿåò íà òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿèíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.Íà ðèñ. 5 ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè ðàñïðåäåëå-íèÿ êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ Cp äëÿ ðåæèìîâ1 è 2 (Ì = 0;725 è Ì = 0;75) ñ èñïîëüçîâàíèåì(k-!)-ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ èíòåãðàëü-íûõ õàðàêòåðèñòèê � êîýôôèöèåíòîâ ïîäú-åìíîé ñèëû Cy è ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿCx � äëÿ ýòèõ ðåæèìîâ ðàñ÷åòà â ñðàâíåíèèñ ýêñïåðèìåíòîì [14].Èç ïðåäñòàâëåííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî îñíîâíîå íåñîâïàäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäàåò-ñÿ íà âåðõíåé êðîìêå êðûëà â îáëàñòè ôîðìèðîâàíèÿ ïðÿìîãî ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ, ãäå ñóùåñòâåííîïðåîáëàäàþò ðàçíîìàñøòàáíûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè. Ñ ðîñòîì ÷èñëà Ìàõà òî÷íîñòüîïèñàíèÿ ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ ïàäàåò, ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äî-ñòèãàåò 19% ïî Cx è 9,6% ïî Cy, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èñïîëüçîâàíèå ìåòîäèêè îïðåäåëåííûì ñïåêòðîìçíà÷åíèé ÷èñëà Ìàõà. � 26 �
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Ðèñ. 5. Çàäà÷à 1. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ Cp: à � ðåæèì 1; á � ðåæèì 2; � ðàñ÷åò; Æ � ýêñïåðèìåíòÒàáëèöà 2Çàäà÷à 1. Êîýôôèöèåíòû ïîäúåìíîé ñèëû Cy è ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ CxÐåæèì Èñòî÷íèê äàííûõ Ñåòêà, d Cy �Cy , % Cx �Cx, %1 Ðàñ÷åò 0,03 0,77 �3;6% 0,0139 �9;6%(Ì = 0;725) �"� 0,012 0,76 �2;9% 0,0137 �8;6%�"� 0,0008 0,76 �2;9% 0,0136 �7;2%Ýêñïåðèìåíò � 0,743 � 0,0127 �2 Ðàñ÷åò 0,03 0,69 7,1% 0,0288 �19;3%(Ì = 0;75) �"� 0,012 0,7 5,8% 0,0287 �18;6%�"� 0,0008 0,7 5,8% 0,0287 �18;6%Ýêñïåðèìåíò � 0,743 � 0,0242 �Çàäà÷à 2. Ðàñ÷åò àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðûëà ONERA M6. Ðàññìàòðèâà-åòñÿ òåñòîâîå êðûëî ñàìîëåòà [17] (ðèñ. 6).Äëÿ ðàñ÷åòà àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ áëî÷íî-ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 2 ìëí ÿ÷ååê. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìî-óãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ðàçìåðû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ â 20õàðàêòåðíûõ äëèí (êîðíåâûõ õîðä) îò ìîäåëè äî ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿîáòåêàíèÿ êðûëà âçÿòû ïàðàìåòðû ñæèìàåìîãîãàçà (âîçäóõà) ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: p1 == 30 000Ïà; �1 = 0;348 êã/ì3; T1 = 300K. Âðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ÷åòûðå ðåæèìà îáòå-êàíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ìàõà îò 0,699 äî0,919 (òàáë. 3). Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü ñ êîýô-ôèöèåíòîì ðåëàêñàöèè �u = 0;95; �p = 0;001.Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [17] ïðîâîäèòñÿ ïîðàñïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ Cp äëÿâñåõ ðåæèìîâ. Çíà÷åíèÿ Cp îïðåäåëÿþòñÿ â ñëå-äóþùèõ ñå÷åíèÿõ êðûëà: z = 0;239; z = 1;077;z = 1;184 (ðèñ. 7). Ðèñ. 6. Îáùèé âèä ðàñ÷åòíîé ñåòêè çàäà÷è 2� 27 �
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Òàáëèöà 3Ðåæèìû ðàñ÷åòà çàäà÷è 2Ðåæèì M �;Æ �1, Ïà/ñ1 0,699 3,06 4,65342�10�62 0,8399 0,04 5,6�10�63 0,8395 3,06 5,6�10�64 0,9190 3,07 6,1�10�6 Ðèñ. 7. Çàäà÷à 2. Ñå÷åíèÿ êðûëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ CpÍà ðèñ. 8�11 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ Cp â ñå÷åíèÿõ êðûëà äëÿ âñåõðåæèìîâ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì (k-!)-ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè (c � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôè-öèåíò, ðàâíûé äèàïàçîíó èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû x â êàæäîì ñå÷åíèè). Äëÿ ðåæèìà 3 (ðèñ. 10, ñì.òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ Cp ïðèâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì(k-!)-ìîäåëè è ìîäåëè Ñïàëàðòà�Àëëìàðàñà.Êàê âèäíî èç ðèñ. 8�11, ñ ðîñòîì ÷èñëà Ìàõà è óãëà àòàêè ñîãëàñèå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñ ýêñïåðè-ìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè óõóäøàåòñÿ, îñîáåííî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñå÷åíèè, ðàñïîëîæåííîì áëèæåê êðàþ êðûëà. Ýòî ñâÿçàíî ñ âîçíèêíîâåíèåì ñðûâàþùèõñÿ âèõðåé, íà òî÷íîñòü îïèñàíèÿ êîòîðûõèçìåíåíèå äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè âëèÿåò åùå çàìåòíåå.Òàê, íà ðèñ. 8, 10 è 11 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ îäèíàêîâûì óãëîì àòàêè, íî ñ ðàç-ëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ìàõà. Òî÷íîñòü îïèñàíèÿ ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ â ñå÷åíèÿõ z = 1;077 èz = 1;184 ñì (íà ðèñóíêàõ á è â) ïî ìåðå ðîñòà ÷èñëà Ìàõà óõóäøàåòñÿ. Êàê è â çàäà÷å 1, èìå-åòñÿ òåíäåíöèÿ ê ôîðìèðîâàíèþ ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ íåñêîëüêî âûøå ïî ïîòîêó, ÷åì ñëåäóåò. ÏðèÌ = 0;919 (ñì. ðèñ. 11) ðåçóëüòàòû óæå íåëüçÿ ñ÷èòàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûìè.Íà ðèñ. 9, 10 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû ñ ÷èñëîì Ìàõà Ì = 0;83 ñ ðàçíûìè óãëàìè àòàêè. Î÷åâèäíî,÷òî ïðè ìåíüøèõ óãëàõ àòàêè ðåçóëüòàòû ëó÷øå ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ýòîñâÿçàíî ñ èíòåíñèâíîñòüþ ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðè ìåíüøèõ óãëàõ àòàêè ìåíåå âûðàæåíà èëó÷øå ïîääàåòñÿ îïèñàíèþ â ñâÿçè ñ ìåíüøèìè ðàçðûâàìè â ïîëå äàâëåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîé ìåòîäèêè ñëåäóåò îãðàíè-÷èâàòüñÿ äîïóñòèìûì äèàïàçîíîì èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî äèàïà-çîíà íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ êàæäîãî êëàññà çàäà÷. Äëÿ äàííîé çàäà÷èïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ðåæèìîâ ñî çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ìàõà äî 0,85ñ óãëàìè àòàêè ïðè ýòîì äî � = 3î. Ïðè óãëå àòàêè � = 0 � 1î âîçìîæíî ðàññìîòðåíèå òå÷åíèÿ ñ÷èñëîì Ìàõà äî Ì = 0;9.Çàäà÷à 3. Ðàñ÷åò âíóòðåííåãî òå÷åíèÿ â òðàíñçâóêîâîì äèôôóçîðå. Ïðèìåíèìîñòüàëãîðèòìà SIMPLE äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âíóòðåííèõ òå÷åíèé ðàññìîòðèì íà çàäà÷å òå÷åíèÿ âÿçêîãîñæèìàåìîãî ãàçà â äâóìåðíîì òðàíñçâóêîâîì äèôôóçîðå. Äëÿ äàííîãî òå÷åíèÿ èìåþòñÿ ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå äàííûå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà âåðõíåé ñòåíêå äèôôóçîðà [18].Äëÿ ðàñ÷åòà àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ áëî÷íî-ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 70 òûñ. ÿ÷ååê. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 12(ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó).Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ â äèôôóçîðå âçÿòû ïàðàìåòðû ñæèìàåìîãî ãàçà (âîçäóõà) ïðè óñëî-âèÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 4. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äâóõ ðåæèìîâ îáòåêàíèÿ ñ íà÷àëüíûì ÷èñëîìÌàõà, ðàâíûì 0,5. Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü ñ êîýôôèöèåíòîì ðåëàêñàöèè �u = 0;95; �p = 0;001.Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [18] ïðîâîäèòñÿ äëÿ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ Cp íà âåðõíåé ñòåíêå äèôôóçîðà.� 28 �
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Ðèñ. 8. Çàäà÷à 2. Ðàñïðåäåëåíèÿ Cp â ñå÷åíèÿõ äëÿðåæèìà 1: à � z = 0;239; á � z = 1;077; â � z == 1;184; � � ðàñ÷åò ËÎÃÎÑ; Æ � ýêñïåðèìåíò Ðèñ. 9. Çàäà÷à 2. Ðàñïðåäåëåíèÿ Cp â ñå÷åíèÿõ äëÿðåæèìà 2: à � z = 0;239; á � z = 1;077; â � z == 1;184; � � ðàñ÷åò ËÎÃÎÑ; Æ � ýêñïåðèìåíò
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Ðèñ. 10. Çàäà÷à 2. Ðàñïðåäåëåíèÿ Cp â ñå÷åíèÿõ äëÿðåæèìà 3: à � z = 0;239; á � z = 1;077; â � z == 1;184: � � ðàñ÷åò ñ ìîäåëüþ SST; � � ðàñ÷åò ñìîäåëüþ SA; Æ � ýêñïåðèìåíò Ðèñ. 11. Çàäà÷à 2. Ðàñïðåäåëåíèÿ Cp â ñå÷åíèÿõ äëÿðåæèìà 4: à � z = 0;239; á � z = 1;077; â � z == 1;184; � � ðàñ÷åò; Æ � ýêñïåðèìåíò
� 30 �



Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà SIMPLE äëÿ ðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèéÍà ðèñ. 13, 14 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû ïîëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè è ñòà-òè÷åñêîãî äàâëåíèÿ âî âñåé îáëàñòè äèôôóçîðà äëÿ ðåæèìà ñëàáûé ñêà÷îê, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëü-çîâàíèåì ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè SST è SA ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåæèìàñèëüíûé ñêà÷îê ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 15, 16 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó). Èç ðèñóíêîâ âèäíî,÷òî äëÿ ðåæèìà cëàáûé ñêà÷îê îáå ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè îäèíàêîâî îïèñûâàþò ïîëå òå÷åíèÿ, âòî âðåìÿ êàê äëÿ ðåæèìà ñèëüíûé ñêà÷îê ïîëÿ ðàçëè÷àþòñÿ.Òàêèå íàáëþäåíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 17 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó)ãðàôèêàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ âäîëü âåðõíåé ñòåíêè äèôôóçîðà äëÿ äâóõ ðåæè-ìîâ òå÷åíèÿ (íà ðèñóíêå ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå íîðìèðîâàíî íà ïîëíîå äàâëåíèå ptot, êîîðäèíàòàx � íà âûñîòó "ãîðëà" äèôôóçîðà h). Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â öåëîì õîðîøî ñîãëàñóþòñÿñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Äëÿ ðåæèìà ñëàáûé ñêà÷îê ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (ñì. ðèñ. 17, à) íèñ îäíîé ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè íå îïèñûâàåò òî÷íî ìåñòîïîëîæåíèå ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ, çàíèæàÿçíà÷åíèå ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå ðåçóëüòàòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòèSST ïîïàäàþò â äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë. Äëÿ ðåæèìà ñèëüíûé ñêà÷îê (ñì. ðèñ. 17, á ) ïîëó÷åííîåðåøåíèå òî÷íî îïèñûâàåò ìåñòîïîëîæåíèå ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ, ãäå ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå íà÷èíàåòñèëüíî ðàñòè îò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Íàèáîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ äàííîãî ðåæèìàïðîäåìîíñòðèðîâàëà ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè Ñïàëàðòà�Àëëìàðàñà. Òàáëèöà 4Ïàðàìåòðû ðåæèìîâ çàäà÷è 3 ÐåæèìûÃðàíè÷íûå óñëîâèÿ Ïàðàìåòð Ñèëüíûé ñêà÷îê Ñëàáûé ñêà÷îêÂõîä ptot, Ïà 135 000 135 000Ttot, K 277,78 277,78Âûõîä pâûõ, Ïà 97 216 110 660,9
Ðèñ. 12. Îáùèé âèä ðàñ÷åòíîé ñåòêè çàäà÷è 3
Ðèñ. 13. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â äèôôóçîðå äëÿ ðåæèìà ñëàáûé ñêà÷îê ;ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè SST
Ðèñ. 14. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â äèôôóçîðå äëÿ ðåæèìà ñëàáûé ñêà÷îê ;ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè SA � 31 �



Í. Â. Òàðàñîâà, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Ä. Ï. Ìåëåøêèíà è äð.
Ðèñ. 15. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â äèôôóçîðå äëÿ ðåæèìà ñèëüíûéñêà÷îê ; ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè SST
Ðèñ. 16. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â äèôôóçîðå äëÿ ðåæèìà ñèëüíûéñêà÷îê ; ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè SA

Ðèñ. 17. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ âäîëü âåðõíåé ñòåíêè äèôôóçîðà: a � ñëàáûé ñêà-÷îê óïëîòíåíèÿ; á � ñèëüíûé ñêà÷îê óïëîòíåíèÿ; � ðàñ÷åò ñ ìîäåëüþ SST; � ðàñ÷åò ñ ìîäåëüþ SA;Æ � ýêñïåðèìåíòÒàêèì îáðàçîì, äàííóþ ìåòîäèêó ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðàñ÷åòà âíóòðåííèõ òå÷åíèé è ïîëó÷àòüäîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû. Òàêèå ðåçóëüòàòû îáëàäàþò ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ. Îñîáîå âíèìàíèåñëåäóåò óäåëÿòü âûáîðó ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè, íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷.ÂûâîäûÏðîàíàëèçèðîâàíà ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà SIMPLE äëÿ ðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé. Âûïîëíåíîñðàâíèòåëüíîå òåñòèðîâàíèå ñõåì àïïðîêñèìàöèè è îãðàíè÷èòåëåé ïîòîêà ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ñòå-ïåíè âëèÿíèÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâ íà ëîêàëüíûå è èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà. Ïðîâåäåíîñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî àëãîðèòì ïðèìåíèì äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷âíåøíèõ è âíóòðåííèõ òðàíñçâóêîâûõ òå÷åíèé ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè, êîòîðûå äëÿ êàæäîãîêëàññà çàäà÷ ìîãóò áûòü ñâîèìè. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷ âíåøíåãî îáòåêàíèÿ îáëàñòü ðàññìîò-ðåíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ÷èñëà Ìàõà äî 0,85. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþãðóïïû ìåòîäîâ òèïà SIMPLE äëÿ îïèñàíèÿ ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ.Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé îïðåäåëåíà ñòðàòåãèÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ. Óêàçàíû îïòèìàëüíûåñ÷åòíûå ïàðàìåòðû ðåøàòåëÿ. Âûðàáîòàíû îáùèå ðåêîìåíäàöèè â ýòîì íàïðàâëåíèè:� 32 �



Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà SIMPLE äëÿ ðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé1. Íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåìåøèâàíèÿ,êàê ìîæíî áîëüøèì, ïðèìåíÿÿ äëÿ óñòîé÷èâîñòè íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ îïèñàííóþ âûøå ñòðà-òåãèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷èòåëåé è ïðîòèâîïîòî÷íîé ñõåìû.2. Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ ðåëàêñàöèÿ òèïà SIMPLEC, ò. å. �p = 1 � �u, òî ÷åì áîëüøå ðåëàê-ñàöèÿ ïî ñêîðîñòè, òåì ìåíüøå íåÿâíàÿ ðåëàêñàöèÿ äëÿ äàâëåíèÿ. Ýòî óëó÷øàåò îáóñëîâëåí-íîñòü ìàòðèöû äëÿ ïðèðàùåíèÿ äàâëåíèÿ. Ïðèâåäåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ êîýôôèöèåí-òîì ðåëàêñàöèè �u � 0;85.×àñòü ðàñ÷åòîâ ïðîâîäèëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè Ñïàëàðòà�Àëëìàðàñà èÌåíòåðà. Äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ çàäà÷ ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äîñòèãàþòñÿ íà ðàçíûõ ìîäåëÿõ. Íåîáõî-äèìî ïðîâîäèòü îòäåëüíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïî èõ îïðåäåëåíèþ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ðàìêàõ îòå÷åñòâåííîãî ïðîãðàìì-íîãî êîäà ËÎÃÎÑ, êîòîðûé îáëàäàåò ãèáêîñòüþ â ïëàíå ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèîíàëà, ÷òî ïðàêòè÷åñêèíåâîçìîæíî ïðè èñïîëüçîâàíèè êîììåð÷åñêèõ ïàêåòîâ ïðîãðàìì. Ýòî ïîçâîëèò àäàïòèðîâàòü êîääëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â òåõ îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ ýòî áóäåò âîñòðåáîâàíî.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Patankar S. V. Numerical Heat Transfer and Fluid Flow. N. Y., Washington: Hemisphere Publ.Corp., 1980.2. Ferziger J. H., Peric M. Computational Method for Fluid Dynamics. New York: Springer, 2002.3. Ñòðåëåö Ì. Õ., Øóð Ì. Ë. Ìåòîä ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñæèìàåìîñòè äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõòå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà ïðè ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëàõ Ìàõà // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç.1988. Ò. 28, � 2. Ñ. 254�266.4. Ôëåò÷åð Ê. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû â äèíàìèêå æèäêîñòè. Ì.: Ìèð, 1991.5. Van Doormaal J. R., Raithby G. D. Enhancement of the SIMPLE method for predicting incompres-sible �uid �ow // Heat Transfer. 1984. Vol. 7. P. 147�163.6. Hrvoj J. Error Analysis and Estimation for the Finite Volume Method with Applications to FluidFlows. Thesis. University of London, Department of Mechanical Engineering Imperial College ofScience, Technology and Medicine, 1996.7. Ñàìàðñêèé À. À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1977.8. Êîçåëêîâ À. Ñ., Êóðóëèí Â. Â., Òÿòþøêèíà Å. Ñ. è äð. Èññëåäîâàíèå ñõåì äèñêðåòèçàöèè êîí-âåêòèâíîãî ïîòîêà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòèìåòîäîì îòñîåäèíåííûõ âèõðåé // Ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. 2013. � 10. Ñ. 1051�1058.9. Êîçåëêîâ À. Ñ., Êóðóëèí Â. Â., Òÿòþøêèíà Å. Ñ. è äð. Ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíûõ òå÷å-íèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëèîòñîåäèíåííûõ âèõðåé // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2014. Ò. 26, � 8. Ñ. 81�96.10. Êîëãàí Â. Ï. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé ê ïîñòðîåíèþ êî-íå÷íîðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ðàñ÷åòà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè // Ó÷åíûå çàïèñêèÖÀÃÀ. 1972. Ò. 3, � 6. Ñ. 68�77.11. Zijlema M., Wesseling P. Higher Order Flux-Limiting Methods for Steady-State MultidimensionalConvection-Dominated Flow. Delft University of Technology. Technical Report DUT-TWI-95-131,1995.12. Êîçåëêîâ À. Ñ., Äåðþãèí Þ. Í., Ëàøêèí Ñ.Â. è äð. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà âÿçêîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà íà îñíîâå àëãîðèòìà SIMPLE âïàêåòå ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-ëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2013. Âûï. 4. Ñ. 44�56.13. Âîëêîâ Ê. Í., Äåðþãèí Þ. Í., Åìåëüÿíîâ Â. Í. è äð. Ìåòîäû óñêîðåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõðàñ÷åòîâ íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2013.� 33 �



Í. Â. Òàðàñîâà, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Ä. Ï. Ìåëåøêèíà è äð.14. Cook P. H., McDonald M. A., Firmin M. C. P. Aerofoil RAE 2822 � pressure distributions,and boundary layer and wake measurements // Experimental Data Base for Computer ProgramAssessment. AGARD Advisory Report 138, 1979.15. Spalart P. R., Allmaras S. R. A One-Equation Turbulence Model for Aerodynamic Flows //Recherche Aerospatiale. 1994. No 1. P. 5�21.16. Menter F. R. Two-equation eddy viscosity turbulence models for engineering applications // AIAAJ. 1994. Vol. 32, No 11. P. 1299�1310.17. Schmitt V., Charpin F. Pressure distributions on the ONERA-M6-Wing at transonic Mach num-bers // Experimental Data Base for Computer Program Assessment. AGARD Advisory Report138, 1979.18. Stanniland D. Investigation of the �ow development on a highly swept canard/wing research modelwith segments leading and trailing edge �aps // Experimental Data Base for Computer ProgramAssessment. AGARD Advisory Report 303, 1988.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19.11.14.SPECIFICS OF THE SIMPLE ALGORITHM APPLICATION FOR THE CALCULATIONOF INCOMPRESSIBLE FLOWS / N. V. Tarasova, A. S. Kozelkov, D. P. Meleshkina,A. V. Lashkin, O. V. Denisova, M. A. Sizova (FSUE RFNC-VNIIEF, Sarov, NizhnyNovgorod region).This paper describes the modi�cation of the SIMPLE algorithm for the case ofincompressible �ows and the study of the applicability of the implemented algorithm forthe calculation of transonic compressible �ows within the LOGOS program package. Theproblems about �ow over an airfoil and inside a di�user are used to demonstrate thecapabilities of the implemented algorithm in terms of reaching acceptable accuracy andconvergence velocity when various schemes of convective component discretization are usedand other computational parameters are changed. The obtained results are compared withthe data of well known experimental tests.Keywords : SIMPLE algorithm, incompressible transonic �ows, schemes of convectivecomponent discretization, LOGOS program package.



ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2015. Âûï. 3
ÓÄÊ 519.6ÑØÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÛÕ ÍÅÑÒÐÓÊÒÓÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÑÅÒÎÊÂ ÌÅÒÎÄÈÊÅ "ÒÈÌ-3D"È. Â. Ñîáîëåâ, À. Â. Øóðûãèí(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Äàåòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà, ðåàëèçóþùåãî ìåòîä ñøèâàíèÿ ìíîãîãðàííûõ íåñòðóê-òóðèðîâàííûõ ñåòîê. Äàííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììå ðàñ÷åòà íà÷àëüíûõ äàí-íûõ ìåòîäèêè ÒÈÌ-3D. Ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðàõ ñøè-âàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñåòîê â åäèíóþ ñ÷åòíóþ ñåòêó îáëàñòè. Ïðîâåäåíî èññëåäîâà-íèå áûñòðîäåéñòâèÿ àëãîðèòìà, âûïîëíÿþùåãî ñøèâàíèå òðåõìåðíûõ ñåòîê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäèêà ÒÈÌ-3D, íåñòðóêòóðèðîâàííûå ìíîãîãðàííûå ñåòêè, ìå-òîä ñøèâàíèÿ, ÒÈÌ-ÐÍÄ, ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò.ÂâåäåíèåÌåòîäèêà ÒÈÌ-3D [1, 2] ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìåõàíèêèñïëîøíîé ñðåäû íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ëàãðàíæåâûõ ñåòêàõ ïðîèçâîëüíîãî âèäà. Ïðè ðåøåíèèòàêèõ çàäà÷ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü íà÷àëüíóþ ñåòêó â äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ãåîìåòðèÿõ. Â òàêèõñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ðàçáèâàòü ãåîìåòðèþ íà áîëåå ïðîñòûå ôðàãìåíòû, äàëåå â êàæäîì ôðàã-ìåíòå ñòðîèòü ñåòêó ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà è çàòåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñøèâàíèÿ, îáúåäèíÿòü âñåôðàãìåíòû â åäèíóþ ñ÷åòíóþ ñåòêó îáëàñòè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñåòêó äîñòàòî÷íîõîðîøåãî êà÷åñòâà â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîðìû.Ìåòîä ñøèâàíèÿ îñíîâàí íà áûñòðîì àëãîðèòìå óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ïîâåðõ-íîñòÿìè, ñîñòîÿùèìè èç ïëîñêèõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ýòîò ìåòîä îáîáùàåòñÿ íà ïðîèç-âîëüíîå êîëè÷åñòâî òåë, êðîìå òîãî, ãðàíèöû ñøèâàåìûõ ïîâåðõíîñòåé ýòèõ òåë ìîãóò ïîëíîñòüþèëè ÷àñòè÷íî íå ñîâïàäàòü.1. Àëãîðèòìû ñøèâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé è òðåõìåðíûõ ñåòîêÑîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâåçàäàíû äâå ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùèå èç ìíîãîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ãðàíÿìè ïîâåðõ-íîñòåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé (íàçîâåì åå îñíîâíîé) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìèè âûïóêëûìè. Äðóãóþ ïîâåðõíîñòü íàçîâåì âñïîìîãàòåëüíîé è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åå ãðàíèÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè íåñàìîïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîãîóãîëüíèêàìè.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ãðàíü P îñíîâíîé ïîâåðõíîñòè ëåæèò â ïëîñêîñòè �. Áóäåì ãîâîðèòü,÷òî âíóòðåííÿÿ âåðøèíà V âñïîìîãàòåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè P , åñëè åå îðòî-ãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ U íà ïëîñêîñòü � íàõîäèòñÿ ñòðîãî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà P (ðèñ. 1). Òî÷êóU íàçîâåì ïðîåêöèåé âåðøèíû V íà îñíîâíóþ ïîâåðõíîñòü.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ðåáðî AB îñíîâíîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëÿåò ãðàíè P1 è P2, ëåæàùèåâ ïëîñêîñòÿõ �1 è �2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ îòðåçîê AB, �i � ïëîñ-êîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðÿìóþ l ïåðïåíäèêóëÿðíî ê �i, è Hi � ïîëóïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîåïëîñêîñòüþ �i è íå ñîäåðæàùåå ìíîãîóãîëüíèêà Pi. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ âåðøèíà Vâñïîìîãàòåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó AB, åñëè îíà ëåæèò âíóòðè èëè íà ãðàíèöå� 35 �



È. Â. Ñîáîëåâ, À. Â. Øóðûãèí

Ðèñ. 1. Âåðøèíà V ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè P

Ðèñ. 2. Âåðøèíà V ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó AB

Ðèñ. 3. Âåðøèíà V ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå A

äâóãðàííîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì ïî-ëóïðîñòðàíñòâ H1 è H2, è åå ïðîåêöèÿ U íàïðÿìóþ l íàõîäèòñÿ ñòðîãî âíóòðè îòðåçêà AB(ðèñ. 2). Òî÷êó U íàçîâåì ïðîåêöèåé âåðøèíû Víà îñíîâíóþ ïîâåðõíîñòü.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü âî âíóòðåííåé âåð-øèíå A îñíîâíîé ïîâåðõíîñòè ñõîäÿòñÿ ðåáðàAB1; : : : ; ABn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �i ïëîñêîñòü,ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿðíî êîòðåçêó ABi. Ïóñòü Hi � ïîëóïðîñòðàíñòâî,îãðàíè÷åííîå ïëîñêîñòüþ �i è íå ñîäåðæàùåå îò-ðåçêà ABi. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ âåð-øèíà V âñïîìîãàòåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåò-ñòâóåò âåðøèíå A, åñëè îíà ëåæèò âíóòðè èëèíà ãðàíèöå ìíîãîãðàííîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî ïå-ðåñå÷åíèåì ïîëóïðîñòðàíñòâ Hi (ðèñ. 3). Ïðîåê-öèåé âåðøèíû V íà îñíîâíóþ ïîâåðõíîñòü íàçî-âåì òî÷êó A.Ïóñòü òåïåðü äàíû äâå ìíîãîóãîëüíûå ïîâåðõ-íîñòè: îñíîâíàÿ S1 è âñïîìîãàòåëüíàÿ S2. Ðàñ-ñìîòðèì ðåáðî AB ïîâåðõíîñòè S2. Ïóñòü A0 èB0 � ïðîåêöèè âåðøèí A, B íà ïîâåðõíîñòü S1.Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A0, B0 è A, ïå-ðåñå÷åò S1 ïî íåêîòîðîé ëîìàíîé. ×àñòü ýòîé ëî-ìàíîé, ëåæàùóþ ìåæäó òî÷êàìè A0 è B0, íàçîâåìïðîåêöèåé ðåáðà AB íà S1. Ïðîåêöèè âñåõ ðåáåðâñïîìîãàòåëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàçáèâàþò ãðàíè îñ-íîâíîé ïîâåðõíîñòè íà íåêîòîðûå ìíîãîóãîëüíè-êè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùóþèç ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Sïîëó÷åíà ñøèâàíèåì ïîâåðõíîñòåé S1 è S2.Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè S ïðîèñõîäèò â äâà ýòà-ïà. Íà ïåðâîì ýòàïå äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîâåðõ-íîñòè S2 èùåòñÿ ãðàíü, ðåáðî èëè âåðøèíà ïîâåðõ-íîñòè S1, êîòîðîé îíà ñîîòâåòñòâóåò. Íà âòîðîìýòàïå ãðàíè ïîâåðõíîñòè S1 ðàçðåçàþòñÿ ïðîåêöè-ÿìè ðåáåð ïîâåðõíîñòè S2.Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé íåîáõîäèìî íåòîëüêî ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü S, íî è óñòàíîâèòüñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàíÿìè è âåðøèíàìè ïîâåðõ-íîñòåé S è Si. Êàæäàÿ ãðàíü ïîâåðõíîñòè S1 ïî-ñëå âòîðîãî ýòàïà îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòîé íà ìåíü-øèå ãðàíè ïîâåðõíîñòè S. Àíàëîãè÷íî, ïðîåê-öèè ðåáåð êàæäîé ãðàíè ïîâåðõíîñòè S2 îáðàçóþòíà ïîâåðõíîñòè S íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ ëîìàíóþ,âíóòðè êîòîðîé ëåæàò ãðàíè S. Äëÿ êàæäîé ãðàíèïîâåðõíîñòè Si áóäåì òàêæå âû÷èñëÿòü ìíîæåñòâîãðàíåé ïîâåðõíîñòè S, íà êîòîðûå îíà ðàçáèâàåòñÿïîñëå ñøèâàíèÿ.� 36 �



Ñøèâàíèå ìíîãîãðàííûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê â ìåòîäèêå ÒÈÌ-3DÓñòàíîâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè. Èñïîëüçóåìûé àëãîðèòì îñíîâàí íàñëåäóþùåé èäåå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà V ïîâåðõíîñòè S2 ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè P ïîâåðõíîñòèS1. Ïóñòü âåðøèíà U ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà ïîâåðõíîñòè S2; äðóãèì êîíöîì ýòîãî ðåáðà ÿâëÿåòñÿâåðøèíà V . Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåðøèíà U ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ãðàíè Q, "áëèçêîé"ê P (âîçìîæíî äàæå Q = P ). Ïîèñê ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ âåðøèíû U íà÷íåì ñ ãðàíè P . Åñëè Uñîîòâåòñòâóåò P , òî äëÿ U çàäà÷à ðåøåíà; åñëè íåò, òî ðàññìîòðèì ãðàíè P1; : : : ; Pn, ñîñåäíèå ñP ÷åðåç ðåáðî èëè âåðøèíó, è ïðîâåðèì, íå ñîîòâåòñòâóåò ëè U êàêîé-ëèáî èç íèõ. Åñëè U íåñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé èç ãðàíåé Pi, ïîâòîðèì äëÿ êàæäîé èç íèõ òó æå ïðîöåäóðó, ÷òî äëÿ P .Òàêèì îáðàçîì áóäåì ïðîâåðÿòü âñå áîëåå äàëåêîå îêðóæåíèå ãðàíè P , ïîêà íå íàéäåì ñîîòâåòñòâèÿäëÿ U .Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà òàêîâà. Ñíà÷àëà èç êàêèõ-ëèáî ñîîáðàæåíèé ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèíïîâåðõíîñòè S2, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâèå ñ ïîâåðõíîñòüþ S1 èçâåñòíî (îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî÷åðåç R1). Äàëåå, åñëè ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî Rn, òî ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî Rn+1, ñîäåðæàùåå Rnè îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû U 2 Rn+1 ñóùåñòâóåò âåðøèíà V 2 Rnòàêàÿ, ÷òî U è V ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè íåêîòîðîãî ðåáðà ïîâåðõíîñòè S2. Ïîñëå ýòîãî óñòàíàâëèâàåòñÿñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè ìíîæåñòâà Rn+1, íå ïðèíàäëåæàùèìè Rn, è ãðàíÿìè ïîâåðõíîñòèS1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ Rn ýòî ñîîòâåòñòâèå óæå óñòàíîâëåíî. Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ,ïîêà ìíîæåñòâî Rn+1 íå ñîâïàäåò ñ Rn.Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåàëèçîâàòü îïèñàííóþ ñõåìó, íóæíî èìåòü äàííûå î ñîñåäñòâå ìåæäó ãðàíÿ-ìè, ðåáðàìè è âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ñòðóêòóðà, õðàíÿùàÿ ýòó èíôîðìàöèþ,àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðå äàííûõ î äâóìåðíîé ìíîãîóãîëüíîé íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå ìåòîäèêèÒÈÌ-2D [3] è èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1. Ýëåìåíòàìè ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ãðàíü, ðåáðî è âåðøèíà.2. Äëÿ ãðàíè õðàíèòñÿ ñïèñîê ðåáåð, ïåðå÷èñëåííûõ â ïîðÿäêå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿîáõîäà, êîòîðîå çàäàåòñÿ îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè.3. Äëÿ ðåáðà õðàíÿòñÿ äâå ãðàíè, êîòîðûå îíî ðàçäåëÿåò, è äâå âåðøèíû, ÿâëÿþùèåñÿ åãî êîí-öàìè. Ýòè ãðàíè è âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî îáõîä äàííîãî ðåáðà â ïåðâîé ãðàíè îñó-ùåñòâëÿåòñÿ îò ïåðâîé âåðøèíû êî âòîðîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.4. Äëÿ ðåáðà, ëåæàùåãî íà ãðàíèöå ïîâåðõíîñòè, âìåñòî íîìåðà ïåðâîé ãðàíè õðàíèòñÿ íîìåðãðàíèöû ñî çíàêîì ìèíóñ.5. Äëÿ âåðøèíû õðàíèòñÿ ÷èñëî ãðàíèö, ñõîäÿùèõñÿ â íåé, è íîìåð îäíîãî èç ñõîäÿùèõñÿ â íåéðåáåð (îïîðíîå ðåáðî).6. Õðàíÿòñÿ êîîðäèíàòû âåðøèí è öåíòðîâ ãðàíåé.Îïèøåì òåïåðü øàãè àëãîðèòìà áîëåå ïîäðîáíî.Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà R1. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.1. Ãðàíèöû ïîâåðõíîñòåé Si íåïóñòûå è ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì íåçàìêíóòûõ ëîìàíûõ. Êîí-öû ýòèõ ëîìàíûõ íàçîâåì óãëîâûìè òî÷êàìè. Ïóñòü D1; : : : ;Dn � óãëîâûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè S2;C1; : : : ; Cn � óãëîâûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè S1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà Di ñîîòâåòñòâóåò áëè-æàéøåé ê íåé âåðøèíå Cj(i). Ïóñòü ãðàíè÷íàÿ ëîìàíàÿ Mrt ïîâåðõíîñòè S2 èìååò êîíöû Dr, Dt, àãðàíè÷íàÿ ëîìàíàÿ Lrt ïîâåðõíîñòè S1 � êîíöû Cj(r), Cj(t). Ïóñòü V1 = Dr; V2; : : : ; Vk�1; Vk = Dt �âåðøèíû ëîìàíîé Mrt; U1 = Cj(r); U2; : : : ; Ul�1; Ul = Cj(t) � âåðøèíû ëîìàíîé Lrt. Åñëè âåðøèíà Vañîîòâåòñòâóåò ðåáðó UbUb+1 èëè îäíîé èç åãî ãðàíè÷íûõ âåðøèí, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿäëÿ âåðøèíû Va+1 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàòü ðåáðà UiUi+1 äëÿ âñåõ i � b. Òàêèì îáðà-çîì óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè ïîâåðõíîñòè S2 è ãðàíè÷íûìèðåáðàìè è âåðøèíàìè ïîâåðõíîñòè S1.2. Ãðàíèöû ïîâåðõíîñòåé Si íåïóñòûå è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð çàìêíóòûõ ëîìàíûõ. ÏóñòüL1; : : : ; Ln � êîìïîíåíòû ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè S1; M1; : : : ;Mn � êîìïîíåíòû ãðàíèöû ïîâåðõíîñ-� 37 �



È. Â. Ñîáîëåâ, À. Â. Øóðûãèíòè S2. Ïóñòü Vi � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ëîìàíîé Mi. Ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ïåðåáîðà íàéäåì âñåðåáðà ëîìàíûõ L1; : : : ; Ln, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò Vi, è âûáåðåì ñðåäè íèõ òî, äëÿ êîòîðîãî ðàññòî-ÿíèå îò âåðøèíû Vi äî åå ïðîåêöèè íà ïîâåðõíîñòü S1 ìèíèìàëüíî. Ïóñòü ýòî ðåáðî ïðèíàäëåæèòëîìàíîé Lj(i). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû ëîìàíîé Mi ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì èëè âåðøèíàì ëîìà-íîé Lj(i). Â îñòàëüíîì îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ãðàíèöåé ïîâåðõíîñòè S2 è ïîâåðõíîñòüþS1 àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ.3. Ãðàíèöû ïîâåðõíîñòåé Si ïóñòû. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó V ïîâåðõíîñòè S2 è ïîëíûìïåðåáîðîì ïîëó÷èì âñå ãðàíè, ðåáðà è âåðøèíû ïîâåðõíîñòè S1, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò V . Ñðåäèâñåõ ïðîåêöèé âåðøèíû V íà ïîâåðõíîñòü S1 âûáåðåì òó, äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå äî V ìèíèìàëüíî.Â ñëó÷àÿõ 1 è 2 ìíîæåñòâî R1 ñîñòîèò èç âñåõ ãðàíè÷íûõ âåðøèí ïîâåðõíîñòè S2, â ñëó÷àå 3 �èç îäíîé âåðøèíû.Ïåðåõîä îò ìíîæåñòâà Rn ê ìíîæåñòâó Rn+1. Ïóñòü ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî Rn âåðøèíïîâåðõíîñòè S2, äëÿ êîòîðûõ óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ñ ïîâåðõíîñòüþ S1. Äëÿ âåðøèíû V ìíî-ãîóãîëüíîé ïîâåðõíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç L (V ) ìíîæåñòâî âåðøèí, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè ðåáåð,ñõîäÿùèõñÿ â V . Ïîëîæèì Rn+1 = SV 2Rn L (V ). Ïóñòü V 2 Rn+1 è V =2 Rn. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùå-ñòâóåò âåðøèíà U 2 Rn òàêàÿ, ÷òî U è V ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè ðåáðà ïîâåðõíîñòè S2. Ïóñòü âåðøèíàU ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè C (U) ïîâåðõíîñòè S2 (åñëè U ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó èëè âåðøèíå, òî â êà-÷åñòâå C (U) âîçüìåì ëþáóþ ãðàíü, íà ãðàíèöå êîòîðîé ëåæèò ïðîåêöèÿ âåðøèíû U). Îáîçíà÷èì÷åðåç Cn (V ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ãðàíåé ïîâåðõíîñòè S1, êîòîðóþ ïîñòðîèì ðåêóððåíò-íî. Òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ ðåáåð EIn (V ), EOn (V ) è âåðøèí V In (V ),V On (V ) ïîâåðõíîñòè S1. Äëÿ âåðøèíû W è ãðàíè D ìíîãîóãîëüíîé ïîâåðõíîñòè îáîçíà÷èì ÷å-ðåç E (W ) è C (W ) ìíîæåñòâà ðåáåð è ãðàíåé, ñõîäÿùèõñÿ â W , ÷åðåç V (D) � ìíîæåñòâî âåðøèíìíîãîóãîëüíèêà D.Ïîëîæèì C1 (V ) = fC (U)g; EI1 (V ) = �; V I1 (V ) = �; V O1 (V ) = V (C (U)); EO1 (V ) == SW2V O1(V )E (W ). Åñëè îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà Cn (V ), EIn (V ), EOn (V ), V In (V ), V On (V ), òîïîëîæèìEIn+1 (V ) = EOn (V ) ; V In+1 (V ) = V On (V ) ; Cn+1 (V ) = � [W2V On(V )C (W )�.Cn (V ) ;V On+1 (V ) = � [D2Cn+1(V ) V (D)�.V On (V ) ; EOn+1 (V ) = � [W2V On+1(V )E (W )�.EOn (V ) :Áóäåì ïðîâåðÿòü ñîîòâåòñòâèå âåðøèíû V ïîâåðõíîñòè S1 ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ìíîæåñòâCn (V ), EIn (V ), V In (V ) ïðè n = 1; 2; : : :.Îöåíêà ñëîæíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîóãîëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿäîâîëüíî òðóäíîé çàäà÷åé. Åñëè ïîâåðõíîñòè S1 è S2 "áëèçêè" äðóã ê äðóãó è èìåþò ïðèìåðíîîäèíàêîâîå ÷èñëî ãðàíåé, òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîâåðõíîñòè S2 íóæíî áóäåò ïåðåáðàòü íå áîëåå÷åì O (1) ãðàíåé ïîâåðõíîñòè S1; òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü áëèçêà ê ëèíåéíîé. Ýòè ýâðèñòè÷åñêèåñîîáðàæåíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ, ïðèâåäåííûìè â ðàçä. 3.Ñøèâàíèå ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü AB � ðåáðî ïîâåðõíîñòè S2; A0 è B0 � ïðîåêöèè âåðøèí A èB íà ïîâåðõíîñòü S1; òî÷êà A0 íàõîäèòñÿ âíóòðè ãðàíè P , òî÷êà B0 � âíóòðè ãðàíè Q. Ðàññìîòðèìïëîñêîñòü �, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A0, B0 è A. Ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ìíîãîóãîëüíèê P ïîîòðåçêó A1A2, ìíîãîóãîëüíèê Q � ïî îòðåçêó B1B2. Ëîìàíóþ LAB = A1A0A2C1 : : : CnB1B0B2,ëåæàùóþ â ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòè � è ïîâåðõíîñòè S1, íàçîâåì ïðîåêöèåé ðåáðà AB (ðèñ. 4). Äëÿïîñòðîåíèÿ ëîìàíîé LAB èñïîëüçóþòñÿ òå æå àëãîðèòìû, ÷òî è äëÿ äðîáëåíèÿ ÿ÷ååê ïðè ëîêàëüíûõïåðåñòðîéêàõ äâóìåðíîé íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè [4].� 38 �



Ñøèâàíèå ìíîãîãðàííûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê â ìåòîäèêå ÒÈÌ-3DÏîâåðõíîñòü S ñòðîèòñÿ â äâà ýòàïà. Íàïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîåäðîáëåíèå ãðàíåé ïîâåðõíîñòè S1 ïðîåêöèÿ-ìè âñåõ ðåáåð ïîâåðõíîñòè S2. Ïîëó÷èâøàÿñÿâ ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîâåðõíîñòü áóäåò èìåòü"ëèøíèå" ðåáðà è âåðøèíû, íå ñîîòâåòñòâóþ-ùèå íèêàêèì ðåáðàì è âåðøèíàì ïîâåðõíîñòèS2. Äëÿ ðåáðà AB ëèøíèìè ÿâëÿþòñÿ âåðøè-íû A1 è B2 è ðåáðà A1A0 è B0B2 (ñì. ðèñ. 4).Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò îáúåäèíåíèå ïàðãðàíåé, ðàçäåëÿåìûõ ðåáðàìè òàêîãî âèäà, èóäàëåíèå ëèøíèõ âåðøèí. Ðèñ. 4. Ïðîåêöèÿ ðåáðà AB íà ïîâåðõíîñòü S1Ñøèâàíèå òðåõìåðíûõ ìíîãîãðàííûõ ñåòîê. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå òðåõìåðíûå îáëàñòè T1 èT2, çàïîëíåííûå íåñòðóêòóðèðîâàííûìè ìíîãîãðàííûìè ñåòêàìè. Ïóñòü â êàæäîé èç îáëàñòåé Tiâûäåëåíà ãðàíè÷íàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Si. Ìåòîä ñøèâàíèÿ ñåòîê, çàïîëíÿþùèõ îáëàñòèT1 è T2, âäîëü ãðàíèö Si ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:1. Ñòðîèòñÿ ïîâåðõíîñòü S, ïîëó÷åííàÿ ñøèâàíèåì S1 è S2, ñ óêàçàíèåì äëÿ êàæäîé ãðàíè Pïîâåðõíîñòè Si ìíîæåñòâà ãðàíåé M (P ) ïîâåðõíîñòè S, êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå äðîá-ëåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà P (ïðè i = 1) èëè åãî ïðîåêöèè íà ïîâåðõíîñòü Sj (ïðè i = 2) ðåáðàìèïîâåðõíîñòè Sj (j 6= i). Òàêæå óêàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè ïîâåðõíîñòåé Sè S2.2. Ê ïåðâîé îáëàñòè äîáàâëÿþòñÿ âåðøèíû ïîâåðõíîñòè S, íå ñîâïàäàþùèå ñ âåðøèíàìè ïîâåðõ-íîñòè S1.3. Äëÿ âñåõ ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ ãðàíè ïîâåðõíîñòåé Si, ýòè ãðàíè óäàëÿþòñÿ èç ñïèñêà ãðàíåéÿ÷åéêè è çàìåíÿþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ãðàíåé ïîâåðõíîñòè S.4. Åñëè ðåáðî ãðàíè P , íå ïðèíàäëåæàùåé Si, ïðîõîäèò ïî ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, òî ê ñïèñêóâåðøèí ãðàíè P äîáàâëÿþòñÿ âåðøèíû ïîâåðõíîñòè S, ëåæàùèå íà ýòîì ðåáðå.5. Ê ïåðâîé îáëàñòè äîáàâëÿþòñÿ âåðøèíû è ãðàíè âòîðîé îáëàñòè, íå ëåæàùèå íà ïîâåðõíî-ñòè S2, à òàêæå âñå ÿ÷åéêè âòîðîé îáëàñòè, ïåðåíóìåðîâàííûå òàê, ÷òîáû â ñøèòîé îáëàñòèñîõðàíèëàñü ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ.2. Òåñòîâûå ðàñ÷åòûÂ äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðèìåíèìîñòü îïèñàííûõ âûøå àëãîðèòìîâ íà ðàç-ëè÷íûõ ïðèìåðàõ ñøèâàíèÿ ìíîãîãðàííûõ ñåòîê ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ãåíåðàöèÿ ñåòîê, èñïîëüçóåìûõâ òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ, ïðîèçâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ðàñ÷åòà íà÷àëüíûõ äàííûõ ìåòîäèêèÒÈÌ-3D (ÒÈÌ-ÐÍÄ) [5, 6] è ïàêåòà ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò [7, 8].Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåàëèçîâàíî ñøèâàíèå òðåõìåðíûõñåòîê ñ òðåìÿ òèïàìè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ èõ ãðà-íè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé:1. Ãðàíèöà îäíîé ïîâåðõíîñòè ïðîåöèðóåòñÿ â ãðàíèöóäðóãîé (ðèñ. 5).Íà ðèñ. 6�8 ïîêàçàíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïåðâîãîòèïà ñøèâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñåòîê âäîëü ïëîñêîé, öèëèí-äðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó)ïîâåðõíîñòåé. Ðèñ. 5. Ïåðâûé òèï ñøèâàíèÿ ãðàíè÷íûõïîâåðõíîñòåé� 39 �
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Ðèñ. 6. Ñøèâàíèå ïåðâîãî òèïà âäîëü ïëîñêîé ãðàíèöû: à � ñåòêè äî ñøèâàíèÿ; á � ñåòêà íà ãðàíèöåîáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿ

Ðèñ. 7. Ñøèâàíèå ïåðâîãî òèïà âäîëü öèëèíäðè÷åñêèõ ãðàíèö: à � ñåòêè äî ñøèâàíèÿ; á � ñåòêà íà ãðàíèöåîáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿ

Ðèñ. 8. Ñøèâàíèå ïåðâîãî òèïà âäîëü ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöû: à � ñåòêè äî ñøèâàíèÿ; á � ñåòêà íà ãðàíèöåîáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿ � 40 �



Ñøèâàíèå ìíîãîãðàííûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê â ìåòîäèêå ÒÈÌ-3D2. Ãðàíèöà îäíîé ïîâåðõíîñòè ïðîåöèðóåòñÿ âíóòðü äðóãîé (ðèñ. 9).3. ×àñòü ãðàíèöû îäíîé ïîâåðõíîñòè ïðîåöèðóåòñÿ âíóòðü äðóãîé (ðèñ. 10).Íà ðèñ. 11, 12 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïîêàçàíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ âòîðîãî è òðåòüãîòèïîâ ñøèâàíèÿ ñåòîê ñîîòâåòñòâåííî.Íà ðèñ. 13 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïðèìåð ñøèâàíèÿ îáëàñòåé ñ ñåòêàìè,ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò (íà ðèñ. 13, à ìíîãîóãîëüíàÿ ñåòêà æåëòîãî
Ðèñ. 9. Âòîðîé òèï ñøèâàíèÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíî-ñòåé Ðèñ. 10. Òðåòèé òèï ñøèâàíèÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíî-ñòåé

Ðèñ. 11. Ñøèâàíèå âòîðîãî òèïà: à � ñåòêè äî ñøèâàíèÿ; á � ñåòêà íà ãðàíèöå îáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿ

Ðèñ. 12. Ñøèâàíèå òðåòüãî òèïà: à � ñåòêè äî ñøèâàíèÿ; á � ñåòêà íà ãðàíèöå îáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿ� 41 �



È. Â. Ñîáîëåâ, À. Â. Øóðûãèíöâåòà) è ÒÈÌ-ÐÍÄ (íà ðèñ. 13, à ìíîãîóãîëüíàÿ ëèñòîâàÿ ñåòêà çåëåíîãî öâåòà). Íà ðèñ. 13, áïîêàçàíà ñåòêà íà ãðàíèöå îáëàñòåé ïîñëå èõ ñøèâàíèÿ.Íà ðèñ. 14, à (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïîêàçàíà ãåîìåòðèÿ çàäà÷è, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ îáëàñòåéñ øåñòèãðàííûìè ñåòêàìè, êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ â åäèíóþ ñåòêó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñøèâàíèÿ.Ñåòêè äëÿ äàííîé çàäà÷è áûëè ñãåíåðèðîâàíû â ïàêåòå ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò. Íà ðèñ. 14, áïîêàçàíà ñåòêà íà ãðàíèöå îáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿ.Íà ðèñ. 15 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïîêàçàí ôðàãìåíò ñøèâàåìûõ îáëàñòåé ñ ñåòêàìè, ïîëó-÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò.

Ðèñ. 13. Ñøèâàíèå îáëàñòåé ñ ñåòêàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò è ÒÈÌ-ÐÍÄ:à � ñåòêè äî ñøèâàíèÿ; á � ñåòêà íà ãðàíèöå îáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿ

Ðèñ. 14. Ñøèâàíèå îáëàñòåé ñ ñåòêàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò: à �ñåòêè äî ñøèâàíèÿ; á � ñåòêà íà ãðàíèöå îáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿ3. Èññëåäîâàíèå áûñòðîäåéñòâèÿ ìåòîäà ñøèâàíèÿÂ äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû âðåìåííûå çàòðàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ ñøèâàíèÿ ìíîãîãðàííûõñåòîê â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ÿ÷ååê è òèïà ñøèâàåìûõ ãðàíèö. Çàìåðû ïî âðåìåíè ïðîèçâîäèëèñüâ ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåæèìå íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå Intel Core 2 Duo 2.7 ÃÃö ñ îïåðàòèâíîéïàìÿòüþ 4Ãáàéò. � 42 �



Ñøèâàíèå ìíîãîãðàííûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê â ìåòîäèêå ÒÈÌ-3D

Ðèñ. 15. Ôðàãìåíò ñøèâàåìûõ îáëàñòåé ñ ñåòêàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò:à � ñåòêè äî ñøèâàíèÿ; á � ñåòêà íà ãðàíèöå îáëàñòåé ïîñëå ñøèâàíèÿÍà ðèñ. 16 (ñì. òàêæå öâåòíóþâêëàäêó) ïîêàçàíû äâå ñøèâàåìûåñåòêè, èìåþùèå ïëîñêóþ ãðàíèöó, ñðàçëè÷íûì ÷èñëîì ÿ÷ååê: ïåðâàÿ (çå-ëåíîãî öâåòà) ñîñòîèò èç øåñòèãðàí-íûõ ÿ÷ååê, âòîðàÿ (æåëòîãî öâåòà) �èç âîñüìèãðàííûõ. Â òàáë. 1 ïðåä-ñòàâëåíû õàðàêòåðèñòèêè ñøèâàíèÿýòèõ ñåòîê.Íà ðèñ. 17, 18 (ñì. òàêæå öâåòíóþâêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû ñåòêè ñ ðàç-ëè÷íûì ÷èñëîì ÿ÷ååê, ñøèâàåìûå ñî-îòâåòñòâåííî âäîëü öèëèíäðè÷åñêîéè ñôåðè÷åñêîé ãðàíèö. Â òàáë. 2, 3ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðèñòèêè ñøè-âàíèÿ ýòèõ ñåòîê. Ðèñ. 16. Îáëàñòè ñ ðàçíûì ÷èñëîì ÿ÷ååê, ñøèâàåìûå âäîëüïëîñêîé ãðàíèöû Òàáëèöà 1Õàðàêòåðèñòèêè ñøèâàíèÿ ñåòîê âäîëü ïëîñêîé ãðàíèöû×èñëî ÿ÷ååê â êàæäîé ×èñëî ãðàíåé íà ãðàíèöå ×èñëî ãðàíåé íà ãðàíèöå Îáùåå âðåìÿ ñøèâàíèÿîáëàñòè ïåðâîé ñåòêè âòîðîé ñåòêè ñåòîê, ñ� 100 000 2 232 2 209 4,40� 500 000 6 280 6 241 18,43� 1 000 000 10 050 10 000 40,85Çàêëþ÷åíèåÏðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ìåòîäà ñøèâàíèÿ òðåõìåðíûõ òåë, çàïîëíåííûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûìèìíîãîãðàííûìè ñåòêàìè. Äàííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììå ðàñ÷åòà íà÷àëüíûõ äàííûõ ìåòî-äèêè ÒÈÌ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñøèâàíèÿ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ñòðîèòü íà÷àëüíûå ñåòêèäëÿ ðàçíûõ êëàññîâ çàäà÷ â äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ãåîìåòðèÿõ.� 43 �
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Ðèñ. 17. Îáëàñòè ñ ðàçíûì ÷èñëîì ÿ÷ååê, ñøèâàåìûåâäîëü öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíèöû Ðèñ. 18. Îáëàñòè ñ ðàçíûì ÷èñëîì ÿ÷ååê, ñøèâàåìûåâäîëü ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöû Òàáëèöà 2Õàðàêòåðèñòèêè ñøèâàíèÿ ñåòîê âäîëü öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíèöû×èñëî ÿ÷ååê â êàæäîé ×èñëî ãðàíåé íà ãðàíèöå ×èñëî ãðàíåé íà ãðàíèöå Îáùåå âðåìÿ ñøèâàíèÿîáëàñòè ïåðâîé ñåòêè âòîðîé ñåòêè ñåòîê, ñ� 100 000 6 440 6 210 8,95� 500 000 19 355 18 170 31,62� 1 000 000 30 000 28 500 47,36 Òàáëèöà 3Õàðàêòåðèñòèêè ñøèâàíèÿ ñåòîê âäîëü ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöû×èñëî ÿ÷ååê â êàæäîé ×èñëî ãðàíåé íà ãðàíèöå ×èñëî ãðàíåé íà ãðàíèöå Îáùåå âðåìÿ ñøèâàíèÿîáëàñòè ïåðâîé ñåòêè âòîðîé ñåòêè ñåòîê, ñ� 100 000 6 352 6 122 7,62� 500 000 18 958 17 788 28,17� 1 000 000 29 804 28 304 50,17Òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò ïðèìåíèìîñòü îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ ñøèâàíèÿ ñ÷åòíûõ îáëà-ñòåé è äåìîíñòðèðóþò, ÷òî âðåìÿ, èñïîëüçóåìîå ìåòîäîì ñøèâàíèÿ, ëèíåéíî çàâèñèò îò êîëè÷åñòâàÿ÷ååê ñåòêè. Â òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü íåñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè ðàçëè÷íûõ òèïîâ,ñãåíåðèðîâàííûå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì ÒÈÌ-ÐÍÄ, ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò è ñøèòûå â åäèíóþ ñåòêó ñ÷åò-íîé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ÒÈÌ-ÐÍÄ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñîêîëîâ Ñ. Ñ., Ïàíîâ À. È., Âîðîïèíîâ À. À. è äð. Ìåòîäèêà ÒÈÌ ðàñ÷åòà òðåõìåðíûõ çàäà÷ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ìíîãîãðàííûõ ëàãðàíæåâûõ ñåòêàõ // Âî-ïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.2005. Âûï. 3. Ñ. 37�52. � 44 �



Ñøèâàíèå ìíîãîãðàííûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê â ìåòîäèêå ÒÈÌ-3D2. Ñîêîëîâ Ñ. Ñ., ßëîçî À. Â. Ìåòîä ðàñ÷åòà êîíòàêòíîé ãðàíèöû äëÿ íåðåãóëÿðíûõ ìíîãîãðàí-íûõ ñåòîê â ìåòîäèêå ÒÈÌ // Òàì æå. Âûï. 4. Ñ. 38�46.3. Ñîêîëîâ Ñ. Ñ., Âîðîïèíîâ À. À., Íîâèêîâ È. Ã. è äð. Ìåòîäèêà ÒÈÌ-2D äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ ìå-õàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû íà íåðåãóëÿðíûõ ìíîãîóãîëüíûõ ñåòêàõ ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîìñâÿçåé â óçëàõ // Òàì æå. 2006. Âûï. 4. Ñ. 29�43.4. Íîâèêîâ È. Ã., Ñîêîëîâ Ñ. Ñ. Ëîêàëüíûå ïåðåñòðîéêè íåðåãóëÿðíîé ñåòêè â ìåòîäèêå ÒÈÌ-2D // Ñá. äîêë. VI íàó÷.-òåõ. êîíô. "Ìîëîäåæü â íàóêå". Ñàðîâ, 1 íîÿáðÿ 2007 ã. Ñàðîâ:ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, 2007. Ñ. 136.5. Âîðîïèíîâ À. À., Ñîêîëîâ Ñ. Ñ., Ïàíîâ À. È. Ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ìíîãîãðàííîé ëèñòîâîéñåòêè íà îñíîâå ìíîãîóãîëüíîé íåðåãóëÿðíîé ñåòêè // Òàì æå. 2005. Âûï. 4. Ñ. 46�52.6. Âîðîïèíîâ À. À., Ñîêîëîâ Ñ. Ñ. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ íåðåãóëÿðíîé ìíîãîãðàííîé ñåòêè äëÿìåòîäèêè ÒÈÌ // Òàì æå. 2007. Âûï. 1. Ñ. 55�66.7. Ôàðõóòäèíîâ Â. Ô., Òàðàñîâ Â. È., Ñîëîâüåâ À. Í. è äð. Îáçîð âîçìîæíîñòåé ïî îáðàáîò-êå ãåîìåòðè÷åñêèõ è ïîñòðîåíèþ ñåòî÷íûõ ìîäåëåé â ËÎÃÎÑ.Ïðåïîñò // Òð. XIV Ìåæä.êîíô. "Ñóïåðâû÷èñëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå". Ñàðîâ: ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, 2013.Ñ. 585�592.8. Äåðþãèí Â. È., Äþïèí Â. Í., Ñàíòàëîâ À. Ñ. ËÎÃÎÑ.Ïðåïîñò. Óíèâåðñàëüíûé ïîëüçîâà-òåëüñêèé èíòåðôåéñ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé // Òàì æå. Ñ. 225�234.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24.07.14.SEAMING POLYGONAL UNSTRUCTURED GRIDS IN THE "TIM-3D" TECHNIQUE /I. V. Sobolev, A. V. Shurygin (FSUE "RFNC-VNIIEF", Sarov, Nizhny Novgorod Region).The paper describes in detail the algorithm that realizes the method of seaming polygonalunstructured grids. This method is realized within the program for initial data calculationin the TIM-3D technique. The method applicability is shown on the examples of seamingvarious types of grids into a single computational grid of a domain. The performance of thealgorithm that seams the 3D grids is studied.Keywords : TIM-3D technique, unstructured polygonal grids, seaming method, TIM-RND, LOGOS-Prepost.



ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2015. Âûï. 3
ÓÄÊ 517.95+514.86ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÐÅÆÈÌÅ ÐÀÇËÅÒÀ Â ÂÀÊÓÓÌÏËÎÑÊÎÃÎ ÑËÎß ÈÄÅÀËÜÍÎÃÎ ÃÀÇÀÂ. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèí(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Íàéäåí è ïîäðîáíî èññëåäîâàí êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçîâîéäèíàìèêè, îïèñûâàþùèõ èçýíòðîïè÷åñêèé ðàçëåò â âàêóóì èäåàëüíîãî ãàçà, çàïîëíÿ-þùåãî ïëîñêèé ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû, â ñëó÷àå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàííûõ íà-÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè ïîêàçàòåëå àäèàáàòû, ðàâ-íîì 3.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ãàçà ðàâ-íà íóëþ, à íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíà ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó è îáðàùàåòñÿâ íóëü íà ãðàíèöå ñ âàêóóìîì. Ïîëó÷åííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-íî äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäèê è ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, èäåàëüíûé ãàç, èçýíòðî-ïè÷åñêèé ðàçëåò â âàêóóì, òî÷íûå ðåøåíèÿ, ÷èñëåííîå ðåøåíèå.ÂâåäåíèåÈçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå îäíîìåðíûå ïëîñêèå èçýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ ãàçà, ëè-íåàðèçóþòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Íàïðèìåð, â [1, 2] âêà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âûáðàíû èíâàðèàíòû Ðèìàíà, à â [3, 4] � ñêîðîñòü è óäåëüíàÿ ýí-òàëüïèÿ. Â ñëó÷àå ïîëèòðîïíîãî ãàçà òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò â çàìêíóòîé ôîðìåïðåäñòàâèòü èõ îáùåå ðåøåíèå äëÿ ïîêàçàòåëåé àäèàáàòû 
 = (2m+ 3)/(2m+ 1); m = 0; 1; 2; 3; ::: .Îñîáåííî ïðîñòî óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ, êîãäà 
 = 3. Ïðè ýòîì äàæå íå òðåáóåòñÿ èõ ëèíåàðè-çàöèÿ, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè (â ýòîì ñëó÷àåñèñòåìà â èíâàðèàíòàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó óðàâíåíèé � êàæäîå äëÿ îäíîãî èíâàðèàíòà) èèíòåãðèðóþòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Îäíàêî îáùåå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â íåÿâíîì âèäå èíå äàåò ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î âîçìîæíûõ îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿ-åò èíòåðåñ ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ êàêèìè-ëèáî îòëè÷èòåëüíûìèîñîáåííîñòÿìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíà îäíîìåðíàÿ çàäà÷à îá èçýíòðîïè÷åñêîì èñòå÷åíèè â âàêóóì èäå-àëüíîãî ãàçà, çàïîëíÿþùåãî ïëîñêèé ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû äëÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàííûõíà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû 
 = 3. Ïðè t = 0âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé x, �1 < x < +1;íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè.Îäíà èç îñîáåííîñòåé òå÷åíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðàíèöû ãàçîâîé îáëàñòè îñòàþòñÿ íåïîäâèæ-íûìè äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = t�, ïîñëå êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ðàçëåò. Òå÷åíèÿ îñòàþòñÿãëàäêèìè âñþäó äî ìîìåíòà t = t�. Ïðè t � t� ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè òåðïÿò ðàçðûâïåðâîãî ðîäà íà çâóêîâûõ ëèíèÿõ, íà ïëîñêîñòè R2 (x; t) ãðàíèöû òå÷åíèé ñòàíîâÿòñÿ îãèáàþùè-ìè õàðàêòåðèñòèê è êðèâûìè ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô � ãðàäèåíò ïëîòíîñòè îáðàùàåòñÿ íà íèõ âáåñêîíå÷íîñòü. Ìåæäó çâóêîâûìè ëèíèÿìè ðàñïîëîæåíà îáëàñòü äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ, ìåæäó çâó-êîâûìè ëèíèÿìè è ëèíèÿìè âàêóóìà � îáëàñòè ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ. Çâóêîâûå òî÷êè òå÷åíèéíåïîäâèæíû. � 46 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçà1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå ïëîñêèå èçýíòðîïè÷åñêèå äâèæåíèÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà ñ 
 = 3. Òîåñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè òå÷åíèÿ ýíòðîïèÿ S � const, äàâëåíèå p è ïëîòíîñòü � ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì [2] p = A�3, A � A (S), ñêîðîñòü çâóêà c = A1�, A1 = p3A, à ñàìè òå÷åíèÿ â ýéëåðîâûõïåðåìåííûõ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè�t + (�u)x = 0; ut + uux + 1�px = 0: (1)Ïðè t = 0 ãàç çàïîëíÿåò ïëîñêèé ñëîé a2 � x � a1, a2 < 0 < a1, âíå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âàêóóì.Cîñòîÿíèå ãàçà çàäàíî ñîîòíîøåíèÿìèu (x; 0) = u0 (x) ; � (x; 0) = �0 (x) ; a2 � x � a1;u0 (a2) = u0 (a1) = 0; �0 (a2) = �0 (a1) = 0; (2)ãäå u0 (x), �0 (x) � èçâåñòíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî ðàñïðå-äåëåíèÿ r (x; 0) = r0 (x), l (x; 0) = l0 (x) èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìl0 � 0; r0 � 0; l00 < 0 ïðè x < b; l00 > 0 ïðè x > b; l000 > 0; a2 < b < a1;r00 > 0 ïðè x < 0; r00 < 0 ïðè x > 0; r000 < 0: (3)Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè r0 (x) è l0 (x) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ââåðõ è âíèç ñîîòâåòñòâåííî.Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1)�(3) è èññëåäîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå òå÷åíèå ãàçà.Èíâàðèàíòû Ðèìàíà è õàðàêòåðèñòèêè. Çàäà÷à (1)�(3) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.Äëÿ 
 = 3 èíâàðèàíòû Ðèìàíà r = u+ c, l = u� c; ñèñòåìà (1) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå â èíâàðèàíòàõrt + rrx = 0; lt + llx = 0; (4)çâóêîâûå õàðàêòåðèñòèêè C+ è C� ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè; êîíòàêòíûõ õàðàêòåðèñòèê C0 â èçýíòðîïè-÷åñêèõ òå÷åíèÿõ íåò [2]. Õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (x; 0), èìåþò óðàâíåíèÿC+ : x (t) = x+ r0 (x) t; C� : x (t) = x+ l0 (x) t: (5)Îãèáàþùèå ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê. Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè R2 (x; t), t > 0 õàðàêòåðèñòè-êè ñåìåéñòâ (5) ñ ïàðàìåòðîì a2 < x < a1 çàïîëíÿþò îáëàñòü, ïðàâîé ãðàíèöåé 
+ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿîãèáàþùàÿ C+-õàðàêòåðèñòèê ñ ïàðàìåòðîì 0 < x � a1; à ëåâîé ãðàíèöåé 
� � îãèáàþùàÿ C�-õà-ðàêòåðèñòèê ñ ïàðàìåòðîì a2 � x << b. Ðàñïîëîæåíèå õàðàêòåðèñòèê âñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà u0 (x) = 0,�0 (x) = 1�x2, a2 = �1, a1 = 1, ïîêàçàíîíà ðèñ. 1.Â ñèëó êà÷åñòâåííîé "ñèììåòðèè" íà-÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-ñìîòðåíèåì ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòèR2 (x; t) : x > 0; t > 0.Ïóñòü â îáëàñòè x > 0 óðàâíåíèå r == r0 (x), îïðåäåëÿþùåå íà÷àëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà Ðèìàíà, ðàçðå-øåíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x : x == f (r); f 0 (r) < 0; f 00 (r) < 0. Òîãäà ïðà-âàÿ ãðàíèöà 
+ èìååò ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ Ðèñ. 1. Ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê è êðèâîé 
 = 
+ [ 
�(G+ [G�) ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô� 47 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíx = f (r0)� r0f 0 (r0) ; t = �f 0 (r0) ; r0 (a1) = 0 < r0 < r0 (0) ; (6)ãäå ïàðàìåòð r0 � çíà÷åíèå èíâàðèàíòà r â òî÷êå (x0; 0). C+-õàðàêòåðèñòèêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçòî÷êó (x0; 0), êàñàåòñÿ êðèâîé 
+ â òî÷êå (x; t) ñ êîîðäèíàòàìè (6). Òîãäà ôóíêöèÿ x = x (t),îïðåäåëåííàÿ óðàâíåíèÿìè (6), ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè �f (r) [5]. Ïðåîáðà-çîâàíèå Ëåæàíäðà ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî âûïóêëîñòè, îòêóäà äëÿ ôóíêöèè x = f (r) ñëåäóåò, ÷òîêðèâàÿ 
+ âûïóêëà ââåðõ. Êðîìå òîãî, 
+ ëåæèò â îáëàñòè x � a1, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëè-æàåòñÿ ê ïðÿìîé x = r0 (0) t (ñì. íèæå) è èìååò âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ â ñâîåé íà÷àëüíîéòî÷êå (a1;�f 0 (0)), ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó r0 = 0; ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ x = a1 ÿâëÿåòñÿ C+-õàðàêòåðèñòèêîé. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà èíâîëþòèâíî, ò. å. åãî êâàäðàò ðàâåí òîæäåñòâåí-íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Ïîýòîìó ôóíêöèþ (6), çàäàþùóþ îãèáàþùóþ, îíî ïåðåâîäèò â ôóíêöèþ�f (r), ïðîòèâîïîëîæíóþ ôóíêöèè x = f (r), îïðåäåëÿþùåé íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíâàðèàíòàr. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå âûïóêëîãî ðàñïðåäåëåíèÿ r = r0 (x), 0 < x � a1, ñ îòìå÷åííûìè ñâîé-ñòâàìè ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ âûïóêëîé êðèâîé 
+ â îáëàñòè x > 0, t > 0, èìåþùåé àñèìïòîòó èêàñàþùåéñÿ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = a1.Êðèâàÿ ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô. Ãðàäèåíòíàÿ êàòàñòðîôà ïî r -èíâàðèàíòó íà C+-õàðàêòå-ðèñòèêå (îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü ïðîèçâîäíîé rx) ïðîèñõîäèò â òî÷êå åå êàñàíèÿ ñ îãèáàþùåé
+, ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ êðèâîé ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô. Ìîìåíò tk íàñòóïëåíèÿ ýòîé êà-òàñòðîôû íà C+-õàðàêòåðèñòèêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0; 0), îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì [1, 2, 6](ïåðåìåííàÿ x0 ïàðàìåòðèçóåò ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê)tk = � 1r00 (x0) : (7)Ðàâåíñòâî (7) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (6), ïîñêîëüêó f 0 (r0) = 1=r00 (x0).Ïåðâîíà÷àëüíî ãðàäèåíòíàÿ êàòàñòðîôà íàñòóïàåò íà C+-õàðàêòåðèñòèêå, âûõîäÿùåé èç òî÷êè(a1; 0). Äàëåå îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî C+-õàðàêòåðèñòèêàì â ñòîðîíó óáûâàíèÿ ïàðàìåòðà x0, âñåâðåìÿ îñòàâàÿñü íà êðèâîé 
+. Òàêèì îáðàçîì, ïðè r00 (a1) 6= �1, ïî êðàéíåé ìåðå äî ìîìåíòàâðåìåíè t = tk = �1=r00 (a1) > 0, â îáëàñòè x > 0 òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Áîëåå òîãî, äî ìîìåíòàtk ïðàâàÿ ãðàíèöà òå÷åíèÿ îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, ïîñêîëüêó îãèáàþùàÿ 
+ êàñàåòñÿ âåðòèêàëüíîéC+-õàðàêòåðèñòèêè � ïðÿìîé x = a1. Ïîñêîëüêó r00 (0) = 0 (ñì. (3)), íà C+-õàðàêòåðèñòèêå x == r (0) t ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôû íå ïðîèñõîäèò è ïðÿìàÿ x = r0 (0) t ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé êðèâîé
+.Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ãðàäèåíòíóþ êàòàñòðîôó ïî l-èíâàðèàíòó íàC�-õàðàêòåðèñòèêàõ, ïðîèñõîäÿùóþ íà êðèâîé 
� � îãèáàþùåé C�-õàðàêòåðèñòèê, è íà õàðàêòåðòå÷åíèÿ â îáëàñòè x < 0. 
� ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ êðèâîé ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô.2. Ðåøåíèå çàäà÷èÏîêàæåì, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ èñêîìîãî íåïðåðûâíîãî òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåííàÿ íàðèñ. 1 îáëàñòü, ëåæàùàÿ âûøå æèðíîé êðèâîé. Ýòà îáëàñòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íàòðè ïîäîáëàñòè � I, II, III. Îáëàñòü I ðàñïîëîæåíà ìåæäó ïðÿìûìè x = a2 è x = a1, â îáëàñòè IIx > a1, â îáëàñòè III x < a2.Â ñèëó óñëîâèé (3) ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè I ïðîõîäèò ïî îäíîé C+- è C�-õàðàêòåðèñòèêå,íà÷èíàþùåéñÿ íà èíòåðâàëå (a2; a1) ïðè t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îáëàñòè ðåøåíèå îäíîçíà÷íîîïðåäåëåíî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2). Ñîãëàñíî òåì æå óñëîâèÿì (3) â îáëàñòè I r > 0, l < 0, ò. å.�c < u < c è òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ äîçâóêîâûì.×åðåç ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè II ïðîõîäèò ïàðà C+-"õàðàêòåðèñòèê", âûõîäÿùèõ èç òî÷åê èíòåð-âàëà (a2; a1) ïðè t = 0. Ïðè ýòîì C+-õàðàêòåðèñòèêè, íà÷èíàþùèåñÿ íà èíòåðâàëå (0; a1), èìåþòâ êà÷åñòâå îãèáàþùåé êðèâóþ 
+ ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô. Òàê êàê 
+ � ãðàíèöà îáëàñòè ïðåäïî-ëàãàåìîãî òå÷åíèÿ, òî îíà äîëæíà áûòü òðàåêòîðèåé ÷àñòèöû è ëèíèåé âàêóóìà. Ñëåäîâàòåëüíî,� 48 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàíà 
+ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ðàâåíñòâà c = 0, � = 0, p = 0, à çíà÷èò, è ðàâåíñòâà rj
+ = lj
+ == uj
+ = x0 (t). Òàê êàê òå÷åíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè IIäîëæíà ïðîõîäèòü òîëüêî îäíà C+-õàðàêòåðèñòèêà. Ïîñêîëüêó C+- è C�-õàðàêòåðèñòèêè äîëæíûêàñàòüñÿ ëèíèè âàêóóìà 
+, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé ÀÁÂ, A 2 (0; a1] (ñì. ðèñ. 1), êàñà-þùåéñÿ êðèâîé 
+, îòðåçîê ÀÁ äîëæåí áûòü C+-õàðàêòåðèñòèêîé, â òî âðåìÿ êàê åãî ïðîäîëæåíèå,ëó÷ ÁÂ, � C�-õàðàêòåðèñòèêîé. Ýòî óæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå â îáëàñòè II. ÍàêëîíC�-õàðàêòåðèñòèêè, ñîâïàäàþùèé ñ íàêëîíîì ïðÿìîé ÀÁÂ, áóäåò ïîëîæèòåëüíûì: dxdt = l (Á) == r (À) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè II l = u � c > 0 è òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñâåðõçâóêîâûì. Íàâåðòèêàëüíîé C�-õàðàêòåðèñòèêå x = a1 dxdt = u � c = 0, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ çâóêîâîéëèíèåé.Àíàëîãè÷íî, îáëàñòü III ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ, à C+-õàðàêòåðèñòèêà x == a2 � çâóêîâîé ëèíèåé.Ïîíÿòíî, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå â îáëàñòü t < 0, êîòîðîå ìîæåò áûòüïîñòðîåíî òàêèì æå îáðàçîì.Î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ. Ïóñòü íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ r = r0 (x) è l = l0 (x)ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè êëàññà Ck. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â òî÷êå (x; t) îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâàìè u (x; t) = (r + l) =2; c (x; t) = (r � l) =2. Ïðè ýòîì äëÿ îáëàñòè I r = r (x0;2); l = l (x0;1);ôóíêöèè x0;2 = x0;2 (x; t) ; x0;1 = x0;1 (x; t) (8)íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé x = x0;2 + r0 (x0;2) t; x = x0;1 + l0 (x0;1) t: (9)Äëÿ îáëàñòè II r = r (x0;2); l = r (x0;1); ôóíêöèè (8) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèéx = x0;2 + r0 (x0;2) t; x = x0;1 + r0 (x0;1) t: (10)Äëÿ îáëàñòè III r = l (x0;2); l = l (x0;1); ôóíêöèè (8) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèéx = x0;2 + l0 (x0;2) t; x = x0;1 + l0 (x0;1) t: (11)Ïðè ýòîì âñåãäà x0;2 < x0;1. Òàê êàê ðàâåíñòâà 1 + r00 (x0;i) t = 0 è 1 + l00 (x0;i) t = 0, i = 1; 2, âûïîë-íÿþòñÿ òîëüêî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòÿõ îãèáàþùèõ ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê, òî âñþäó â îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ òå÷åíèÿ 1+ r00 (x0;i) t 6= 0 è 1+ l00 (x0;i) t 6= 0, i = 1; 2. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (9)�(11) îäíî-çíà÷íî ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî x0;2 è x0;1 è ôóíêöèè (8), à çíà÷èò, è ñàìî ðåøåíèå âíå çâóêîâûõëèíèé ïðèíàäëåæàò êëàññó Ck.Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íà çâóêîâûõ ëèíèÿõ. Ïîêàæåì, ÷òî ãðàäèåíòû âñåõ âåëè÷èí òåðïÿòðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà çâóêîâûõ ëèíèÿõ. Ïðîèçâîäíûå ïî t íà çâóêîâûõ ëèíèÿõ íåïðåðûâíû.Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî t > �1=r00 (a1) > 0:Èíâàðèàíò r = r (x; t) = r0 (x0;2) â îáëàñòè x > 0 èìååò êëàññ Ck: Â îáëàñòè 0 < x < a1 èíâàðèàíòl = l (x; t) = l0 (x0;1), ãäå x0;1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (9), à â îáëàñòè II �x > a1; t > � 1r00 (a1) > 0�l = l (x; t) = r0 (x0;1), ãäå x0;1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (10). Ïîýòîìó ñëåâà îò çâóêîâîé ëèíèè x = a1ïðîèçâîäíàÿ lx = l00 (x0;1) @x0;1@x = l00 (x0;1)1 + l00 (x0;1) t , à ñïðàâà îò íåå lx = r00 (x0;1) @x0;1@x = r00 (x0;1)1 + r00 (x0;1) t .Ñîãëàñíî (3) l00 (a1) > 0 > r00 (a1) è, ñëåäîâàòåëüíî, limx!a1�0 lx (x; t) 6= limx!a1+0 lx (x; t) : Òàêèì îáðàçîì,ñêà÷îê [lx] jx=a1 6= 0: Ïîñêîëüêó [rx] jx=a1 = 0; òî [ux] jx=a1 6= 0 è [cx] jx=a1 6= 0, à ñëåäîâàòåëüíî,ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ òàêæå èìåþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà ëèíèè x = a1.Ïîâåäåíèå ãðàäèåíòîâ íà ëèíèè âàêóóìà. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x ôóíêöèé u == u (x; t) è c = c (x; t) ïðè t = t0 > �1=r00 (a1) > 0 â îêðåñòíîñòè ëèíèè âàêóóìà 
+; ëåæàùåé ïîä� 49 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíàñèìïòîòîé ýòîé ëèíèè. Â äàííîé îêðåñòíîñòè r = r (x; t) = u + c = r0 (x0;2) = r2, l = l (x; t) = u �� c = r0 (x0;1) = r1, ãäå x0;2 = x0;2 (x; t), x0;1 = x0;1 (x; t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (10). Ñëåäîâàòåëüíî,ïðè t = t0rx = r02@x0;2@x ; lx = r01@x0;1@x ; @x0; i@x = 11 + r0it0 ; r0i � r00 (x0;i) ; i = 1; 2: (12)Ïðÿìûå, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè (10) ïðè ôèêñèðîâàííûõ x0;2 è x0;1, êàñàþòñÿ îãèáàþùåé 
+â òî÷êàõ (x2; t2) è (x1; t1) òàêèõ, ÷òî 1 + r0iti = 1 + r00 (x0;i) ti = 0, i = 1; 2: Ïîýòîìó r0i = �1=ti è@x0;i@x = titi � t0 , i = 1; 2: Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëû (12), ïîëó÷àåìrx = � 1t2 � t0 < 0; lx = � 1t1 � t0 > 0;ux = �12 � 1t1 � t0 + 1t2 � t0� ; cx = 12 � 1t1 � t0 � 1t2 � t0� : (13)Òàê êàê x0;2 < x0;1, òî t1 < t0 < t2:Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ccx, àíàëîãè÷íîå (13). Ïóñòü x = ' (t) � óðàâíåíèå îãè-áàþùåé 
+. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè (x; t0) ñâÿçàíû ñ t1 è t2 ñîîòíîøåíèÿìè x = x0;2 + '0 (t2) t0 èx = x0;1 + '0 (t1) t0. Ïîýòîìó r2 � r1 = r0 (�) (x0;2 � x0;1) = r0 (�) ('0 (t1)� '0 (t2)) t0 = r0 (�)'00 (�) t0 �� (t1 � t2), x0;2 < � < x0;1, t1 < � < t2. Èç (13) è ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåìccx = 12 (r2 � r1) cx = 14r0 (�)'00 (�) t0�2� t2 � t0t1 � t0 � t1 � t0t2 � t0� : (14)Êîãäà òî÷êà (x; t0) ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå, ëåæàùåé íà 
+, î÷åâèäíî, (t1 � t0)!�0, (t2 � t0)!+0.Ïîýòîìó èç (13) ñëåäóåò, ÷òî lim(x;t0)!
+ rx = �1, lim(x;t0)!
+ lx = +1, lim(x;t0)!
+ cx = �1. Äëÿ âû÷èñëå-íèÿ àíàëîãè÷íûõ ïðåäåëîâ ïðîèçâîäíîé ux è ïðîèçâåäåíèÿ ccx òðåáóåòñÿ áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîò-ðåíèå.Ïóñòü îãèáàþùàÿ 
+ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé êëàññà C4, ò. å. â åå óðàâíåíèè x = ' (t) ôóíêöèÿ ' 2 C4.Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïðè îöåíêå âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â ñêîáêàõ â ôîðìóëàõ (13) è (14),èçìåíèì íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû t0 = 0; îñòàâèâ áåç èçìåíåíèÿ óðàâíåíèåêðèâîé 
+: Â ýòîì ñëó÷àå' (t) = a0 + a1t+ a2t2 + a3t3 +O �t4� ; ai = '(i) (0)i! ; i = 1; 2; 3; aj > 0; j = 0; 1; 2è óðàâíåíèå xi�x = '0 (ti) ti, xi = ' (ti), i = 1; 2, äëÿ òî÷åê êàñàíèÿ C+-õàðàêòåðèñòèê, ïðîõîäÿùèõ÷åðåç òî÷êó (x; 0), ñ êðèâîé 
+ ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó a0 � x = t2i �a2 + 2a3ti +O �t2i ��. Îòñþäàïîëó÷àåì ti = (�1)is a0 � xa2 + 2a3ti +O �t2i � ; i = 1; 2: (15)Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó lim(x;0)!
+(x!a0) ti = 0, òî lim(x;0)!
+ t2t1 = �1. Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíåìó íà÷àëóîòñ÷åòà âðåìåíè, íàõîäèì lim(x;0)!
+ t2 � t0t1 � t0 = �1, è â ñèëó ôîðìóëû (14) lim(x;t0)!
+ ccx = r00 (x0)'00 (t0) t0,x0 = ' (t0) � '0 (t0) t0. Èç ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé îãèáàþùåé x = x0 + r0 (x0) t, t = � 1r00 (x0)ñëåäóåò, ÷òî '00 (t0) = (r00 (x0))3r000 (x0) . Êðîìå òîãî, 1 + r00 (x0) t0 = 0. Ïîýòîìólim(x;t0)!
+ ccx = �'00 (t0) = �(r00 (x0))3r000 (x0) : (16)� 50 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàÈç (13) è (15) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî lim(x;t0)!
+� 1t1 � t0 + 1t2 � t0� = 2a3a2 = 2'000 (t0)3'00 (t0) , lim(x;t0)!
+ ux == � '000 (t0)3'00 (t0) . Íà ëèíèè âàêóóìà (c = 0) rp = 0: ñîãëàñíî (16) ccx 6=1, ñëåäîâàòåëüíî, lim(x;t0)!
+px == lim(x;t0)!
+ 1p3Ac2cx = 0. 3. Óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö ãàçàÈíòåãðàë óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â äî-çâóêîâîé îáëàñòè. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþx = x (t) ïðîèçâîëüíîé ÷àñòèöû ãàçà, ðàñïîëî-æåííóþ â äîçâóêîâîé îáëàñòè, íà÷èíàþùóþñÿ âòî÷êå x0 = x (0) (ðèñ. 2). Ëþáàÿ òî÷êà (x; t)ýòîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿC+-õàðàêòåðèñòèêè, íà÷èíàþùåéñÿ â íåêîòîðîéòî÷êå x0;2; è C�-õàðàêòåðèñòèêè, íà÷èíàþùåé-ñÿ â òî÷êå x0;1. Ïðè ýòîì x0;2 < x0 < x0;1 èâñÿ òðàåêòîðèÿ ðàñïîëîæåíà â òðåóãîëüíèêå, îá-ðàçîâàííîì õàðàêòåðèñòèêàìè è îñüþ àáñöèññ,ïîñêîëüêó íèêàêàÿ òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïåðå-ñåêàòü îäíó õàðàêòåðèñòèêó â äâóõ òî÷êàõ.Êîîðäèíàòû (x; t) òî÷êè òðàåêòîðèè è ïàðà-ìåòðû x0;2 è x0;1 ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè õàðàêòå-ðèñòèê x = x0;2 + r2t; r2 = r0 (x0;2) ;x = x0;1 + l1t; l1 = l0 (x0;1) ; (17) Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ), ðàñïîëîæåííàÿâ äîçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèÿèç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî âäîëü òðàåêòîðèèx = x0;1r2 � x0;2l1r2 � l1 � x (x0;1; x0;2) ; t = x0;1 � x0;2r2 � l1 � t (x0;1; x0;2) (18)âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàdx = dx0;2 + r02dx0;2t+ r2dt; dx = dx0;1 + l01dx0;1 t+ l1dt: (19)Íà òðàåêòîðèè x0;2 = � (x0;1), è, ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû x è t ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî èçïàðàìåòðîâ: x0;1 èëè x0;2. Èç (19) íàõîäèìdx = ������ (1 + r02t) dx0;2 �r2(1 + l01t) dx0;1 �l1 ������r2 � l1 ; dt = ������ 1 (1 + r02t) dx0;21 (1 + l01t) dx0;1 ������r2 � l1 : (20)Íà òðàåêòîðèè dxdt = u (x; t) = r + l2 = r2 + l12 : (21)Ïîäñòàâëÿÿ (20) â (21), ïîëó÷àåì óðàâíåíèådxdt = r2 (1 + l01t) dx0;1 � l1 (1 + r02t) dx0;2(1 + l01t) dx0;1 � (1 + r02t) dx0;2 = r2 + l12 : (22)� 51 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíÒàê êàê t, r2, l1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ x0;1 è x0;2, óðàâíåíèå (22) � ýòî äèôôåðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè x0;2 = � (x0;1). Èç (22) ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèéíàõîäèì (r2 � l1) h(1 + l01t) dx0;1 + (1 + r02t) dx0;2i = 0. Ïîñêîëüêó r2 > 0 > l1, òî (1 + l01t) dx0;1 ++ (1 + r02t) dx0;2 = 0, èëè â äðóãîé ôîðìå(dl1 + dr2) t+ dx0;1 + dx0;2 = 0: (23)Çàìåíÿÿ â (23) ôóíêöèþ t åå âûðàæåíèåì èç (18), ïîëó÷àåìd (r2x0;1)� d (l1x0;2) + �r2 � r02x0;2� dx0;2 + �l01x0;1 � l1� dx0;1 = 0:Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëàd (r2x0;1)� d (l1x0;2) + d0@x0;2Zx0 �r2 � r02�x0;2� d�x0;21A+ d0@x0;1Zx0 �l01�x0;1 � l1� d�x0;11A = 0;ïîñêîëüêó íà ôèêñèðîâàííîé òðàåêòîðèè x0 = const.Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé îáëàñòè èìååò èíòåãðàër2x0;1 � l1x0;2 + x0;2Zx0 �r2 � r02�x0;2� d�x0;2 + x0;1Zx0 �l01�x0;1 � l1� d�x0;1 = const1: (24)Äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè òðàåêòîðèè (x0; 0) ïàðàìåòðû x0;2 = x0;1 = x0. Ïîýòîìó â òî÷êå (x0; 0)òðàåêòîðèè èíòåãðàë (24) èìååò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîíñòàíòó: const1 == �r0 (x0)� l0 (x0)�x0. Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà â äîçâóêîâîé îáëàñòè:r2x0;1 � l1x0;2 + x0;2Zx0 �r2 � r02�x0;2� d�x0;2 + x0;1Zx0 �l01�x0;1 � l1�d�x0;1 = �r0 (x0)� l0 (x0)�x0: (25)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (25) ôóíêöèé x0;2 = x0;2 (x; t), x0;1 = x0;1 (x; t), íàéäåííûõ èç óðàâíåíèé (17),ïîëó÷èì íåÿâíîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå (x0; 0).Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé îáëàñòè. Ó÷èòûâàÿ,÷òî r � l = 2c = 2p3A�, ïåðåïèøåì èíòåãðàë (25) â âèäår2x0;1 � l1x0;2 + x0;2Z0 �r2 � r02�x0;2�d�x0;2 + x0;1Z0 �l01�x0;1 � l1� d�x0;1 == 2p3A� (x0)x0 + x0Z0 hr0 � l0 � �r00 � l00�xidx; r0 = r0 (x) ; l0 = l0 (x) :Îòñþäà, èíòåãðèðóÿ ñïðàâà ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåìr2x0;1 � l1x0;2 + x0;2Z0 �r0 � r00x� dx+ x0;1Z0 �l00x� l0� dx = 4p3Am (x0) ; (26)ãäå m (x0) = x0R0 �0 (x) dx � ìàññà ãàçà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè (0; x0) :Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññûãàçà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó äâóìÿ òðàåêòîðèÿìè, íà÷èíàþùèìèñÿ â òî÷êàõ (0; 0) è (x0; 0) :� 52 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàÈíòåãðàë (26) äîïóñêàåò î÷åâèäíîå óïðîùåíèå. Èíòåãðèðóÿ â (26) ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì îêîí÷à-òåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé îáëàñòè:(r2 + l1) (x0;1 � x0;2) + 2 x0;2Z0 r0 (x) dx� 2 x0;1Z0 l0 (x) dx = 4p3Am (x0) : (27)Èíòåãðàë óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé âñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè. Òåïåðü ðàññìîò-ðèì òðàåêòîðèþ x = x (t) ÷àñòèöû ãàçà, ðàñ-ïîëîæåííóþ â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè, íà÷è-íàþùóþñÿ â òî÷êå (a1; t0) çâóêîâîé ëèíèè:x (t0) = a1 (ðèñ. 3). Ëþáàÿ òî÷êà (x; t) ýòîéòðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïà-ðû C+-õàðàêòåðèñòèê, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷-êàõ x0;2 è x0;1. Ïðè ýòîì, êàê è ïðåæäå,x0;2 < x0;1 è âñÿ òðàåêòîðèÿ ðàñïîëîæåíà âòðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì õàðàêòåðèñòèêà-ìè è çâóêîâîé ëèíèåé x = a1:Êîîðäèíàòû (x; t) òî÷êè òðàåêòîðèè è ïà-ðàìåòðû x0;2 è x0;1 ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè äâóõC+-õàðàêòåðèñòèê:x = x0;2 + r2t; r2 = r0 (x0;2) ;x = x0;1 + r1t; r1 = r0 (x0;1) ; (28) Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ), ðàñïîëîæåííàÿâ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèÿèç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî âäîëü òðàåêòîðèè x = x0;1r2 � x0;2r1r2 � r1 � x (x0;1; x0;2), t = x0;1 � x0;2r2 � r1 �� t (x0;1; x0;2). Âäîëü òðàåêòîðèè x0;2 = � (x0;1), è, ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû x è t ÿâëÿþòñÿôóíêöèÿìè îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ: x0;1 èëè x0;2. Íà òðàåêòîðèèdxdt = u (x; t) = r + l2 = r2 + r12 ; (29)òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå l = l (x; t) = r1.Ôîðìóëû (28), (29) ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë (17), (18) è (21) äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòè, åñëè â ïîñëåä-íèõ l1 çàìåíèòü íà r1. Êðîìå òîãî, äëÿ òî÷êè (x; t), íå ëåæàùåé íà îñè àáñöèññ, r2 > r1. Ïîýòîìóâñå âûêëàäêè äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòè, ïðåäøåñòâóþùèå îïðåäåëåíèþ êîíñòàíòû â èíòåãðàëå (24),ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè èìååò ìåñòîàíàëîã èíòåãðàëà (24), ïîëó÷àþùèéñÿ èç (24) çàìåíîé l1 íà r1:r2x0;1 � r1x0;2 + x0;1Zx0 �r01�x0;1 � r1� d�x0;1 + x0;2Zx0 �r2 � r02�x0;2� d�x0;2 = const2:Â äàííîì ñëó÷àå äâà èíòåãðàëà ìîæíî îáúåäèíèòü â îäèí:r2x0;1 � r1x0;2 + x0;1Zx0;2 �r01�x0;1 � r1� d�x0;1 = const2: (30)Èíòåãðèðóÿ â (30) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì(r2 + r1) (x0;1 � x0;2)� 2 x0;1Zx0;2 r0 (x) dx = const2: (31)� 53 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíÇàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëà (31) ôîðìàëüíî ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâîé ÷àñòè èíòåãðàëà (27)äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòè, åñëè â (27) ïîëîæèòü l0 (x) = r0 (x) (â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òîl -èíâàðèàíò â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè ðàâåí r -èíâàðèàíòó â òî÷êå x0;1).Íàéäåì êîíñòàíòó â èíòåãðàëå (31). Ïîëàãàòü t = 0, ñ÷èòàÿ x0;2 = x0;1, â äàííîì ñëó÷àå íåëüçÿ,ïîñêîëüêó â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè t > tk = �1=r00 (a1) > 0: Íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè (a1; t0),t0 > 0, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì C+-õàðàêòåðèñòèêè, âûõîäÿùåé èç òî÷êè (x0;2; 0), è çâóêîâîé ëèíèè(C+-õàðàêòåðèñòèêè) x = a1. Ïîýòîìó a1 = x0;1 = x0;2+r2t0 è äëÿ òî÷êè (a1; t0) x0;1�x0;2 = a1�x0;2;r2 = (a1 � x0;2) =t0; r1 = r0 (a1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå èíòåãðàëà (31) â òî÷êå (a1; t0)(a1 � x0;2)2t0 � 2 a1Zx0;2 r0 (x) dx = const2: (32)Ïóñòü x2 (a1; t0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a1 = x0;2 + r2t0, r2 = r0 (x0;2) îòíîñèòåëüíî x0;2 ïðè çàäàí-íîì t0: Òîãäà ñîãëàñíî (32) const2 = (a1 � x2 (a1; t0))2t0 � 2 a1Rx2(a1;t0) r0 (x) dx: Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì êîêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ äëÿ èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè:(r2 + r1)(x0;1 � x0;2)� 2x0;1Zx0;2r0 (x)dx = �a1 � x2 (a1; t0)�2t0 � 2a1Zx2(a1;t0)r0 (x) dx; r2 = r0(x0;2) ; r1 = r0(x0;1) : (33)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (33) ôóíêöèé x0;2 = x0;2 (x; t), x0;1 = x0;1 (x; t), íàéäåííûõ èç óðàâíåíèé (28),ïîëó÷èì íåÿâíîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå (a1; t0) :"Ñøèâêà" èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé è ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòÿõ.×òîáû "ñøèòü" èíòåãðàë (27) äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòè ñ èíòåãðàëîì (33) äëÿ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè,íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ëåâûå ÷àñòè ýòèõ èíòåãðàëîâ ê îäíîìó âèäó. Ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿìèíòåãðàëà (27) âåëè÷èíó �2 x0;1R0 r0 (x) dx è ó÷èòûâàÿ, ÷òî r0 (x) � l0 (x) = 2c0 (x) = 2p3A�0 (x),ïîëó÷àåì(r2 + l1) (x0;1 � x0;2)� 2x0;1Zx0;2r0 (x) dx = 4p3A�m (x0)�m (x0;1)�; r2 = r0 (x0;2) ; l1 = l0 (x0;1) ; (34)ãäå m (x0) = x0R0 �0 (x) dx è m (x0;1) = x0;1R0 �0 (x) dx � ìàññû ãàçà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòÿõ (0; x0) è(0; x0;1) ñîîòâåòñòâåííî.Ñðàâíèì èíòåãðàë (34) ñ èíòåãðàëîì (33) äëÿ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè. Â èíòåãðàëå (33) èíâàðèàíòr1 èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî èíâàðèàíò l1 â èíòåãðàëå (34), � ýòî çíà÷åíèå l-èíâàðèàíòà â òî÷êå(x; t) òðàåêòîðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâûå ÷àñòè èíòåãðàëîâ (34) è (33) "ñîâïàäàþò" ïî ñóùåñòâó.Äëÿ îäíîé òðàåêòîðèè, ïåðåõîäÿùåé èç äîçâóêîâîé îáëàñòè â ñâåðõçâóêîâóþ, èíòåãðàëû (34) è (33)äîëæíû ïðèíèìàòü îäíî çíà÷åíèå â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé òðàåêòîðèè ñî çâóêîâîé ëèíèåé. Òîåñòü ýòè èíòåãðàëû äîëæíû ñîâïàäàòü ïðè x0;1 = a1; ïðè ýòîì ïàðàìåòð x0;2 ó íèõ îäèí è òîò æå.Çíà÷èò, ïðàâàÿ ÷àñòü (êîíñòàíòà) "ñâåðõçâóêîâîãî" èíòåãðàëà (33) ðàâíà 4p3A�m (x0)�m (a1)�,ãäå m (a1) = a1R0 �0 (x) dx � ïîëíàÿ ìàññà ãàçà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè (0; a1) :Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè è ïðî-äîëæåíèå òðàåêòîðèè èç äîçâóêîâîé îáëàñòè â ñâåðõçâóêîâóþ. Òàêèì îáðàçîì, èíòå-� 54 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàãðàë (33) óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè ïðèâåäåí ê âèäó(r2 + r1) (x0;1 � x0;2)� 2 x0;1Zx0;2 r0 (x) dx = 4p3A�m (x0)�m (a1)�; (35)ïðîÿñíÿþùåìó åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ýòîò èíòåãðàë âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû ãàçà, çà-êëþ÷åííîãî ìåæäó äâóìÿ òðàåêòîðèÿìè, � òðàåêòîðèåé, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå (x0; 0) è ïðîõîäÿ-ùåé ÷åðåç òî÷êó (a1; t0), è ëèíèåé âàêóóìà. Ïðè ýòîì m (x0; a1) � m (a1) � m (x0) � ìàññà ãàçà,ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè x0 < x < a1. Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè x0 èíòåãðàë (35) â íåÿâíîì âèäå çà-äàåò â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì òðàåêòîðèè,íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå x0 äîçâóêîâîé îáëàñòè è îïèñûâàåìîé èíòåãðàëîì (27).4. ÏðèìåðÇäåñü ïîäðîáíî èññëåäîâàíî òå÷åíèå ÷àñòíîãî âèäà, ïðèíàäëåæàùåå îïèñàííîìó îáùåìó êëàññó.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èäåàëüíûé ãàç ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿp = �33 ; (36)ïðè t=0 çàïîëíÿåò ïëîñêèé ñëîé �1 � x � 1; åãî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå çàäàíî ñîîòíîøåíèÿìèu (x; 0) = 0; � (x; 0) = 1� x2; �1 � x � +1: (37)Õàðàêòåð âîçíèêàþùåãî òå÷åíèÿ. Íà ïëîñêîñòè R2 (x; t) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òå÷åíèÿ ðàç-áèâàåòñÿ íà òðè ÷àñòè: â îáëàñòè jxj < 1 òå÷åíèå äîçâóêîâîå, â îáëàñòÿõ jxj > 1 � ñâåðõçâóêîâîå.Ïðÿìûå x = �1 ÿâëÿþòñÿ çâóêîâûìè ëèíèÿìè. Êàðòèíà òå÷åíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîð-äèíàòíûõ îñåé:� (�x; t) � � (x; t) ; u (�x; t) � �u (x; t) ; � (x;�t) � � (x; t) ; u (x;�t) � �u (x; t) ; x � 0; t � 0: (38)Êðèâûå ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô èìåþò óðàâíåíèÿx = �� 14t + t� ; jtj � 12 : (39)Ëèíèè âàêóóìà ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè îòðåçêîâ ïðÿìûõ x = �1, jtj � 1=2 ñ êðèâûìè (39).Ðåøåíèå çàäà÷è. Â îáîçíà÷åíèÿõ P = p1� 2xw + w2; Q = p1 + 2xw + w2; w = 2t ðåøåíèåçàäà÷è (1), (36), (37) äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x è t èìååò ñëåäóþùèé àíàëèòè÷åñêèé âèä:� â äîçâóêîâîé îáëàñòè äëÿ 0 < x � 1, t > 0� (x; t) = 1w2 (P +Q� 2) ; u (x; t) = 1w2 (P �Q+ 2xw) ; (40)� â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè äëÿ 1 � x � 14t + t, t � 12� (x; t) = 2w2P ; u (x; t) = 2w2 (xw � 1) : (41)� 55 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíÂåðõíÿÿ ÷àñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ òå÷åíèÿ, îïèñûâàåìîãî ôîðìóëàìè (40), (41) è (38), è ïîâå-äåíèå õàðàêòåðèñòèê â ïîëóïëîñêîñòè R2 (x; t), t > 0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, ïîâåäåíèå ïëîòíîñòèè ñêîðîñòè � íà ðèñ. 4, 5.

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ïëîòíîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè t == 0;1; 0,5; 1,5; 2; 3; 4 Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ñêîðîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè t == 0;1; 0,25; 0,5; 0,75; 1,0; 1,5; 2; 3; 4Óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö ãàçà. Â äîçâóêîâîé îáëàñòè òðàåêòîðèè ÷àñòèö ãàçà îïðåäå-ëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ dxdt = u (x; t) = 1w2 (P �Q+ 2xw) : (42)Îäíà òðàåêòîðèÿ â äîçâóêîâîé îáëàñòè çàðàíåå èçâåñòíà � ýòî î÷åâèäíàÿ òðàåêòîðèÿ x = x (t) � 0.Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ìàññû äëÿ óðàâíåíèÿ (42) çàïèñûâàåòñÿ â âèäåm (t) = x(t)Z0 � (x; t) dx =m (x0) = x0Z0 � (x; 0) dx = x0 � x303 = const (x0) ; 0 < x0 < 1; (43)ãäå x = x(t) � òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (x0; 0) îñè Ox. Ïîäñòàâëÿÿ (40) â (43) è âû÷èñëÿÿèíòåãðàë, ïîëó÷àåì íåÿâíîå óðàâíåíèå äëÿ òðàåêòîðèè x = x (t), x (0) = x0:13w3 h�1 + 2xw + w2�3=2 � �1� 2xw + w2�3=2i� 2xw2 = x0 � x303 : (44)Â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè òðàåêòîðèè íàõîäÿòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ dxdt == u (x; t) = 2w2 (xw � 1). Òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (1; w0) çâóêîâîé ëèíèè, èìååò óðàâíåíèåx � x (w) = 12w +� 1w0 � 12w20�w; x (w0) = 1; w0 � 1: (45)Ïðè w0 = 1 èç (45) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïðàâîé ãðàíèöû òå÷åíèÿ ïðè t � 0;5 � ëèíèè âàêóóìàx � x (w) = 12 � 1w + w�. � 56 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàÏðîäîëæåíèå òðàåêòîðèè (44) â ñâåðõçâóêîâóþ îáëàñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (45) ñ ïàðàìåòðîìw0 = 11 + 3r3x0 � x302 � 1 : (46)Èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû òå÷åíèÿ. Ìàññà m+ è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E+ ãàçà, ðàñïîëîæåííîãî âîáëàñòè x � 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìèm+ = 1Z0 � (x; 0) dx = 1Z0 �1� x2� dx = 23 = const;E+ = 1Z0 �12�u2 + �"� �����t=0dx = 1Z0 12p �����t=0dx = 16 1Z0 �1� x2�3 dx = 8105 = const:Ôóíêöèÿ I+(t), çàäàþùàÿ èìïóëüñ ìàññû ãàçà, ðàñïîëîæåííîãî â îáëàñòè x � 0; â çàâèñèìîñòèîò âðåìåíè t ðàâíà I+ (t) = tR0 p �0;et� det: Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (36) è (40) p (0; t) = 13�� (0; t)�3 == 83w6 �p1 + w2 � 1�3 = 83 1�p1 + w2 + 1�3 : ÏîýòîìóI+ (t) � I+ (w) = 415w5 h5w2 + 4 + �w2 � 4� �1 + w2�3=2i: (47)Ôîðìóëà (47), î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà è äëÿ îòðèöàòåëüíîãî âðåìåíè (w <0).Èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé. Èíòåãðàë (27) óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â äîçâóêîâîé îáëà-ñòè â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (36) è íà÷àëüíûõ äàííûõ (37) ïðèíèìàåò âèä (A = 1=3)13 (x0;1 + x0;2) �x20;1 � 4x0;1x0;2 + x20;2 + 6� = 4m (x0) : (48)Äëÿ äîçâóêîâîé îáëàñòèx0;2 = 1�p1� 2xw + w2w ; x0;1 = �1 +p1 + 2xw +w2w : (49)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (49) â ëåâóþ ÷àñòü (48), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, êàê èïîëàãàåòñÿ, ó÷åòâåðåííóþ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé (44).Â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè èíòåãðàë (33) â ôîðìå (35) óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé â ñëó÷àå óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ (36) è íà÷àëüíûõ äàííûõ (37) ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä (A = 1=3; a1 = 1)(x0;2 � x0;1)33 = 4�m (x0)�m (1)�; (50)ãäå m (x0; 1) � m (1)�m (x0) � ìàññà ãàçà, çàêëþ÷åííîãî â îáëàñòè x0 < x < 1 (ìåæäó òðàåêòîðèåéè ëèíèåé âàêóóìà). Äëÿ ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòèx0;2 = 1�p1� 2xw + w2w ; x0;1 = 1 +p1� 2xw + w2w : (51)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (51) â ëåâóþ ÷àñòü (50), ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â ôîðìå� 83!3 �1� 2xw + w2�3=2 = 4�m (x0)�m (1)�;� 57 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíîçíà÷àþùåé, ÷òî m (x0; 1) = 23w3 �1� 2xw + w2�3=2. Òî æå ñàìîå ñëåäóåò èç (41): m (t) = m (x0; 1) == xbRx(t) � (x; t)dx = 2w2 xbRx(t) Pdx = 23w3 �1� 2xw + w2�3=2, ïîñêîëüêó ïðè w > 1 íà ëèíèè âàêóóìà1� 2xw + w2 = 0.Çàìå÷àíèå î õàðàêòåðå òðàåêòîðèé â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè. Ñîãëàñíî (50) â ñâåðõçâóêî-âîé îáëàñòè êàæäàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàçíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ åé ïàðàìåòðîâx0;1 è x0;2 îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé: x0;1�x0;2 = 3p12 (m (1)�m (x0)) = const. Â ñèëó (28) íà òðàåêòîðèèâûïîëíåíî òàêæå ðàâåíñòâî �r0 (x0;2)� r0 (x0;1)�t = x0;1 � x0;2 = const: (52)×òîáû íàéòè êîíñòàíòó â ñîîòíîøåíèè (52) äëÿ òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1; w0) çâó-êîâîé ëèíèè (ïðè ýòîì ïàðàìåòðû w0 è x0 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (46)), ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (45)äëÿ êîîðäèíàòû x íà òðàåêòîðèè êàê ôóíêöèè âðåìåíè t â âûðàæåíèÿ (51) äëÿ ïàðàìåòðîâ x0;1,x0;2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî íà ýòîé òðàåêòîðèèx0;1 = 1w � 1w0 + 1; x0;2 = 1w + 1w0 � 1; const = 2�1� 1w0� ;� (x; t) = c (x; t) = r0 (x0;2)� r0 (x0;1)2 = 2w �1� 1w0� ;limt!1x0;1 = � limt!1x0;2 = 1� 1w0 ; limt!1 r0 (x0;1) = 1� � limt!1x0;1�2 = limt!1 r0 (x0;2) = 2w0 � 1w20 : (53)Èç (45) äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè íà òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1; w0), ïî-ëó÷àåì âûðàæåíèå limt!1u = 2w0 � 1w20 , ñîâïàäàþùåå ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè (53) èíâàðèàíòîâr0 (x0;1) è r0 (x0;2).Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé � � � (x; t) è u � u (x; t) â ðÿäû Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé t. Ïðåä-ñòàâèì ôóíêöèè � � � (x; t) è u � u (x; t), äàþùèå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (36), (37) íà îòðåçêå�1 � x � 1 ïðè t < 0;5, â âèäå ðÿäîâ Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé t :� (x; t) = 1Xn=0 �0ntn! tn; u (x; t) = 1Xn=0 u0ntn! tn; �0nt � �nt (x; 0) ; u0nt � unt (x; 0) ; n = 0; 1; 2; 3; : : : : (54)Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç âûâîäÿùèå ïðîèçâîäíûå�nt � �nt (x; t) � @n� (x; t)@tn ; unt � unt (x; t) � @nu (x; t)@tn ; n = 1; 2; 3; : : : (55)ôóíêöèé � è u íà íà÷àëüíîì ìíîãîîáðàçèè {t = 0}. Âûâîäÿùèå ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ â ñèëóñèñòåìû óðàâíåíèé (1) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (37).Ñíà÷àëà íàéäåì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ (55) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå �kx � �kx (x; t) �@k� (x; t)@xk , ukx � ukx (x; t) � @ku (x; t)@xk , k = 0; 1; 2; 3; : : :, â ñèëó óðàâíåíèé (1), ò. å. ÷åðåç âíóòðåííèåêîîðäèíàòû íà áåñêîíå÷íîì ïðîäîëæåíèè ñèñòåìû (1). Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãîïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà â ìàòðè÷íîì âèäå: ��t == J��x, �� � 0@ r̀ 1A, J = �0@ r 00 ` 1A. Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà��nt = (Jn��x)(n�1)x ; n = 1; 2; 3; : : : : (56)� 58 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàÒàê êàê Jn��x = (�1)n0@ rnrx`n`x 1A = (�1)nn+ 1 0@ �rn+1�x�`n+1�x 1A, òî ðàâåíñòâî (56) ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå 0@ rnt`nt 1A � ��nt = (�1)nn+ 1 0@ rn+1`n+1 1Anx. Ïîñêîëüêó e� � 0@ �u 1A = 12 0@ 1 �11 1 1A0@ rl 1A, òî èçïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ e�nt ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî õ :e�nt � 0@ �ntunt 1A = (�1)n2 (n+ 1) 0@ rn+1 � ln+1rn+1 + ln+1 1Anx ; n = 1; 2; 3; : : : : (57)Â ñèëó (37) äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí rn+1 è ln+1 èìååì ðàâåíñòâà rn+1 (x; 0) = �1� x2�n+1,ln+1 (x; 0) = (�1)n+1 rn+1 (x; 0), n = 0; 1; 2; 3; : : :. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ôîðìóëå (57)�0nt � �nt (x; 0) = 8<: 0 ïðè n íå÷åòíîì;1n+ 1 h�1� x2�n+1inx ïðè n ÷åòíîì: (58)Î÷åâèäíî, xZ�1 h�1� x2�n+1i(n+1)xdx = dndxn h(1� x)n+1 (1 + x)n+1i ���x�1 = nXk=0�nk� dkdxk (1� x)n+1�� dn�kdxn�k (1 + x)n+1 = h�1� x2�n+1inx. Ñëåäîâàòåëüíî,h�1� x2�n+1inx = xZ�1 h�1� x2�n+1i(n+1)xdx = (�1)n+1 � 2n+1 (n+ 1)! xZ�1Pn+1 (x) dx: (59)Çäåñü Pn+1 (x)� ñòàíäàðòèçîâàííûé ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè n+1 [7, 8]: Pn+1 (x) = 12n+1 (n+ 1)!�� dn+1dxn+1 �x2 � 1�n+1, n = 0; 1; 2; : : :. Èç (58), (59) ïîëó÷àåì�0nt = 8>><>>: 0 ïðè n íå÷åòíîì;�2n+1n! xZ�1Pn+1 (x) dx ïðè n ÷åòíîì: (60)Â ñèëó (60) ðÿä (54) äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:� (x; t) = �2 1Xk=0 (2t)2k xZ�1P2k+1 (x) dx: (61)Ðÿä (61) ñóììèðîâàíèåì ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ (40). Ïðè �1 � x � 1 jPn (x)j � 1, n == 0; 1; 2; 3; : : : ([8], ñ. 128) è ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä R (x; t) = 1Pk=0 (2t)2kP2k+1 (x) ìàæîðèðóåòñÿ ðÿäîìR (t) = 1Pk=0 j2tj2k. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t : jwj � j2tj < 1 ðÿä R (x; t) ðàâíî-ìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå �1 � x � 1 è äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íà ëþáîì îòðåçêå[�1; x], �1 � x � 1. Â ñèëó ýòîãî ðàâåíñòâî (61) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå� (x; t) = �2 xZ�1 " 1Xk=0 (2t)2kP2k+1 (x)#dx; �1 � x � 1; �12 < t < 12 : (62)� 59 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà, Þ. Â. ßíèëêèíÏóñòü A � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà ([7], ñ. 324; [8], ñ. 120): A �� A (x;w) � 1p1� 2xw + w2 = 1Pn=0Pn (x)wn, jxj � 1, jwj < 1. Ïîëîæèì B � B (x;w) �� 1p1 + 2xw + w2 = 1Pn=0Pn (x) (�w)n, jxj � 1, jwj < 1. Òîãäà, î÷åâèäíî, 1Pk=0w2kP2k+1 (x) = A�B2w ,w 6= 0, jwj < 1, jxj � 1 è èç ôîðìóëû (62) ïðè w 6= 0 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (40) äëÿ ïëîòíîñòè � (x; t)â äîçâóêîâîé îáëàñòè: � (x; t) = xZ�1 B �Aw dx = 1w2 (P +Q� 2), �1 < w � 2t < 1, w 6= 0, �1 � x � 1.Îäíàêî ñïðàâåäëèâîñòü ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ â äàííîì ðàçäåëå îáîñíîâàíà òîëüêî äëÿ jtj < 1=2:Ðÿä (54) äëÿ ñêîðîñòè â äîçâóêîâîé îáëàñòè òå÷åíèÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèâîäèòñÿ ê âèäóu (x; t) = �2 1Xk=0 (2t)2k+1 xZ�1P2(k+1) (x) dx; (63)è â îáëàñòè �1 < w < 1, w 6= 0, �1 � x � 1 ñóììèðîâàíèåì ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå (40). Â (61)è (63) ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ôîðìóëû ([8], ñ. 162)xZ�1Pk (x) dx = 12k + 1�Pk+1 (x)� Pk�1 (x)�:5. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé â ðàçä. 4, ïðîâîäèëîñü ïî äâóìåðíîé ìåòîäèêåÝÃÀÊ [9] â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ íà êâàäðàòíûõ íåïîäâèæíûõ ñåòêàõ. Â ðàñ÷åòàõ â ïîïåðå÷íîìíàïðàâëåíèè (OY ) áðàëîñü 3 ÿ÷åéêè, à â íàïðàâëåíèè Ox â îáëàñòè �3 � x � 3 áðàëîñü N = 1200,2N è 4N ÿ÷ååê ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçìåðàìè h = 0;005; 0;0025; 0;00125. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:âûòåêàíèÿ íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ è æåñòêèå ñòåíêè � íà ãîðèçîíòàëüíûõ. Ðàñïðåäåëåíèåïëîòíîñòè çàäàâàëîñü ïî ôîðìóëå �i = 1 � x2i äëÿ jxij < 1, �i = 0 äëÿ 1 < jxij < 3, ãäå xi �êîîðäèíàòà öåíòðà i-é ÿ÷åéêè. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçîâàëîñü â ñòàíäàðòíîé ôîðìå p == 2�e: Íà÷àëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå e = �2=6: Ïîñêîëüêó â çàäà÷åðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëèòðîïíûé ãàç p = A�3, A � A (S), A (S) = R exp ((S � S0) =cV ), ñ êîíñòàíòîéA = 1=3, ïîãðåøíîñòü ýíòðîïèè îöåíèâàëàñü ïî ñòåïåíè âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà p=�3 � 1=3.Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà îòîáðàæåíèÿ ýòàëîííîãî ðå-øåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåòêó ÝÃÀÊ. Ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì i âû÷èñëÿëàñüïî ôîðìóëå Æ�i = �i � �etaloni , ãäå �etaloni � ýòàëîííîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â öåíòðå ÿ÷åéêè.Îòíîñèòåëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè (â íîðìå L1) âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëåjjÆ�jjL1 = Pi jÆ�ijViPi �etaloni Vi ;ãäå Vi � îáúåì i-é ÿ÷åéêè. Ôóíêöèÿ jjÆ�jjL1 àïïðîêñèìèðîâàëàñü âûðàæåíèåì C (h=h0)�, ãäå h0 �ðàçìåð ÿ÷åéêè ñàìîé ãðóáîé ñåòêè. Ïàðàìåòðû C è �, îïðåäåëÿþùèå ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè, íàõî-äèëèñü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ äàâëåíèÿ èýíòðîïèè.Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6�9. (X,t)-äèàãðàììû ãðàíèö îáëàñòè ïðèâåäåíû íàðèñ. 6. Ïðîôèëè ïëîòíîñòåé íà ìîìåíòû âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþùèå âðåìåíè íà÷àëà ðàçëåòà îáëà-ñòè, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7, ïîñëå íà÷àëà ðàçëåòà � íà ðèñ. 8. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè íà ðèñóíêàõïðèâåäåíû ëèøü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå (ñ h = 0;005). Ïîìèìîýòîãî íà ðèñ. 9 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåí ýòàëîííûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè âìåñòå ñ� 60 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçàëîêàëüíûìè ïîãðåøíîñòÿìè Æ� äëÿ êàæäîé ñ÷åòíîé ñåòêè íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1. Ñâîäíûå äàí-íûå îá îòíîñèòåëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ïîãðåøíîñòÿõ ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ è ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè(p=�3) ãàçà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ïðèâåäåíû â òàáëèöå è íà ðèñ. 10. Îòìåòèì, ÷òî â ðàñ÷åòàõèìååò ìåñòî áëèçêàÿ ê ëèíåéíîé ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 6. (X,t)-äèàãðàììû ãðàíèö îáëàñòè: � àíà-ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � ðàñ÷åò íà ñåòêå ðàçìå-ðîì N (h = 0;005) Ðèñ. 7. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè äîíà÷àëà ðàçëåòà îáëàñòè: 1 � t = 0; 2 � t = 0;25; 3 �t = 0;5; � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � ðàñ÷åòíà ñåòêå ðàçìåðîì N (h = 0;005)

Ðèñ. 8. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè ïî-ñëå íà÷àëà ðàçëåòà îáëàñòè: 1 � t = 1; 2 � t = 2;3 � t = 2;75; � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; �ðàñ÷åò íà ñåòêå ðàçìåðîì N (h = 0;005) Ðèñ. 9. Ýòàëîííûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè ( ) è ëî-êàëüíûå ïîãðåøíîñòè Æ� íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1:1 � íà ñåòêå N (h = 0;005); 2 � íà ñåòêå 2N (h == 0;0025); 3 � íà ñåòêå 4N (h = 0;00125)Íîðìû îòíîñèòåëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè äëÿ ïëîòíîñòè, äàâ-ëåíèÿ è ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè ãàçà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1jjÆjjL1Âåëè÷èíà Ñ �N 2N 4N� 0,0024 0,0009 0,0006 0,0024 1,00p=�3 0,010025 0,006823 0,004396 0,01 0,59p 9;82 � 10�6 3;09 � 10�6 1;65 � 10�6 9;82 � 10�6 1,29
� 61 �
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ïëîòíîñòè (à), ôóíêöèè ýíòðîïèè ãàçà (á )è äàâëåíèÿ (â) îò ðàçìåðîâ ñ÷åòíîé ñåòêè íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåí ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè,îïèñûâàþùèõ èçýíòðîïè÷åñêèé ðàçëåò â âàêóóì èäåàëüíîãî ãàçà è îáëàäàþùèõ ðÿäîì ñïåöèôè-÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèé íàéäåííîãî êëàññà. Â êà÷åñòâå ïðè-ìåðà äåòàëüíî îïèñàíî ðåøåíèå ÷àñòíîé çàäà÷è, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê òåñòîâîå.Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äàííîé çàäà÷è ïî ìåòîäèêå ÝÃÀÊ, êîòîðûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñàíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì.Ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ìîæíîïðîâåðèòü ñëåäóþùèå åãî îñîáåííîñòè: ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè òå÷åíèé, ñòåïåíü ñîõðàíåíèÿ ýíòðî-ïèè â èçýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ, êà÷åñòâî îïèñàíèÿ òå÷åíèé â îêðåñòíîñòÿõ ñëàáûõ è ñèëüíûõðàçðûâîâ è íà ãðàíèöàõ ñ âàêóóìîì. Äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäàìîæåò äàòü ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ â ÷èñëåííîì ðåøåíèè îñíîâíûõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ òî÷íîãîðåøåíèÿ: íåïîäâèæíîñòü çâóêîâûõ òî÷åê (òî÷åê ñëàáîãî ðàçðûâà), íåïîäâèæíîñòü ãðàíèö òå÷åíèÿäî ìîìåíòà âðåìåíè t� = 1=2, äâèæåíèå ëèíèé âàêóóìà (êðèâûõ ãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô) ñîãëàñíîçàêîíó (39). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ðîæäåñòâåíñêèé Á. Ë., ßíåíêî Í. Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ êãàçîâîé äèíàìèêå. Ì.: Íàóêà, 1968.2. Îâñÿííèêîâ Ë. Â. Ëåêöèè ïî îñíîâàì ãàçîâîé äèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1981.3. Ñòàíþêîâè÷ Ê. Ï. Íåóñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû. Ì.: Íàóêà, 1971.4. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Ãèäðîäèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1986.5. Àðíîëüä Â. È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ì.: Íàóêà, 1979.6. Óèçåì Äæ. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âîëíû. Ì.: Ìèð, 1977.7. Áðîíøòåéí È. Í., Ñåìåíäÿåâ Ê. À. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâ è ó÷àùèõñÿâòóçîâ. Ì.: Íàóêà, 1986.8. Ñóåòèí Ï. Ê. Êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ì.: Íàóêà, 1979.� 62 �



Îá îäíîì ðåæèìå ðàçëåòà â âàêóóì ïëîñêîãî ñëîÿ èäåàëüíîãî ãàçà9. ßíèëêèí Þ. Â., Áåëÿåâ Ñ. Ï., Áîíäàðåíêî Þ. À. è äð. Ýéëåðîâû ÷èñëåííûå ìåòîäèêè ÝÃÀÊ èÒÐÝÊ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ òå÷åíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñðåäû // Òðóäû ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ. 2008. Âûï. 12. C. 54�65.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20.11.14.ON A MODE OF IDEAL GAS PLANAR LAYER EXPANSION INTO VACUUM /V. E. Shemarulin, S. S. L'vova, Yu. V. Yanilkin (FSUE "RFNC-VNIIEF", Sarov, NizhnyNovgorod Region).We have discovered and investigated in detail the class of exact solutions of the gasdynamic equations that describe the isentropic ideal gas expansion into vacuum, when thegas �lls a �nite-thickness plane layer, in the case of speci�cally preset initial distributions ofgas-dynamic parameters at the adiabatic index of 3.As an example, the particular case with the zero gas initial velocity, while the initialdensity velocity, in accordance with quadratic law, turns into zero on the gas-vacuuminterface. The obtained particular solution can be used for testing the techniques andprograms for numerical solving the gas dynamics problems.Keywords : 1D gas dynamics equations, ideal gas, isentropic expansion into vacuum, exactsolutions, numerical solution.
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ÓÄÊ 538.911ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÀÊÎÏËÅÍÈß ÐÀÄÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÄÅÔÅÊÒÎÂÂ ×ÈÑÒÎÌ ÌÎËÈÁÄÅÍÅ ÌÅÒÎÄÀÌÈÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈÈ È ÊËÀÑÒÅÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈÌ. Þ. Ðîìàøêà, À. Â. ßíèëêèí(ÂÍÈÈÀ èì. Í. Ë. Äóõîâà, ã. Ìîñêâà)Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ â òîíêèõ ïëåíêàõ ÷è-ñòîãî ìîëèáäåíà ïîä äåéñòâèåì èîííîãî îáëó÷åíèÿ. Èñïîëüçîâàíû äâà ïîäõîäà ê ìî-äåëèðîâàíèþ: êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñî ñðåäíèìè ðàçìåðàìè êëàñòåðîâ è êëàñòåðíàÿäèíàìèêà. Âûÿâëåíà îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïåðâîãî ïîäõîäà.Â ñëó÷àå êëàñòåðíîé äèíàìèêè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ êàê ñýêñïåðèìåíòîì, òàê è ñ ðàñ÷åòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Ïðåäëîæåíà ðåàëèçàöèÿ íîâîãî,ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê êëàñòåðíîé äèíàìèêå íà îñíîâå êîäà SPPARKS. Ïðåèìóùå-ñòâà è íåäîñòàòêè ýòîãî ïîäõîäà îáñóæäàþòñÿ â ñòàòüå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êëàñòåðíàÿ äèíàìèêà, èîííîå îáëó÷åíèå, òîí-êèå ïëåíêè, ìîëèáäåí, òî÷å÷íûå äåôåêòû, SPPARKS.ÂâåäåíèåÎäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ðàäèàöèîííîãî ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ðàäèàöèîííîãî ðàñ-ïóõàíèÿ ìàòåðèàëîâ, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ íàêîïëåíèåì â íèõ òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ è èõ êëàñòåðîâ ïðèîáëó÷åíèè âûñîêîýíåðãè÷íûìè ÷àñòèöàìè. Äëÿ ðàñ÷åòà íàêîïëåíèÿ äåôåêòîâ è èõ êëàñòåðîâ çàáîëüøèå ïåðèîäû âðåìåíè (ïîðÿäêà ñðîêà ñëóæáû àòîìíûõ ðåàêòîðîâ) èëè ïðè áîëüøèõ äîçàõ îá-ëó÷åíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû êèíåòè÷åñêîé òåîðèè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíûäâà ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ íàêîïëåíèÿ äåôåêòîâ: êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îïåðèðóþùàÿ ñðåäíèìèðàçìåðàìè âàêàíñèîííûõ è ìåæäîóçåëüíûõ êëàñòåðîâ, è êëàñòåðíàÿ äèíàìèêà (ÊÄ).Ïåðâûé ïîäõîä, èäåÿ êîòîðîãî îñíîâàíà íà ðàáîòå [1], áóäåì íàçûâàòü êèíåòè÷åñêîé òåîðèåé ñîñðåäíèìè ðàçìåðàìè (ÊÒÑÐ). ÊÒÑÐ â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãðóáîé, ÷åì èñïîëüçóåìàÿðÿäîì àâòîðîâ ÊÄ [2�4], ïîñêîëüêó íå ó÷èòûâàåò ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì. Òåì íåìåíåå ìåòîä ÊÒÑÐ, áóäó÷è áîëåå ïðîñòûì è ýêîíîìè÷íûì â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå, èñïîëüçîâàëñÿ âðÿäå ðàáîò (íàïðèìåð [1, 5]). Â äàííîé ðàáîòå ÊÒÑÐ ïðèìåíåíà äëÿ ðàñ÷åòà íàêîïëåíèÿ äåôåêòîâ âòîíêèõ ïëåíêàõ ÷èñòîãî ìîëèáäåíà ïðè èîííîì îáëó÷åíèè. Äàëåå àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíûñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîãî, áîëåå ïðîäâèíóòîãî ïîäõîäà � ÊÄ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõîáîèõ ïîäõîäîâ, ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [2].Â [2] áûëè ïðåäñòàâëåíû êàê ýêñïåðèìåíòû ïî îáëó÷åíèþ òîíêèõ ïëåíîê ìîëèáäåíà, òàê è èõìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì ÊÄ. Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòîâ íåîá-õîäèìî ó÷åñòü ñëåäóþùèå ôàêòîðû: ãåíåðàöèþ íåáîëüøèõ êëàñòåðîâ òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êàñêà-äàõ ñìåùåíèé àòîìîâ è äèôôóçèþ êëàñòåðîâ. Ïðè ýòîì âàæíî ó÷åñòü áàëàíñ ìåæäó ãåíåðàöèåéêëàñòåðîâ â êàñêàäàõ è âûõîäîì êëàñòåðîâ íà ïîâåðõíîñòü â ðåçóëüòàòå äèôôóçèè. Â ÷àñòíîñòè,íåîáõîäèìî ó÷åñòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ðàçìåðà êëàñòåðà (â ñëó÷àå ìîëèáäå-íà ðå÷ü èäåò î ìåæäîóçåëüíûõ êëàñòåðàõ, ïîñêîëüêó ïîäâèæíîñòü âàêàíñèé è èõ êëàñòåðîâ ìíîãîìåíüøå, ÷åì ïîäâèæíîñòü ìåæäîóçëèé è èõ êëàñòåðîâ). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè ïîïûòêå ñìîäåëèðî-âàòü îáëó÷åíèå ïëåíîê ìîëèáäåíà ñ ïîìîùüþ ÊÒÑÐ àâòîðû ñòîëêíóëèñü ñ òðóäíîñòüþ: â ðàìêàõ� 64 �



Ìîäåëèðîâàíèå íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ â ÷èñòîì ìîëèáäåíå. . .ýòîé ìîäåëè íåëüçÿ çàäàâàòü ðàçëè÷íûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè äëÿ êëàñòåðîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìå-ðîâ. Ïîïûòêè çàäàòü íåêîòîðûé ñðåäíèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè äëÿ êëàñòåðîâ ñðåäíåãî ðàçìåðàïîòåðïåëè íåóäà÷ó. Ãëàâíàÿ ïðè÷èíà â òîì, ÷òî â ðåàëüíîñòè èìåþòñÿ äâå êàòåãîðèè êëàñòåðîâ: ìà-ëåíüêèå, êîòîðûå àêòèâíî ãåíåðèðóþòñÿ â êàñêàäàõ è áûñòðî âûõîäÿò íà ïîâåðõíîñòü, è áîëüøèå,êîòîðûå ðåäêî ãåíåðèðóþòñÿ â êàñêàäàõ (îáðàçóþòñÿ çà ñ÷åò ðîñòà íåáîëüøèõ êëàñòåðîâ) è ïðàêòè-÷åñêè íå âûõîäÿò íà ïîâåðõíîñòü. Ýòè äâà òèïà êëàñòåðîâ íåëüçÿ çàìåíèòü îäíèì òèïîì êëàñòåðîâñî ñðåäíèì ðàçìåðîì è ñðåäíèì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà âîçíèêëà ïðèìîäåëèðîâàíèè îáëó÷åíèÿ òîíêèõ ïëåíîê ÷èñòîãî æåëåçà (ýêñïåðèìåíòû îïèñàíû â ðàáîòàõ [6, 7]).Òàêèì îáðàçîì, áûëà âûÿâëåíà îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÊÒÑÐ. Ýòó ìîäåëü ñëåäóåòïðèìåíÿòü ñ îñòîðîæíîñòüþ â ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååòñÿ ãåíåðàöèÿ êëàñòåðîâ äåôåêòîâ â êàñêàäàõ èóõîä êëàñòåðîâ íà ñòîêè � ïîâåðõíîñòü, ìåæçåðåííûå ãðàíèöû è äèñëîêàöèè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âìåñòîÊÒÑÐ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ÊÄ, êîòîðàÿ, õîòÿ è áîëåå çàòðàòíà â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå,íî äàåò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì è î êîíöåíòðàöèè êëàñòåðîâêàæäîãî ðàçìåðà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.Àâòîðàìè áûë ðåàëèçîâàí ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ÊÄ, èäåÿ êîòîðîãî îñíîâàíà íà ðàáîòå [8].Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì ÊÄ íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè êàê ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè, òàê èñ ðàñ÷åòíûìè äàííûìè ðàáîòû [2], õîòÿ ïðåäëàãàåìûé àâòîðàìè ìåòîä ðåàëèçàöèè ÊÄ îòëè÷àåòñÿ îòèñïîëüçîâàííîãî â [2]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ïðåäëàãàåìîãîìåòîäà. Êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñî ñðåäíèìè ðàçìåðàìè êëàñòåðîâÐàññìîòðèì ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ïëàñòèíó òîëùèíîé h, ñîñòîÿùóþ èç ïîëèêðèñòàëëîâ ñ õàðàê-òåðíûì ðàçìåðîì çåðíà d (ðèñ. 1), îáëó÷àåìóþ ïîòîêîì âûñîêîýíåðãè÷íûõ ÷àñòèö, ïàäàþùèõ ïîíîðìàëè ê ïëàñòèíå. Òàêàÿ ãåîìåòðèÿ îáðàçöà ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ýêñïåðèìåíòû ïî îáëó÷åíèþêàê òîíêèõ ïëåíîê ïðè ìàëîé h (÷àñòî h < d), òàê è îáúåìíîãî îáðàçöà ïðè áîëüøîé h.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëó÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå (T = const êàê âî âðåìå-íè, òàê è ïî îáúåìó îáðàçöà), ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö òàêæå îäíîðîäíà è ïîñòîÿííà è, áîëåå òîãî,ãåíåðàöèÿ äåôåêòîâ è èõ ìàëûõ êëàñòåðîâ ïðîèñõîäèò îäíîðîäíî ïî âñåìó îáúåìó ïëàñòèíû. Ïî-ñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà òîëùèíà ïëàñòèíû ìíîãîìåíüøå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà îáëó÷àþùèõ ÷àñòèö. Â ýêñïåðèìåíòàõ, îïèñàííûõ â ðàáîòå [2],ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ îñåé êðèñòàë-ëèòîâ õàîòè÷åñêàÿ (ò. å. íå áóäåì ó÷èòûâàòü âîçìîæíóþ êîððåëÿöèþ ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïîòîêà÷àñòèö è íàïðàâëåíèåì îñåé). Çàäà÷à ñîñòîèò â ðàñ÷åòå íàêîïëåíèÿ äåôåêòîâ è èõ êëàñòåðîâ âòàêîé ñèñòåìå.Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò èçó÷àòü çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (èëè äîçû îáëó÷åíèÿ) øåñòèâåëè÷èí: Ci � êîíöåíòðàöèè ìåæäîóçëèé (÷èñëî ìåæäîóçëèé íà îäèí óçåë ðåøåòêè � áåçðàçìåðíàÿâåëè÷èíà); Cv � êîíöåíòðàöèè âàêàíñèé; V � ñðåäíåãî îáúåìà âàêàíñèîííûõ êëàñòåðîâ (ñðåäíåãî÷èñëà âàêàíñèé â êëàñòåðå); L � ñðåäíåãî äèàìåòðà ìåæäîóçåëüíûõ ïåòåëü (â åäèíèöàõ äëèíû);Cloop � êîíöåíòðàöèè ïåòåëü ñî ñðåäíèì äèàìåòðîì; Cvoid � êîíöåíòðàöèè âàêàíñèîííûõ êëàñòåðîâ(ïîð) ñðåäíåãî ðàçìåðà.Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: G � ñêîðîñòü ãåíåðàöèè ôðåíêåëåâñêèõ ïàðíà îäèí óçåë ðåøåòêè; R � ñðåäíèé ðàäèóñ âàêàíñèîííûõ êëàñòåðîâ; Di, Dv � êîýôôèöèåíòû äèô-ôóçèè ìåæäîóçëèé è âàêàíñèé; b � âåêòîðÁþðãåðñà âàêàíñèîííîé ïåòëè; 
 � àòîìíûéîáúåì; Zil, Zvl, Zic, Zvc � ýôôåêòèâíîñòè çà-õâàòà ìåæäîóçëèé (i) è âàêàíñèé (v) ìåæäî-óçåëüíûìè ïåòëÿìè (l) è âàêàíñèîííûìè ïî-ðàìè (c); � � òåòà-ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà; � �ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé; f1, f2 � êîýôôèöèåí-òû, õàðàêòåðèçóþùèå çàðîæäåíèå íåáîëüøèõêëàñòåðîâ â êàñêàäàõ ïðè îáëó÷åíèè; kiv = Ðèñ. 1. Ìîäåëü îáëó÷àåìîãî îáðàçöà� 65 �



Ì. Þ. Ðîìàøêà, À. Â. ßíèëêèí= 4�riv
 (Di +Dv), kii = 8�rii
 Di, kvv = 8�rvv
 Dv � êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ðåàêöèé ðåêîìáèíàöèèâàêàíñèè è ìåæäîóçëèÿ, ñëèÿíèÿ äâóõ ìåæäîóçëèé, ñëèÿíèÿ äâóõ âàêàíñèé ñîîòâåòñòâåííî; kg == 15=d2, ks = 8=h2 � êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ñèëû ñòîêîâ íà ìåæçåðåííûå ãðàíèöû èïîâåðõíîñòü; Æ � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ îäèíî÷íûõ äåôåêòîâ ñ âà-êàíñèîííûìè ïîðàìè; �, � � ðàçìåðû ìåæäîóçåëüíûõ è âàêàíñèîííûõ êëàñòåðîâ, ãåíåðèðóåìûõ âêàñêàäàõ. Ðàçìåðû � è � âûðàæàþòñÿ êîëè÷åñòâîì åäèíè÷íûõ äåôåêòîâ, âõîäÿùèõ â êëàñòåð. Êî-ýôôèöèåíòû f1 è f2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòíîøåíèÿ ÷èñëà ìåæäîóçëèé è âàêàíñèé, ãåíåðèðóåìûõâ âèäå ìàëûõ êëàñòåðîâ, ê îáùåìó ÷èñëó ãåíåðèðóåìûõ ìåæäîóçëèé è âàêàíñèé.Êëàñòåðû (ïåòëè è ïîðû) â äàííîé ìîäåëè ñ÷èòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè, à ìåæçåðåííûå ãðàíèöû èïîâåðõíîñòü ñ÷èòàþòñÿ àáñîëþòíûìè ñòîêàìè. Òîãäà äëÿ óêàçàííûõ âûøå øåñòè âåëè÷èí ìîæíîçàïèñàòü ñèñòåìó èç øåñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íûõ èñïîëüçîâàííûì â [1], íî ñíåáîëüøèìè ìîäèôèêàöèÿìè.Äëÿ êîíöåíòðàöèè ìåæäîóçëèé èìååìdCidt = G (1� f1)� kivCiCv � 2kiiCiCi � 2�Lb3 ZilDiCiCloop + 2
�2=3b�L ZvlDvCvCloop��2;5� Lb ��� 4� (R+ Æ)
 ZicDiCiCvoid � �Zil "1 + 6 (�Zil)�0;5d #DiCi � (kg + ks)DiCi: (1)Ñòðóêòóðà ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçàíà íà ñëåäóþùåé áëîê-ñõåìå, â êîòîðîé ïîðÿäîê áëîêîâ ñîîòâåò-ñòâóåò ïîðÿäêó ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè:dCidt = Ãåíåðàöèÿìåæäîóçëèé � Ðåêîìáèíàöèÿñ âàêàíñèÿìè � Îáðàçîâàíèåäèìåæäîóçëèé � Óõîä ìåæäîóçëèé íàìåæäîóçåëüíûå ïåòëè ++ Îáðàçîâàíèå ìåæäîóçëèÿ ïðè ðåêîìáèíàöèèäèìåæäîóçëèÿ ñ âàêàíñèåé � Óõîä ìåæäîóçëèé íàâàêàíñèîííûå êëàñòåðû �� Óõîä ìåæäîóçëèéíà äèñëîêàöèè � Óõîä ìåæäîóçëèé íà ìåæçåðåííûå ãðàíèöûè íà ïîâåðõíîñòü :Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå èìååì äëÿ êîíöåíòðàöèè âàêàíñèé:dCvdt = G (1� f2)� kivCiCv � 2kvvCvCv � 2�Lb3 ZvlDvCvCloop + 4� (R+ Æ)
 ZicDiCiCvoid� (2;5� V )�� 4� (R+ Æ)
 ZvcDvCvCvoid � �Zvl "1 + 6 (�Zvl)�0;5d #DvCv � (kg + ks)DvCv: (2)Äëÿ ñðåäíåãî äèàìåòðà ìåæäîóçåëüíûõ ïåòåëü èìååì óðàâíåíèådLdt = 4bZilDiCi � 4bZvlDvCv��Lb � 2;5�� (L� 2b) dCloopdt �Gf1�Cloop (3)ñî ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé:dLdt = Óâåëè÷åíèå çà ñ÷åòïðèõîäà ìåæäîóçëèé � Óìåíüøåíèå çà ñ÷åòïðèõîäà âàêàíñèé � Óìåíüøåíèå çà ñ÷åò ðîæäåíèÿäèìåæäîóçëèé è íåáîëüøèõêëàñòåðîâ â êàñêàäàõ :Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå èìååì äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà âàêàíñèîííûõ êëàñòåðîâ:dVdt = 4� (R+ Æ)
 hZvcDvCv � ZicDiCi� (V � 2;5)i� (V � 2) dCvoiddt �Gf2�Cvoid : (4)� 66 �



Ìîäåëèðîâàíèå íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ â ÷èñòîì ìîëèáäåíå. . .Äëÿ êîíöåíòðàöèè ìåæäîóçåëüíûõ ïåòåëü èìååì óðàâíåíèådCloopdt = Gf1� + kiiCiCi � 2
�2=3b�L ZvlDvCvCloop��2;5� Lb � (5)ñî ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé:dCloopdt = Çàðîæäåíèå íåáîëüøèõêëàñòåðîâ â êàñêàäàõ + Çàðîæäåíèåäèìåæäîóçëèé � Óíè÷òîæåíèå äèìåæäîóçëèÿïðè âñòðå÷å ñ âàêàíñèåé :Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå èìååì äëÿ êîíöåíòðàöèè âàêàíñèîííûõ êëàñòåðîâ (ïîð):dCvoiddt = Gf2� + kvvCvCv � 4� (R+ Æ)
 ZicDiCiCvoid� (2;5� V ) : (6)Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà � îñóùåñòâëÿåò ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó äâóìÿ ðåæèìàìè:êîãäà ñðåäíèé ðàçìåð êëàñòåðîâ áîëüøå 2;5 îäèíî÷íûõ äåôåêòîâ è êîãäà ñðåäíèé ðàçìåð êëàñòåðîâìåíüøå èëè ðàâåí 2;5 îäèíî÷íûõ äåôåêòîâ. Âî âòîðîì ðåæèìå ñðåäíèé ïîòîê âàêàíñèé íà ìåæ-äîóçåëüíûå ïåòëè áîëüøå ñðåäíåãî ïîòîêà ìåæäîóçëèé, ïîýòîìó îáðàçóþùèåñÿ ïåòëè íå ðàñòóò.Àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âàêàíñèé.Îòëè÷èÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé îò èñïîëüçîâàííûõ â ðàáîòå [1] ñîñòîÿò â ïðèñóòñòâèè â íèõ:� ôóíêöèè Õåâèñàéäà, îñóùåñòâëÿþùåé ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó ðåæèìàìè;� ÷ëåíîâ, îòâå÷àþùèõ çà ãåíåðàöèþ êëàñòåðîâ ñ ðàçìåðàìè � è � â êàñêàäàõ è ñîîòâåòñòâóþùååèçìåíåíèå ñðåäíèõ ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ;� ñòîêîâ íà äèñëîêàöèè; ïðè ýòîì ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.Ðàçëè÷èÿ â âèäå óðàâíåíèé (1) è (2) ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ìåæäîóçåëüíûå êëàñòåðû ïðåäñòàâëÿþòñîáîé äèñëîêàöèîííûå ïåòëè, à âàêàíñèîííûå � ñôåðè÷åñêèå ïîðû.Ñèñòåìà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Mathematica. Ïðè ýòîìôóíêöèÿ Õåâèñàéäà çàìåíÿåòñÿ ñãëàæåííîé ôóíêöèåé. Ðàäèóñû âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëîæåíû ðàâíû-ìè rii = rvv = riv = 2a, ãäå a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè.Ðàñ÷åò íàêîïëåíèÿ äåôåêòîâ â òîíêèõ ïëåíêàõ ìîëèáäåíà ñ ïîìîùüþ ÊÒÑÐÏðèìåíèì ÊÒÑÐ äëÿ ðàñ÷åòà íàêîïëåíèÿ äåôåêòîâ â ÷èñòîì ìîëèáäåíå, âçÿâ âõîäíûå ïàðàìåòðûèç ðàáîòû [2]. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ìåæäîóçëèé è âàêàíñèé îò òåìïåðàòóðû â÷èñòîì ìîëèáäåíå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Àððåíèóñà:Di = D0ie�Ei=T ; Dv = D0ve�Ev=T ;ãäå Ei, Ev � ýíåðãèè àêòèâàöèè ìèãðàöèè ìåæäîóçëèé è âàêàíñèé, âûðàæåííûå â òåõ æå åäèíèöàõ,÷òî è òåìïåðàòóðà T ; D0i, D0v � ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè.Ýíåðãèè àêòèâàöèè ìèãðàöèè ìåæäîóçëèé è âàêàíñèé â ìîëèáäåíå ñîãëàñíî [2] ðàâíû Ei == 0;084 ýÂ è Ev = 1;35 � 1;89 ýÂ (äëÿ âàêàíñèé ýòà âåëè÷èíà èçâåñòíà ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ).Â [2] áûëè âûïîëíåíû òðè âàðèàíòà ðàñ÷åòîâ, êîòîðûå ñðàâíèâàëèñü ñ ýêñïåðèìåíòîì.Â ïåðâîì âàðèàíòå âñå êëàñòåðû áûëè íåïîäâèæíûìè (äèôôóíäèðîâàëè òîëüêî îäèíî÷íûå äå-ôåêòû) è ãåíåðàöèÿ êëàñòåðîâ â êàñêàäàõ îòñóòñòâîâàëà. Êàê áûëî ïîêàçàíî àâòîðàìè [2], ýòîò âàðè-àíò íå âîñïðîèçâîäèò ýêñïåðèìåíòà. À èìåííî, åñëè âçÿòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé àêòèâà-öèè Ei = 0;1 ýÂ; Ev = 1;3 ýÂ è ïðåäýêñïîíåíò D0i = D0v = 10�6 ì2/ñ, êîíöåíòðàöèè ïåòåëü ïîëó÷àþò-ñÿ íà ÷åòûðå ïîðÿäêà ìåíüøå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìåæäîóç-ëèÿ ñëèøêîì áûñòðî äèôôóíäèðóþò íà ïîâåðõíîñòü ïëåíêè è íå óñïåâàþò îáðàçîâûâàòü êëàñòåðû.Âî âòîðîì âàðèàíòå ðàñ÷åòîâ êëàñòåðû áûëè ïîäâèæíûìè, íî ãåíåðàöèÿ êëàñòåðîâ â êàñêàäàõïî-ïðåæíåìó îòñóòñòâîâàëà. Â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàëîñü åùå áîëüøåå ðàñõîæäåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì(åùå áîëüøèé äåôèöèò êîíöåíòðàöèè êëàñòåðîâ, ÷òî ïîíÿòíî, ïîñêîëüêó îíè äèôôóíäèðîâàëè íàïîâåðõíîñòü). � 67 �



Ì. Þ. Ðîìàøêà, À. Â. ßíèëêèíÂ òðåòüåì âàðèàíòå ðàñ÷åòîâ êëàñòåðû áûëè ïîäâèæíû è âìåñòå ñ òåì áûëà ââåäåíà ãåíåðàöèÿêëàñòåðîâ â êàñêàäàõ. Ïîñëåäíåå ïîçâîëèëî ïðèâåñòè ðàñ÷åòû â ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì. Òàêèìîáðàçîì, àâòîðàìè [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ìîëèáäåíà ñóùåñòâåííóþ ðîëü â íàêîïëåíèèêëàñòåðîâ äåôåêòîâ â òîíêèõ ïëåíêàõ èãðàåò ãåíåðàöèÿ ýòèõ êëàñòåðîâ â êàñêàäàõ.Îäíàêî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÊÒÑÐ íå ó÷èòûâàåò ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì, à îïåðè-ðóåò òîëüêî ñðåäíèì ðàçìåðîì êëàñòåðîâ. Êàê ñëåäñòâèå, â ýòîé ìîäåëè íåëüçÿ ââåñòè ðàçëè÷íûåêîýôôèöèåíòû äèôôóçèè äëÿ êëàñòåðîâ ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Ìîæíî ââåñòè ëèøü äèôôóçèþ äëÿêëàñòåðîâ ñðåäíåãî ðàçìåðà. Íî ïðè ýòîì íèêàê íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ðåàëüíî ñóùåñòâóþò ìàëûåêëàñòåðû, ãåíåðèðóåìûå â êàñêàäàõ, è áîëüøèå (âûðîñøèå) êëàñòåðû, ïðè÷åì ìàëûå êëàñòåðû äèô-ôóíäèðóþò áûñòðåå áîëüøèõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÊÒÑÐ íå ìîæåò â ïîëíîé ìåðå âîñïðîèçâåñòè êàðòèíóäèôôóçèè êëàñòåðîâ.Òåì íå ìåíåå ìîæíî ñðàâíèòü ðàñ÷åòû, âûïîëíåííûå àâòîðàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû, ñ ïåðâûì âà-ðèàíòîì ðàñ÷åòîâ èç [2], ãäå êëàñòåðû áûëè íåïîäâèæíûìè è ãåíåðàöèÿ â êàñêàäàõ îòñóòñòâîâàëà.Àâòîðàìè [2] áûëî ïðîâåäåíî ÷åòûðå ñåðèè ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè àêòèâàöèèìèãðàöèè ìåæäîóçëèé: 0;1, 0;3, 0;4 è 0;5 ýÂ. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû (â òîì ÷èñëå ïðåäýêñïîíåíòû)â ýòèõ ñåðèÿõ ðàñ÷åòîâ áðàëèñü îäèíàêîâûìè. Áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: T == 353Ê; G = 5 � 10�4 ñ�1; a = 3;14 � 10�10 ì; b = 2 � 10�10 ì. Íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè ìåæäîóçëèé,âàêàíñèé, ïåòåëü è ïîð ðàâíû 10�18; h = 105 íì; d = 1ìêì; Æ = 2a; Zil = 1;2; Zvl = Zic = Zvc = 1;f1 = f2 = 0 (íåò ãåíåðàöèè êëàñòåðîâ â êàñêàäàõ); �! 0 (íåò äèñëîêàöèé).Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [2], à òàêæå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ àâòîðîâ íàñòîÿùåéðàáîòû â ðàìêàõ ÊÒÑÐ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïå-òåëü S îò äîçû îáëó÷åíèÿ �. Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû àâòîðñêèõ ðàñ÷åòîâ íåñêîëüêî çàâûøåíû ïîñðàâíåíèþ ñ [2], õîòÿ è íå íàìíîãî, à ôîðìû êðèâûõ ñîâïàäàþò. Îòëè÷èÿ ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíûòåì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïîëíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïåòåëü, òîãäà êàê â [2] ïðèâåäåíàêîíöåíòðàöèÿ òîëüêî âèäèìûõ ïåòåëü.Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîâ áóäåò ðåçóëüòàò, åñëè â ðàìêàõ ÊÒÑÐ ïðîâåñòè ðàñ÷åò ñ ó÷åòîì ãåíå-ðàöèè êëàñòåðîâ â êàñêàäàõ? Åñëè ïîëàãàòü êëàñòåðû íåïîäâèæíûìè, òî îòâåò ñëåäóþùèé: êîí-öåíòðàöèÿ êëàñòåðîâ ïîëó÷àåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ áîëüøå íàáëþäàåìîé â ýêñïåðèìåíòå. Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå â êàñêàäàõ îáðàçóþòñÿ ìàëûå êëàñòåðû, êîòîðûå îáëàäàþò ïî-äâèæíîñòüþ, õîòÿ è ìåíüøåé, ÷åì îäèíî÷íûå ìåæäîóçëèÿ. Ìàëûå êëàñòåðû âûõîäÿò íà ïîâåðõ-íîñòü, âñëåäñòâèå ÷åãî èõ êîíöåíòðàöèÿ óìåíüøàåòñÿ. Ïîýòîìó, åñëè íå ó÷èòûâàòü âûõîä êëàñòåðîâíà ïîâåðõíîñòü, ðàññ÷èòàííàÿ êîíöåíòðàöèÿ îêàæåòñÿ çàâûøåííîé.Ïûòàÿñü ó÷åñòü âûõîä êëàñòåðîâ íà ïîâåðõíîñòü, àâòîðû ââåëè â ÊÒÑÐ äèôôóçèþ êëàñòåðîâñðåäíåãî ðàçìåðà ê ïîâåðõíîñòè (ñëèÿíèå êëàñòåðîâ íå ó÷èòûâàåòñÿ). Äëÿ ýòîãî â ïðàâóþ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (5) áûë äîáàâëåí ÷ëåí, àíàëîãè÷íûé ïîñëåäíåìó ÷ëåíó â ïðàâîé ÷àñòè (1), îïèñûâàþùåìóâûõîä ìåæäîóçëèé íà ïîâåðõíîñòü è ìåæçåðåííûå ãðàíèöû. Ýòîò ÷ëåí èìååò âèä �(ks + kg) D0cns �� e�(p+qn)=TCloop, ãäå n � ÷èñëî ìåæäîóçëèé â êëàñòåðå; s � áåçðàçìåðíûé ïîäãîíî÷íûé ïàðàìåòð;D0c � ïðåäýêñïîíåíòà â êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè êëàñòåðîâ; p + qn � âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèèàêòèâàöèè äèôôóçèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [2] áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:D0c = D0i = 2 � 10�7 ì2/ñ; p = 0;063 ýÂ; q = 0;037 ýÂ. Ïàðàìåòð s áûë âûáðàí ðàâíûì 0;25 (ìåíüøå,÷åì çíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â [2]), äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü óáûâàíèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ñðîñòîì n áîëåå ïëàâíûì. Ïðåäïîñûëêè ýòîãî îáñóæäàþòñÿ íèæå.Ðàñ÷åò êîíöåíòðàöèè ïåòåëü â çàâèñèìîñòè îò äîçû îáëó÷åíèÿ âûïîëíÿëñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðàâõîäíûõ ïàðàìåòðîâ (ñîîòâåòñòâóþò òðåòüåìó âàðèàíòó ðàñ÷åòîâ â ðàáîòå [2]): Ei = 0;1 ýÂ; Ev == 0;9 ýÂ; D0i = D0v = 2 � 10�7 ì2/ñ; T = 353Ê; G = 5 � 10�4 ñ�1; a = 3;14 � 10�10 ì; b = 2 � 10�10 ì.Íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè ìåæäîóçëèé, âàêàíñèé, ïåòåëü è ïîð ðàâíû 10�18; h = 60 íì; d = 1ìêì;Æ = 2a; Zil = 1;2; Zvl = Zic = Zvc = 1; f1 = 0;1; f2 = 0 (ìàëûå êëàñòåðû ìåæäîóçëèé ãåíåðèðóþòñÿ âêàñêàäàõ); �! 0 (íåò äèñëîêàöèé). Ðàçìåð ãåíåðèðóåìûõ â êàñêàäàõ êëàñòåðîâ � = 4.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïåòåëü è åãî ñðàâíåíèå ñ äàííûìèèç [2]. Âèäíî, ÷òî äàæå ïðè íåáîëüøîé èíòåíñèâíîñòè ãåíåðàöèè ïåòåëü â êàñêàäàõ ðåçóëüòàòû ðàñ-÷åòà â ðàìêàõ ÊÒÑÐ ïðèìåðíî íà äâà-òðè ïîðÿäêà ïðåâûøàþò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà. Ïðè÷èíàâ òîì, ÷òî ñðåäíèé ðàçìåð êëàñòåðîâ, ôèãóðèðóþùèé â ÊÒÑÐ, îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøå� 68 �



Ìîäåëèðîâàíèå íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ â ÷èñòîì ìîëèáäåíå. . .

Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïåòåëü îò äîçû îáëó÷åíèÿ: à � Ei = 0;1 ýÂ; á �Ei = 0;3 ýÂ; â � Ei = 0;4 ýÂ; ã � Ei = 0;5 ýÂ; �� J �� � èç [2]; � àâòîðñêèå â ðàìêàõ ÊÒÑÐðàçìåðîâ ìàëûõ êëàñòåðîâ, ãåíåðèðóåìûõ âêàñêàäàõ. Èç-çà ýòîãî êîýôôèöèåíò äèôôó-çèè êëàñòåðîâ ñðåäíåãî ðàçìåðà ìíîãî ìåíü-øå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè êëàñòåðîâ, âîç-íèêàþùèõ â êàñêàäàõ. Êàê ñëåäñòâèå, êëàñòå-ðû ñðåäíåãî ðàçìåðà íåäîñòàòî÷íî èíòåíñèâ-íî âûõîäÿò íà ïîâåðõíîñòü è íàêàïëèâàþòñÿñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì êëàñòåðû, ðåàëüíîâîçíèêàþùèå â êàñêàäàõ. Îòìåòèì, ÷òî åñëèâ ÊÒÑÐ "îòêëþ÷èòü" äèôôóçèþ ïåòåëü íàïîâåðõíîñòü, òî ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 3ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèòñÿ. Ýòî ñâèäåòåëü-ñòâóåò î òîì, ÷òî âûõîä ïåòåëü íà ïîâåðõíîñòüâ ðàñ÷åòàõ ìàë â ñèëó ìàëîñòè êîýôôèöèåíòàäèôôóçèè.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òîäëÿ êîððåêòíîãî ðàñ÷åòà íàêîïëåíèÿ äåôåê- Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïåòåëüîò äîçû îáëó÷åíèÿ: � ðàñ÷åò â ðàìêàõ ÊÒÑÐ; � �ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç ðàáîòû [2]� 69 �



Ì. Þ. Ðîìàøêà, À. Â. ßíèëêèíòîâ è èõ êëàñòåðîâ â òîíêèõ ïëåíêàõ ìîëèáäåíà íåîáõîäèìà ÊÄ, ïîçâîëÿþùàÿ çàäàâàòü ðàçíûå êî-ýôôèöèåíòû äèôôóçèè äëÿ êëàñòåðîâ ðàçíûõ ðàçìåðîâ (èëè ïî êðàéíåé ìåðå êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëüñ äâóìÿ ðàçìåðàìè êëàñòåðîâ, îäèí èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì êëàñòåðàì, ãåíåðèðóåìûì âêàñêàäàõ). ÊÄ è åå ñòîõàñòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿÑóòü ÊÄ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íåèçâåñòíûìè ôóíê-öèÿìè â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðàöèè êëàñòåðîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ (ñîñòîÿùèõ èç ðàçëè÷íîãî÷èñëà îòäåëüíûõ äåôåêòîâ). Ïðè ýòîì ïîäõîäå äëÿ êàæäîãî ðàçìåðà êëàñòåðà çàïèñûâàåòñÿ ñâîåóðàâíåíèå è ðåøàåòñÿ ñèñòåìà èç áîëüøîãî ÷èñëà óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, åñëè â ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷å ìåæäîóçåëüíûå è âàêàíñèîííûå êëàñòåðû ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ñîñòîÿò èç 2 000 äåôåêòîâ,òî íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó èç 4 000 óðàâíåíèé (2 000 äëÿ êëàñòåðîâ âàêàíñèé è 2 000 äëÿ êëà-ñòåðîâ ìåæäîóçëèé). Òàêîé ïîäõîä âû÷èñëèòåëüíî áîëåå çàòðàòåí, ÷åì ÊÒÑÐ, çàòî îí äàåò áîëååïîäðîáíîå îïèñàíèå äèíàìèêè êîíöåíòðàöèé äåôåêòîâ.Ñòðóêòóðà óðàâíåíèé ÊÄ ïîäðîáíî îïèñàíà, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [3, 4]. Óðàâíåíèå äëÿ êîíöåí-òðàöèè Cn êëàñòåðîâ ðàçìåðîì n (ñîñòîÿùèõ èç n äåôåêòîâ) èìååò ñëåäóþùèé îáùèé âèä:dCndt = Gn +Xm wm!nCm �Xm wn!mCn � Ssurf � Sgrain � Sdisl; (7)ãäå â ëåâîé ÷àñòè � ïðîèçâîäíàÿ êîíöåíòðàöèè ïî âðåìåíè, à â ïðàâîé � âñå âîçìîæíûå èñòî÷íèêèè ñòîêè. Çäåñü Gn � ñêîðîñòü ãåíåðàöèè êëàñòåðîâ ðàçìåðîì n; wm!n � ñêîðîñòü ïåðåõîäà êëàñòå-ðîâ ðàçìåðîì m â êëàñòåðû ðàçìåðîì n (ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â åäèíèöóâðåìåíè). Òàêæå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàòñÿ ñòîêè Ssurf , Sgrain, Sdisl � íà ïîâåðõíîñòü,ìåæçåðåííûå ãðàíèöû è äèñëîêàöèè. Âñå ýòè ÷ëåíû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû èñïîëüçóåìûì â ÊÒÑÐ.×àñòî ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå î ïåðåìåííûõ n è m: äëÿ ìåæäîóçåëüíûõ êëàñòåðîâ îíèèìåþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à äëÿ âàêàíñèîíûõ � îòðèöàòåëüíûå (èëè íàîáîðîò). Àâòîðû èñ-ïîëüçóþò ïåðâûé âàðèàíò: ïåðåìåííûå ïîëîæèòåëüíû äëÿ ìåæäîóçåëüíûõ êëàñòåðîâ è îòäåëüíûõìåæäîóçëèé.Àâòîðàìè áûë ðåàëèçîâàí ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ÊÄ, îñíîâàííûé íà ìåòîäå, îïèñàííîì â êëàñ-ñè÷åñêîé ðàáîòå [8]. Îòìåòèì, ÷òî ÊÄ ïî ñâîåé ñóòè àíàëîãè÷íà õèìè÷åñêîé êèíåòèêå: â íåéðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ, òîëüêî â êà÷åñòâå ðåàãåíòîâ âûñòóïàþò êëàñòåðû ðàçëè÷íûõðàçìåðîâ. Â ðàáîòå [8] áûë îïèñàí íîâûé ïîäõîä ê õèìè÷åñêîé êèíåòèêå: âìåñòî ðåøåíèÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèé (èëè ÷èñëà ÷àñòèö) áûëî ïðåäëîæåíî ñòîõàñòè÷åñêè ìîäåëèðîâàòü èç-ìåíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö â êîíå÷íîì îáúåìå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Â ýòîì ïîäõîäå ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî èìååòñÿ íàáîð èç N òèïîâ ÷àñòèö (ðåàãåíòîâ), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â îáúåìå V , è íàáîðèç M ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåññîâ (ðåàêöèé), â êîòîðûõ ìîãóò ó÷àñòâîâàòü ðåàãåíòû. Ðàçûãðûâàåò-ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì (ñ íåêîòîðûì çàäàííûìðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè) âûáèðàåòñÿ ïðîèñõîäÿùàÿ ðåàêöèÿ. Êàæäîé ðåàêöèè ïðèñâàèâàåòñÿíåêîòîðûé èíòåðâàë ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè (âûáèðàåìûé ñëó÷àéíî ñ íåêîòîðûì çàäàííûì ðàñïðå-äåëåíèåì âåðîÿòíîñòè è çàâèñÿùèé îò îáùåãî ÷èñëà îáúåêòîâ â ñèñòåìå). Âåðîÿòíîñòè òîé èëèèíîé ðåàêöèè, à òàêæå èíòåðâàëû âðåìåíè, ïðèñâàèâàåìûå êàæäîé ðåàêöèè, âûáèðàþòñÿ èñõîäÿ èçêîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèé (ò. å. êîýôôèöèåíòîâ â êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ).Îïèñàííûé â [8] ïîäõîä ê õèìè÷åñêîé êèíåòèêå ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììå SPPARKS [9]. Åñëè âêà÷åñòâå ðåàãåíòîâ âçÿòü òî÷å÷íûå äåôåêòû è èõ êëàñòåðû, òî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ÊÄ, ÷òî è áûëîñäåëàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Îñîáåííîñòüþ ÊÄ ÿâëÿåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî òèïîâ ðåàãåíòîâ è áîëüøîå÷èñëî ðåàêöèé. Äëÿ àâòîìàòèçàöèè çàäàíèÿ ðåàêöèé áûë íàïèñàí ãåíåðàòîð ñêðèïòà äëÿ SPPARKSíà ÿçûêå Python. Òàêæå íà Python íàïèñàíà ïðîãðàììà äèàãíîñòèêè, ïîçâîëÿþùàÿ îáðàáàòûâàòüâûõîäíîé ôàéë, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ â SPPARKS.Âñå ðåàêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðåàëèçàöèè ÊÄ, ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå òèïà:1) íóëåâîãî ïîðÿäêà: ãåíåðàöèÿ äåôåêòîâ êàæäîãî òèïà;� 70 �



Ìîäåëèðîâàíèå íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ â ÷èñòîì ìîëèáäåíå. . .2) ïåðâîãî ïîðÿäêà: óõîä äåôåêòîâ íà ïîâåðõíîñòü, ìåæçåðåííûå ãðàíèöû è äèñëîêàöèè. Ïëîò-íîñòü äèñëîêàöèé â òåêóùåé âåðñèè ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé êîíñòàíòîé;3) âòîðîãî ïîðÿäêà: ðåàêöèè âèäà A + B ! C. Ê ýòèì ðåàêöèÿì îòíîñèòñÿ ñëèÿíèå äåôåêòîâè êëàñòåðîâ è èõ ðåêîìáèíàöèÿ (â òîì ÷èñëå ðåêîìáèíàöèÿ "ïðîòèâîïîëîæíûõ" äåôåêòîâ,íàïðèìåð îäèíî÷íîé âàêàíñèè è îäèíî÷íîãî ìåæäîóçëèÿ);4) îòäåëüíàÿ ãðóïïà � ðåàêöèè äèññîöèàöèè (ðàñïàäà) êëàñòåðîâ, êîòîðûå èìåþò âèä C ! A++B. Îñíîâíûì êàíàëîì ðàñïàäà, êàê èçâåñòíî [4], ÿâëÿåòñÿ îòùåïëåíèå îäèíî÷íîãî äåôåêòà(âàêàíñèè èëè ìåæäîóçëèÿ) îò êëàñòåðà. Âî âñåõ èçâåñòíûõ ðàáîòàõ ïî ÊÄ ïðè ìîäåëèðîâà-íèè äèññîöèàöèè îãðàíè÷èâàþòñÿ îòùåïëåíèåì îäèíî÷íûõ äåôåêòîâ. Àâòîðû òàêæå ñëåäóþòýòîìó ïðèáëèæåíèþ.Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííîãî ïîâðåæäåíèÿ ìåòîäîì ÊÄ òðåáóåò, â÷àñòíîñòè, çíàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè è ñêîðîñòåé ãåíåðàöèè êàê êëàñòåðîâ êàæäîãî ðàçìåðàâ êàñêàäàõ, òàê è îòäåëüíûõ äåôåêòîâ.Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èìåþòñÿ òðóäíîñòè â ðàñ÷åòå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè êëàñòåðîâ äåôåêòîâäàæå äëÿ ÷èñòûõ ìåòàëëîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîêà íå óäàëîñü ñìîäåëèðîâàòü íàêîïëåíèå ðàäèàöè-îííîãî ïîâðåæäåíèÿ â òîíêèõ ïëåíêàõ ÷èñòîãî æåëåçà. Ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèå ðàñ÷åòû (ñì.,íàïðèìåð, [10]) äàþò äëÿ êëàñòåðîâ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, êîòîðûå, êàê ïîêàçûâàþòäàëüíåéøèå ðàñ÷åòû ñ ïîìîùüþ ÊÄ, ÿâëÿþòñÿ çàâûøåííûìè. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãëàâíîéïðè÷èíîé ýòîãî ðàñõîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ôîðì êëàñòåðîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñëèÿíèèáîëåå ìåëêèõ êëàñòåðîâ (êëàñòåðû ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì ìåæäîóçëèé ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûåêîíôèãóðàöèè).Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà ðåàëèçîâàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî âàðèàíòà ÊÄ ïî ñðàâíåíèþñ òðàäèöèîííûì âàðèàíòîì, èñïîëüçîâàííûì, íàïðèìåð, â [3, 4]:1. Óäîáñòâî çàäàíèÿ íàáîðà ðåàêöèé â ïðîãðàììå SPPARKS. Íàïðèìåð, â òðàäèöèîííîé ÊÄðåàêöèè âèäà A+B ! C ñîîòâåòñòâóþò òðè ÷ëåíà â ñèñòåìå óðàâíåíèé: äâà ñòîêà â óðàâíåíèÿõäëÿ êîìïîíåíòîâ A è B è îäèí èñòî÷íèê â óðàâíåíèè äëÿ C, òîãäà êàê â SPPARKS êàæäàÿðåàêöèÿ çàäàåòñÿ îäíîé ñòðîêîé.2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ÊÄ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñòàáèëüíîé, ÷åì òðàäèöèîííàÿ, ïîñêîëüêó îíàíå ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ñòî-õàñòè÷åñêóþ ÊÄ, â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîùå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, ïîñêîëüêó îí íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêèå äåòàëè, êàê âûáîð øàãà â ðàçíîñòíîé ñõåìå.Ðàññìîòðåííûé ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò ÊÄ èìååò òàêæå è íåêîòîðûå íåäîñòàòêè:1. Ïîñêîëüêó îí ñâÿçàí ñ ìîäåëèðîâàíèåì äèíàìèêè ÷èñëà ÷àñòèö â êîíå÷íîì îáúåìå V , êîíöåí-òðàöèè âñåõ ðåàãåíòîâ, åñëè îíè îòëè÷íû îò íóëÿ, îãðàíè÷åíû ñíèçó çíà÷åíèåì 1=V . Óâåëè-÷åíèå îáúåìà V ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ âðåìåíè ñ÷åòà. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåóäîáñòâàìïðè èçó÷åíèè ñèñòåì, â êîòîðûõ êîíöåíòðàöèè ðàçëè÷íûõ ðåàãåíòîâ ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, íîïðåíåáðå÷ü êîìïîíåíòàìè ñ ìàëîé êîíöåíòðàöèåé íåëüçÿ. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðèìåíåíèåòðàäèöèîííîé ÊÄ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì æåñòêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé.2. Èñïîëüçîâàííàÿ ïîäïðîãðàììà ïðîãðàììû SPPARKS íå ïîääåðæèâàåò ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñ-ëåíèé. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòêîì òåêóùåé ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû, à íå ìåòîäà â öåëîì.Ðàñ÷åò íàêîïëåíèÿ äåôåêòîâ â òîíêèõ ïëåíêàõ ìîëèáäåíà ñ ïîìîùüþ ÊÄÂ ðàáîòå [2] èçó÷àëîñü íàêîïëåíèå äåôåêòîâ ïðè òðåõ ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ ãåíåðàöèè ïàð Ôðåí-êåëÿ: âûñîêîé, ñðåäíåé è íèçêîé � G = 5 � 10�4, G = 5 � 10�5 è G = 5 � 10�6 ïàð â ñåêóíäó íà óçåëðåøåòêè. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ,÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ðàñ÷åòàõ â ðàìêàõ ÊÒÑÐ, íî òåïåðü â ðàìêàõ ÊÄ. Äîïîëíèòåëüíî ê íèìâçÿòû ñêîðîñòè ãåíåðàöèè êëàñòåðîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ è êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ðàçëè÷íûõêëàñòåðîâ ìåæäîóçëèé èç òàáë. 3, 4 ðàáîòû [2].� 71 �



Ì. Þ. Ðîìàøêà, À. Â. ßíèëêèíÇàâèñèìîñòè ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè âèäèìûõ ïåòåëü (ñ äèàìåòðîì áîëüøå 1;3 íì) îò äîçû îáëó-÷åíèÿ äëÿ âûñîêîé, ñðåäíåé è íèçêîé ñêîðîñòåé îáëó÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 4. Âèäíî, ÷òî ðàñ÷åòû,âûïîëíåííûå â ðàìêàõ ÊÄ, äàþò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîãëàñèå êàê ñ ýêñïåðèìåíòîì, òàê è ñ àíà-ëîãè÷íûìè ðàñ÷åòàìè èç ðàáîòû [2]. Â [2] êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè áûëè ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáûâîñïðîèçâîäèòü ýêñïåðèìåíò, à ñêîðîñòè ãåíåðàöèè âûáðàíû íà îñíîâå ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì ìîëåêó-ëÿðíîé äèíàìèêè, îäíàêî òî÷íîñòü ýòèõ ðàñ÷åòîâ îêàçàëàñü íåâûñîêà. Â èòîãå àâòîðàì [2] óäàëîñüïîëó÷èòü õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.Ðàñ÷åòû àâòîðîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû äåìîíñòðèðóþò íåêîòîðîå îòëè÷èå îò ðàñ÷åòîâ [2]. Âîçìîæíî,ýòî ñâÿçàíî ñ îòëè÷èåì àâòîðñêîé ìåòîäèêè îò [2]: â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèå äåôåê-òîâ â ïðîñòðàíñòâå ñ÷èòàåòñÿ îäíîðîäíûì è èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ, òîãäà êàêâ [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèé îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû ïî îñè,ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ïëåíêè, è ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé. Ïî-ýòîìó âõîäíûå ïàðàìåòðû, õîðîøî ïîäîáðàííûå â ìîäåëè [2], äàþò íåñêîëüêî äðóãèå ðåçóëüòàòû âàâòîðñêîé ìîäåëè. Îòëè÷èå ðàñ÷åòîâ îò ýêñïåðèìåíòà, êàê â íàñòîÿùåé ðàáîòå, òàê è â [2], ìîæåòáûòü ñâÿçàíî ñ íåòî÷íîñòüþ â îïðåäåëåíèè ñêîðîñòåé ãåíåðàöèè êëàñòåðîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ èêîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè êëàñòåðîâ (ÊÄ ÷óâñòâèòåëüíà ê ýòèì ïàðàìåòðàì).

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïåòåëü îò äîçû îáëó÷åíèÿ: à � ïðè âûñîêîé ñêîðîñòè îáëó-÷åíèÿ (G = 1;6 � 1011 1/(ñì2 � ñ)); á � ïðè ñðåäíåé ñêîðîñòè îáëó÷åíèÿ (G = 1;6 � 1010 1/(ñì2 � ñ)); â � ïðèíèçêîé ñêîðîñòè îáëó÷åíèÿ (G = 1;6 � 109 1/(ñì2 � ñ)); ��� �àâòîðñêèé ðàñ÷åò â ðàìêàõ ÊÄ; -�-N-�- � ðàñ÷åòèç [2]; � � ýêñïåðèìåíò èç [2] � 72 �



Ìîäåëèðîâàíèå íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ â ÷èñòîì ìîëèáäåíå. . .Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå ìåæäîóçåëüíûõ êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå äàííûå, âçÿòûå èç ðàáîòû [2], äëÿ âûñî-êîé ñêîðîñòè îáëó÷åíèÿ, à òàêæå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èç íàñòîÿùåé ðàáîòû ñ òåìè æå âõîäíûìèïàðàìåòðàìè. Êàæäûé ñòîëáåö ãèñòîãðàììû ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó äèàìåòðîâ, ðàâíîìó 0,5 íì.Íàïðèìåð, ïåðâàÿ ãðóïïà ñòîëáöîâ (íàïðîòèâ äåëåíèÿ 1,5) ñîîòâåòñòâóåò äèàìåòðàì l = 1;0�1;5íì.Íà ðèñóíêå òàêæå óêàçàíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî ïî ðàñïðåäåëåíèþ äèàìåòðà êëàñòåðîâ lñð. Âèäíî, ÷òîêàê â íàñòîÿùåé ðàáîòå, òàê è â [2] èìåþòñÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýêñïåðèìåíòîì è ðàñ÷åòàìè. Îíè ìîãóòáûòü ñâÿçàíû êàê ñ ïîãðåøíîñòÿìè ðàñ÷åòîâ (íåòî÷íîñòè â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèèè ñêîðîñòåé ãåíåðàöèè êëàñòåðîâ), òàê è ñ ïîãðåøíîñòÿìè ýêñïåðèìåíòà (âèä ãèñòîãðàììû ñâèäå-òåëüñòâóåò î, âîçìîæíî, íåäîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêå). Òàêæå îòëè÷èÿ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òîðàñ÷åòíàÿ ìåòîäèêà íå ó÷èòûâàåò äâà îáñòîÿòåëüñòâà: 1) äèôôóçèÿ ìåæäîóçåëüíûõ ïåòåëü ìîæåòáûòü îäíîìåðíîé [10]; 2) ìîãóò ñóùåñòâîâàòüðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè êëàñòåðîâ èç îäíîãî èòîãî æå ÷èñëà äåôåêòîâ. Ïîñëåäíåå âîçìîæíîâ ñèëó òîãî, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð ðåëàêñà-öèè êëàñòåðà â ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãè-åé ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Êàê èçâåñò-íî, ýíåðãèÿ îáðàçîâàíèÿ ôðåíêåëåâñêîé ïàðû âìåòàëëàõ èìååò ïîðÿäîê íåñêîëüêèõ ýëåêòðîí-âîëüò. Ïðè ñîåäèíåíèè äâóõ ïåòåëü, äðåéôó-þùèõ â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ, âîç-ìîæíî îáðàçîâàíèå áîëüøîãî êëàñòåðà, ýíåðãèÿðåëàêñàöèè êîòîðîãî ìîæåò áûòü òàêîãî æå ïî-ðÿäêà èëè äàæå áîëüøå.Ðåçóëüòàòû àâòîðñêèõ ðàñ÷åòîâ ðàñïðåäåëå-íèÿ ïåòåëü ïî ðàçìåðàì äëÿ ñðåäíåé è íèçêîéñêîðîñòåé îáëó÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 6. Îòìå-òèì, ÷òî ñðåäíèé äèàìåòð ïåòëè çàâèñèò îò ñêî-ðîñòè îáëó÷åíèÿ íåìîíîòîííî. Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå (â äîëÿõ) ìåæäîóçåëüíûõ ïå-òåëü ïî ðàçìåðàì ïðè âûñîêîé ñêîðîñòè îáëó÷åíèÿ:ñòîëáöû ñëåâà � ýêñïåðèìåíò èç [2]; â öåíòðå � ðàñ-÷åò èç [2]; ñïðàâà � ðàñ÷åò èç íàñòîÿùåé ðàáîòû

Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå (â äîëÿõ) ìåæäîóçåëüíûõ ïåòåëü ïî ðàçìåðàì ïðè ñðåäíåé (à) è íèçêîé (á ) ñêîðîñòÿõîáëó÷åíèÿ ïðè òîëùèíå ïëåíêè h = 72 íì � 73 �



Ì. Þ. Ðîìàøêà, À. Â. ßíèëêèíÇàêëþ÷åíèåÏðåäñòàâëåíî äâà ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ â ÷èñòîì ìî-ëèáäåíå: ÊÒÑÐ è ÊÄ. Ïðè ñðàâíåíèè ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè áûëà âûÿâëåíàîãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÊÒÑÐ: ýòîò ïîäõîä ìîæåò äàâàòü íåïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòûâ òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååòñÿ ãåíåðàöèÿ êëàñòåðîâ â êàñêàäàõ è äèôôóçèÿ êëàñòåðîâ íà ïîâåðõíîñòü.Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ïðåäïî÷òèòåëüíî èñïîëüçîâàòü ÊÄ.Â ñëó÷àå ÊÄ ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîãëàñèå ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè äàííûìè,ïðèâåäåííûìè â [2]. Èñïîëüçîâàííûé àâòîðàìè ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ÊÄ îòëè÷àåòñÿ îò èñïîëü-çîâàííîãî â ðàáîòå [2]. Ê ïðåèìóùåñòâàì ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîäõîäà îòíîñÿòñÿ ïðîñòîòà àëãîðèòìà,ïðîñòîòà çàäàíèÿ ðåàêöèé â ïðîãðàììå SPPARKS, à òàêæå âûñîêàÿ ñòàáèëüíîñòü ïî ñðàâíåíèþñî ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì, ãäå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà áîëüøîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ ñíèçó.Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàêîïëåíèÿ äåôåêòîâ â òîíêèõ ïëåíêàõ ÷èñòîãî ìîëèáäåíà áûëàïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ÷èñòîãî æåëåçà. Ýêñïåðèìåíòû ïî îáëó÷å-íèþ ïëåíîê ÷èñòîãî æåëåçà, à òàêæå ñïëàâà Fe-Cr îïèñàíû â [6, 7]. Îäíàêî àâòîðàì íå èçâåñòíûðàáîòû, â êîòîðûõ ýòè ýêñïåðèìåíòû ìîäåëèðîâàëèñü áû ñ ïîìîùüþ ÊÄ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêâîïðîñ î çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè êëàñòåðîâ. Àâòîðû ïîïûòàëèñü èñïîëüçîâàòü çíà÷å-íèÿ, ïîëó÷åííûå â ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ â ðàáîòå [10]. Íî ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òîïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ÿâëÿþòñÿ çàâûøåííûìè. Êîíöåíòðàöèè êëàñòå-ðîâ ïîëó÷àþòñÿ ñëèøêîì íèçêèìè èç-çà òîãî, ÷òî êëàñòåðû àêòèâíî äèôôóíäèðóþò íà ïîâåðõíîñòü.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå æåëåçà ðàñõîæäåíèå ìåæäó ðàñ÷åòîì (ñ êîýôôèöèåíòàìè èç [10]) è ýêñ-ïåðèìåíòîì åùå áîëåå ñèëüíîå, ÷åì â ñëó÷àå ìîëèáäåíà. Êðîìå òîãî, çíà÷åíèÿ ýíåðãèé àêòèâàöèèìèãðàöèè äèìåæäîóçëèé è òðèìåæäîóçëèé, ïðèâåäåííûå â [10], íå íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñî çíà÷åíè-ÿìè, ïîëó÷åííûìè â DFT-ðàñ÷åòàõ â ðàáîòàõ [3, 4]. Äëÿ äèìåæäîóçëèé èìååòñÿ òàêæå ðàñõîæäåíèåñ êëàññè÷åñêîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòîé [11].Íåçàâåðøåííîñòü ðÿäà ïîïûòîê ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè êëàñòåðîâ ìåòîäîì ìîëåêó-ëÿðíîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîáëåìîé. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òîýòà ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ ìíîãîîáðàçèåì ôîðì êëàñòåðîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñëèÿíèè áîëåå ìåëêèõêëàñòåðîâ: êëàñòåðû ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì ìåæäîóçëèé ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè,òîãäà êàê â ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ìîäåëèðîâàëèñü òîëüêî íåêîòîðûå "èäåàëüíûå"(íàèáîëåå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûå) ñòðóêòóðû èç ìåæäîóçëèé. Ìíîãîîáðàçèå ôîðì êëàñòåðîâ ìîã-ëî áû îáúÿñíèòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðàñ÷åòàìè è ýêñïåðèìåíòîì êàê â ñëó÷àå æåëåçà, òàê è â ñëó÷àåìîëèáäåíà (ñì. ðèñ. 5). Îäíàêî ó÷åò ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ðàñ÷åòàõ ïîòðåáóåò ñóùåñòâåííîãî óñëîæ-íåíèÿ ìåòîäà êëàñòåðíîé äèíàìèêè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Rest J., Hofman G. L. An alternative explanation for evidence that xenon depletion, pore formation,and grain subdivision begin at di�erent local burnups // J. Nuclear Materials. 2000. Vol. 277.P. 231�238.2. Xu D., Wirth B. D., Li M., Kirk M. A. Combining in situ transmission electron microscopyirradiation experiments with cluster dynamics modeling to study nanoscale defect agglomerationin structural metals // Acta Materialia. 2012. Vol. 60. P. 4286�4302.3. Fu C.-C., Dalla Torre J., Willaime F. et al. Multiscale modelling of defect kinetics in irradiatediron // Nature Materials. 2005. Vol. 4. P. 68�74.4. Dalla Torre J., Fu C.-C., Willaime F. et al. Resistivity recovery simulations of electron-irradiatediron: Kinetic Monte Carlo versus cluster dynamics // J. Nuclear Materials. 2006. Vol. 352.P. 42�49.5. Veshchunov M. S., Shestak V. E. Model for evolution of crystal defects in UO2 under irradiation upto high burn-ups // Ibid. 2009. Vol. 384. P. 12�18.� 74 �
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ÓÄÊ 004.722ÒÎÏÎËÎÃÈß "ÌÓËÜÒÈÒÎÐ" ÄËß ÂÛÑÎÊÎÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËÜÍÎÉÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÉ Ê ÍÅÈÑÏÐÀÂÍÎÑÒßÌ ÊÎÌÌÓÍÈÊÀÖÈÎÍÍÎÉ ÑÅÒÈÑ ÀÐÕÈÒÅÊÒÓÐÎÉ ÑÌÏÎ-10GÂ. Ã. Áàñàëîâ, Ä. Î. Êîçëîâ, À. À. Õîëîñòîâ(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå òîïîëîãèè ìóëüòèòîð äëÿ êîììóíèêàöèîííîé ñåòè, îñíî-âàííîé íà ñèñòåìå ìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâ ÑÌÏÎ-10G. Îïèñàíû ñîçäàííûå äëÿýòîé òîïîëîãèè àäàïòèâíûå ìàðøðóòíûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü êðàò÷àé-øèå, ñâîáîäíûå îò òóïèêîâ ìàðøðóòû ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé, à òàêæå îáåñïå÷èâàþ-ùèå âûñîêóþ îòêàçîóñòîé÷èâîñòü êîììóíèêàöèîííîé ñåòè è åå ñáàëàíñèðîâàííóþ çà-ãðóçêó.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîïðîöåññîðíûé âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ, êîììóíèêàöèîííàÿñåòü, àïïàðàòíûé ìîäóëü ÑÌÏÎ-10GA-1, àäàïòåðíûé áëîê ÑÌÏÎ-10GA-AD, êîììó-òàòîðíûé áëîê ÑÌÏÎ-10GA-SW, àäàïòèâíûå ìàðøðóòíûå àëãîðèòìû, ïðîöåññîðíûéóçåë, âèðòóàëüíûé êàíàë.ÂâåäåíèåÊîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü (ÊÑ) âûñîêîïðîèçâî-äèòåëüíîãî ìíîãîïðîöåññîðíîãî âû÷èñëèòåëüíî-ãî êîìïëåêñà (ÌÂÊ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô,ãäå âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ìîäó-ëè (ÂÌ), à ðåáðàìè � êàíàëû ñâÿçè. ÂÌ îáû÷-íî ñîäåðæèò îäèí èëè íåñêîëüêî ïðîöåññîðîâ,ëîêàëüíóþ ïàìÿòü è ìàðøðóòíûé êîììóòàòîð.Òîïîëîãèÿ ÊÑ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿ-åò ýôôåêòèâíîñòü è ñòîèìîñòü ñàìîé ÊÑ è, êàêñëåäñòâèå, ýôôåêòèâíîñòü âñåãî ÌÂÊ. Â ñâîþî÷åðåäü, íà òîïîëîãèþ ÊÑ íàïðÿìóþ âëèÿåò àð-õèòåêòóðà åå àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ.ÊÑ äîëæíà ïåðåäàâàòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîñîîáùåíèé çà åäèíèöó âðåìåíè ñ âûñîêîé íàäåæ-íîñòüþ è ñòîèòü êàê ìîæíî ìåíüøå. Î÷åâèäíî,÷òî ðàçðàáîòêà òîïîëîãèè ÊÑ � ýòî âñåãäà êîì-ïðîìèññ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðîòèâîðå÷àùèìèäðóã äðóãó òðåáîâàíèÿìè. Íèæå ïðèâåäåíû íàè-áîëåå âàæíûå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê òî-ïîëîãèÿì ÊÑ.Ìèíèìèçàöèÿ äèàìåòðà ÊÑ è ñðåäíåé äèñòàí-öèè � îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê òîïîëîãèè ÊÑ. Äè-ñòàíöèÿ � ýòî êîëè÷åñòâî êàíàëîâ ñâÿçè, ïðîé-äåííûõ ñîîáùåíèåì ìåæäó ÂÌ-èñòî÷íèêîì èÂÌ-ïðèåìíèêîì ñ èñïîëüçîâàíèåì êðàò÷àéøå-ãî ïóòè. Ñðåäíÿÿ äèñòàíöèÿ � óñðåäíåííîå

÷èñëî êàíàëîâ ñâÿçè, ïðîéäåííûõ ñîîáùåíèÿ-ìè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïàð ÂÌ-èñòî÷íèê�ÂÌ-ïðèåìíèê. Äèàìåòð ÊÑ � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ äè-ñòàíöèÿ ìåæäó äâóìÿ ÂÌ. Óìåíüøåíèå ñðåäíåéäèñòàíöèè ñíèæàåò óñðåäíåííóþ êîììóíèêàöè-îííóþ çàäåðæêó è çàíÿòîñòü êàíàëîâ ñâÿçè è áó-ôåðîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî êîíôëèêòîâ â ÊÑ.Øèðèíà áèñåêöèè � îäèí èç âàæíåéøèõ ïà-ðàìåòðîâ òîïîëîãèè ÊÑ. Ýòî ïîêàçàòåëü, îïðå-äåëÿåìûé êàê ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êàíàëîâñâÿçè, êîòîðûå íàäî óäàëèòü èç ñåòè ïåðåäà÷èäàííûõ äëÿ åå ðàçäåëåíèÿ íà äâå íåñâÿçíûå îá-ëàñòè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Îò øèðèíû áèñåê-öèè âî ìíîãîì çàâèñèò ðåàëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëü-íîñòü ÊÑ â ïðèëîæåíèÿõ.Âûñîêàÿ ñâÿçíîñòü è ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷è-âîñòü ê íåèñïðàâíîñòÿì òàêæå âàæíû. Ñâÿç-íîñòü (connectivity) � ïîêàçàòåëü, õàðàêòåðèçó-þùèé íàëè÷èå ðàçíûõ ìàðøðóòîâ ïåðåäà÷è äàí-íûõ ìåæäó óçëàìè ñåòè; ýòîò ïîêàçàòåëü ìî-æåò áûòü îïðåäåëåí, íàïðèìåð, êàê ìèíèìàëü-íîå êîëè÷åñòâî êàíàëîâ ñâÿçè, êîòîðûå íàäî óäà-ëèòü èç ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ äëÿ åå ðàçäåëå-íèÿ íà äâå íåñâÿçíûå îáëàñòè. Óñòîé÷èâîñòü êíåèñïðàâíîñòÿì îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì àëüòåð-íàòèâíûõ ïóòåé äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè ñîîáùå-íèé â ñëó÷àå íåèñïðàâíîñòåé êîììóòàòîðîâ èëè� 76 �



Òîïîëîãèÿ "ìóëüòèòîð" äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîé è óñòîé÷èâîé ê íåèñïðàâíîñòÿì : : :êàíàëîâ ñâÿçè, à òàêæå â ñëó÷àå ïåðåãðóæåííî-ñòè êàíàëîâ ñâÿçè ÊÑ. Áîëüøèå ïàêåòû ñîîá-ùåíèé ìîãóò áûòü äîñòàâëåíû ñ áîëüøåé ñêîðî-ñòüþ, áóäó÷è ðàçäåëåííûìè íà ìàëåíüêèå ÷àñòèè ïåðåäàííûìè ïî íåïåðåñåêàþùèìñÿ ïóòÿì.Òîïîëîãèÿ ÊÑ äîëæíà ïîääåðæèâàòü ïðîñòóþñèñòåìó ìàðøðóòèçàöèè, îáåñïå÷èâàþùóþ ïî-ñòðîåíèå êðàò÷àéøèõ ìàðøðóòîâ, ïîñêîëüêó áà-çîâûå ìàðøðóòíûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû âàïïàðàòóðå.Íåìàëîâàæíûì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿñòîèìîñòü ÊÑ. Òðàäèöèîííî ñòîèìîñòü ÊÑ îïðå-äåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì êàíàëîâ ñâÿçè è êîëè÷å-ñòâîì êîììóòàòîðîâ. Êîììóòàòîðû ÊÑ èìåþòïîñòîÿííóþ ñòåïåíü, ò. å. îäèíàêîâîå êîëè÷å-ñòâî ïîðòîâ. Êîììóòàòîðû ñ îäèíàêîâûì êîëè-÷åñòâîì ïîðòîâ ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ÊÑ ëþáîãîðàçìåðà è áîëåå äåøåâû â èçãîòîâëåíèè, ÷òî ñíè-æàåò öåíó ðàçðàáîòêè âñåé ÊÑ. Îò ÷èñëà ïîð-òîâ â êîììóòàòîðå çàâèñÿò ñâÿçíîñòü è ñðåäíÿÿäèñòàíöèÿ ÊÑ. ÊÑ ñ òîïîëîãèåé N -ìåðíûé òîðñòðîÿùàÿñÿ íà êîììóòàòîðàõ ñ êîëè÷åñòâîì ïîð-òîâ 2N , ìîæåò áûòü ëþáîãî ðàçìåðà, à ïðè òî-ïîëîãèè ãèïåðêóá ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ÊÑ çà-âèñèò îò êîëè÷åñòâà ïîðòîâ êîììóòàòîðîâ: ÷åìáîëüøå ïîðòîâ â êîììóòàòîðå, òåì áîëüøèé ðàç-ìåð ìîæåò èìåòü ÊÑ. Ýòî òðåáîâàíèå íàèáîëååêîíôëèêòíî, òàê êàê î÷åíü òðóäíî ñîâìåñòèìî ñäðóãèìè. Àðõèòåêòóðà ÑÌÏÎ-10GÀïïàðàòíûé ìîäóëü ÑÌÏÎ-10GA-1 ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé äâóõêîìïîíåíòíîå ýëåêòðîííîåóñòðîéñòâî, ïîçâîëÿþùåå, îðèåíòèðóÿñü íà òåõ-íîëîãèè, äîñòóïíûå â Ðîññèè, èñïîëüçîâàòü åãîêàê îñíîâíîé ýëåìåíò ÊÑ âûñîêîïðîèçâîäèòåëü-íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Îí ñîñòîèò èçêîììóòàòîðíîãî áëîêà ÑÌÏÎ-10GÀ-SW è àäàï-òåðíîãî áëîêà ÑÌÏÎ-10GÀ-AD [1]. Ñòðóêòóð-íûå ñõåìû àäàïòåðíîãî è êîììóòàòîðíîãî áëî-êîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.Êîììóòàòîðíûé áëîê ÑÌÏÎ-10GÀ-SW ïðåä-íàçíà÷åí äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî ÊÑ ñ òî-ïîëîãèåé â âèäå N -ìåðíîãî òîðà (1D-, 2D-, 3D-òîð). ÑÌÏÎ-10GÀ-SW ðàçðàáîòàí â âèäå îò-äåëüíîãî óñòðîéñòâà, âêëþ÷àþùåãî 10-ïîðòîâûéïîëíîìàòðè÷íûé êîììóòàòîð ñ ïðîèçâîäèòåëü-íîñòüþ êàíàëîâ äî 40Ãáèò/ñ.Àäàïòåðíûé áëîê ÑÌÏÎ-10GA-AD ïðåäíà-çíà÷åí äëÿ ñâÿçè âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà ñ êîì-ìóòàòîðíûì áëîêîì. Íàëè÷èå â íåì 4-ïîðòîâîãî

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðíûå ñõåìû êîìïîíåíòîâ àïïàðàòíî-ãî ìîäóëÿ ÑÌÏÎ-10GA-1êîììóòàòîðà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åãî â êà-÷åñòâå îñíîâíîãî êîììóíèêàöèîííîãî ýëåìåíòàäëÿ ñîçäàíèÿ íåáîëüøèõ ñèñòåì ñ òîïîëîãè-åé ÊÑ â âèäå äâóìåðíûõ òîðîâ. Ïðîèçâîäè-òåëüíîñòü êàíàëîâ àäàïòåðà ïðè ðåàëèçàöèè íàÏËÈÑ ñîñòàâëÿåò 20Ãáèò/ñ, à ïðè ðåàëèçàöèèíà ÑÁÈÑ � 40Ãáèò/ñ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàæäûé ïîðò â àäàïòåðíîìáëîêå ÑÌÏÎ-10GA-AD è êîììóòàòîðíîì áëîêåÑÌÏÎ-10GÀ-SW èìååò ïî äâà âèðòóàëüíûõ êà-íàëà (VC0 è VC1). Âèðòóàëüíûå êàíàëû íåîá-õîäèìû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîïàäàíèÿ â ñîñòîÿíèåòóïèêà (deadlock) ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ìåæ-äó ÂÌ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû [2].Îñîáåííîñòè àðõèòåêòóðû ÑÌÏÎ-10GA-1ó÷èòûâàëèñü ïðè ðàçðàáîòêå òîïîëîãèè ÊÑè ìàðøðóòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ äîñòèæåíèÿìàêñèìàëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ÊÑ è îáåñ-ïå÷åíèÿ åå óñòîé÷èâîñòè ê íåèñïðàâíîñòÿì.Òîïîëîãèÿ ìóëüòèòîðÄëÿ ñîçäàíèÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ èóñòîé÷èâûõ ê íåèñïðàâíîñòÿì ÊÑ ÌÂÊ ðàçðà-áîòàíà òîïîëîãèÿ ìóëüòèòîð. Áàçîâûì ýëåìåí-òîì ýòîé òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîðíûé óçåë.� 77 �



Â. Ã. Áàñàëîâ, Ä. Î. Êîçëîâ, À. À. ÕîëîñòîâÑòðóêòóðà ïðîöåññîðíîãî óçëà, ñîñòîÿùåãî èç÷åòûðåõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ ñ óñòàíîâëåííû-ìè â íèõ àäàïòåðíûìè áëîêàìè ÑÌÏÎ-10GA-AD, îáúåäèíåííûõ ÷åðåç îäèí óðîâåíü êîììó-òàöèè ñ ïîìîùüþ òðåõ êîììóòàòîðíûõ áëîêîâÑÌÏÎ-10GÀ-SW, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.Êàæäûé ïðîöåññîðíûé óçåë ìîæåò ñîäåðæàòüîò îäíîãî äî ÷åòûðåõ êîììóòàòîðíûõ áëîêîâÑÌÏÎ-10GÀ-SW (êîëè÷åñòâî êîììóòàòîðíûõáëîêîâ â ïðîöåññîðíîì óçëå îãðàíè÷åíî êîëè÷å-ñòâîì ïîðòîâ â àäàïòåðíîì áëîêå), ÷òî îáåñïå-÷èâàåò ôóíêöèîíèðîâàíèå îò îäíîé äî ÷åòûðåõïîäñåòåé ñ òîïîëîãèåé 3D-òîð. Ýòè ïîäñåòè èìå-þò îáùóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïî êàæäîìó íà-ïðàâëåíèþ äî 160 Ãáèò/ñ. Âíóòðè îäíîãî ïðî-öåññîðíîãî óçëà êîììóòàòîðíûå áëîêè ÑÌÏÎ-10GÀ-SW íå èìåþò íåïîñðåäñòâåííîé ñâÿçè äðóãñ äðóãîì. Îíè îáåñïå÷èâàþò ïåðåäà÷ó ñîîáùå-íèé ìåæäó ïðîöåññîðíûìè óçëàìè, îáúåäèíåí-íûìè ïî òîïîëîãèè 3D-òîð. Äëÿ ñâÿçè ñ êîì-ìóòàòîðíûìè áëîêàìè ðàçíûõ ïðîöåññîðíûõ óç-ëîâ êàæäûé êîììóòàòîðíûé áëîê èìååò øåñòüïîðòîâ, íàçâàííûõ +x, +y, +z, �x, �y, �z è

Ðèñ. 2. Ñõåìà ñîåäèíåíèÿ ïîðòîâ ïðîöåññîðíîãî óçëà â òîïîëîãèè ìóëüòèòîð òðåòüåé ñòåïåíè

îáåñïå÷èâàþùèõ ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèé â ñîîòâåò-ñòâóþùåì íàçâàíèþ ïîðòà íàïðàâëåíèè.Ê êàæäîìó êîììóòàòîðíîìó áëîêó îäíîãîïðîöåññîðíîãî óçëà ìîæåò áûòü ïîäêëþ÷åíî äî÷åòûðåõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ ñ óñòàíîâëåííû-ìè â íèõ àäàïòåðíûìè áëîêàìè ÑÌÏÎ-10GA-AD. Ïîðòû êîììóòàòîðíûõ áëîêîâ, ïðåäíàçíà-÷åííûõ äëÿ ñâÿçè ñ àäàïòåðíûìè áëîêàìè, èìå-þò íîìåðà 0; 1; 2; 3. Ïîðòû àäàïòåðíûõ áëîêîâ,ñâÿçàííûõ ñ êîììóòàòîðíûìè áëîêàìè, èìåþòíîìåðà 1; 2; 3; 4. Ïîðò àäàïòåðíîãî áëîêà, ñâÿ-çàííûé ñ ÂÌ ("PCI-Express"), èìååò íîìåð 0(ñì. ðèñ. 1). Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî, êàê äîëæ-íà îñóùåñòâëÿòüñÿ ñâÿçü ìåæäó ïîðòàìè êîì-ìóòàòîðíûõ è àäàïòåðíûõ áëîêîâ â ïðîöåññîð-íîì óçëå. Ïîðòû ïåðâîãî êîììóòàòîðíîãî áëî-êà, âõîäÿùåãî â ïåðâóþ ïîäñåòü, ïîäêëþ÷àþò-ñÿ ê ïîðòó 1 àäàïòåðíûõ áëîêîâ âñåõ âû÷èñëè-òåëüíûõ óçëîâ, âõîäÿùèõ â ïðîöåññîðíûé óçåë.Ïîðòû âòîðîãî êîììóòàòîðíîãî áëîêà, âõîäÿùå-ãî âî âòîðóþ ïîäñåòü, ïîäêëþ÷àþòñÿ ê ïîðòó 2àäàïòåðíûõ áëîêîâ âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ,âõîäÿùèõ â ïðîöåññîðíûé óçåë. Ñîîòâåòñòâåí-íî ïîðòû òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî êîììóòàòîðíûõ

� 78 �



Òîïîëîãèÿ "ìóëüòèòîð" äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîé è óñòîé÷èâîé ê íåèñïðàâíîñòÿì : : :áëîêîâ èç òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ïîäñåòåé ïîäêëþ-÷àþòñÿ ê ïîðòàì 3 è 4 àäàïòåðíûõ áëîêîâ.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ïðèìåð ÊÑ ÌÂÊ ñ òîïî-ëîãèåé ìóëüòèòîð òðåòüåé ñòåïåíè. Ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî òîïîëîãèÿ ìóëüòèòîð ñîñòîèò èç òðåõïîäñåòåé. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ðè-ñóíîê, îáðàòíûå ñâÿçè ïîêàçàíû òîëüêî â îäíîììåñòå.Õîòÿ êîììóòàòîðíûå áëîêè îäíîãî ïðîöåññîð-íîãî óçëà íå ñâÿçàíû íàïðÿìóþ, áëàãîäàðÿ êîì-ìóòàòîðàì àäàïòåðíûõ áëîêîâ ìåæäó íèìè ìîæ-íî ïåðåäàâàòü ñîîáùåíèÿ, íå çàíèìàÿ òîïîëî-ãè÷åñêèå ïîðòû. Ñîîáùåíèå, ïåðåäàþùååñÿ ïîêàêîé-ëèáî ïîäñåòè, â ñëó÷àå ïîÿâëåíèÿ ó íååíåèñïðàâíîñòè ìîæåò ñìåíèòü ïîäñåòü è ïðîäîë-æèòü äâèæåíèå ê ïîëó÷àòåëþ ïî äðóãîé, èñïðàâ-íîé ïîäñåòè. Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ óñëîæíåíèÿêîììóòàòîðíûõ è àäàïòåðíûõ áëîêîâ â âèäå äî-ïîëíèòåëüíûõ âèðòóàëüíûõ êàíàëîâ, òàê êàê ïå-ðåõîä ìåæäó ïîäñåòÿìè òîëüêî óâåëè÷èâàåò äëè-íó ìàðøðóòà íà äâà òðàíçèòíûõ ó÷àñòêà (hops),íî íå ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûõ öèêëîâ (çàìêíó-òûõ ïóòåé). Âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà èç îäíîéïîäñåòè â äðóãóþ ïîçâîëÿåò îáîéòè ìíîæåñòâåí-íûå íåèñïðàâíîñòè îáîðóäîâàíèÿ, ÷òî ïîâûøàåòíàäåæíîñòü ÊÑ ñ òîïîëîãèåé ìóëüòèòîð.Ðàçìåð èäåíòèôèêàòîðîâ óçëîâ ÊÑ ÑÌÏÎ-10G ñîñòàâëÿåò ÷åòûðå áàéòà. Ïðè èñïîëüçî-

Ðèñ. 3. Òîïîëîãèÿ ìóëüòèòîð òðåòüåé ñòåïåíè íà îñíîâå àðõèòåêòóðû ÑÌÏÎ-10GA-1

âàíèè òîïîëîãèè ìóëüòèòîð êîììóòàòîðíûå èàäàïòåðíûå áëîêè èìåþò ðàçíóþ èäåíòèôèêà-öèþ. Ôîðìàòû ýòèõ èäåíòèôèêàòîðîâ ïðèâåäå-íû íà ðèñ. 4.Èäåíòèôèêàòîðû âñåõ êîììóòàòîðíûõ áëîêîâîäíîãî ïðîöåññîðíîãî óçëà èäåíòè÷íû, îíè çà-íèìàþò òðè áàéòà (÷åòâåðòûé áàéò çàðåçåðâèðî-âàí), êîòîðûå ñîäåðæàò òðåõìåðíóþ êîîðäèíàòóýòîãî ïðîöåññîðíîãî óçëà.Èäåíòèôèêàòîðû àäàïòåðíûõ áîêîâ çàíèìàþò÷åòûðå áàéòà. Ïåðâûå òðè áàéòà îïðåäåëÿþò êî-îðäèíàòó ïðîöåññîðíîãî óçëà, ê êîòîðîìó îòíî-ñèòñÿ àäàïòåðíûé áëîê, à äâà ìëàäøèõ áèòà ÷åò-âåðòîãî áàéòà � íîìåð àäàïòåðíîãî áëîêà â ïðî-öåññîðíîì óçëå.
Ðèñ. 4. Ôîðìàòû èäåíòèôèêàòîðîâ êîììóòàòîðíî-ãî (à) è àäàïòåðíîãî (á) áëîêîâ àïïàðàòíîãî ìîäóëÿÑÌÏÎ-10GA-1

� 79 �



Â. Ã. Áàñàëîâ, Ä. Î. Êîçëîâ, À. À. ÕîëîñòîâÀäàïòèâíûé ìåòîä âûáîðàîïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà ñîîáùåíèÿÈäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âû-÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî âûõîäíîãî ïîðòà äëÿ ïå-ðåäà÷è êàæäîãî òðàíçèòíîãî èíôîðìàöèîííîãîñîîáùåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì íåïî-ñðåäñòâåííî â ìîìåíò ïåðåäà÷è [3].Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ïðèñîçäàíèè ìàðøðóòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ÊÑÑÌÏÎ-10G ñ òîïîëîãèåé ìóëüòèòîð ÿâëÿåò-ñÿ îáúåäèíåíèå âîçìîæíîñòåé äâóõ ìåõàíèçìîâ:äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðè ïîëíîñòüþ èñïðàâíîéêîììóíèêàöèîííîé ñðåäå â âèäå n-ìåðíîãî òî-ðà è àäàïòèâíîãî ïðè âîçíèêíîâåíèè íåèñïðàâ-íîñòåé. Ýòî ïîçâîëèò íàèáîëåå ïîëíî èñïîëü-çîâàòü ñèëüíûå ñòîðîíû êàæäîãî ìåõàíèçìà èóâåëè÷èòü íàäåæíîñòü è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ÊÑñ òîïîëîãèåé ìóëüòèòîð, ñîçäàâàåìûõ íà áàçåÑÌÏÎ-10G.Ðàçðàáîòêà ìàðøðóòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ àð-õèòåêòóðû ÑÌÏÎ-10G îñëîæíÿåòñÿ åå îñîáåííî-ñòÿìè, â ÷àñòíîñòè òåì, ÷òî àïïàðàòíûé ìîäóëüÑÌÏÎ-10GA-1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõêîìïî-íåíòíîå ýëåêòðîííîå óñòðîéñòâî. Ìàðøðóòíûåàëãîðèòìû äëÿ ðàçíûõ óñòðîéñòâ äîëæíû ñîâ-ìåñòíî îáåñïå÷èâàòü ïðàâèëüíóþ è íàäåæíóþðàáîòó âñåé ÊÑ.Àäàïòèâíûé ìàðøðóòíûé àëãîðèòìêîììóòàòîðà àäàïòåðíîãî áëîêàÂ àäàïòåðíîì áëîêå äëÿ ðàçíûõ ïîðòîâ êîì-ìóòàòîðà ðàçðàáîòàíû ðàçíûå ìàðøðóòíûå àë-ãîðèòìû. Ýòî ñäåëàíî ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ ïðî-ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè è ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòèÊÑ â öåëîì.Îòïðàâêà ïàêåòîâ ñîîáùåíèé, èñòî÷íèêîì êî-òîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÂÌ, ò. å. ïîðò "PCI-Åõðress"àäàïòåðà, îñóùåñòâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè ÷åðåç âñåôóíêöèîíèðóþùèå ïîðòû àäàïòåðà; ïðè ýòîìâñåãäà âûáèðàåòñÿ âèðòóàëüíûé êàíàë VC0. Âðåçóëüòàòå ïàêåòû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿþòñÿïî êîììóíèêàöèîííûì ïîäñåòÿì, îáåñïå÷èâàÿñáàëàíñèðîâàííóþ çàãðóçêó âñåé ÊÑ.Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ìàðøðóòèçàöèè ïà-êåòà â ïîðòàõ 1, 2, 3, 4 àäàïòåð ñðàâíèâà-åò èäåíòèôèêàòîð ïîëó÷àòåëÿ fXD; YD; ZD; NDgñ èäåíòèôèêàòîðîì òåêóùåé àäàïòåðíîé ïëàòûfXC ; YC ; ZC ; NCg. Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ âû-÷èòàíèåì çíà÷åíèé ïîëåé fXD; YD; ZD; NDg èççíà÷åíèé ïîëåé fXC ; YC ; ZC ; NCg.

Åñëè fXD; YD; ZD; NDg è fXC ; YC ; ZC ; NCgñîâïàëè, ïàêåò ïåðåäàåòñÿ â ïîðò "PCI-Åõðress",à çàòåì â óçåë. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîììóòàòîðàäàïòåðíîé ïëàòû âûäàåò ïàêåò â ïîðò ñî ñìå-ùåíèåì 1 îò íîìåðà òåêóùåãî ïîðòà (íàïðèìåð:òåêóùèé ïîðò 1, èñêîìûé � 2; òåêóùèé ïîðò 2,èñêîìûé � 3; òåêóùèé ïîðò 4, èñêîìûé � 1). Åñ-ëè íàéäåííûé âûõîäíîé ïîðò íå ñïîñîáåí ïåðå-äàâàòü ïàêåòû, òî êîììóòàòîð àäàïòåðíîé ïëàòûâûäàåò ïàêåò â ïîðò ñî ñìåùåíèåì 2 îò íîìåðàòåêóùåãî ïîðòà (íàïðèìåð: òåêóùèé ïîðò 1, èñ-êîìûé � 3; òåêóùèé ïîðò 2, èñêîìûé � 4; òå-êóùèé ïîðò 3, èñêîìûé � 1). Åñëè è ýòîò ïîðòíåðàáî÷èé, òî äåëàåòñÿ âûâîä î íåèñïðàâíîñòèñåòè. Äëÿ ïåðåäà÷è ïàêåòà èñïîëüçóåòñÿ âèðòó-àëüíûé êàíàë VC1.Àäàïòèâíûé ìàðøðóòíûé àëãîðèòìêîììóòàòîðà êîììóòàòîðíîãî áëîêàÀäàïòèâíûé ìàðøðóòíûé àëãîðèòì êîììóòà-òîðà êîììóòàòîðíîãî áëîêà îäèíàêîâ äëÿ âñåõåãî ïîðòîâ.Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ìàðøðóòèçàöèè ïà-êåòà êîììóòàòîð êîììóòàòîðíîé ïëàòû (ÑÌÏÎ-10GA-SW) ñðàâíèâàåò èäåíòèôèêàòîð ïîëó÷à-òåëÿ fXD; YD; ZDg ñ èäåíòèôèêàòîðîì òåêóùåéêîììóòàòîðíîé ïëàòû fXC ; YC ; ZCg. Ñðàâíå-íèå ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èòàíèåì çíà÷åíèé ïîëåéfXD; YD; ZDg èç çíà÷åíèé ïîëåé fXC ; YC ; ZCg.Åñëè fXD; YD; ZDg è fXC ; YC ; ZCg ñîâïàëè,ïàêåò ïåðåäàåòñÿ â ïîðò ñ íîìåðîì ND è âèð-òóàëüíûì êàíàëîì VC0. Åñëè ïåðåäà÷à ïàêåòàâ ïîðò ñ íîìåðîì ND íåâîçìîæíà, òî âûáèðàåò-ñÿ ïåðâûé ñïîñîáíûé ê ïåðåäà÷å ïàêåòîâ ïîðò ñâèðòóàëüíûì êàíàëîì VC1, âåäóùèé â àäàïòåð-íûå áëîêè (ïîðòû 1, 2, 3, 4). Åñëè òàêîãî íåò, òîäåëàåòñÿ âûâîä î íåèñïðàâíîñòè ñåòè.Åñëè fXD; YD; ZDg è fXC ; YC ; ZCg íå ñîâïàëè,äëÿ ïåðåäà÷è ïàêåòà âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíûéâûõîäíîé ïîðò è âèðòóàëüíûé êàíàë, âåäóùèé âñëåäóþùèé êîììóòàòîðíûé áëîê. Â ñëó÷àå, åñ-ëè ïåðåäà÷à ïàêåòà ÷åðåç âûáðàííûé âûõîäíîéïîðò íåâîçìîæíà, âûáèðàåòñÿ ïåðâûé ñïîñîáíûéê ïåðåäà÷å ïàêåòîâ ïîðò ñ âèðòóàëüíûì êàíàëîìVC1, âåäóùèé â àäàïòåðíûå áëîêè (ïîðòû 1, 2,3, 4). Åñëè òàêîãî íåò, òî äåëàåòñÿ âûâîä î íåèñ-ïðàâíîñòè ñåòè.Òîïîëîãèè ìóëüòèòîð ïðèñóùå íàëè÷èåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà çàìêíóòûõ ó÷àñòêîâ ñåòè(öèêëîâ), ïðèâîäÿùèõ ê âîçìîæíîñòè âîçíèê-íîâåíèÿ ñîñòîÿíèé âçàèìíûõ áëîêèðîâîê ïðè� 80 �



Òîïîëîãèÿ "ìóëüòèòîð" äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîé è óñòîé÷èâîé ê íåèñïðàâíîñòÿì : : :îáìåíå ñîîáùåíèÿìè. Âûáîð îïòèìàëüíîãîâûõîäíîãî ïîðòà â àëãîðèòìå êîììóòàòîðàêîììóòàòîðíîãî áëîêà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñî-îòâåòñòâèè ñ õîðîøî èçâåñòíûì àëãîðèòìîìDOR (Dimension Order Routing), èëè, êàê åãîåùå íàçûâàþò, XY-routing àëãîðèòìîì [4]. Èç-ìåíåíèå èçìåðåíèé ïðè ïðîõîæäåíèè ïàêåòîìñîîáùåíèÿ ìàðøðóòà ïðîèñõîäèò â ôèêñèðîâàí-íîì ïîðÿäêå: ïàêåò ñíà÷àëà íàïðàâëÿåòñÿ äîñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû â X-èçìåðåíèèâ ïîëîæèòåëüíîì èëè îòðèöàòåëüíîì íàïðàâ-ëåíèè, çàòåì îáðàáàòûâàåòñÿ èçìåðåíèå Y è âêîíöå � èçìåðåíèå Z.Èñïîëüçîâàíèå èìåþùåãîñÿ ðàçäåëåíèÿ êàæ-äîãî ôèçè÷åñêîãî êàíàëà íà äâà âèðòóàëüíûõ êà-íàëà ñî ñâîèìè áóôåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ïîç-âîëÿåò èñêëþ÷èòü â òîïîëîãèè ìóëüòèòîð öèê-ëû, îáðàçîâàííûå îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ïðèìåíåíèåäâóõ âèðòóàëüíûõ êàíàëîâ ðàçäåëÿåò êîììóíè-êàöèîííóþ ñðåäó íà äâå âèðòóàëüíûõ ÊÑ ñ àöèê-ëè÷åñêèìè ãðàôàìè çàâèñèìîñòåé êàíàëîâ. Åñ-ëè â ìàðøðóòå ìåæäó èñòî÷íèêîì è ïðèåìíèêîìïàêåòà èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü, òî ïàêåò ïå-ðåäàåòñÿ ïî âèðòóàëüíîìó êàíàëó VC0, åñëè îá-ðàòíàÿ ñâÿçü íå çàäåéñòâîâàíà � ïî VC1. Ñìåíàâèðòóàëüíûõ êàíàëîâ ïðîèñõîäèò ïðè ïðîõîæäå-íèè ñîîáùåíèåì êîììóòàòîðà ñ íóëåâûì çíà÷å-íèåì êîîðäèíàòû â êàæäîì èçìåðåíèè òîïîëî-ãèè ìóëüòèòîð.Ãðàô çàâèñèìîñòåé êàíàëîâ, ïîëó÷àþùèéñÿ âðåçóëüòàòå ðàáîòû ìàðøðóòíîãî àëãîðèòìà êîì-ìóòàòîðà êîììóòàòîðíîãî áëîêà, íå ñîäåðæèòöèêëîâ. Ïîýòîìó âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿñîñòîÿíèé âçàèìíûõ áëîêèðîâîê èñêëþ÷àåòñÿ.Âûñîêàÿ îòêàçîóñòîé÷èâîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿîáõîäîì íåèñïðàâíûõ ó÷àñòêîâ ÊÑ ÷åðåç êîì-ìóòàòîðû àäàïòåðíûõ áëîêîâ ñî ñìåíîé ïîäñåòè.Ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ äëèíà ìàðøðóòà, íî íåîáðàçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûõ öèêëîâ.Õàðàêòåðèñòèêè ÊÑñ òîïîëîãèåé ìóëüòèòîðÊîëè÷åñòâî ïðîöåññîðíûõ óçëîâ â ÌÂÊ, èñ-ïîëüçóþùåì ÊÑ ñ òîïîëîãèåé ìóëüòèòîð, îïðå-äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåNPU = kYi=1 zi;ãäå k � êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé (ðàçìåðíîñòü) òî-ðà, 1 � k � 3; zi � êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðíûõóçëîâ â i-ì èçìåðåíèè òîðà.

ÌÂÊ ñîäåðæèò N ÂÌ è ñîîòâåòñòâåííî Nàäàïòåðíûõ áëîêîâ ÑÌÏÎ-10GA-AD, êîëè÷å-ñòâî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåN =m �NPU;ãäå m � êîëè÷åñòâî ÂÌ â êàæäîì ïðîöåññîðíîìóçëå, m � 4.Êîëè÷åñòâî çàäåéñòâîâàííûõ ïðè ýòîì êîììó-òàòîðíûõ áëîêîâ ÑÌÏÎ-10GA-SW ìîæíî îïðå-äåëèòü ïî ôîðìóëåSW = s �NPU;ãäå s � ñòåïåíü òîïîëîãèè ìóëüòèòîð, 1� s �4.Ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ ìóëüòèòîð îáðàçîâàíàíà îñíîâå òðåõìåðíîãî òîðà, óìåñòíî ïðåäïîëî-æèòü, ÷òî ãëàâíîé ñîñòàâëÿþùåé äèàìåòðà ÊÑáóäåò äèàìåòð òîðà. Ê ýòîìó äèàìåòðó íåîá-õîäèìî äîáàâèòü äâà òðàíçèòíûõ êàíàëà ñâÿçè:ïåðâûé � îò àäàïòåðíîãî áëîêà èñòî÷íèêà ñîîá-ùåíèÿ äî ñìåæíîãî êîììóòàòîðíîãî áëîêà, âòî-ðîé � îò êîììóòàòîðíîãî áëîêà äî àäàïòåðíîãîáëîêà ïðèåìíèêà ñîîáùåíèÿ. Ïîëíûé äèàìåòðÊÑ ñ òîïîëîãèåé ìóëüòèòîð îïðåäåëÿåòñÿ ïîôîðìóëå D = kXi=1 �zi2 �+ 2:Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ äè-ñòàíöèÿ â òîïîëîãèè ìóëüòèòîð ðàâíà 2.Çíà÷åíèå ñâÿçíîñòè äëÿ òîïîëîãèè ìóëüòè-òîð ðàâíî s. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ñâÿ-çåé ìåæäó àäàïòåðíûì áëîêîì ÑÌÏÎ-10GA-ADÂÌ è êîììóòàòîðíûìè áëîêàìè ÑÌÏÎ-10GA-SW îäíîãî ïðîöåññîðíîãî óçëà.Øèðèíà áèñåêöèè äëÿ îáû÷íîãî òðåõìåðíîãîòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåBWtor = 2min(z1z2; z1z3; z2z3):Â òîïîëîãèè ìóëüòèòîð ìåæäó ïðîöåññîðíûìèóçëàìè èñïîëüçóåòñÿ ïî s ñâÿçåé, ïîýòîìó øèðè-íà áèñåêöèè äëÿ íèõ áóäåò áîëüøå â s ðàç:BW = s �BWtor:Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî øèðèíà áèñåêöèè â òîïîëî-ãèè ìóëüòèòîð óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ååñòåïåíè.Ñòîèìîñòü � ïîêàçàòåëü, êîòîðûé ìîæåò áûòüîïðåäåëåí, íàïðèìåð, êàê îáùåå êîëè÷åñòâî ëè-íèé ïåðåäà÷è äàííûõ â ÌÂÊ. Ñòîèìîñòü îáû÷-íîãî òîðà ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìóëåCOSTtor = k kYi=1 zi:� 81 �



Â. Ã. Áàñàëîâ, Ä. Î. Êîçëîâ, À. À. ÕîëîñòîâÄëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòîèìîñòè òîïîëîãèè ìóëüòè-òîð íåîáõîäèìî COSTtor óâåëè÷èòü â s ðàç � èñ-ïîëüçóåìóþ ñòåïåíü äàííîé òîïîëîãèè � è ïðè-áàâèòü ñòîèìîñòü äðåâîâèäíîé ñîñòàâëÿþùåé (ñêîëè÷åñòâîì ñâÿçåé ìåæäó àäàïòåðíûìè è êîì-ìóòàòîðíûìè áëîêàìè âñåõ ïðîöåññîðíûõ óç-ëîâ), âû÷èñëÿåìóþ ïî ôîðìóëåCOSTtree = ms kYi=1 zi:Â èòîãå ñòîèìîñòü òîïîëîãèè ìóëüòèòîð ðàâíàCOST = s � COSTtor + COSTtree:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòîèìîñòü òîïîëîãèè ìóëü-òèòîð óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì åå ñòåïåíè.Óñòîé÷èâîñòü ê íåèñïðàâíîñòÿì � ñïîñîá-íîñòü ÊÑ ôóíêöèîíèðîâàòü ïðè íàëè÷èè îäíîéèëè áîëåå íåèñïðàâíîñòåé. Ñèñòåìà ìàðøðóòè-çàöèè ÊÑ ñ òîïîëîãèåé ìóëüòèòîð íåóñòîé÷è-âà ê íåèñïðàâíîñòÿì, êîãäà åå ñòåïåíü ðàâíà 1.Óñòîé÷èâîñòü ê íåèñïðàâíîñòÿì ïîâûøàåòñÿ ñóâåëè÷åíèåì ñòåïåíè s òîïîëîãèè ìóëüòèòîð.Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâààëüòåðíàòèâíûõ ìàðøðóòîâ è ðåàëèçàöèè àäàï-òèâíûõ ìàðøðóòíûõ àëãîðèòìîâ, îáåñïå÷èâàþ-ùèõ îáõîä íåèñïðàâíûõ ó÷àñòêîâ.Ìîäåëèðîâàíèå òîïîëîãèé ÊÑÀâòîðàìè ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå äâóõ òî-ïîëîãèé ÊÑ: 4D-òîð (èñïîëüçóåìîé ïðè ñîçäà-íèè âûñîêîñêîðîñòíîé ñåòè "Àíãàðà" [5], ðàçðà-áîòàííîé â ÎÀÎ "ÍÈÖÝÂÒ", ã. Ìîñêâà) è ìóëü-òèòîð ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ïîäñåòåé, îò îäíîéäî òðåõ. Êîëè÷åñòâî ÂÌ â ìîäåëèðóåìûõ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ äîñòèãàåò 4 096 è îãðàíè-÷åíî âîçìîæíîñòÿìè èñïîëüçóåìîãî ïðîãðàìì-íîãî îáåñïå÷åíèÿ è îáîðóäîâàíèÿ. Ìîäåëèðî-âàíèå ïðîâîäèëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì îòêðûòîéïðîãðàììû Booksim [4], äîïîëíåííîé òîïîëîãè-åé ìóëüòèòîð è ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàðøðóò-íûìè àëãîðèòìàìè. Ïðîãðàììà Booksim ðàçðà-áîòàíà â Ñòýíäôîðäñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì óíè-âåðñèòåòå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñîëüíîå ïðè-ëîæåíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàôèêà âû÷èñëè-òåëüíûõ ñåòåé.Íà îñíîâå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ Booksim âû-âîäèò èíôîðìàöèþ î ñðåäíåé êîììóíèêàöèîí-íîé çàäåðæêå äîñòàâêè ïàêåòà ñîîáùåíèÿ â ñå-òè è ñðåäíåì êîëè÷åñòâå òðàíçèòíûõ ó÷àñòêîâ.

Ê âõîäíûì ïàðàìåòðàì ìîäåëèðîâàíèÿ îòíîñÿò-ñÿ: ïàðàìåòðû ðàñøèðåíèÿ òîïîëîãèè; ôóíêöèÿòðàôèêà, çàäàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ãåíåðà-öèè íîìåðà èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà äëÿ ïàêåòîâ;ôóíêöèÿ ìàðøðóòèçàöèè; èíòåíñèâíîñòü âíåä-ðåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà. Ñðåäíÿÿ êîì-ìóíèêàöèîííàÿ çàäåðæêà èçìåðÿåòñÿ öèêëàìè(èòåðàöèÿìè) âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû Booksim.Íà îäíîì öèêëå ïðîèñõîäèò ñîçäàíèå ïàêåòîâ,âíåäðåíèå èõ â ñåòü, ïðîäâèæåíèå ÷åðåç âûõîä-íûå êàíàëû êîììóòàòîðîâ è, åñëè ïàêåòû áûëèäîñòàâëåíû äî àäðåñàòà, èõ èçâëå÷åíèå èç ñåòè.Êîììóíèêàöèîííîé çàäåðæêîé îäíîãî ïàêåòà ñî-îáùåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ êîëè÷åñòâî öèêëîâ âûïîëíå-íèÿ ïðîãðàììû, êîòîðîå äàííûé ïàêåò íàõîäèë-ñÿ â ñåòè, ñ ìîìåíòà åãî ñîçäàíèÿ äî ìîìåíòàåãî èçâëå÷åíèÿ. Ñðåäíÿÿ êîììóíèêàöèîííàÿ çà-äåðæêà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãîàðèôìåòè÷åñêîãî çàäåðæåê âñåõ ñãåíåðèðîâàí-íûõ ïàêåòîâ. Ïî àíàëîãèè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñðåä-íåå êîëè÷åñòâî òðàíçèòíûõ ó÷àñòêîâ.Â õîäå êàæäîãî ýêñïåðèìåíòà àâòîðû èçìåíÿ-ëè ïàðàìåòð ðàñøèðåíèÿ òîïîëîãèè, à èìåííîïàðàìåòð K � êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòè â êàæäîìèçìåðåíèè òîïîëîãèé 4D-òîð è ìóëüòèòîð, èïîëó÷àëè ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ñåòåéñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ÂÌ. Íåèçìåííûìè îñòà-âàëèñü ïàðàìåòðû ôóíêöèè ìàðøðóòèçàöèè èòðàôèêà. Èíòåíñèâíîñòü âíåäðåíèÿ ïàêåòîâ âñåòü áûëà âûáðàíà íà óðîâíå 50%. Èíòåíñèâ-íîñòü âíåäðåíèÿ ïàêåòîâ � ýòî ïàðàìåòð, îïðå-äåëÿþùèé êîëè÷åñòâî ïàêåòîâ, êîòîðûå áóäóòñîçäàâàòüñÿ íà îäíîì öèêëå ìîäåëèðîâàíèÿ. Åñ-ëè çíà÷åíèå äàííîãî ïàðàìåòðà ðàâíî 50%, ýòîîçíà÷àåò, ÷òî íà îäíîì öèêëå ìîäåëèðîâàíèÿ÷èñëî ñîçäàííûõ ïàêåòîâ ñîñòàâèò ðîâíî ïîëî-âèíó îò êîëè÷åñòâà ÂÌ â ÌÂÊ. Ôóíêöèÿ ìàðø-ðóòèçàöèè ïðåäñòàâëåíà àëãîðèòìîì DimensionOrder Routing [6], à ôóíêöèÿ òðàôèêà � íîð-ìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ êàæäîãî ãåíåðè-ðóåìîãî ïàêåòà.Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-íèÿ ñðåäíåé äèñòàíöèè äëÿ òîïîëîãèé 4D-òîð èìóëüòèòîð â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ÂÌ â ÌÂÊ*.Ñðåäíÿÿ äèñòàíöèÿ äëÿ òîïîëîãèè ìóëüòèòîðïðè ðàçíîì ÷èñëå ïîäñåòåé îäèíàêîâà, è, êàêâèäíî èç ðèñóíêà, îíà áîëüøå, ÷åì ñðåäíÿÿ äè-ñòàíöèÿ äëÿ òîïîëîãèè 4D-òîð. Ñòîèò îòìåòèòü,÷òî ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåäíåé äèñòàí-*Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òîïîëîãèè 4D-òîð èñïîëüçîâà-ëàñü ìîäåëü, â êîòîðîé êîììóòàòîð è àäàïòåð ÂÌ ñîâìå-ùåíû, ò. å. ìèíèìàëüíàÿ äèñòàíöèÿ ðàâíà 1.� 82 �



Òîïîëîãèÿ "ìóëüòèòîð" äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîé è óñòîé÷èâîé ê íåèñïðàâíîñòÿì : : :

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè ñðåäíåé äèñòàíöèè îò êîëè÷å-ñòâà óçëîâ äëÿ òîïîëîãèé 4D-òîð ( � ) è ìóëüòè-òîð ñ îäíîé ïîäñåòüþ ( )öèè äëÿ ýòèõ òîïîëîãèé ïîëíîñòüþ ñîâïàëè ñðàñ÷åòàìè, ïðîâåäåííûìè ïî ôîðìóëå èç [4]:Hmin = 1N2 Xx;y2NH (x; y);ãäå N � êîëè÷åñòâî ÂÌ â ÌÂÊ; H(x; y) � äè-ñòàíöèè ìåæäó âñåìè ïàðàìè ÂÌ â ÌÂÊ.Íà ðèñ. 6 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðè-âåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ çàâèñèìîñòèñðåäíåé êîììóíèêàöèîííîé çàäåðæêè îò êîëè-÷åñòâà ÂÌ ÌÂÊ äëÿ òîïîëîãèé 4D-òîð è ìóëü-òèòîð ñ îäíîé, äâóìÿ è òðåìÿ ïîäñåòÿìè. Èçðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñðåäíÿÿ çàäåðæêà äëÿ òîïî-ëîãèè 4D-òîð ìåíüøå, ÷åì äëÿ òîïîëîãèè ìóëü-òèòîð ñ îäíîé ïîäñåòüþ, íî áîëüøå, ÷åì äëÿ òî-ïîëîãèè ìóëüòèòîð ñ äâóìÿ è òðåìÿ ïîäñåòÿìè.Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè èíòåíñèâíîñòèâíåäðåíèÿ ïàêåòîâ â ñåòü íà óðîâíå 50% ïðè-ìåíåíèå òîïîëîãèè ìóëüòèòîð ñ òðåìÿ ïîäñåòÿ-ìè ïðàêòè÷åñêè íå óìåíüøàåò ñðåäíåé çàäåðæêèïî ñðàâíåíèþ ñ òîïîëîãèåé ìóëüòèòîð ñ äâóìÿïîäñåòÿìè.Ñðåäíÿÿ çàäåðæêà äîñòàâêè ïàêåòà äëÿ òîïî-ëîãèè ìóëüòèòîð ñ òðåìÿ ïîäñåòÿìè ñòàíîâèò-ñÿ çàìåòíî ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ òîïîëîãèåéìóëüòèòîð ñ äâóìÿ ïîäñåòÿìè ïðè áîëüøåé çà-ãðóçêå ÊÑ. Ýòî õîðîøî âèäíî èç ðèñ. 7, êîòîðûéîòîáðàæàåò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èí-òåíñèâíîñòè âíåäðåíèÿ ïàêåòîâ íà óðîâíå 99%.Çàêëþ÷åíèåÐàçðàáîòàíû íîâàÿ òîïîëîãèÿ ìóëüòèòîð, àòàêæå àäàïòèâíûå ìàðøðóòíûå àëãîðèòìû êîì-

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòè ñðåäíåé êîììóíèêàöèîííîé çà-äåðæêè îò êîëè÷åñòâà óçëîâ äëÿ òîïîëîãèé 4D-òîð( � ) è ìóëüòèòîð ñ îäíîé ( ), äâóìÿ ( N ) èòðåìÿ ( � ) ïîäñåòÿìè

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòè ñðåäíåé êîììóíèêàöèîííîé çà-äåðæêè îò êîëè÷åñòâà óçëîâ äëÿ òîïîëîãèé ìóëüòè-òîð ñ äâóìÿ ( N ) è òðåìÿ ( � ) ïîäñåòÿìè ïðèèíòåíñèâíîñòè âíåäðåíèÿ ïàêåòîâ � 99%ìóòàòîðîâ àäàïòåðíûõ è êîììóòàòîðíûõ áëîêîâäëÿ ÊÑ íà áàçå ñèñòåìû ìåæïðîöåññîðíûõ îáìå-íîâ ÑÌÏÎ-10G, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò åå óñòîé-÷èâîå ê íåèñïðàâíîñòÿì ôóíêöèîíèðîâàíèå.Íà áàçå ÊÑ ÑÌÏÎ-10G ñ òîïîëîãèåé ìóëü-òèòîð òðåòüåé ñòåïåíè è îïèñàííûìè â ñòàòüåìàðøðóòíûìè àëãîðèòìàìè ñîçäàí ÌÂÊ ÌÏ-ÑÌÏÎ-3D, îáúåäèíÿþùèé 64 ÂÌ (768 ÿäåð).Ïîëó÷åííàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü 7,5Òôëîïñ íàòåñòå Linpack ñîñòàâèëà 79,4% îòíîñèòåëüíî ïè-êîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè 9,4Òôëîïñ.Ê äîñòîèíñòâàì ïðåäëîæåííîé òîïîëîãèèìóëüòèòîð è ðàçðàáîòàííûõ äëÿ íåå ìàðøðóò-íûõ àëãîðèòìîâ îòíîñÿòñÿ:� óñòîé÷èâîñòü (ïðè s > 1) ê äåãðàäàöèè ÊÑ;� õîðîøàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòüÌÂÊ, èìåþùèõ ÊÑ ñ äàííîé òîïîëîãèåé;� 83 �



Â. Ã. Áàñàëîâ, Ä. Î. Êîçëîâ, À. À. Õîëîñòîâ� óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ÊÑ çà ñ÷åòïåðåäà÷è ïàêåòîâ äàííûõ îò èñòî÷íèêà êïðèåìíèêó ïàðàëëåëüíî ïî s > 1 íåçàâèñè-ìûì ïóòÿì.Íåäîñòàòîê òîïîëîãèè ìóëüòèòîð òðàäèöèî-íåí äëÿ òîðîèäàëüíûõ òîïîëîãèé: ýòî áîëüøîéäèàìåòð ÊÑ è íåáîëüøàÿ øèðèíà áèñåêöèè.Äàëüíåéøåå íàïðàâëåíèå ðàáîò � ðàçðàáîòêàè ïðèìåíåíèå äëÿ àïïàðàòíîãî ìîäóëÿ ÑÌÏÎ-10GA-1 íîâûõ òîïîëîãèé è ìàðøðóòíûõ àëãî-ðèòìîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿò ñòðîèòü áîëåå ýôôåê-òèâíûå ÊÑ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Õîëîñòîâ À. À. Ìàñøòàáèðóåìàÿ ñèñòåìàìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâ 10G // Âòîðîéíàöèîíàëüíûé ñóïåðêîìïüþòåðíûé ôîðóì.ã. Ïåðåñëàâëü-Çàëåññêèé, 26�29 íîÿáðÿ2013 ã.2. Duato J. A theory of fault-tolerant routing inwormhole networks // IEEE Trans. Paralleland Distributed System. 1997. Vol. 8, No 8.P. 790�802.
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MULTITORUS TOPOLOGY FOR HIGH PERFORMANCE AND FAULT-SAFECOMMUNICATION NETWORK WITH THE SMPO-10G ARCHITECHTURE /V. G. Basalov, D. O. Kozlov, A. A. Kholostov (FSUE RFNC-VNIIEF, Sarov, NizhnyNovgorod region).The paper consideres the multitorus topology for the communication network basedon the system of itnerprocessor exchanges SMPO-10G. The paper describes the adaptiverouting algorithms developed specially for this topology, which enable building the shortestand free-from-dead-endsmessage transmission routs, as well as providing high fault toleranceof the communication network and its balanced load.Keywords : multiprocessor computation complex, communication network, SMPO-10GA-1 hardware module, ÑÌÏÎ-10GA-AD adapter unit, ÑÌÏÎ-10GA-SW switch unit,adaptive routing algorithms, processor node, virtual channel.
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ÂÍÈÌÀÍÈÞ ÀÂÒÎÐÎÂÐåäàêöèÿ í/ò ñáîðíèêà "Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè" ñåðèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ" ïðîñèò àâòîðîâ, íàïðàâëÿþùèõ ñòàòüè â æóðíàë, ïðèäåðæèâàòüñÿñëåäóþùèõ ïðàâèë.1. Àâòîð ïðåäñòàâëÿåò ðåäàêöèè 2 ýêçåìïëÿðà ðóêîïèñè îñíîâíîãî òåêñòà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçû-êå, à òàêæå àííîòàöèþ è ðåôåðàò ñ îáÿçàòåëüíûì óêàçàíèåì êëþ÷åâûõ ñëîâ. Òåêñò íàáèðàåòñÿ íàêîìïüþòåðå (øðèôò íå ìåíåå 12 ïóíêòîâ) íà îäíîé ñòîðîíå ëèñòà ôîðìàòà À4 ÷åðåç äâà èíòåðâàëà.Ðåêîìåíäóåìûé îáúåì ñòàòüè � íå áîëåå 25 ñòðàíèö óêàçàííîãî ôîðìàòà, âêëþ÷àÿ ðèñóíêè. Âñåñòðàíèöû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû. Ðóêîïèñü äîëæíà áûòü ïîäïèñàíà âñåìè àâòîðàìè.Ðåäàêöèè òàêæå ïåðåäàåòñÿ (ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå) ñîîòâåòñòâóþùèé òåêñòîâûé ôàéë â ôîðìàòå.doc (WinWord).2. Ñòàòüþ îáÿçàòåëüíî äîëæíû ñîïðîâîæäàòü ñëåäóþùèå äîêóìåíòû:1) íàïðàâëåíèå îò îðãàíèçàöèè, â êîòîðîé âûïîëíåíà ðàáîòà, ñ óêàçàíèåì èíôîðìàöèè î ïåðâè÷-íîì èëè ïîâòîðíîì îïóáëèêîâàíèè ìàòåðèàëà ñòàòüè (îòäåëüíûõ åå ñòðàíèö);2) ðàçðåøåíèå íà îòêðûòîå îïóáëèêîâàíèå îò îðãàíèçàöèè, â êîòîðîé âûïîëíåíà ðàáîòà.Íàçâàíèå ñòàòüè è ñïèñîê àâòîðîâ, óêàçàííûå â äîêóìåíòàõ, äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü óêàçàííûìâ ïðåäñòàâëåííîé ðóêîïèñè.Íåîáõîäèìî òàêæå ñîîáùèòü ïîëíûå èìåíà è îò÷åñòâà, äîëæíîñòè è ýëåêòðîííûå àäðåñà àâòîðîâè îáÿçàòåëüíî óêàçàòü íîìåð òåëåôîíà è/èëè e-mail äëÿ îáðàòíîé ñâÿçè.3. Íàçâàíèå ñòàòüè äîëæíî áûòü êîíêðåòíûì è ëàêîíè÷íûì. Ïåðåä íàçâàíèåì íåîáõîäèìî óêà-çàòü ÓÄÊ. Ðàçäåëû è ïîäðàçäåëû ñòàòüè äîëæíû èìåòü çàãîëîâêè.4. Íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü åäèíñòâî òåðìèíîëîãèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàíäàðòàì ïî òåìå ñòàòüè.5. Äëÿ íóìåðàöèè ôîðìóë, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå, èñïîëüçóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûåíàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ôîðìóëû, íà êîòîðûå íåò ññûëîê, íå íóìåðóþòñÿ.6. Âñå îáîçíà÷åíèÿ äîëæíû ðàñøèôðîâûâàòüñÿ. Íå ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûåîáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàçíûõ âåëè÷èí è ðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îäíîé è òîé æå âåëè÷èíû.Äëÿ ðàçëè÷èÿ áóêâ ñ îäèíàêîâûì èëè ñõîäíûì íà÷åðòàíèåì (íàïðèìåð, a è � ("àëüôà"), v è �("íþ", c è C) æåëàòåëüíî äåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîìåòêè.Âåêòîðíûå âåëè÷èíû íåîáõîäèìî âûäåëÿòü æèðíûì øðèôòîì èëè îòìå÷àòü ñòðåëêîé.7. Ðèñóíêè äîëæíû áûòü ÷åòêèìè è îáÿçàòåëüíî èìåòü ïîäðèñóíî÷íûå ïîäïèñè. Òåêñòîâûåíàäïèñè íà ñàìèõ ðèñóíêàõ íå ðåêîìåíäóþòñÿ, èõ çàìåíÿþò ñèìâîëüíûìè (öèôðîâûìè) îáîçíà÷å-íèÿìè, êîòîðûå îáúÿñíÿþòñÿ â òåêñòå èëè ïîäðèñóíî÷íîé ïîäïèñè.Òàáëèöû äîëæíû èìåòü çàãîëîâêè.Íà âñå òàáëèöû è ðèñóíêè â òåêñòå ñòàòüè äîëæíû áûòü ññûëêè.8. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü ñîñòàâëåí ïî ïîðÿäêó ññûëîê â òåêñòå. Ññûëêè íà íåîïóá-ëèêîâàííûå ðàáîòû (îò÷åòû) íå äîïóñêàþòñÿ.Â áèáëèîãðàôè÷åñêîå îïèñàíèå èñòî÷íèêà îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àþòñÿ ôàìèëèè è èíèöèàëû àâòî-ðîâ, íàçâàíèå êíèãè èëè ñòàòüè. Äëÿ êíèã óêàçûâàåòñÿ ãîðîä, èçäàòåëüñòâî è ãîä èçäàíèÿ, äëÿñòàòåé � íàçâàíèå æóðíàëà, ãîä èçäàíèÿ, òîì, âûïóñê (íîìåð), ñòðàíèöû íà÷àëà è êîíöà ñòàòüè.Îïèñàíèÿ èíîñòðàííûõ èñòî÷íèêîâ äîëæíû áûòü íàïå÷àòàíû ëàòèíñêèì øðèôòîì. Åñëè èñòî÷íèêðàçìåùåí â Èíòåðíåòå, óêàçûâàåòñÿ àäðåñ ñàéòà.9. Âñå ìàòåðèàëû ïî ñòàòüÿì äîëæíû íàïðàâëÿòüñÿ ïî àäðåñó:607188 ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáë., ïð. Ìèðà, 37, ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, îòäåëåíèå 08.Â ðåäàêöèþ æóðíàëà ÂÀÍÒ, ñåð. "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ".Òåë. (83130)2-84-06; e-mail:sokol@vniief.ruÂ ñëó÷àå íåñîáëþäåíèÿ óêàçàííûõ ïðàâèë ðåäàêöèÿ æóðíàëà îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî çàäåðæàòüïóáëèêàöèþ èëè îòêëîíèòü åå áåç ðàññìîòðåíèÿ.Ïëàòà çà ïóáëèêàöèþ ñ àâòîðîâ íå âçèìàåòñÿ.Ïðè ïðèíÿòèè ñòàòüè ê ïóáëèêàöèè ïðàâà íà åå èñïîëüçîâàíèå ïåðåõîäÿò ê èçäàòåëþ.
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ÓÄÊ 519.6ÑØÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÛÕ ÍÅÑÒÐÓÊÒÓÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕÑÅÒÎÊ Â ÌÅÒÎÄÈÊÅ "ÒÈÌ-3D" / È. Â. Ñîáîëåâ, À. Â. Øóðû-ãèí // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2015. Âûï. 3. Ñ. 35�45.Äàåòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà, ðåàëèçóþùåãî ìåòîä ñøèâàíèÿ ìíî-ãîãðàííûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê. Äàííûé ìåòîä ðåàëèçîâàíâ ïðîãðàììå ðàñ÷åòà íà÷àëüíûõ äàííûõ ìåòîäèêè ÒÈÌ-3D. Ïðè-ìåíèìîñòü ìåòîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðàõ ñøèâàíèÿ ðàç-ëè÷íûõ òèïîâ ñåòîê â åäèíóþ ñ÷åòíóþ ñåòêó îáëàñòè. Ïðîâåäåíîèññëåäîâàíèå áûñòðîäåéñòâèÿ àëãîðèòìà, âûïîëíÿþùåãî ñøèâàíèåòðåõìåðíûõ ñåòîê (ðèñ. 18, òàáë. 3, ñïèñîê ëèò. � 8 íàçâ.).Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäèêà ÒÈÌ-3D, íåñòðóêòóðèðîâàííûå ìíî-ãîãðàííûå ñåòêè, ìåòîä ñøèâàíèÿ, ÒÈÌ-ÐÍÄ, ËÎÃÎÑ-Ïðåïîñò.ÓÄÊ 517.95+514.86ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÐÅÆÈÌÅ ÐÀÇËÅÒÀ Â ÂÀÊÓÓÌ ÏËÎÑÊÎÃÎÑËÎß ÈÄÅÀËÜÍÎÃÎ ÃÀÇÀ / Â. Å. Øåìàðóëèí, Ñ. Ñ. Ëüâîâà,Þ. Â. ßíèëêèí // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìà-òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2015. Âûï. 3.Ñ. 46�63.Íàéäåí è ïîäðîáíî èññëåäîâàí êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíå-íèé îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, îïèñûâàþùèõ èçýíòðîïè÷åñêèéðàçëåò â âàêóóì èäåàëüíîãî ãàçà, çàïîëíÿþùåãî ïëîñêèé ñëîé êî-íå÷íîé òîëùèíû, â ñëó÷àå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàííûõ íà÷àëü-íûõ ðàñïðåäåëåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè ïîêàçàòåëåàäèàáàòû, ðàâíîì 3.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëü-íàÿ ñêîðîñòü ãàçà ðàâíà íóëþ, à íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíàïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå ñ âàêó-óìîì. Îòìå÷åíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ è åãî ñâÿçü ñïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà. Ïîëó÷åííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíî äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäèê è ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà-÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. Ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè äàííîãî ðåøåíèÿ â êà÷åñòâå òåñòà ìîæíî ïðîâåðèòüñëåäóþùèå îñîáåííîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà: ñòåïåíü ñîõðàíåíèÿ ýí-òðîïèè â èçýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ, êà÷åñòâî îïèñàíèÿ òå÷åíèé âîêðåñòíîñòÿõ ñëàáûõ è ñèëüíûõ ðàçðûâîâ è íà ãðàíèöàõ ñ âàêóó-ìîì. Äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäàìîæåò äàòü ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ â ÷èñëåííîì ðåøåíèè îñíîâíûõêà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ: íåïîäâèæíîñòü çâóêîâûõòî÷åê (òî÷åê ñëàáîãî ðàçðûâà), íåïîäâèæíîñòü ãðàíèö òå÷åíèÿ äîèçâåñòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, äâèæåíèå ëèíèé âàêóóìà (êðèâûõãðàäèåíòíûõ êàòàñòðîô) ñîãëàñíî èçâåñòíîìó çàêîíó.Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çà-äà÷è ïî ìåòîäèêå ÝÃÀÊ (ðèñ. 10, òàáë. 1, ñïèñîê ëèò. � 9 íàçâ.).Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, èäå-àëüíûé ãàç, èçýíòðîïè÷åñêèé ðàçëåò â âàêóóì, òî÷íûå ðåøåíèÿ,÷èñëåííîå ðåøåíèå.



ÓÄÊ 538.911ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÀÊÎÏËÅÍÈß ÐÀÄÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÄÅ-ÔÅÊÒÎÂ Â ×ÈÑÒÎÌÌÎËÈÁÄÅÍÅ ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÊÈÍÅÒÈ×Å-ÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈÈ È ÊËÀÑÒÅÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ / Ì. Þ. Ðîìàø-êà, À. Â. ßíèëêèí // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìà-òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2015. Âûï. 3.Ñ. 64�75.Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå íàêîïëåíèÿ ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ âòîíêèõ ïëåíêàõ ÷èñòîãî ìîëèáäåíà ïîä äåéñòâèåì èîííîãî îáëó÷å-íèÿ. Èñïîëüçîâàíû äâà ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ: êèíåòè÷åñêàÿòåîðèÿ ñî ñðåäíèìè ðàçìåðàìè êëàñòåðîâ è êëàñòåðíàÿ äèíàìè-êà.Îáñóæäàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïåðâîãî ïîä-õîäà. Îí ìîæåò áûòü íåïðèìåíèì â ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååòñÿ ãåíåðà-öèÿ êëàñòåðîâ äåôåêòîâ â êàñêàäàõ ñìåùåíèé àòîìîâ è äèôôóçèÿêëàñòåðîâ íà ñòîêè, òàêèå êàê ïîâåðõíîñòü, ìåæçåðåííûå ãðàíè-öû è äèñëîêàöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåâîçìîæíîñòüþ ó÷åñòü ðàñïðå-äåëåíèå êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè èïðèñâîèòü êàæäîìó ðàçìåðó êëàñòåðîâ ñâîé êîýôôèöèåíò äèôôó-çèè.Â ñëó÷àå êëàñòåðíîé äèíàìèêè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàõîäÿò-ñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè êàê ñ ýêñïåðèìåíòîì, òàê è ñ ðàñ÷åòàìèäðóãèõ àâòîðîâ. Ïðè ýòîì ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá ðåàëèçàöèè êëà-ñòåðíîé äèíàìèêè îòëè÷àåòñÿ îò èñïîëüçîâàííûõ ðàíåå ïîäõîäîâ:ðåàëèçîâàí ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäõîä ê êëàñòåðíîé äèíàìèêå íà îñ-íîâå êîäà SPPARKS. Ê ïðåèìóùåñòâàì ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîäõîäàîòíîñÿòñÿ ïðîñòîòà àëãîðèòìà, ïðîñòîòà çàäàíèÿ ðåàêöèé â ïðî-ãðàììå SPPARKS, à òàêæå âûñîêàÿ ñòàáèëüíîñòü ïî ñðàâíåíèþñî ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì, ãäå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà áîëüøîãî ÷èñëàäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåò-ñÿ îãðàíè÷åííîñòü êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ ñíèçó (ðèñ. 6, ñïèñîêëèò. � 11 íàçâ.)Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êëàñòåðíàÿ äèíàìèêà,èîííîå îáëó÷åíèå, òîíêèå ïëåíêè, ìîëèáäåí, òî÷å÷íûå äåôåêòû,SPPARKS.ÓÄÊ 004.722ÒÎÏÎËÎÃÈß "ÌÓËÜÒÈÒÎÐ" ÄËß ÂÛÑÎÊÎÏÐÎÈÇÂÎÄÈ-ÒÅËÜÍÎÉ È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÉ Ê ÍÅÈÑÏÐÀÂÍÎÑÒßÌ ÊÎÌÌÓ-ÍÈÊÀÖÈÎÍÍÎÉ ÑÅÒÈ Ñ ÀÐÕÈÒÅÊÒÓÐÎÉ ÑÌÏÎ-10G /Â. Ã. Áàñàëîâ, Ä. Î. Êîçëîâ, À. À. Õîëîñòîâ // Âîïðîñû àòîìíîéíàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷å-ñêèõ ïðîöåññîâ. 2015. Âûï. 3. Ñ. 76�84.Ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå òîïîëîãèè ìóëüòèòîð äëÿ êîììóíèêà-öèîííîé ñåòè, îñíîâàííîé íà ñèñòåìå ìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâÑÌÏÎ-10G. Îïèñàíû ñîçäàííûå äëÿ ýòîé òîïîëîãèè àäàïòèâíûåìàðøðóòíûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü êðàò÷àéøèå, ñâî-áîäíûå îò òóïèêîâ ìàðøðóòû ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé, à òàêæå îáåñ-ïå÷èâàþùèå âûñîêóþ îòêàçîóñòîé÷èâîñòü êîììóíèêàöèîííîé ñåòèè åå ñáàëàíñèðîâàííóþ çàãðóçêó (ðèñ. 7, ñïèñîê ëèò. � 6 íàçâ.).Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîïðîöåññîðíûé âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ,êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü, àïïàðàòíûé ìîäóëü ÑÌÏÎ-10GA-1, àäàï-òåðíûé áëîê ÑÌÏÎ-10GA-AD, êîììóòàòîðíûé áëîê ÑÌÏÎ-10GA-SW, àäàïòèâíûå ìàðøðóòíûå àëãîðèòìû, ïðîöåññîðíûé óçåë, âèð-òóàëüíûé êàíàë.



EFFECT OF THE WAY TO ACCOUNT FOR HEAT TRANSFERON THE CALCULATION STABILITY OF TWO-PHASE GAS-DY-NAMIC DIFFERENCE SCHEME / Yu. A. Bondarenko // VANT.Ser.: Mat. Mod. Fiz. Proc. 2015. No 3. P. 3�19.The two-phase di�erence gas-dynamic scheme in Lagrangian vari-ables is studied with account for heat transfer. We have discoveredthat the conditions for the Courant-type time-step strongly depend onthe way the implicit heat conductivity is used in the di�erence scheme.In major cases the condition of stability is determined by the isentropicspeed of sound. We o�er a modi�cation with account for the implicitheat conductivity in two energy equations. Continuous transition fromthe isentropic speed of sound to the isothermal one at the Courantthermal number increase is present in the conditions of the modi�edscheme stability. The isothermal speed of sound is always less than theisentropic one, and when the radiation pressure is taken into accountin the case of low densities and high temperatures, it can be severaltens and hundreds times smaller than the isentropic one. Thereforein the modi�ed scheme, with big Courant number, the time stem canincrease signi�cantly.Key words: gas dynamics with thermal conductivity, di�erence sche-mes, splitting in terms of physical processes, di�erence scheme stability,isentropic speed of sound, isothermal speed of sound, thermal sounddispersion.SPECIFICS OF THE SIMPLE ALGORITHM APPLICATION FORTHE CALCULATION OF INCOMPRESSIBLE FLOWS / N. V. Tara-sova, A. S. Kozelkov, D. P. Meleshkina, A. V. Lashkin, O. V. Denisova,M. A. Sizova // VANT. Ser.: Mat. Mod. Fiz. Proc. 2015. No 3.P. 20�34.This paper focuses on the description of the SIMPLE algorithmmod-i�cation for the case of uncompressible �ows and the applicability ofthe implemented algorithm for the calculation of transonic compress-ible �ows within the LOGOS program package. The problems about�ow over an airfoil and inside a di�user are used to demonstrate the ca-pabilities of the implemented algorithm in terms of reaching acceptableaccuracy and convergence velocity when various schemes of convectivecomponent discretization are used and other computational parame-ters are changed. The obtained results are compared with the data ofwell known experimental tests.Key words: SIMPLE algorithm, incompressible transonic �ows, sche-mes of convective component discretization, LOGOS program package.SEAMING POLYGONAL UNSTRUCTURED GRIDS IN THE"TIM-3D" TECHNIQUE / I. V. Sobolev, A. V. Shurygin // VANT.Ser.: Mat. Mod. Fiz. Proc. 2015. No 3. P. 35�45.The paper describes in detail the algorithm that realizes the methodof seaming polygonal unstructured grids. This method is realizedwithin the program for initial data calculation in the TIM-3D tech-nique. The method applicability is shown on the examples of seamingvarious types of grids into a single computational grid of a domain.The performance of the algorithm that seams the 3D grids is studied.Key words: TIM-3D technique, unstructured polygonal grids, seam-ing method, TIM-RND, LOGOS-Prepost.



ON AMODE OF IDEAL GAS PLANAR LAYER EXPANSION INTOVACUUM / V. E. Shemarulin, S. S. L'vova, Yu. V. Yanilkin // VANT.Ser.: Mat. Mod. Fiz. Proc. 2015. No 3. P. 46�63.We have discovered and investigated in detail the class of exact solu-tions of the gas dynamic equations that describe the isentropic ideal gasexpansion into vacuum, when the gas �lls a �nite-thickness plane layer,in the case of speci�cally preset initial distributions of gas-dynamic pa-rameters at the adiabatic index of 3.As an example, the particular case with the zero gas initial veloc-ity, while the initial density velocity, in accordance with quadratic law,turns into zero on the gas-vacuum interface. Characteristic features ofthe solution and its connection with the Legendre polynomial are high-lighted. The obtained particular solution can be used for testing thetechniques and programs for numerical solving the gas dynamics prob-lems. The following speci�cs of a numerical method can be checkedwhen this solution is used as a test: degree of the entropy preservationin isentropic �ows, accuracy of the �ows description in the vicinity ofweak and strong discontinuities on the vacuum interfaces. Additionalinformation on the numerical method accuracy can be obtained by theveri�cation of main quality properties of exact solutions in numericalsolution: immobility of sound points (weak discontinuity points), im-mobility of �ow boundaries up to the known time, vacuum line move-ments (gradient catastrophe curves) under the known law.The results of the numerical solution for the problem in questionobtained with the EGAK technique are presented.Key words: 1D gas dynamics equations, ideal gas, isentropic expan-sion into vacuum, exact solutions, numerical solution.MODELING OF RADIATIONDEFECT ACCUMULATION IN PUREMOLYBDENUM USING THE METHODS OF KINETIC THEORYAND CLASTER DYNAMICS / M. Yu. Romashka, A. V. Yanilkin //VANT. Ser.: Mat. Mod. Fiz. Proc. 2015. No 3. P. 64�75.The modeling of radiation defect accumulation in thin pure molyb-denum �lms under the e�ect of ion radiation was studied. Two ap-proaches to the modeling were used: kinetic theory with mean clustersize and cluster dynamics.The paper discusses the limitation of the �rst approach applicability.It can be inapplicable in the cases when defect clusters are generated inthe cascades of atom shifts and the cluster di�usion to the drains, suchas the surface, intergrain surfaces and dislocations, is present. This isdue to the fact, that it is impossible to take into account the clusterdistribution by size in the frames of the kinetic theory and to assignpersonal di�usion coe�cients to each cluster size.In the case of cluster dynamics the obtained results are in good agree-ment both with the experiment and the calculations by other authors.At that the proposed method of cluster dynamics realization di�ersfrom those used before: a stochastic approach to the cluster dynamicsbased on the SPPARKS code is implemented. The advantages of thestochastic approach are such as the algorithm simplicity, simplicity ofreactions setting in SPPARKS, as well as high stability as compared tothe standard approach, where the system of big amount of di�erentialequations is solved. The main drawback of the approach is the limitedreagent concentrations at the bottom.Key words: kinetic theory, cluster dynamics, ion irradiation, thin�lms, molybdenum, point defects, SPPARKS.



MULTITORUS TOPOLOGY FOR HIGH PERFORMANCE ANDFAULT-SAFE COMMUNICATION NETWORK WITH THE SMPO-10G ARCHITECHTURE / V. G. Basalov, D. O. Kozlov, A. A. Kho-lostov // VANT. Ser.: Mat. Mod. Fiz. Proc. 2015. No 3. P. 76�84.The paper includes the multitorus topology for the communicationnetwork based on the system of itnerprocessor exchanges SMPO-10G.The paper describes the adaptive routing algorithms developed spe-cially for this topology, which enable building the shortest and free-from-dead-ends message transmission routs, as well as providing highfault tolerance of the communication network and its balanced load.Key words: multiprocessor computation complex, communicationnetwork, SMPO-10GA-1 hardware module, ÑÌÏÎ-10GA-AD adapterunit, ÑÌÏÎ-10GA-SW switch unit, adaptive routing algorithms, pro-cessor node, virtual channel.


