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Рассматривается рассеяние электромагнитного излучения на центрально-симметричном 

гравитационном поле в случае длинных волн , ga r>>�  (a – радиус рассеивателя, gr – 

его гравитационный радиус). С учетом поправок к галилеевым значениям метрики на 

больших расстояниях вычислены поправки к электромагнитному полю плоской волны, 

а затем найдено сечение рассеяния. Такой метод вычислений отличается от представлен-

ных в литературе методов расчета с помощью функций Грина и с помощью фейнманов-

ских диаграмм. Дифференциальное сечение в длинноволновом пределе сравнивается 

с сечениями рассеяния на черной дыре ультрарелятивистских классических частиц и элек-

тромагнитных волн с промежуточной длиной волны ~ .gr�  

 

Ключевые слова: рассеяние электромагнитного излучения, гравитационное поле, 

дифференциальное сечение рассеяния, поляризация волны. 

 

 

Введение 
 

Движение ультрарелятивистских частиц и лу-

чей света в центрально-симметричном гравитаци-

онном поле описывается классическими форму-

лами [1]. Отклонение луча света при движении в 

гравитационном поле является одним из экспери-

ментальных тестов общей теории относительно-

сти. При этом считается, что частицы являются 

классическими и их волновыми свойствами можно 

пренебречь вплоть до расстояний порядка грави-

тационного радиуса 2
2 / .

g
r GM c≡  Законно поста-

вить вопрос о том, в каком предельном случае это 

справедливо и как описывать движение частиц в 

противоположном предельном случае? 

Отклонение луча, пролетающего мимо центра 

с прицельным параметром ρ, в классическом при-

ближении оказывается равным [1] 

2
.

g
r

θ =
ρ

 

Так как неопределенность поперечной составляю-

щей волнового вектора Δk должна определяться 

неопределенностью в прицельном параметре Δρ, 

т. е. ~1/ ,kΔ Δρ  а Δρ должно быть мало по сравне-

нию с ρ, то 1/ .kΔ >> ρ  Следовательно, и неопреде-

ленность в угле отклонения ~ /k kΔθ Δ  не может 

быть меньше, чем ~1/ ~ / .kΔθ ρ ρ�  Поскольку для 

применимости классического подхода к задаче 

должно быть ,θ >> Δθ  получаем критерий этого 

подхода в виде  

.

g
r<<�  

Рассмотрим теперь противоположный пре-

дельный случай 

.

g
r>>�                               (1) 

В этом случае, считая, что метрика на больших рас-

стояниях изменяется на величину ~ / ,
g
r r  и рас-

сматривая решение волнового уравнения с помо-

щью теории возмущений, можно получить, что 

возмущения решения будут малы, если малы 

/ ~ .
g g

krr r kr  Таким образом, в случае (1) рассеяние 

волны можно рассчитывать по теории возмущений 

с тем большей точностью, чем лучше выполнен 

этот критерий. Что касается малых расстояний, то 

детали поведения метрики на расстояниях, мень-

ших длины волны, не должны сказываться на рас-

сеянии, поэтому, например, для черных дыр инте-

гралы в формулах теории возмущений можно рас-

пространять вплоть до нулевого радиуса. 
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Ситуация с рассеянием излучения в гравита-

ционном поле вполне аналогична ситуации с рас-

сеянием на кулоновском потенциале в квантовой 

механике [2]: если потенциал можно считать дос-

таточно сильным, необходимо использовать клас-

сический подход, а если потенциал достаточно 

слабый, можно применять для описания рассеяния 

борновское приближение. Имеется, однако, отли-

чие задачи о рассеянии излучения в гравитацион-

ном поле от квантовомеханической кулоновской 

задачи, состоящее в том, что в квантовомеханиче-

ской кулоновской задаче классический подход 

применим для медленных частиц, а рассеяние бы-

стрых энергичных частиц можно описывать с по-

мощью теории возмущений. Для рассеяния излу-

чения в гравитационном поле получается наобо-

рот, классика работает для коротковолнового 

энергичного излучения, а теория возмущений го-

дится в длинноволновом пределе.  

Рассеяние длинноволнового излучения сла-

бым гравитационным полем изучалось ранее ме-

тодом функций Грина в искривленном простран-

стве-времени [3] и методом фейнмановских диа-

грамм [4]. В настоящей работе мы проведем рас-

четы по теории возмущений элементарным спосо-

бом, что может представить интерес, например, 

в качестве задачи для [1]. Рассмотренный длинно-

волновой предел является универсальным и при-

меним к любым гравитирующим объектам, если 

выполняется условие a>>�  (а – характерный 

размер объекта).  

Рассеяние волн черной дырой изучалось так-

же для случая гравитационных волн в работе [5] и 

для интерференции волн при рассеянии назад 

(«глория») [6]. При этом авторы [5] решали задачу 

с помощью разложения падающих волн по сфери-

ческим гармоникам, а задача рассматривалась для 

случая промежуточных ~
g
r�  или коротких длин 

волн .

g
r<<�  Авторы же [6] использовали обоб-

щенное ВКБ приближение и их результат спра-

ведлив в случае ,
g
r<<�  противоположном иссле-

дуемому нами длинноволновому пределу (1). Рас-

сеяние электромагнитных волн черной дырой изу-

чалось в недавней работе [7]. В ней авторы, так же 

как в [5], решали задачу с помощью разложения 

падающих волн по сферическим гармоникам и не 

рассматривали длинноволновой предел. Пред-

ставляет интерес сравнение сечения рассеяния в 

длинноволновом пределе с сечением рассеяния 

ультрарелятивистских частиц на черной дыре, а 

также сечением рассеяния электромагнитных 

волн на черной дыре для случая промежуточных 

длин волн [7]. 

 

 

Постановка задачи 

Уравнения электромагнитного поля в случае 

наличия гравитационного поля имеют вид [1] 

1
( ) 0,ik

k
gF

g x

∂
− =

− ∂

               (2) 

где ik
F  – тензор электромагнитного поля, опреде-

ляемый через потенциалы как 

,
k i

ik i k

A A
F

x x

∂ ∂
= −

∂ ∂

                     (3) 

а g – определитель, составленный из метрического 

тензора .ikg  

Для метрики Шварцшильда на больших рас-

стояниях малые добавки к галилеевым значени-

ям (0)
ik

g  даются величинами [1] 

00
,

g
r

h
r

= −  ,

g
r

h n n
r

αβ α β= −  
0

0,h
α
=       (4) 

где n – единичный вектор в направлении r. Из (4) 

следует, что с точностью до величин первого по-

рядка 1.g = −  

В нулевом приближении считаем, что име-

ется плоская электромагнитная волна 
( )0

i
A =  

( )0
0

exp( ( )).
i

A i t= −ωkr Задача состоит в том, чтобы 

учесть поправки к метрике (4), вычислить связан-

ные с ними поправки к электромагнитному полю 

и затем определить сечение рассеяния. 

 

 

Неоднородные члены в уравнениях электро-

магнитного поля 

Если поправки к электромагнитному полю 

плоской волны малы, то тензор ik
F  можно запи-

сать в виде 
( ) ( )0 1

,

ik ikik
F F F= +  

где ( )0 ik
F  – решение уравнения (2) в отсутствие 

гравитационного поля, ( )1 ik
F  – возмущение.  

Поправки к контравариантным компонентам 

метрического тензора ik
g  даются формулами [1] 

(0)ik ik ikg g h= −                          (5) 

(подъем и опускание индексов осуществляем с по-

мощью невозмущенной галилеевой метрики). 
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Вычисляя поправки в уравнении (2), связан-

ные с гравитационным полем (5), с учетом (3) по-

лучим уравнение для возмущения векторного по-

тенциала поля ( )1
:

i
A  

( )
( )

12
1

2 2

1 4
,

i

i iA
A j

cc t

∂ π
−Δ =

∂

           (6) 

где 

( ) ( )( ) ( )( )0 0 04
.

km ili il km ik

lmk k
j h g g h F F

c x x

π ∂ ∂
= − + ≡

∂ ∂

�  

Используя (4), получим для неоднородных членов 

в тензоре электромагнитного поля 

0 0 ( ),
g
r

F F E n n E
r

α α α α β
β= − = +

� �  

(0) (0)( )
g
r

F n n F n n F
r

αβ α γ β β γ α
γ γ= +

�  

(здесь мы через Eα  и (0)
F

αβ  обозначили элек-

трическое поле плоской электромагнитной волны 

и пространственные компоненты ее тензора, т. е. 

магнитное поле). 

Подставляя (7) в пространственные компо-

ненты уравнения (2) и учитывая, что для плоской 

электромагнитной волны  

(0)
,E i A

c

α α
ω

= −  

(0) (0) (0)
,F k k A k k A

x

βγ β γ γ β
α αα

∂
= − +

∂

 

получим неоднородную часть уравнения (2) в виде 

24
[ ( )( ) ( ) ],

g
r

ik
c r

π
= − + −j E κ κn nE κn E  

где / .k k
α α

κ =  
 

 

Поле рассеянной волны 

Для получения решения волнового уравнения 

в первом порядке (6) используем формулу для за-

паздывающих потенциалов [1]. Выражение для 

возмущения векторного потенциала поля на 

больших расстояниях R запишется в виде: 

(1) 1 R
t dV

cR c Rc

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

Rr
A j  

( )
2

0 0 0[ ( )( ) ( ) ] ,
4

i kR t
g i
re

ik e dV
R r

−ω

−
= − − +

π
∫

qr
E κ κn nE κn E  (8) 

где 
0

E  – амплитуда электрического поля электро-

магнитной волны, ,′= −q k k  а ′k  – волновой век-

тор рассеянной волны.  

Вычисление интеграла в выражении (8) дает 

( )
(1) 2

0 0 02 2 2

2 1 1
[ ( )( ) ( ) ].

i kR t
gre

ik
R q q q

−ω

= − + −A E κ κq qE κq E  

(9) 

 

 

Сечение рассеяния 

Дифференциальное сечение рассеяния дается 

формулой 
dI

d
S

σ =  (черта над буквой означает 

усреднение по времени). Средняя (по времени) 

интенсивность излучения, рассеянного в телесный 

угол ,dο  равна 
2 2

0

1
.

2 4

c
dI H R d′= ο

π
 Плотность 

потока энергии в падающей волне 
2

.

8

c
S H=

π

 

Так как в плоской монохроматической волне 

[ ],i=H kA  то с учетом (9) получим: 

2

2 2 2 2

2
[ , ( )( ) / ( ) / ] o,

(1 cos )

g
r

d q q d′ ′σ = + −

− θ

κ e κq ek κ κq e  

 (10) 

где θ – угол рассеяния, e – вектор поляризации 

падающей волны, / k′ ′=κ k  – единичный вектор  

в направлении рассеянной волны. Раскрыв в (10) 

квадрат векторного произведения, получим в со-

ответствии с [3, 4] 

2

4
ctg ,

4 2

g
rd

do

σ θ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                (11) 

дифференциальное сечение, не зависящее от по-

ляризации. 

При малых углах рассеяния θ << 1 сечение (11) 

имеет особенность, связанную с дальнодействием 

ньютоновского потенциала, 

2 4
/ o ~ 4 / .

g
d d rσ θ                    (12) 

Коэффициент в (12) совпадает с коэффициентом 

для дифференциального сечения рассеяния класси-

ческих частиц на малые углы аналогично тому, что 

в задаче рассеяния на кулоновском потенциале [2] 

борновское приближение и классическая формула 

дают одинаковый результат. 

Следует отметить, что сечение (11) стремится 

к нулю при θ → π (рассеяние назад), причем очень 

быстро (как 4
( ) ).π − θ  На рисунке приведена зави-

симость дифференциального сечения (11) от θ. 

(7) 
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Для сравнения на рисунке представлено клас-

сическое сечение рассеяния ультрарелятивистских 

частиц на черной дыре, а также сечение рассеяния 

электромагнитных волн на черной дыре для про-

межуточного случая 
g
rλ = π  из работы [7]. Во 

всем диапазоне углов классическое сечение пре-

вышает волновое, асимптотически приближаясь к 

нему при малых углах. Характерной особенно-

стью классического сечения является также обра-

щение его в бесконечность при θ = π, что связано с 

рассеянием частиц назад при конечных прицель-

ных параметрах [6] и характерно для задач с паде-

нием частиц на центр (поглощением). Что касает-

ся случая ,
g
rλ = π  то во всем диапазоне углов се-

чение рассеяния для него оказывается гораздо 

ближе к классическому, чем к длинноволновому. 

Подчеркнем здесь, что сечение в длинноволновом 

пределе, приведенное на рисунке, применимо к лю-

бым объектам при выполнении условия ,a>>�  

где а – размер объекта, в то время как две другие 

кривые, приведенные на рисунке, являются сече-

ниями рассеяния именно на шварцшильдовской 

черной дыре. 

-4

-2

0

2

4

6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

θ/π

1

2

( )2lg
g
r d dσ ο
−

3

 

Дифференциальное сечение рассеяния излучения: 1 – 

сечение длинноволнового рассеяния; 2 – классическое 

сечение рассеяния черной дырой; 3 – сечение рассеяния  

                      черной дырой для grλ = π  

 

 

Заключение 

При условии (1) вычислено сечение рассея-

ния электромагнитной волны на центрально-сим-

метричном гравитационном поле во всем диапа-

зоне углов рассеяния. В соответствии с [3, 4] 

дифференциальное сечение рассеяния длинновол-

нового изучения оказалось не зависящим от поля- 

 

 

ризации излучения и для малых углов совпа-

дающим с сечением рассеяния классических 

частиц. При приближении углов рассеяния к π 

сечение рассеяния длинноволнового изучения 

стремится к нулю. 

Формула (11) при условии (1) должна быть 

применима для рассеяния излучения незаряжен-

ными черными дырами (эффектами вращения как 

эффектами второго порядка, пропорциональны-

ми 2
1/ ,r  при условии (1) можно пренебречь). Что 

касается рассеяния на других космических объ-

ектах, таких как звезды, то для применения фор-

мулы (11) во всем диапазоне углов необходимо 

иметь a>>�  (а – радиус звезды). Но даже и этого 

условия может оказаться недостаточно, если 

,
g

a r>>  и для расчета сечения рассеяния нужно 

будет учитывать также поглощение и рассеяние 

волн на самом объекте. Однако гравитационное 

рассеяние из-за особенности (12) при условии (1) 

может оказаться доминирующим для достаточно 

малых углов. 
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