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Приближение вперед-назад является простейшей моделью переноса нейтронов, по-

зволяющее получить ряд точных аналитических решений, качественно описывающих ре-

альные характеристики плоских, цилиндрических и сферических систем с делящимися 

материалами. Модель переноса в приближении вперед-назад абсолютно точно реализу-

ется в программах Монте-Карло, что позволяет тестировать те алгоритмы этих про-

грамм, которые не связаны с геометрией или константами. 
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Введение 
 

В [1] описано приближение Шварцшильда для 

переноса фотонов. Эта модель получила название 

приближение вперед-назад. В модели Шварц-

шильда предлагается изотропное рассеяние фото-

нов в переднюю и заднюю полусферу, но с разны-

ми весами.  

В [2] приведено двухпотоковое приближение 

для расчета нисходящего и отраженного от по-

верхности потоков излучения в плоских атмосфе-

рах. Этот метод нацелен на получение простых 

аналитических решений для решения прикладных 

задач переноса радиации в атмосфере. Индикатри-

са рассеяния аппроксимируется суммой дельта-

функции и двух членов полиномов Лежандра.  

Время от времени в научных кругах возникает 

интерес к получению новых аналитических реше-

ний кинетического уравнения переноса. Конечно, 

такие решения удается найти в редких случаях. 

Однако, используя различные приближения кине-

тического уравнения переноса, такие решения по-

лучить можно. Например, в монографии [3] при-

ведена обширная библиография, в которой для 

диффузионного приближения получено много 

аналитических решений задач на собственные 

значения и собственные функции. Можно со-

слаться на работу [4], где рассмотрены задачи пе-

реноса нейтронов и гамма-квантов в двух направ-

ления (the bidirectional problem) с учетом рассея-

ния и поглощения. Результаты этой работы были 

использованы для верификации кодов Sn-метода.  

Как правило, аналитические решения исполь-

зуются для тестирования кодов, выяснения мето-

дических проблем, да и просто из интереса к са-

мому предмету, так как простые аналитические 

решения могут быть очень полезными, особенно 

когда исследователи сталкиваются с необычными 

проблемами. 

В предложенном приближении вперед-назад 

перенос нейтронов рассматривается в одногруппо-

вом приближении, в котором индикатриса рассея-

ния и угловое распределение вторичных нейтро-

нов деления аппроксимируются суперпозицией 

двух дельта-функций. В результате получена система 

из двух уравнений относительно потоков и токов 

нейтронов. В статье рассмотрены задачи на кри-

тичность, для которых получены решения для 

собственных значений и собственных функций. 

Отметим, что модель переноса нейтронов в при-

ближении вперед-назад абсолютно точно реализу-

ется в программах Монте-Карло. 

 

 

1. Основные соглашения и определения  
приближения вперед-назад переноса нейтронов 

Выделим три основных момента, заложенных 

в приближение вперед-назад. Это переход к одно-

групповому описанию взаимодействия нейтронов 
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с веществом. Второй момент – это переход к од-

номерной геометрии. И третий шаг – это ограни-

чение на возможные направления движения ней-

тронов, что собственно и является приближением 

вперед-назад.  

Договоримся, что в одномерных геометриях 

(плоской, цилиндрической и сферической) ней-

тронам будет разрешено двигаться только в двух 

направлениях вдоль некоторых прямых линий. 

Для плоской геометрии этими линиями являются 

нормали к поверхности плоскости. Для цилиндри-

ческой геометрии – это нормали к поверхности 

цилиндра. Для сферической геометрии – это нор-

мали к поверхности сферы. Те же ограничения на 

направление движения нейтронов распространя-

ются на источники нейтронов и вторичные ней-

троны, возникающие при делении и рассеянии.  

Приведем уравнение переноса в одногруппо-

вом приближении [5, 6]: 

( , , )
( , , ) ( , , )

t

N x t
N x t N x t

t

∂ μ
+Ω∇υ μ = −ρσ υ μ +

∂

���

 

1

1
( ) ( , , ) .

i i

i

N x t d So
+

−

′ ′ ′+ ρσ μ →μ ν υ μ μ +Σ∫  

Здесь через х обозначены координаты для всех 

геометрий: So – источник, ′μ  и μ  – косинусы уг-

лов между направлением движения нейтрона и соот-

ветствующей нормалью до и после столкновения; 

i – тип реакции (i – деление, поглощение, рассея-

ние и т. д.). 

В модели приближения вперед-назад диффе-

ренциальный оператор Ω∇
� �

 (дивергентная форма) 

выглядит следующим образом [5, с. 46–48]: 

– для плоских задач: ;

x

∂
Ω∇ = μ

∂

���

 

– для цилиндрически-симметричных задач: 

2 2
1 1

;r

r r r

−μ ∂ −μμ ∂
Ω∇ = +

∂ ∂μ

���

  

– для сферически-симметричных задач:  
2

2

2

1 (1 )
.r

r rr

μ ∂ ∂ −μ
Ω∇ = +

∂ ∂μ

���

 

Здесь косинус угла рассеяния определен отно-

сительно соответствующей нормали и приведен на 

рис. 1–3. В модели вперед-назад косинус угла рас-

сеяния может принимать только два значении 

1.μ = ±  В дальнейшем это последнее замечание 

приведет к тому, что вторые операторы с 
∂

∂μ
 для 

цилиндрически-симметричных и сферически-симме-

тричных задач дадут нулевой вклад в перенос час-

тиц. То есть операторы с 
∂

∂μ
 могут быть опущены 

в операторе .Ω∇
� �

 
 

                         

Рис. 1. Плоская геометрия 

 

                 
 

Рис. 2. Сферическая геометрия 
 

                  
 

Рис. 3.Цилиндрическая геометрия 

 

В нашем случае в одногрупповом приближе-

нии будем рассматривать следующие реакции и их 

дифференциальные сечения: 

• рассеяние – ( ) [(1 ) ( )
s s

q′ ′σ μ →μ = σ − δ μ −μ +  

( )],q ′+ δ μ + μ  где σs 

– микроскопическое сечение 

рассеяния, q-вероятность рассеяния назад, (1 – q)-

вероятность рассеяния вперед; 

• поглощение – ,
a

σ  – микроскопическое се-

чение поглощения; 

• деление – 
1

( ) [ ( )
2

f f f′ ′σ μ →μ = ν σ δ μ −μ +  

1
( )],

2
′+ δ μ +μ  где σf – микроскопическое сечение 

деления, при котором образуется νf нейтронов де-

μr

Z

μ

r

μ
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ления, испущенных вперед и назад с одинаковой 

вероятностью. 

• реакция (n2n) – 
2

( )
n n

′σ μ →μ =   

2

1 1
2 [ ( ) ( )],

2 2
n n

′ ′= σ δ μ −μ + δ μ + μ  где σn2n – микро-

скопическое сечение реакции (n,2n) в которой обра-

зуются два нейтрона, летящих вперед и назад с 

одинаковой вероятностью. Далее, для упрощения 

выкладок, реакцию (n,2n) можно не рассматривать 

или эффективно включить в реакцию деления. 

Угловые распределения рассеянных нейтро-

нов и нейтронов деления описываются через дель-

та-функцию Дирака.  

В табл. 1 для 
235

U приведены одногрупповые 

микроскопические сечения, энергия и скорость 

нейтронов, которые будут использованы в даль-

нейших расчетах. Одногрупповые константы по-

лучены из спектральных констант БАС [13] с ус-

реднением по спектру деления. Константам урана 

присвоен суффикс 8801. 

Т а б л и ц а  1  

Одногрупповые константы 
235

U 

σs 6,47 барн 

q 0,1 

σc 0,13 барн 

σf 1,25 барн 

νf 2,6 

Е = 1 МэВ энергия нейтронов 

υ = 138,318 
 

см/уе скорость нейтронов, 1уе = 10
–7

 

с 

 

 

2. Вывод эквивалентной системы уравнений  

в задаче на kэф 

В качестве первого примера рассмотрим урав-

нение переноса для задачи на собственное значе-

ние kэф и собственную функцию для однородного 

шара радиусом R из делящегося материала: 

2 2

2

1
( , ) (1 ) ( , ) ( , )

t
r N r N r N r

r rr

μ ∂ ∂
υ μ + −μ υ μ = −ρσ υ μ +

∂ ∂μ
 

1
1

1
эф1

( )
( ) ( , )

f f
s N r d

k

+
+

−

−

′ρν σ μ → μ
′ ′ ′+ ρσ μ → μ υ μ μ + ×∫ ∫  

( , ) ,N r d′ ′×υ μ μ                          (1) 

где t s c fσ = σ +σ + σ  – полное микроскопическое 

сечение; ρ – ядерная плотность. 

Решение уравнения (1) будем искать в виде 

суперпозиции двух потоков нейтронов: потока U, 

движущегося от центра шара, и потока S, движу-

щегося к центру шара: 

2
4 ( , ) ( ) (1 ) ( ) (1 ).r N r U r S rπ υ μ = δ −μ + δ + μ     (2) 

Граничными условиями в центре будет равен-

ство потоков (0) (0),U S=  а на границе шара – от-

сутствие потока извне во внутрь шара ( ) 0.S R =  

Дальнейшей задачей будет получение систе-

мы дифференциальных уравнений, эквивалентной 

уравнению (1). Получить такую систему уравне-

ний можно несколькими способами. Например, для 

получения первого уравнения искомой системы 

нужно проинтегрировать уравнение (1) по μ от –1 

до 0 и для получения второго уравнения проин-

тегрировать уравнение (1) по μ от 0 до +1.  

Второй способ получения эквивалентной сис-

темы похож на технику получения Р1-приближе-

ния, которая описана в [5].  

1. Проинтегрируем обе части уравнения (1) 

по ′μ  и μ на интервалах [–1, +1]. Получим первое 

вспомогательное уравнение системы дифференци-

альных уравнений. 

2. Умножим обе части уравнения (1) на μ и сно-

ва проинтегрируем обе части по ′μ  и μ. После это-

го получим второе вспомогательное уравнение 

этой системы.  

В описанной серии интегрирований под инте-

гралами появляются произведения δ-функций, 

производных ′δ -функций и выражений, завися-

щих от μ. Например: 

(1 ),μδ −μ  (1 ),μδ +μ  2
(1 ) (1 ),′− μ δ + μ  

2
(1 ) (1 ),′− μ δ −μ  ( ) ( )′ ′δ μ −μ δ μ −μ   

и ( ) ( ).′ ′δ μ −μ δ μ + μ  

При интегрировании этих произведений исполь-

зовались следующие свойства этих функций [7, 8]: 

( ) ( ) ( );x t s t dt x s

∞

−∞

δ − δ − =δ −∫  

( ) ( ) ( ).f t t x dt f x
∞

−∞

′ ′δ − =∫  

После ряда алгебраических преобразований 

получим эквивалентную систему уравнений (3) 

для потока нейтронов U и тока S:  

эф

эф

1
(1 ) ( );

2

1
(1 ) ( )

2

t s s f f

t s s f f

U
U q U qS U S

x k

S
S q S qU S U

x k

∂⎧ = −ρσ +ρσ − +ρσ +ρσ ν +⎪ ∂⎪
⎨

∂⎪− = −ρσ +ρσ − +ρσ +ρσ ν +
⎪ ∂⎩

 

(3) 

с граничными условиями в центре и на границе 

шара радиусом R: 

U(0) = S(0) в центре шара; 

S(R) = 0 на внешней границе шара. 
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Видно, что эта система уравнений есть не что 

иное, как запись взаимного баланса в потоках ней-

тронов к центру и от центра с учетом процессов рас-

сеяния, поглощения и деления. Введем обозначения  

эф

эф

(1 ) ,
2

,
2

f f
t s

f f
s

a q
k

b q
k

⎡ ⎤σ ν
= σ −σ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤σ ν
= σ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

где .

t s a fσ = σ + σ + σ  

Сделаем замену переменных u = U + S и s = U – S. 

После ряда алгебраических преобразований полу-

чим окончательный или более удобный вид экви-

валентной системы уравнений для полного потока 

нейтронов u  и полного тока s: 

( )

( )

u
s b a

r

s
u b a

r

∂⎧ = − ρ + ⋅⋅⎪⎪∂
⎨
∂⎪ = ρ − ⋅⋅ ⋅

⎪∂⎩

                      (4) 

где 

эф

(1 2 ) (1 ) ;

1 ;

tr
t s s a f s a f

f
f a

b a q

b a
k

⎧ + = σ −σ − = σ −μ + σ + σ = σ + σ + σ
⎪⎪

⎛ ⎞ν⎨
− = σ − −σ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

(5) 

(1 2 )qμ = −  – средний косинус угла рассеяния; 

(1 )tr
t s a fσ = σ −μ + σ + σ  – полное транспортное 

сечение, 
1

2

1

4 ( , )u r N r d

−

= π μ μ =∫  

1

1

[ ( ) (1 ) ( ) (1 )] ( ) ( );U r S r d U r S r

−

= δ −μ + δ +μ μ = +∫  (6) 

1
2

1

4 ( , )s r N r d

−

= μ π μ μ =∫  

1

1

[ ( ) (1 ) ( ) (1 )] ( ) ( ).U r S r d U r S r

−

= μ δ −μ + δ + μ μ = −∫ (7) 

Для системы (4) граничные условия в центре и 

на границе шара радиусом R: s(0) = 0 и u(R) = s(R). 

Решить систему уравнений (4) можно несколь-

кими стандартными способами [9, 10]. Воспользу-

емся этими источниками и приведем решение сис-

темы уравнений для шара из делящегося материа-

ла радиуса R. С точностью до константы С собст-

венные функции u и s даются выражениями: 

2 2

2 2

( )
cos( );

( )

sin( ).

b a
u C r b a

b a

s C r b a

⎧ +
= ρ −⎪⎪ −⎨

⎪
= ρ −⎪⎩

        (8) 

Из граничного условия u(R) = s(R) получим 

выражение, которое связывает kэф и радиус шара. 

Это выражение можно использовать для нахожде-

ния kэф, задавая радиус шара R, либо находить R, 

задавая kэф:  

2 2
tg( ) .

b a
R b a

b a

+
ρ − =

−
               (9) 

Для критического шара из урана, т. е. при 

kэф = 1, критический радиус шара будет равен 

кр

1 1
arctg ,

1 1
R

h h

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− α −⎝ ⎠

          (10) 

где параметры Пайерлса (R. Peierls) α, β, h выра-

жаются через одногрупповые константы: 

[ ] ( );tr
s a f b aα = ρ σ +σ + σ = ρ +          (11) 

1 ;
b a

h
b a

β−α −
− = =

α +
                 (12) 

.

tr
s f f

⎡ ⎤β = ρ σ + ν σ⎣ ⎦                  (13) 

и где (1 )
tr

s s
σ = σ −μ  транспортное сечение рассеи-

вания и (1 2 )qμ = −  – средний косинус угла рас-

сеяния. 

Если использовать материальную плотность 

урана ρm 

= 18,74 г/см
3
 (или ядерную плотность 

ρ = 0,0480222 ядер/(см·барн)), атомный вес Aw = 

= 235 г/моль, число Авогадро = 0,60221 и константы 

из табл. 1, то вычисленный по формуле (10) крити-

ческий радиус шара будет равен Rкр = 8,142049 см.  

Таким образом, как только определен kэф из 

решения уравнения (9), решение уравнения (1) для 

нейтронной плотности с точностью до множителя С 

будет выглядеть следующим образом: 
 

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )
cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

( ) ( )
( , ) (1 ) (1 ).

2 2

b a b a
x b a x b a x b a x b a

b a b a
N x C C

+ +
ρ − + ρ − ρ − − ρ −

− −
μ = δ −μ + δ +μ  

(14) 
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Выражение (14) можно преобразовать к более простому виду. Для этого воспользуемся выражением (9), 

которое связывает kэф и радиус шара R. После чего получим еще одно выражение для нейтронной плотности:  

( ) ( )2 2 2 2

2 2

sin ( ) (1 ) sin ( ) (1 )

( , ) .
2cos( )

R x b a R x b a

N x C

R b a

ρ + − δ −μ + ρ − − δ + μ

μ =
ρ −

                  (15) 

 

Заметим, что эти решения будут действитель-

ными и положительными при (a + b)(b – a) > 0,  

а точнее, при (b – a) > 0. Из этого неравенства сле-

дует очевидный вывод: эф ,k k
∞

<  где .

f f

c f

k
∞

σ ν

=

σ + σ

 

Минимальное значение kэф можно получить из 

требования положительности нейтронной плотно-

сти u(R) на границе шара. То есть, используя вы-

ражение (8) для u(R), получим условие для нижней 

границы искомого интервала:  

( )( ) .
2

R a b b a
π

ρ + − <  

Из этого дополнительного условия следует, что 

значение искомого kэф ограничено неравенствами:  

эф2

2 2

.

1 ( )
4

tr
t a f

k
k k

R

∞

∞
< <

π
+ σ σ +σ

ρ

 

К этому моменту можно считать, что для го-

лого шара из делящегося материала решена задача 

на собственное значение kэф (9) и получена собст-

венная функция ( , )N x μ  (15). Более подробно о нор-

мировках результатов будет сказано в следующих 

разделах. 

Описанные приемы получения эквивалентных 

систем уравнений (3) и (4)  в сферическом случае 

применимы как для плоской геометрии, так и для 

цилиндрической геометрии.  

Для этих геометрий под плотностью нейтро-

нов ( , )N r μ  надо будет подразумевать величины, 

выраженные через обычную нейтронную плот-

ность ψ: 

N = ψ [1/cм
3
] – для плоской геометрии это чис-

ло нейтронов в плоском единичном плоском слое;  

N = (2πrψ) [1/cм
2
] – для цилиндрической гео-

метрии это число нейтронов в единичном цилинд-

рическом слое; 

N = (4πr
2ψ) [1/cм

1
] – в случае сферической 

геометрии, как уже было принято, это число ней-

тронов в единичном шаровом слое. 

 

3. Задача на kэф шара с центральной полостью 

Рассмотрим еще одну задачу на собственное 

значение kэф и собственную функцию для шара из 

делящегося материала радиусома R с вакуумной 

центральной полостью радиуса r0.  

В этом случае система уравнений для u и s для 

разных областей такой системы запишется сле-

дующим образом: 

0;

0

u

x

s

x

∂⎧
=⎪⎪∂

⎨
∂⎪ =

⎪∂⎩

                           (16) 

для полости 0 < x ≤ r0; 

( );

( )

u
s b a

x

s
u b a

x

∂⎧ = − ρ +⎪⎪∂
⎨
∂⎪ = ρ −

⎪∂⎩

                  (17) 

для шарового слоя r0 ≤ x < R. 

Граничные условия s(0) = 0 и u(R) = s(R) для 

этой задачи повторяют граничные условия для 

шара без полости. Граничные условия u(r0 – 0) = 

= u(r0 + 0) и s(r0 – 0) = s(r0 + 0) задают условие 

непрерывности потоков на границе полости.  

Решение системы уравнений (16) – (17) будет 

похоже на решение системы (8): 

( )
;

( )

0

b a
u C

b a

s

⎧ +
=⎪

−⎨
⎪ =⎩

                  (18) 

для 0 < x ≤ r0; 

( )

( )

2 2

0

2 2

0

( )
cos ( ) ;

( )

sin ( )

b a
u C x r b a

b a

s C x r b a

⎧ +
= ρ − −⎪⎪ −

⎨
⎪ = ρ − −⎪⎩

   (19) 

для r0 < x≤ R. 

Из условия u(R) = s(R) на внешней границе 

шара следует связь между kэф, r0 и R, которая ана-

логична уравнению (9) с заменой R на (R – r0): 

( )2 2

0
tg ( ) .

b a
R r b a

b a

+
ρ − − =

−
        (20) 
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Таким образом, kэф шара с центральной поло-

стью зависит только от толщины шарового слоя. 

Этот же вывод можно получить для пластины тол-

щиной 2R и с центральной щелью шириной 2r0; 

для цилиндрической системы радиусом R и с цен-

тральной цилиндрической полостью радиусом r0. 

 

4. Некоторые интегральные характеристики  

условно критических систем 

В условно критической системе число ней-

тронов в системе поддерживается постоянным са-

мостоятельно. То есть оно не возрастает и не убы-

вает со временем. Математически это достигается 

за счет изменения в уравнениях переноса среднего 

числа нейтронов деления fν  на 
эф

,

f

k

ν
 где kэф – 

собственное значение (СЗ) уравнения (1). В про-

странстве условно критической системы плот-

ность нейтронов распределена по собственной 

функции (СФ). При этом эффективный коэффици-

ент размножения kэф нейтронов и СФ удовлетво-

ряют решению уравнения (1). 

Используя СФ, получим некоторые аналитиче-

ские выражения, которые потребуются нам в даль-

нейшем. Например, с точностью до постоянного 

множителя, найдем N0 

– полное число нейтронов  

в системе, число реакций деления N0f в системе, 

N0i – число реакций типа i (i – деление, поглощение, 

рассеяние и т. д.) в системе, W0 – полное число ней-

тронов, вылетающих  из системы в единицу времени: 

1

0

0 1 0 0

( )
( , ) ( ) .

( ) ( )

R R R
s

s Rx
N N x dxd u x dx dx

b a b a

+

−

∂

∂= μ μ = = =
ρ − ρ −

∫ ∫ ∫ ∫  

(21) 

При выводе выражения (21) мы воспользова-

лись вторым уравнением системы (4) и граничным 

условием s(0) = 0. 

Число реакций деления N0f в системе можно 

определить одним из выражений набора:  

0 0

( )
.

( )

f
f f

s R
N N

b a

σ υ
= ρσ υ =

−
             (22) 

В дальнейшем это число делений потребуется 

нам для нормировки аналитических величин при 

сравнении с аналогичными величинами, которые 

получаются в расчетах по программе ПРИЗМА [11]. 

Число других реакций N0i вычисляется анало-

гично вычислению N0f с заменой в выражении (22) 

сечения деления σf на сечение σi.  

Полный вылет из системы можно получить 

интегрированием по направлениям μ > 0 потока 

нейтронов на границе шара. Вылет из системы W0 

можно определить одним из выражений в наборе: 

1

0 0

0

( , ) ( ) ( ) ( ) .W N R d u R s R b a N

+

= υ μ μ μ = υ = υ = υρ −∫  

(23) 

При выводе набора формулы (23) мы исполь-

зовали выражение (21). Напомним, что во всех 

этих выражениях параметр (b – a) зависит от kэф. 

 

 

5. Сравнение точных решений задачи на kэф  

с расчетами Монте-Карло 

Для сравнения полученных аналитических 

решений были проведены расчеты Монте-Карло 

по программе ПРИЗМА.Д [12]. В программах 

Монте-Карло результаты, как правило, нормиру-

ются на один нейтрон источника. В расчетах kэф 

по программе ПРИЗМА.Д результаты нормируют-

ся на одно деление в системе. 

В первой серии расчетов сравнивались зави-

симости эф ( )k Rρ  урановых шаров различных раз-

меров. Результаты приведены на рис. 4. 

Во второй серии расчетов сравнивались потоки 

нейтронов U(r), S(r) и их сумма NV = U + S в шаре 

с R = 12 cм и полостью r0 

= 2 см. Эти результаты 

представлены на рис. 5. 

В этих задачах использовались одногрупповые 

константы 
235

U (модельная версия 8801) из табл. 1 

и характеристики среды из предыдущих разделов. 

Все перечисленные величины потоков нормиро-

ваны на одно деление в системе. 
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Рис. 4. Сравнение с аналитикой 
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Рис. 4 и 5 демонстрируют полное совпадение 

аналитики (сплошные линии) и результатов расче-

та Монте-Карло по программе ПРИЗМА. 
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Рис. 5. Потоки в шаре с полостью, kэф 

= 1,1563 

 

Для проверки характера поведения зависимо-

сти эф ( )k Rρ  голых шаров были проведены расче-

ты Монте-Карло со спектральными константами 

БАС[13], ENDF/B-V [14] и ENDL-82. Полученные 

результаты сравнивались с результатами, получен-

ными из приближения вперед-назад (рис. 6). 
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Рис. 6. Сравнение зависимости эф ( )k Rρ  с аналитикой 

Таким образом, аналитика полностью совпа-

дает с одногрупповыми расчетами Монте-Карло. 

Сравнение расчетов Монте-Карло с одногруппо-

выми константами и со спектральными констан-

тами показало качественное согласие зависимости 

эф ( )k Rρ  голых урановых шаров. 

 

6. О нормировке результатов 

Рассмотрим процедуру нормировки более 

подробно. Ниже, в качестве примера,  приведены 

стандартные результаты программы ПРИЗМА при 

расчете kэф уранового шара R = 12 см с полостью 

r0 = 2 см. В расчете смоделировано 4,6·10
7 исто-

рий. Здесь все результаты будут нормированы на 

одно деление в системе. 

Для аналитических результатов нормировоч-

ный коэффициент должен быть получен из согла-

сования источника делений в программе ПРИЗМА 

с аналогом этого источника в аналитике. Этим ана-

логом будет собственная функция. В программе 

ПРИЗМА источником нейтронов являются точки 

деления, которые распределены в пространстве 

системы по собственной функции. Мощность это-

го источника равна νf – числу нейтронов деления, 

а полное число делений в системе равно единице.  

Это значит, что при сравнении расчетов по 

программе ПРИЗМА надо знать полное число де-

лений в системе. То есть константой нормировки 

будет следующий интеграл по d dr′μ  по всей сис-

теме: 
1

эф0 1

( )
( , ) ,

R
f

N r d dr
k

+

−

′ρσ μ →μ
′ ′υ μ μ∫ ∫  который ра-

вен 
0

эф

.

fN

k
 При сравнении расчетов ПРИЗМЫ  

и аналитики надо использовать формулы из табл. 2 

с учетом приведенной выше нормировки. 

Из представленного материала следует, что ре-

зультаты аналитики и расчетов Монте-Карло с оди-

наковыми одногрупповыми константами полно-

стью совпадают (с учетом статистики). 
 

Т а б л и ц а  2 

Результаты расчетов по ПРИЗМЕ и по аналитическим формулам 

Тип результатов в ПРИЗМЕ ПРИЗМА результат ±1σ Нормированная аналитика Аналитика 

Вылет  1.323552 ± 0.000060 ( )0 эф 1 /f a fW k= ν − +σ σ  1.3234298 

Число делений 1.156282 ±0.000067 0 эфfN k=  1.1563136 

Чиcлo пoглoщeний 0.120174 ±0.000026 0 эф /c a fN k= σ σ  0.1202566 

kэф 1.156339 ± 0.000056 kэф 1.1563136 
 

r, cм 

N
V
 

r0, 1/cм
2
 

k
э
ф
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7. Эквивалентная система уравнений  

для задачи на λ шара и ее решение 

Рассмотрим уравнение в задаче на собствен-

ное значение λ – временной постоянной размно-

жения нейтронов (α – eigenvalue) для шара из де-

лящегося материала. Вид этого уравнения и усло-

вия его получения можно найти в работах [5, 6, 15]: 

2 2

2

1
( , ) (1 ) ( , )r N r N r

r rr

μ ∂ ∂
υ μ + −μ υ μ =

∂ ∂μ
 

1

1
( , ) ( ) ( , )

t s
N r N r d

+

−

λ⎛ ⎞ ′ ′ ′= − ρσ + υ μ + ρσ μ →μ υ μ μ +⎜ ⎟υ⎝ ⎠
∫  

1

1

( ) ( , ) .f f N r d

+

−

′ ′ ′+ ρν σ μ →μ υ μ μ∫            (24) 

Чтобы получить эквивалентную систему урав-

нений, нужно провести преобразования, анало-

гичные преобразованиям, которые были описаны 

в разделе 0 для задачи на kэф. 

Очевидно, что вид системы уравнений для за-

дачи на собственное значение λ, граничные усло-

вия и решения будут похожи на аналогичные вы-

ражения в задаче на kэф. Различие будет заключат-

ся в параметрах (b + a) и (b – a). Теперь они будут 

зависеть от λ, а не от kэф. Здесь, как и в разделе 2, 

система уравнений записана относительно полно-

го потока u и полного тока s: 

( );

( );

u
s b a

r

s
u b a

r

∂⎧ = − ρ +⎪⎪∂
⎨
∂⎪ = ρ −

⎪∂⎩

                   (25) 

граничные условия в центре и на границе шара 

радиусом R: 

s(0) = 0 и u(R) = s(R), 

где              (1 2 ) ;
t sb a q

⎡ ⎤λ
+ = σ −σ − +⎢ ⎥ρυ⎣ ⎦

           (26) 

( )1 .f f cb a
⎡ ⎤λ

− = σ ν − −σ −⎢ ⎥ρυ⎣ ⎦
         (27) 

Приведем решение системы уравнений для ша-

ра из делящегося материала радиусом R. С точно-

стью до константы С собственные функции u и s 

даются выражениями: 

2 2

2 2

cos( );

sin( ).

b a
u C r b a

b a

s C r b a

⎧ +
= ρ −⎪

−⎨
⎪

= ρ −⎩

        (28) 

Из граничного условия u(R) = s(R) получим 

следующее выражение, которое связывает λ и ра-

диус шара R. Это выражение можно использовать 

для нахождения λ, задавая радиус шара R, либо 

находить R, задавая λ:  

2 2
tg( ) .

b a
R b a

b a

+
ρ − =

−
              (29) 

На рис. 7 представлены зависимости λ от про-

изведения радиуса шара на ядерную плотность 

урана ρR. Здесь использовалось выражение (29)  

и те же константы и плотность урана, что и в зада-

че на kэф. На этом же рисунке представлены ре-

зультаты расчетов по программе ПРИЗМА с одно-

групповыми константами (U-8801) из табл. 1. 

Из рис. 7 видно, что аналитическое решение 

полностью совпадает с одногрупповыми расчета-

ми Монте-Карло. 
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Рис. 7. Зависимость λ голого шара от ρR 
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Таким образом, как только определена λ, решение уравнения (24) для нейтронной плотности с точ-

ностью до множителя С будет  выглядеть следующим образом: 

2 2 2 2cos( ) sin( )

( , ) (1 )
2

b a
x b a x b a

b a
N x C

+
ρ − + ρ −

−
μ = δ −μ +  

2 2 2 2cos( ) sin( )

(1 ).
2

b a
x b a x b a

b a
C

+
ρ − − ρ −

−
+ δ + μ                                        (30) 

Выражение (30) можно преобразовать к более простому виду. Для этого надо воспользоваться вы-

ражением (29), которое связывает λ и радиус шара R. После чего получим еще одно выражение для ней-

тронной плотности:  

( ) ( )2 2 2 2

2 2

sin ( ) (1 ) sin ( ) (1 )

( , ) ,
2cos( )

R x b a R x b a

N x C

R b a

ρ + − δ −μ + ρ − − δ +μ

μ =
ρ −

              (31) 

где (b + a) и (b – a) зависят от λ (26) и (27). 

К этому моменту можно считать, что для го-

лого шара из делящегося материала решена задача 

на собственное значение λ и получена собственная 

функция ( , ).N x μ  

Очевидно, что это решение будет действитель-

ным и положительным при условии выполнения не-

равенства 2 2
0.b a− >  Из анализа выражения (29) 

следует, что единственное собственное значение λ 

находится в интервале 
min

,
∞

λ < λ < λ  где 

min t
λ = −ρυσ = −υα  и ( )( 1)f f c∞

λ = ρυ σ ν − −σ =  

( 1).h= υα −  Это утверждение справедливо для h ≥ 0. 

Для шара из любого материала если радиус R → ∞, 

то собственное значение .

∞
λ→λ  Если радиус шара 

R → 0, то собственное значение 
min

.λ→λ  

 

8. Задача на λ шара с центральной полостью 

Рассмотрим задачу на собственное значение λ 

и собственную функцию для шара из делящегося 

материала радиуса R с вакуумной центральной по-

лостью радиуса r0. Шар находится в вакууме. Ре-

шение будем искать как внутри шара, так и вне его. 

В этом случае система уравнений для u и s для 

разных областей системы запишется следующим 

образом: 

;
u

s

x

s

u

x

∂ λ⎧
= −⎪⎪∂ υ

⎨
∂ λ⎪ = −

⎪∂ υ⎩

                    (32) 

для полости 0 < x ≤ r0, 

 

( );

( )

u
s b a

x

s
u b a

x

∂⎧ = − ρ +⎪⎪∂
⎨
∂⎪ = ρ −

⎪∂⎩

                 (33) 

для шарового слоя r0 

≤ x < R. 

;
u

s

x

s

u

x

∂ λ⎧
= −⎪⎪∂ υ

⎨
∂ λ⎪ = −

⎪∂ υ⎩

                         (34) 

для внешней области x ≥ R. 

Граничные условия для этих систем: 

s(0) = 0; 

u(r0 – 0) = u(r0 + 0); 

s(r0 – 0) = s(r0 + 0); 

u(R – 0) = u(R + 0); 

u(R)= s(R). 

Для этой задачи граничные условия s(0) = 0  

и u(R) = s(R) повторяют граничные условия для 

задачи с шаром без полости. Граничные условия 

u(r0 – 0) = u(r0 + 0) и s(r0 – 0) = s(r0 + 0) сохраня-

ют непрерывность потоков на границе полости,  

а условие u(R – 0) = u(R + 0) (8.10) – на границе шара. 

Приведем решение этой системы уравнений с 

точностью до константы С.  

cosh ;

sinh

x

u C

x
s C

⎧ λ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎪ υ⎪ ⎝ ⎠

⎨
λ⎛ ⎞⎪ = − ⎜ ⎟⎪ υ⎝ ⎠⎩

 

для 0 < x ≤ r0, 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 20 0

0 0

2 2 2 20 0

0 0

cosh cos ( ) sinh sin ( )

cosh sin ( ) sinh cos ( )

r r b a
u C x r b a C x r b a

b a

r rb a
s C x r b a C x r b a

b a

⎧ λ λ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ρ − − + ρ − −⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟υ υ −⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎨
λ λ−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = ρ − − − ρ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ υ + υ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 

для r0 

< x ≤ R 

exp ;

( ) ( )

x

u C B

s x u x

λ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

υ⎝ ⎠

=

 

для внешней области x ≥ R. 

Константа B получена с использованием граничного условия u(R) = s(R): 

( ) ( )2 2 2 20 0

0 0

( )
exp cosh cos ( ) sinh sin ( ) .

( )

r rR b a
B R r b a R r b a

b a

⎡ ⎤λ λλ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ρ − − + ρ − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟υ υ υ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Из условия u(R) = s(R) на внешней границе шара следует связь между λ, r0 и R, которая определяется 

выражением: 

( )
0

2 2

0

0

1 tgh

tg ( ) .

tgh

r

R r b a

rb a b a

b a b a

⎛ ⎞λ⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟υ⎝ ⎠⎝ ⎠ρ − − =
⎛ ⎞λ− + ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟+ − υ⎝ ⎠⎝ ⎠

                                     (35). 

Для критической системы, когда λ = 0, выражение (35) совпадет с выражением (9) при kэф = 1. 

Таким образом, если kэф шара с центральной полостью зависит только от толщины шарового слоя, 

то λ зависит еще и от размера центральной полости. Анализ выражения (35) показал, что для положи-

тельной λ при сохранении толщины шарового слоя (R – r0), но увеличении размера шаровой полости r0 

значение λ уменьшается. Для отрицательной λ все происходит с точностью до наоборот. Увеличение 

размера полости приводит к возрастанию λ. Для критической системы λ = 0 при любом размере полос-

ти. Напомним, что здесь рассматривались системы с фиксированными толщинами шарового слоя. 

Этот же вывод можно получить для пластины с центральной щелью шириной 2r0 и для цилиндри-

ческой системы с центральной цилиндрической полостью радиусом r0. 

 

9. Сравнение точных решений задачи на λ с расчетами Монте-Карло 

Для сравнения аналитических решений с расчетами Монте-Карло были рассмотрены задачи на λ для 

шаров с полостью. В расчетах для положительных и отрицательных λ сравнивались зависимости потоков 

нейтронов от центра шара U(r), потоков к центру шара S(r) и их сумма NV = U + S. В этих задачах исполь-

зовались одногрупповые константы и характеристики среды из предыдущих разделов. Все перечисленные 

величины потоков будут нормированы на одно деление в системе 0 ,fN  которое дается выражениями: 

( )
0 0 0

1

0

1

( , ) ( ) ( ) ( 0) ;
( ) ( )

R R R
f

f f f f

r r r

s

x
N N x dxd u x dx dx s R s r

b a b a

+

−

∂
σ υ∂= ρσ υ μ μ = ρσ υ = ρσ υ = −

ρ − −
∫ ∫ ∫ ∫        (36) 

( ) ( )2 2 2 20 0

0 0 0
cosh sin ( ) sinh 1 cos ( ) .

( )

f
f

r rb a
N R r b a R r b a

b a b a

σ υ ⎡ ⎤λ λ− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ρ − − + − ρ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠− + υ υ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
    (37) 

На рис. 8,а, б для λ > 0 представлены потоки нейтронов в шаре с R = 12 cм и r0 = 2cм. На рис. 8,а 

видно, как работает «временное поглощение» в полости и вне шара. На рис. 8,б показана увеличенная 

область около центра шара. Эти рисунки демонстрируют полное совпадение аналитики (сплошные ли-

нии) и результатов расчета Монте-Карло. 
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Рис. 8. Потоки для шара с полостью λ = 2,6520(prizma), λ = 2,6460(anal) 
 

На рис. 9,а, б приведены потоки в урановом шаре с радиусом шара R = 9,75 см и полостью r0 

= 2 см. 

Для этой системы λ < 0. На рис. 9,а видно, что «временное размножение» в полости и вне шара переда-

ется только аналитикой (сплошные линии). В расчетах Монте-Карло этого эффекта нет. На рис. 9,б уве-

личена область около центра шара. В полости эффект «временного размножения» так же прослеживает-

ся только в аналитическом решении.  
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Рис. 9. Потоки для шара с полостью λ = –0,7174(prizma), λ = –0,7158(anal) 
 

В этой специфической системе обнаружены 

расхождения между аналитическими решениями и 

результатами расчетов Монте-Карло. Причины этих 

расхождений были найдены и после исправлений 

алгоритма снятия результатов в программе ПРИЗМА 

было получено полное согласие с аналитикой.  

Для проверки характера поведения зависимо-

сти λ(ρR), получаемой из приближения вперед-назад 

были проведены расчеты Монте-Карло со спек-

тральными константами БАС, ENDF/B-V и ENDL-82 

(рис. 10).  

Для проверки были рассмотрены шары с раз-

личными размерами, но с одинаковыми централь-

ными полостями c r0 

= 2 см. Плотность урана не 

изменялась. Использовались те же константы, что 

и в предыдущих задачах. 
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Рис. 10. Расчеты со спектральными константами 
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Из рис. 10 видно, что аналитика с одногруп-

повыми константами хорошо передает качествен-

ное поведение зависимостей λ(R) урановых шаров, 

которые получены в расчетах Монте-Карло со 

спектральными константами. 
 

 

10. Спектральные константы и приближение  

вперед-назад 

К настоящему времени в разных странах и раз-

ных лабораториях создано много библиотек ядер-

ных данных – ЕNDL-82, ENDF/B-V, ENDF/B-VI, 

ENDF/B-VII, TENDL, JEF, JENDL-3, BROND-2, 

RUSFOND и др. Те, кто работает с ядерными дан-

ными, сталкиваются с проблемой сравнения этих 

данных как между собой, так и с экспериментами. 

Очевидно, что, в конечном счете, последнее слово 

остается за экспериментом. Однако некоторую каче-

ственную информацию можно получить и при срав-

нении самих спектральных данных между собой.  

В изложенной выше теории мы оперировали  

с небольшим набором одногрупповых констант – 

2 2, , , , , ,
s c f f n n n nqσ σ σ ν σ ν  и скорость υ. Если за 

аналог одногрупповых констант взять аналогич-

ные данные, вычисленные из спектральных дан-

ных для набора значений начальной энергии Einp 

, 

то для этих же энергий можно вычислить, напри-

мер, , ,inf infK λ  ,
cr cr
R M  и какие-то другие вели-

чины. На рис. 11, 12 приведено такое сравнение для 

критической массы 
cr

M  и infλ  без комментариев.  

В расчетах величин, представленных на 

этих рисунках, использовались: 
s

σ  – полное се-

чение  рассеяния,  как сумма всех реакций (n,n’); 
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Рис. 11. Сравнение критических масс 
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Рис. 12. Сравнение infλ  

 

,f fσ ν  – полное сечение деления, как сумма всех 

реакций (n,f), и среднее число нейтронов деления; 

,
n n n nε ε

σ ν  – полное сечение реакций (n, εn), кото-

рое является суммой реакций (n,2n), (n,3n) и т. д., 

и среднее число нейтронов, рождающихся в этих 

реакциях. 
 

 

Заключение 

Приведены основные соглашения и определе-

ния принятые в модели переноса нейтронов в при-

ближении вперед-назад.  

Получена система дифференциальных урав-

нений относительно потока и тока нейтронов, ко-

торая эквивалентна одногрупповому интегродиф-

ференциальному уравнению переноса нейтронов. 

Получены аналитические решения задачи на 

собственное значение эффективного коэффициен-

та размножения нейтронов kэф и собственной 

функции. Решена задача на временную постоян-

ную размножения нейтронов λ. Проведено срав-

нение аналитических решений с расчетами Монте-

Карло с одногрупповыми и спектральными кон-

стантами БАС, ENDF/B-V и ENDL-82. 

Аналитические решения для эф ( ),k Rρ  

( ) 0Rλ ρ ≥  и их собственных функций полностью 

совпадают с расчетами Монте-Карло с одногруп-

повыми константами.  

Аналитические решения для ( ) 0Rλ ρ <  и соб-

ственная функция для шаров с вакуумной поло-

стью не совпадают с расчетами Монте-Карло. 

Причины этих расхождений были установлены и в 

дальнейшем устранены. 
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Аналитика с одногрупповыми константами  

в сравнении с расчетами Монте-Карло со спектраль-

ными константами БАС, ENDF/B-V и ENDL-82 

хорошо передает качественное поведение зависи-

мости эф ( )k Rρ  и ( )Rλ ρ  урановых шаров.  

Предложенное приближение вперед-назад яв-

ляется простейшей моделью переноса нейтронов, 

позволяющее получить ряд аналитических реше-

ний, качественно описывающих реальные харак-

теристики плоских, цилиндрических и сфериче-

ских систем с делящимися материалами. К тому 

же эта модель абсолютно точно реализуется в про-

граммах Монте-Карло, что позволяет тестировать 

те алгоритмы этих программ, которые не связаны 

с геометрией или константами [16]. 

Очевидно, что каждое приближение, в том 

числе и предлагаемое здесь, имеет свои достоин-

ства и недостатки. Так же каждое приближение 

имеет свою область применения. Определение этой 

области, например, в сравнительных расчетах Мон-

те-Карло со спектральными константами, также 

важно для понимания особенностей применения 

приближения вперед-назад. Надеюсь, что и при-

ближение вперед-назад [17, 17] не будет исключе-

нием и для него найдется своя область применения. 

Например, эта модель может быть использована 

в качестве начальной стадии в процессе изучения 

студентами или молодыми специалистами теории 

переноса и численных методов Монте-Карло. 
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