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Впервые решением уравнения Шредингера с потенциалом, обратно пропорциональ-

ным квадрату расстояния до центра, с помощью преобразования Прюфера определены 

дискретные энергетические спектры в зависимости от минимального радиуса в числен-

ных расчетах. Показано, что энергия частицы в состоянии n обратно пропорциональна 

квадрату минимального радиуса. При стремлении минимального радиуса к нулю дис-

кретные спектры не ограничены снизу. При уменьшении минимального радиуса значи-

мые вероятности обнаружения частиц смещаются к центру. 
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1. Введение 
 

Известно, что в квантовой механике с доста-

точно сильными сингулярными потенциалами 

притяжения возникают проблемы, связанные с так 

называемым «падением на центр» (см., например, 

[1–3]). Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц [2] лаконично 

установили, что в этом случае дискретный спектр 

не ограничен снизу, а квантово-механическая час-

тица локализуется в окрестности центра r = 0. При 

этом задание гамильтониана H еще не определяет 

однозначно физические величины: уровни энер-

гии, S – матрицу и т. д. С точки зрения математики 

это означает, что гамильтониан H, заданный фор-

мально как эрмитов оператор, обладает ненулевы-

ми индексами дефекта. Для однозначности необхо-

дим выбор граничного условия вблизи области, где 

потенциал сингулярен. Этот выбор определяет 

самосопряженное расширение гамильтониана H 

[4, 5]. При математической ясности в задачах 

квантовой механики с сингулярными потенциала-

ми притяжения представляет методический инте-

рес процесс эволюции не ограниченных снизу дис-

кретных энергетических спектров квантово-меха-

нических частиц при r → 0. Важно также показать 

в расчетах через вероятности обнаружения кван-

тово-механических частиц справедливость выра-

жения «падение частиц на центр». В данной рабо-

те мы осуществляем это с помощью преобразова-

ния Прюфера [6, 7], применяемого к нерелятиви-

стскому уравнению Шредингера для радиальной 

волновой функции. Для примера уравнение Шре-

дингера рассматривается с потенциалом притяже-

ния ( ) 2
.U r r= −β  

Статья организована следующим образом.  

В разделе 2 к радиальному уравнению Шрединге-

ра применяется преобразование Прюфера и обсу-

ждаются свойства преобразованного уравнения и 

волновой функции. В разделах 3, 4 излагаются 

результаты расчетов, демонстрирующие эволюции 

не ограниченных снизу энергетических спектров в 

условиях существования проблемы «падения на 

центр» и локализацию частиц в окрестности цен-

тра. В разделе 5 проводится заключительное об-

суждение. 
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2. Преобразование Прюфера 
 

Мы применяем преобразование Прюфера [6, 7] 

к уравнению Шредингера для радиальной вол-

новой функции с потенциалом притяжения 

( ) 2
.U r r= −β  Ниже будем использовать безраз-

мерные переменные ;
c

r lρ =  2
,E mcε =  где 

c
l mc= �  – комптоновская длина волны частицы, 

E – энергия частицы. 
 

 

2.1. Уравнение Шредингера 

Уравнение для функции ( ) ( ),Rχ ρ = ρ ρ  где 

( )R ρ  – радиальная волновая функция, можно за-

писать в виде 
2

2 2
2 0.

d

d

⎛ ⎞χ γ
+ ε + χ =⎜ ⎟

ρ ρ⎝ ⎠
               (1) 

В (1) ( )
2

2
1 ,

m
l lγ = β− +

�

 l – квантовое число орби-

тального момента частицы. 

Пусть 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

sin ,

cos .

A

d
A

d

χ ρ = ρ Φ ρ

χ
= ρ Φ ρ

ρ

                (2) 

Тогда 

( ) ( )tg ,
d

d

χ
χ ρ = Φ ρ

ρ
                  (3) 

и уравнение (1) можно записать в виде системы 

нелинейных дифференциальных уравнений перво-

го порядка [7]  

2 2

2
cos 2 sin ,

d

d

⎛ ⎞Φ γ
= Φ + ε + Φ⎜ ⎟

ρ ρ⎝ ⎠
         (4) 

2

ln
1 2 sin cos .

d A

d

⎛ ⎞γ
= − ε − Φ Φ⎜ ⎟

ρ ρ⎝ ⎠
        (5) 

Отметим, что уравнение (5) должно решаться по-

сле определения собственных значений 
n

ε  и соб-

ственных функций ( )n
Φ ρ  из уравнения (4). Для 

связанных состояний частицы 0ε <  и при ρ→∞  

2
.Ce

− − ερ
χ→  

В этом случае из (3) следует 

1
tg .

2ρ→∞
Φ = −

− ε

                    (6) 

 

Для определения собственных состояний 

уравнений (4), (5) необходимо кроме условия (6) 

знание поведения Ф(ρ) при 0.ρ→  

В уравнении (4) введем новую переменную 

ln .t = σ ρ                              (7) 

Здесь 1 .
4

σ = γ −  

Если 0,ρ→  то t→−∞  и уравнение (4) сводится к  

2
.

sin

t

d
e dt
−

σ
Φ

= γ
Φ

                       (8) 

После интегрирования 

1
tg .

t

eσΦ =
γ

                        (9) 

Видно, что при ( )0 tρ→ →−∞  

; 0, 1, 2...k kΦ→ π = ± ±              (10) 

Из-за особенности в уравнениях при 0ρ→  сте-

пень приближения Ф(ρ) к kπ в численных расчетах 

будет определяться величиной выбранного значе-

ния 
min

.ρ  В задачах с хорошо определенными гра-

ничными условиями, начиная с некоторого малого 

значения 
min

,ρ  энергетический спектр практически 

не зависит от дальнейшего уменьшения 
min

.ρ  В 

этом случае 
min

ρ  определяется требованиями не-

обходимой точности определения дискретных 

спектров и собственных функций рассматривае-

мых систем. В задачах, где присутствует проблема 

«падения на центр», энергетический спектр всегда 

зависит от величины 
min

ρ  и для его однозначного 

определения должны привлекаться дополнитель-

ные физические соображения. 

 

2.2. Общие свойства фазовых функций 

В данной работе применен следующий чис-

ленный способ решения уравнений (4) и (5). Для 

набора значений ε численно решается задача Ко-

ши с начальным контролируемым условием (6) 

при .ρ→∞   

Для решения задачи Коши используется неяв-

ный метод Рунге–Кутта пятого порядка с контро-

лем размера шага (схема Ила трехстадийного ме-

тода Радо II А [8]). 

Ниже для анализа кроме функций ( ) ( ),AΦ ρ ρ  

для заданного интервала ε мы будем использовать 

также функцию ( ) ( )
min

min, .

ρ=ρ
Φ ε ρ =Φ ε  Отметим 

три важных свойства этой функции [9]: 
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1. Функция ( )min
,Φ ε ρ  уменьшается при воз-

растании ε. 

2. В случае существования связанных состоя-

ний с 1ε <  поведение функции ( )min
,Φ ε ρ  носит 

скачкообразный характер. В задачах с хорошо опре-

деленными граничными условиями при достижении 

собственного значения 
n

ε  функция ( )min
,

n
Φ ε ρ  

изменяется скачком на π. 

( ) ( )min 0 min, , ,
n

nΦ ε ρ −Φ ε ρ = π         (11) 

3. В случае отсутствия связанных состояний 

изменение функции ( )min
,Φ ε ρ  во всем интервале 

1ε <  меньше величины π. 

На рис. 1 для иллюстрации приведены зави-

симости фазовых функций ( )min
, ,Φ λ θ  получен-

ные нами при решении угловых уравнений Чанд-

расекара–Пейджа [10]. Здесь λ – константа разде-

ления, θ – полярный угол. Видно, что всюду 

( )min
,Φ λ θ  равна kπ, где 0, 1, 2...k = − −  В нашем 

случае в соответствии с (10) функция ( )min
,Φ ε ρ  

по мере уменьшения 
min

ρ  всюду должна прибли-

жаться к kπ. 

Известно, что асимптотика решения (1) при 

0ρ→  имеет вид [3]  

( )
( )

1 1 4
2

1

10
2

2

, 1 4,

sin 1 4 ln , 1 4.

C

C

± −γ

ρ→

⎧ ρ γ ≤⎪χ ρ = ⎨
⎪ ρ γ − ρ +ϕ γ >⎩

(12) 

В (12) С1, С2 – постоянные интегрирования, ϕ 

– произвольная вещественная фаза ( )0 2 .≤ ϕ < π  В 

этом случае собственные значения гамильтониана 

уравнения (1) вещественны, а собственные функ-

ции образуют ортогональную и полную систему [1, 

11]. Появление фазы ϕ в (12) свидетельствует о 

присутствии в этом случае проблемы «падения на 

центр». Для однозначности дискретного спектра 

необходимо дополнительное граничное условие. 
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( )
min

θ θ
λ

=
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Φ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

tg 1
2
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Φ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

Рис. 1. Зависимости фазовой функции от параметра 

разделения λ. Собственные значения λ для различных j 

при aω = 1, μ = 0, P = –1, m = ±1/2 

 

 

3. Определение дискретных спектров  

в численных расчетах решения уравнения  

для фазовой функции ( )Φ ρ  

 

В проведенных численных расчетах решения 

уравнения (4) с граничными условиями (6), (10) 

получены следующие основные результаты. 

3.1. Уровни энергии ( )0,1,2...
n
nε =

∗ для фик-

сированных значений γ обратно пропорциональны 
2

min
ρ  

( )
2

min

.

n

n

K γ
ε = −

ρ

                        (13) 

Здесь K – постоянная величина для рассматривае-

мых значений γ и n. Видно, что при 
min

0ρ →  дис-

кретный спектр (13) не ограничен снизу. 

В расчетах для фиксированных значений γ  

и 
min

ρ  подтверждена определенная ранее (см., 

например, [3, 4]) зависимость 

2

.

n

n
e

π

−

σ
ε ∼                        (14) 

Исключением является основное состояние с n = 0, 

для которого соотношение с другими состояниями 

с 0n ≠  несколько отличается от зависимости (14). 

3.2. Для обеспечения резкого (не размытого) 

скачка функции ( )min
,Φ ε ρ  при 

n
ε = ε  и выполне-

нии для остальных значений ε условия (10) доста-

точно использовать в расчетах 3

min 10 .
−

ρ ≤  Ис-

                                                           
∗

 Выбранная для удобства нумерация 
n

ε  

( )0,1,2...n =  отличается от нумерации ( )0, 1, 2...n = ± ±   

в работах [1–5]. 
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пользование для определения 
n

ε  значения 

( )min
,Φ ε ρ  в середине скачка 

( )min
,

2
n

n

π
Φ ε ρ = − π             (15) 

обеспечивает достаточную точность в расчетах и 

при больших значениях 3

min10 1.
−

< ρ <  

3.3. Скачок фазовой функции ( )min
,Φ ε ρ  для 

состояний 
n

ε  соответствуют переходу от значе-

ний ( )min
,

n
n

−

Φ ε →ε ρ = −π  к значениям 

( ) ( )min
, 1 .

n
n

+
Φ ε →ε ρ = −π +  Здесь ,

− +
ε ε  – значе-

ния ε слева и справа от .

n
ε  Например, для основ-

ного состояния 
0

ε  скачок происходит от значе-

ния ( )0 min, 0
−

Φ ε →ε ρ =  к значению 

( )0 min, .

+
Φ ε →ε ρ = −π  

Из проведенного рассмотрения следует, что 

если для конкретного значения γ и какого-либо 

значения 3

min 10
−

ρ ≤  определить уровни энергии 

0
ε  и 

1
,ε  то соотношения (13), (14) вместе с пунк-

тами 3.2, 3.3 позволяют определить значения 
n

ε  

для любых значений n и 
min

1.ρ <  

Ниже для иллюстрации приведены некоторые 

результаты численных расчетов. 

Результаты приведены с точностью до трех 

значащих цифр. При этом из-за округления могут 

возникать некоторые отклонения от зависимостей 

(13), (14). 

3.4. γ = 2. В этом случае 2 1 4 1,3229;σ = − =  

величину 
min

ρ  представляем в виде 

min

2
exp .

π + ϕ⎛ ⎞ρ = −⎜ ⎟σ⎝ ⎠
            (16) 

В (16) 0 2≤ ϕ ≤ π  – фаза решения (12); 
2

exp
π⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟
σ⎝ ⎠

  

= 115,538. 

В табл. 1 приведены значения ( )0,1,2,3
n
nε =  

для 0ϕ =  и 2π 3

min( 8,655 10
−

ρ = ⋅  и 5
7,491 10 ).

−

⋅  

 

 

 

 

 

 

Т а б л и ц а 1 

Расчетные значения 
n

ε  

n ( )3min0 8,655 10
−

ϕ = ρ = ⋅  ( )5min2 7,491 10
−

ϕ = π ρ = ⋅  

0 3
4,02 10− ⋅  7

5,37 10− ⋅  

1 26,2−  5
3,5 10− ⋅  

2 –0,226 3
3,02 10− ⋅  

3 3
1,96 10

−

− ⋅  –26,2 

 

В табл. 2 приведены значения энергии основ-

ного состояния 
0

ε  для 
3

0, , , ,2 .
2 2

π π
ϕ = π π  

Т а б л и ц а 2 

Расчетные значения 
0

ε  

ϕ 0 
2

π

 π 
3

2

π

 2π 

0ε  3
4,02 10− ⋅

4
4,32 10− ⋅

5
4,65 10− ⋅

6
4,99 10− ⋅

7
5,37 10− ⋅

 

3.5. γ = 1. В этом случае 1 1 4 0,866;σ = − =  

2

e

π
+

σ
=  3

1,416 10 .= ⋅  

В табл. 3 приведены значения 
n

ε  для 

4

min
7,062 10 ,

−

ρ = ⋅  0ϕ =  и 0,1,2,3.n =  

Т а б л и ц а 3 

Расчетные значения 
n

ε  

n 0 1 2 3 

n
ε  5

2,28 10− ⋅  –124 2
8,77 10

−

− ⋅  
5

6,15 10
−

− ⋅  

 

3.6. γ = 0,3; 0,5; 1; 2; 3. В табл. 4 приведены 

значения 
0 1
,ε ε  для 4

min
10R

−

=  и для интервала 

значений 0,3 3.γ = ÷  

Т а б л и ц а 4 

Расчетные значения 
0 1
,ε ε  

γ 0,3 0,5 1 2 3 

ε0 –1,84·10
6
 –4,07·10

6
 –1,14·10

7
 7
2,63 10− ⋅  

7
5,2 10− ⋅  

ε1 –9,54·10
–7

 –11,4 –6,2·10
3
 5

1,71 10− ⋅  
5

8,79 10− ⋅  
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4. Радиальные собственные функции  

и вероятности 
 

Последовательно решая уравнения (4) и (5), 

можно вычислить собственные функции ( )
n
χ ρ =  

( ) ( )sin .
n n
A= ρ Φ ρ  Плотность вероятности обна-

ружения частицы в сферическом слое dρ с радиу-

сом слоя ρ равна 

( ) ( ) ( )2 2 2
sin .

n n n
w Aρ = χ ρ = ρ Φ         (17) 

На рис. 2 и в табл. 5 для γ = 2, n = 0 и некоторых 

значений 
min

ρ  приведены вероятности обнаруже-

ния частиц в интервале [ ]min
, .ρ ρ  

( ) ( )
min

2 2
sin .

n n
W A d

ρ

ρ

ρ = ρ Φ ρ∫         (18) 

Из рис. 2 и табл. 5 видно, что для основного со-

стояния (n = 0) при уменьшении 
min

ρ  значимые 

вероятности смещаются в сторону центра, т. е. 

действительно при неограниченном уменьшении 

энергии основного состояния частица локализует-

ся вблизи центра (ρ = 0). Расчеты полностью под-

тверждают качественные соображения в [2] и пра-

вомерность термина «падение на центр». 

 

 

Т а б л и ц а 5 

Интервалы [ ]min 95,ρ ρ  для вероятностей обнаружения частиц ( ) 95%W ρ =  в расчетах с γ = 2 и n = 0 

( )
minρ

ε
 

( )

3

3

8,655 10

4,02 10

−

⋅

− ⋅

 

( )

5

7

7,49 10

5,37 10

−

⋅

− ⋅

 

( )

7

11

6,48 10

7,17 10

−

⋅

− ⋅
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3 2
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Рис. 2. Нормированные вероятности ( )W ρ  для γ = 2, n = 0 
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5. Заключение 
 

В результате решения нерелятивистского 

уравнения Шредингера с потенциалом 2
U r= −β  

с помощью преобразования Прюфера получены 

следующие результаты: 

1. Для значений γ > 1/4∗ вычислены дискрет-

ные энергетические спектры в зависимости от 
min

.ρ  

Для данного состояния n энергия частицы 

( )
2

min
.

n

−

ε − ρ∼                     (19) 

В (19) 
min min c

r lρ =  – безразмерный минималь-

ный радиус, достигнутый при решении уравнений 

(4), (5) ( )min
1 ,ρ <  

c
l mc= �  – комптоновская дли-

на волны частицы. При 
min

0ρ →  спектр (19) не 

ограничен снизу. 

2. В расчетах для состояний с n > 0 подтвер-

ждена зависимость 
2

,

n

n
e

π

−

σ
ε ∼                       (20) 

где 1 4.σ = γ −  

Соотношение между энергией основного со-

стояния (n = 0) и другими состояниями несколько 

отличается от зависимости (20) (см. табл. 4). 

3. В расчетах для n > 0 при 0ρ→  при умень-

шении 
( )1
min

ρ  до 
( ) ( )2 1

min min
e

π

−

σρ = ρ  состояния ( )1
n

ε  ста-

новятся равными 
( )2

1
.

n+
ε  

4. Значимые вероятности обнаружения частиц 

в интервале [ ]min
,ρ ρ  смещаются к центру при 

уменьшении 
min

.ρ  Это полностью согласуется  

с термином «падение квантово-механических час-

тиц на центр». 

Данная работа показывает наглядность и 

простоту решения уравнения Шредингера методом 

фазовой функции [6–8] с очевидным выбором для 

нее граничных условий. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           

∗

 ( )
2

2
1 ,

m
l lγ = β− +

�

 l – квантовое число орбиталь-

ного момента частицы. 

Работа имеет также методическое значение. 

Впервые приведены количественные результаты, 

полностью подтверждающие полученные ранее 

аргументы и доказательства (см., например, [1–5]). 

 

Авторы благодарят А. Л. Новоселову за сущест-

венную техническую помощь в подготовке статьи. 
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При использовании квадратично-интегрируемых вещественных радиальных волно-

вых функций релятивистского уравнения типа Шредингера с эффективным потенциалом 

поля Шварцшильда доказано существование вырожденного стационарного состояния 

частиц со спином ½ с энергией E = 0. Энергия связи состояния 2
.св

E mc=  не зависит от 

квантовых чисел j, l и одинакова для любых значений гравитационной константы связи. 

Частицы с E = 0 с подавляющей вероятностью находятся на расстоянии от горизонта со-

бытий в интервалах от нуля до долей или нескольких единиц комптоновской длины вол-

ны фермиона в зависимости от величины гравитационной константы связи и величин j, l. 

Анонсируются аналогичные решения для вырожденных связанных состояний фермионов 

в полях Райсснера–Нордстрёма, Керра, Керра–Ньюмена. 

Системы атомного типа – коллапсары с определенным числом фермионов, находя-

щихся в вырожденных связанных состояниях, – предложены в качестве частиц темной 

материи. 

 

Ключевые слова: поле Шварцшильда, уравнение Дирака, самосопряженный гамиль-

тониан, вещественные радиальные функции, метод эффективных потенциалов, преобра-

зование Прюфера, вырожденные стационарные связанные состояния фермионов, темная 

материя. 
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1. Введение 
 

Для сферически- и аксиально-симметричных 

электрически заряженных и незаряженных кол-

лапсаров известны четыре основных вакуумных 

решения общей теории относительности (ОТО). 

Это – метрики Шварцшильда [1], Райсснера–Норд-

стрёма [2], Керра [3], Керра–Ньюмена [4]. 

Решение Шварцшильда характеризуется точеч-

ным источником гравитационного поля массой M 

и гравитационным радиусом (горизонтом событий) 

2

0
2 .r GM c=                         (1) 

Здесь G – гравитационная постоянная, с – ско-

рость света. Для пробной частицы с массой m без-

размерная гравитационная константа связи равна: 

2

0
2 .

P c
GMm c Mm m r lα = = =�          (2) 

В (2) 5
2,2 10 г

P
m c G

−

= = ⋅�  – планковская мас-

са, 
c
l mc= �  – комптоновская длина волны. 

В отличие от констант взаимодействия в Стан-

дартной модели константа связи α может дости-

гать очень больших значений. Для электрона ве-

личине 1α �  соответствует источник гравитации 

с массой 15
0,5 10 кг.M = ⋅  Тогда, например, грави-

тационное взаимодействие электрона с источни-

ком с солнечной массой 30
2 10 кгM M= ⋅

�
�  оп-

ределяется величиной 15
4 10 .α ⋅�  

 В решении Райсснера–Hордстрёма точечный 

источник Шварцшильда обладает электрическим 
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зарядом Q. Решение Керра соответствует вра-

щающемуся источнику Шварцшильда с угловым 

моментом .Mc=J a  В решении Керра–Ньюмена 

вращающийся источник Керра обладает электри-

ческим зарядом Q. 

Кроме перечисленных решений ОТО сущест-

вуют метрики, полученные координатными пре-

образованиями основных метрик. Для поля 

Шварцшильда можно отметить следующие реше-

ния: метрика Эддингтона–Финкельштейна [5, 6], 

метрика Пенлеви–Гуллстранда [7], метрика Ле-

метра–Финкельштейна [6], метрика Крускала [8]. 

В литературе связанные состояния частиц в по-

лях коллапсаров исследовались в основном с ис-

пользованием комплексных радиальных функций. 

В этом случае радиальные токи частиц на горизон-

те событий отличны от нуля, а связанные состояния 

частиц имеют комплексные энергии, экспоненци-

ально распадающиеся со временем. Существование 

резонансных состояний в поле Шварцшильда для 

массивных скалярных частиц с использованием 

уравнения Клейна–Гордона обсуждалось в рабо-

тах [9–12]. Аналогичная проблема для дираковских 

массивных частиц исследовалась в [13–17]. В этих 

работах, в частности, при 1α <<  непосредствен-

ным решением уравнения Дирака в слабом поле 

Шварцшильда для действительной части энергии 

получен водородоподобный спектр с релятивист-

скими поправками. В работе [18] авторы рассмот-

рели проблему связанных состояний частиц со 

спином ½ в поле Шварцшильда, используя метри-

ку Пенлеви–Гуллстранда. В работе получены 

энергетические спектры с комплексными значе-

ниями энергии для величин 1,α <<  а также для зна-

чений ~1.α  При 1α <<  для действительной части 

энергии также получен водородоподобный спектр 

с другими, чем в [15], релятивистскими поправками. 

В данной работе при исследовании решений 

уравнения Дирака в поле Шварцшильда мы будем 

использовать вещественные радиальные волновые 

функции. В этом случае радиальные токи дира-

ковских частиц на горизонтах событий равны ну-

лю. Известно, что при существовании эрмитово-

сти гамильтониана, при наличии квадратично-

интегрируемых волновых функций и при установ-

лении соответствующих граничных условий само-

сопряженные гамильтонианы, не зависящие от 

времени, в отсутствие режима «падения» частиц 

на центр или на горизонты событий, должны 

обеспечивать существование стационарных свя-

занных состояний частиц с вещественным энерге-

тическим спектром. 

Ниже в работе при использовании релятиви-

стского уравнения типа Шредингера с эффектив-

ным потенциалом показывается обеспечение пе-

речисленных условий и приводятся результаты 

аналитических и численных расчетов по опреде-

лению вырожденного связанного состояния дира-

ковских частиц в поле Шварцшильда. 

В работе в качестве анонса приводятся также 

энергии вырожденных связанных состояний час-

тиц со спином ½ для полей Райсснера–Нордстрё-

ма, Керра, Керра–Ньюмена. Обоснование этих ре-

зультатов будет проведено в следующих работах. 

В разделе 2 для связности изложения приве-

ден самосопряженный дираковский гамильтониан 

в поле Шварцшильда с плоским скалярным произ-

ведением волновых функций. Гамильтониан ранее 

был получен в [20] с помощью методов псевдоэрми-

товой квантовой механики, примененных в [19–21] 

для получения самосопряженных дираковских га-

мильтонианов в произвольных гравитационных 

полях, в том числе зависящих от времени. В раз-

деле 2 проводится также разделение переменных, 

приводятся уравнения и асимптотика для вещест-

венных радиальных функций, выражения для ра-

диальных и угловых плотностей тока дираковских 

частиц. Показано, что в случае вещественных ра-

диальных функций радиальная плотность тока 

частиц со спином ½ всюду (в том числе и на гори-

зонте событий) равна нулю, что доказывает эрмито-

вость самосопряженного гамильтониана с равенст-

вом скалярных произведений ( ) ( ), , .H HΦ Ψ = Φ Ψ  

Как известно, вещественные радиальные функции, 

обеспечивая экспоненциально убывающие реше-

ния при ,r→∞  являются квадратично-неинте-

грируемыми вблизи горизонта событий 
0
.r r→  

Для получения квадратично-интегрируемых 

функций в разделе 3 используется метод эффек-

тивных потенциалов уравнения Дирака. В этом ме-

тоде после разделения переменных система обык-

новенных дифференциальных уравнений первого 

порядка для вещественных радиальных волновых 

функций преобразуется в два релятивистских урав-

нения типа Шредингера с вещественными эффек-

тивными потенциалами. Каждое уравнение отно-

сится только к одной из двух преобразованных 

радиальных волновых функций. В результате для 

поля Шварцшильда преобразованные волновые 

функции становятся квадратично-интегрируемыми 

во всей области определения 
0
.r r≥  

При исследовании особенностей эффективно-

го потенциала в поле Шварцшильда ранее [22] бы-
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ло показано, что для любых значений константы 

связи α и при ненулевой энергии фермионов дви-

жение частиц осуществляется в режиме «падения 

на горизонт событий». Такой режим удобно ис-

следовать методом фазовой функции ( )rΦ  [23–25]. 

В разделе 4 осуществляется преобразование Прю-

фера от уравнения типа Шредингера к системе 

двух нелинейных дифференциальных уравнений, 

содержащих фазовую функцию ( ).rΦ  Здесь же 

устанавливаются граничные условия при ,r→∞  

0
r r→  и кратко комментируется численный метод 

решения этой системы уравнений. 

В разделе 5 в условиях «падения на центр» 

анализируются дискретные спектры для уравнения 

Шредингера с потенциалом, обратно пропорцио-

нальным квадрату расстояния до центра [26], для 

уравнения типа Шредингера с преобразованным 

кулоновским потенциалом ( )2
137V Ze r Z= − >  и 

для уравнения типа Шредингера с эффективным 

потенциалом поля Шварцшильда. В первом случае 

дискретный спектр не ограничен снизу при 

min 0.r →  Здесь 
min
r  – величина минимального 

радиуса в расчетах. Во втором случае (см. также 

Приложение 2) для эффективного кулоновского поля 

при 
min

0r →  дискретный спектр не существует в 

разрешенном интервале энергий ( )2 2
.mc E mc− ≤ ≤  

Наоборот, в третьем случае для эффективного по-

ля Шварцшильда при min 0r r→  показано, что для 

любого значения гравитационной константы связи 

существует единственное вырожденное стацио-

нарное связанное состояние E = 0, одинаковое для 

любых значений квантовых чисел полного угло-

вого и орбитального моментов дираковской час-

тицы j, l. Частицы с E = 0 с подавляющей вероят-

ностью находятся на расстоянии от горизонта со-

бытий в интервалах от нуля до долей или несколь-

ких единиц комптоновской длины волны фермио-

на в зависимости от величины гравитационной 

константы связи α и величин j, l. 

Далее в разделе 5 исследуются причины су-

ществования регулярного решения для фермионов 

в поле Шварцшильда с E = 0. Для связанного со-

стоянии дираковской частицы с энергией E = 0 

(энергия связи 2

.
)

св
E mc=  осциллирующая зави-

симость радиальной волновой функции исчезает 

при 
0
,r r→  т. е. для данного решения отсутствует 

режим «падения» частицы на горизонт событий. 

Поведение эффективного потенциала при 
0

r r→  

( )( )2

0~ , 1 8K r r K− <  обеспечивает возмож-

ность существования стационарного связанного 

состояния частиц со спином ½. 

В разделе 6 приведены энергии вырожденных 

связанных состояний частиц со спином ½ в полях 

Райсснера–Нордстрёма, Керра, Керра–Ньюмена. 

В разделе 7 коллапсары Шварцшильда со ста-

ционарно-связанными дираковскими частицами 

рассмотрены в качестве кандидатов на роль час-

тиц темной материи. 

В Заключении излагаются и обсуждаются ос-

новные результаты работы. 

В Приложении 1 приводится явный вид и 

асимптотика эффективных потенциалов уравнения 

типа Шредингера в поле Шварцшильда. 

В Приложении 2 приводится явный вид и 

асимптотика эффективных потенциалов уравнения 

типа Шредингера в кулоновском поле. 

В Приложении 3 для энергии связанного со-

стояния фермиона E = 0 приводятся результаты 

численных расчетов по определению волновых 

функций и вероятностей для различных значений j, l 

и константы связи α. 

 

 
 

2. Уравнение Дирака в поле Шварцшильда 

 

Ниже будем, как правило, использовать сис-

тему единиц 1,c= =�  сигнатуру пространства-

времени Минковского  

[ ]diag 1, 1, 1, 1 .gαβ = − − −                  (3) 

Здесь подчеркивание введено для локальных 

индексов. Обозначения ,
α α

γ γ  соответствуют ми-

ровым и локальным матрицам Дирака. В качестве 

локальных матриц будем использовать матрицы 

в представлении Дирака–Паули. 

Метрика Шварцшильда 

( )
2

2 2 2 2 2 2
sin .S

S

dr
ds f dt r d d

f
= − − θ + θ ϕ     (4) 

В (4) 0
1 .

S

r

f
r

= −  

В [20] для метрики Шварцшильда получен 

стационарный самосопряженный дираковский га-

мильтониан с плоским (без весового множителя 

Паркера [27]) скалярным произведением волновых 

функций. 
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0 0 1 1

S S SH H f m i f f
r r

+

η η

⎧ ∂⎛ ⎞= = γ − γ γ + +⎨ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎩
 

2 3 0 11 1 1
ctg .

2 sin 2

S
fi

r r r

∂⎫∂ ∂⎛ ⎞+γ + θ + γ − γ γ⎬⎜ ⎟∂θ θ ∂ϕ ∂⎝ ⎠ ⎭
 (5) 

В (5) значок «+» означает эрмитово сопряжение. 

Уравнение Дирака с гамильтонианом (5) имеет вид 

.i H
t

η

η η

∂Ψ
= Ψ

∂
                       (6) 

 

 

 

2.1. Разделение переменных 

Уравнение Дирака (6) допускает разделение 

угловых и радиальных переменных. Для стацио-

нарных состояний удобно биспинор ( ),t
η

Ψ r  оп-

ределить в виде [18]  

( )
( ) ( )

( ) ( )3
, , ,

imiEt
F r

r t e e

iG r

ϕϕ−

η

⎛ ξ θ ⎞
⎜ ⎟Ψ θ ϕ =
⎜ ⎟− σ ξ θ⎝ ⎠

     (7) 

и использовать уравнение Брилла–Уилера [28]  

( ) ( )2 11 1
ctg .

2 sin
i m i

ϕ

⎡ ⎤∂⎛ ⎞−σ + θ + σ ξ θ = κξ θ⎜ ⎟⎢ ⎥∂θ θ⎝ ⎠⎣ ⎦
  (8) 

Чтобы воспользоваться уравнением (8), необ-

ходимо в гамильтониане (5) провести эквивалент-

ную замену γ-матриц: 

1 3 3 2 2 1
, , .γ → γ γ → γ γ → γ             (9) 

В равенствах (7), (8) спинор ( )ξ θ  представляет 

собой сферические гармоники для спина ½; i
σ  – 

двумерные матрицы Паули; m
ϕ

 – азимутальная 

компонента углового момента j; κ – квантовое 

число уравнения Дирака: 

( )1 , 1 2;
1, 2...

, 1 2 .

l j l

l j l

⎧− + = +⎪κ = = ⎨
= −⎪⎩

∓ ∓         (10) 

В (10) j, l – квантовые числа углового и орби-

тального моментов дираковской частицы. 

Спинор ( )ξ θ  можно представить в виде [18]  

 

 

 

 

 

 

( )
( )

( )

1
2

1
2

jm

jm

Y

Y

ϕ

ϕ

−

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟ξ θ = =⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )
( )
( )

1
2

cos sin!1 2 2
1

4 ! sin cos
2 2

m
j m

j m

ϕ
ϕ+

ϕ

θ θ⎛ ⎞−
⎜ ⎟= − ×
⎜ ⎟θ θπ + −
⎝ ⎠

 

( )

( )

1
2

1
2

1

2 .

m

l

m

l

m P

P

ϕ

ϕ

−

ϕ

+

⎛ ⎞⎛ ⎞
κ − + θ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠×⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

         (11) 

В (11) выражение после квадратного корня 

в круглых скобках является двумерной матрицей; 

( )
1
2

m

l
P

ϕ±

θ  – присоединенные функции Лежандра. 

В результате разделения переменных мы по-

лучаем уравнения для радиальных функций ( ),F ρ  

( ).G ρ  Далее эти уравнения будем записывать  

в безразмерных переменных , ,
c

E m r lε = ρ =  

1

0
2 , .

c c
r l l m

−

= α =  

 

 

2.2. Уравнения и асимптотика для вещественных 

радиальных волновых функций 

Система уравнений для вещественных ради-

альных функций ( ) ( ),F Gρ ρ  имеет вид 

2

2

2
1 1

2
1

2
1 0,

2
1 1

2
1

2
1 0.

dF
F

d

G

dG
G

d

F

⎛ ⎞α
+ κ −⎜ ⎟

ρ⎛ ⎞α α⎜ ⎟− + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ ρ ρ⎝ ⎠
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞α
− ε + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞α
− κ −⎜ ⎟

ρ⎛ ⎞α α⎜ ⎟− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ ρ ρ⎝ ⎠
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞α
+ ε − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

    (12) 
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Вещественность уравнений (12) и функций 

( ) ( ),F Gρ ρ обеспечивается при ( )1 2 0.
S

f = − α ρ ≥  

В этом случае областью определения для функций 

( ) ( ),F Gρ ρ  является интервал [ )2 , .α ∞  

Асимптотика решений (12): 

– при ρ→∞  ведущие члены асимптотик равны: 

2 2

2 2

1 1

1 2

1 1

1 2

,

1
.

1

F C e C e

G C e C e

−ρ −ε ρ −ε

−ρ −ε ρ −ε

= +

− ε ⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟+ ε ⎝ ⎠

     (13) 

Для обеспечения финитного движения дираковских 

частиц необходимо использовать лишь экспонен-

циально убывающие решения (13), т. е. в этом 

случае 
2

0;C =  

– при ( )02 r rρ→ α →  представим функции 

( ) ( ),F Gρ ρ  в виде  

2
0

2
0

,

.

s k

k

k

s k

k

k

F f

G g

∞

ρ→ α
=

∞

ρ→ α
=

= ν ν

= ν ν

∑

∑

               (14) 

где 2 .ν = ρ − α . 

Определяющее уравнение для системы (12) 

приводит к решению 

1
2 .

2
s i= − ± αε                      (15) 

Для вещественных радиальных функций асимпто-

тику (14) с учетом (15) можно записать в виде 

( )( )

( )( )

2

2

sin 2 ln 2 ,
2

cos 2 ln 2 .
2

L
F

L
G

ρ→ α

ρ→ α

= αε ρ − α +ϕ
ρ − α

= αε ρ − α + ϕ
ρ − α

    (16) 

В (13), (16) 
1
, ,C L ϕ  – постоянные интегрирования. 

Функции F и G в (16) квадратично неинтегрируе-

мы при 2 .ρ→ α  Вид осциллирующей части функ-

ций (16) для 0ε ≠  свидетельствует о реализации 

режима «падения» частиц на горизонт событий 

(см. раздел 5). 

 

 

2.3. Плотность тока дираковских частиц,  

эрмитовость гамильтониана 

Для записи компонент плотности тока будем 

использовать тетрады H μ

α
�  в калибровке Швинге-

ра [29]. Для метрики Шварцшильда ненулевые 

тетрады равны 

( )

( )

1
0 1 2 1

0 1 2

13

3

; ; ;

sin .

S SH f H f H

H

−
−

−

= = = ρ

= ρ θ

� � �

�

      (17) 

Учитывая, что H
μ μ α

α
γ = γ�

�  и 
η

Ψ = ηΨ�  [19–21], где 

1
4
,

S
f
−

η =  получаем 

( ) ( )( )1 0 1
.j

+
μ + − μ −

η η= Ψ η γ γ η Ψ�        (18) 

С учетом замены (9) и представления (7) компо-

ненты тока равны: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 * *
,j F F G G+ +

η η=Ψ Ψ = ρ ρ + ρ ρ ξ θ ξ θ  

(19) 
0 3

Sj fρ +

η η=Ψ γ γ Ψ =  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* *

,
S

if F G F G += − ρ ρ − ρ ρ ξ θ ξ θ   (20) 

1
2

0 1S
f

jθ +
η η= Ψ γ γ Ψ =

ρ
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1
2

* * 2
,

S
f

F G F G += − ρ ρ + ρ ρ ξ θ σ ξ θ
ρ

(21) 

1
2

0 2

sin

S
f

jϕ +

η η= Ψ γ γ Ψ =
ρ θ

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1
2

* * 1
.

sin

S
f

F G F G += ρ ρ + ρ ρ ξ θ σ ξ θ
ρ θ

(22) 

Плотность вероятности (19) с учетом (16) ли-

нейно расходится на горизонте событий 2 ,ρ = α  

т. е. радиальные функции ( ) ( ),F Gρ ρ  квадратично 

неинтегрируемы. 

Для комплексных радиальных функций плот-

ность тока j
ρ  (20), вообще говоря, может быть не 

равна нулю при 2 .ρ→ α  Однако для веществен-

ных радиальных функций ( )* *

,F F G G= =  плот-

ность радиального тока всегда равна нулю во всей 

области определения [ )2 , .α ∞  

Плотность тока j
θ  (21) равна нулю как для 

комплексных, так и для вещественных ( )F ρ  и 

( ),G ρ  так как ( ) ( )2
0

+ξ θ σ ξ θ =  (см. (11)). Наобо-

рот, плотность тока j
ϕ  (22) отлична от нуля для 

любых функций ( )F ρ  и ( ).G ρ  
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Общее условие эрмитовости дираковских га-

мильтонианов во внешних гравитационных полях 

( ) ( ), ,H HΦ Ψ = Φ Ψ  можно записать в виде [19]  

( ) 3 0 0 0 0
,0

0
0.

0 0 0

k

k

k
dS g j d x g j

k

+
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + − Ψ γ γ + γ Ψ+ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫
 

(23) 

В (23) первое слагаемое – поверхностный инте-

грал второго рода, kS  – проекции поверхностей, 

ограничивающих область определения волновой 

функции Ψ уравнения Дирака, g – детерминант 

метрики Шварцшильда. 

Для не зависящих от времени гамильтонианов 
0

0

,0 0
0

x

γ
γ

∂
≡ =
∂

; для центрально-симметричных по-

лей символы Кристоффеля 
0

,
0 0 0

k

k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 равны 

нулю; условие (23) для вещественных функций 

( )F ρ  и ( )G ρ  становится равным: 

( ) 0.dS g jϕ
ϕ

− =∫�                 (24) 

Для сферически-симметричного случая равен-

ство (24) автоматически выполняется, что доказы-

вает эрмитовость гамильтониана (5). 

 

 

 

3. Метод эффективных потенциалов уравнения 

Дирака 
 

Для получения квадратично-интегрируемых 

вещественных радиальных функций в интервале 

[ )2 ,ρ∈ α ∞  перейдем от системы уравнений (12)  

к релятивистским уравнениям типа Шредингера 

для функции ( ),
F

ψ ρ  пропорциональной ( ),F ρ  и 

для функции ( ),
G

ψ ρ  пропорциональной ( ) :G ρ  

( ) ( ) ( )
1

exp ,
2

F F
F A d

ρ⎛ ⎞
′ ′ψ ρ = ρ ρ ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫         (25) 

( ) ( ) ( )
1

exp .
2

G GG A d

ρ⎛ ⎞
′ ′ψ ρ = ρ ρ ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫        (26) 

В (25) 

( )
1

.
F

dB
A A D

B d
ρ = − − −

ρ
             (27) 

В (26) 

( )
1

.
G

dC
A A D

C d
ρ = − − −

ρ
            (28) 

В выражениях (27), (28) 

( )
2

11
,

S

S

f
A

f

⎛ ⎞+ κ α
ρ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

            (29) 

( ) ( )1
,S

S

B f
f

ρ = ε +                   (30) 

( ) ( )1
,S

S

C f
f

ρ = − ε −                (31) 

( )
2

11
.

S

S

f
D

f

⎛ ⎞− κ α
ρ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

           (32) 

Уравнения для ( )F
ψ ρ  и ( )G

ψ ρ  имеют вид урав-

нения Шредингера 

( )
( )( ) ( )

2

2
2 0,

F F
Schr eff F

d
E U

d

ψ ρ
+ − ρ ψ ρ =

ρ
    (33) 

( )
( )( ) ( )

2

2
2 0.

G G
Schr eff G

d
E U

d

ψ ρ
+ − ρ ψ ρ =

ρ
   (34) 

В (33), (34) 

( )21
1 .

2
SchrE = ε −                   (35) 

В (33) 

( )
2 2

2 2

3 1 1 1

8 4

F
eff Schr

dB d B
U E

d BB d

⎛ ⎞
ρ = + − +⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

 

( )
( )

( )
21 1 1 1

.
4 4 8 2

A Dd dB
A D A D BC

d B d

−
+ − − + − +

ρ ρ
(36) 

Для примера явный вид потенциала (36) приведен 

в Приложении 1. 

Для сравнения в Приложении 2 приведен яв-

ный вид эффективного потенциала кулоновского 

поля в уравнении типа Шредингера. 

В (34)  

( )
2 2

2 2

3 1 1 1

8 4

G
eff Schr

dC d C
U E

d CC d

⎛ ⎞
ρ = + − −⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

 

( )
( )

( )
21 1 1 1

.
4 4 8 2

A Dd dC
A D A D BC

d C d

−
− − + + − +

ρ ρ
(37) 

Уравнения (33), (34) и эффективные потен-

циалы (36), (37) переходят друг в друга при 

, .ε→ −ε κ→ −κ  Отсюда следует, что уравнения 

(33), (34) описывают движение дираковских час-

тиц и античастиц. В данной работе для частиц ис-

пользуется уравнение (33) для функции ( )F
ψ ρ  с 

эффективным потенциалом F
effU  (36). Основанием 

для этого может служить нерелятивистский пре-

дел уравнения Дирака с исчезающим при нулевом 
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импульсе частицы ( )0=p  нижним спинором, 

пропорциональным ( ).G ρ  Аналогично нижний 

спинор с функцией ( )G ρ  исчезает для частицы 

при преобразовании Фолди–Ваутхайзена с любым 

значением импульса p [30]. Наоборот, для анти-

частицы в нерелятивистском пределе 0=p  и при 

преобразовании Фолди–Ваутхайзена исчезает 

верхний спинор дираковской биспинорной волно-

вой функции, пропорциональный ( ).F ρ  

 

3.1. Квадратичная интегрируемость функций 

( ) ( ),
F G

ψ ρ ψ ρ  

Важным обстоятельством является то, что при 

переходе к уравнениям типа Шредингера (33), (34) 

радиальные волновые функции ( ) ( ), ,
F G

ψ ρ ψ ρ  

определяемые соотношениями (25), (26), стано-

вятся квадратично-интегрируемыми во всей об-

ласти определения [ )2 , .ρ∈ α ∞  Действительно, 

( ) ( ),
F G
A Aρ ρ  в (27), (28) при 2ρ→ α  равны: 

, 2

2
.

2
F G
A A

ρ→ α
=

ρ − α
                (38) 

В результате экспоненциальные множители  

в (25), (26) равны: 

( )
2

1
exp

2
F
A d

ρ

ρ→ α

⎛ ⎞
′ ′ρ ρ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

( )
2

1
exp 2 .

2
G
A d

ρ

ρ→ α

⎛ ⎞
′ ′= ρ ρ = ρ − α⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫         (39) 

Волновые функции (25), (26) с учетом асимптоти-

ки (16) равны: 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1
2

2

1
2

2

2 sin 2 ln 2 ,

2 cos 2 ln 2 .

F

G

L

L

ρ→ α

ρ→ α

ψ = ρ − α αε ρ − α +ϕ

ψ = ρ − α αε ρ − α + ϕ

(40) 

Асимптотику (40) можно получить также реше-

нием определяющих уравнений для (33), (34) с уче-

том асимптотики (42) для потенциалов (36), (37). 

Аналогично рассмотрение при ρ→∞  с уче-

том асимптотики (13) показывает, что 

2

2

1

1

2
1

12

,

1
.

1

F

G

C e

C e

−ρ −ε

ρ→∞

−ρ −ε

ρ→∞

ψ = ρ

− ε
ψ = − ρ

+ ε

     (41) 

 

Равенства (40), (41) показывают квадратичную 

интегрируемость преобразованных радиальных 

волновых функций ( )F
ψ ρ  и ( ).G

ψ ρ  Волновые 

функции на горизонте событий 2ρ = α  равны нулю. 

 

3.2. Особенности эффективных потенциалов 

( ) ( ),

F G
eff effU Uρ ρ  на горизонте событий 

Анализ выражений (36), (37) (см. Приложение 1) 

показывает, что при 2ρ→ α  эффективные потен-

циалы представляют собой бесконечно глубокую 

потенциальную яму. При 2ρ = α  потенциалы со-

держат полюса второго порядка 

( )

2 2

22 2

1 8 2
.

2

F G
eff effU U

ρ→ α ρ→ α

+ α ε
= = −

ρ − α

    (42) 

Для 0ε ≠  числитель в (42) всегда больше 1/8. 

Такая сильная сингулярность потенциала приво-

дит к режиму «падения квантово-механических 

частиц на горизонт событий» [22, 31–33]. Режим 

«падения частиц» удобно исследовать с помощью 

фазовой функции ( ).Φ ρ  

 

 

4. Преобразование Прюфера 
 

Мы применяем преобразование Прюфера 

[23, 25] к уравнению типа Шредингера (33) с эф-

фективным потенциалом (36). 

Пусть 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

sin ,

cos .

F

F

P

d
P

d

ψ ρ = ρ Φ ρ

ψ ρ
= ρ Φ ρ

ρ

          (43) 

Тогда  

( )
( )

( )tg
F

F
d

ψ ρ
ψ ρ = Φ ρ

ρ
           (44) 

и уравнение (33) можно записать в виде системы 

нелинейных дифференциальных уравнений перво-

го порядка 

( )2 2
cos 2 sin ,

F

Schr eff

d
E U

d

Φ
= Φ + − Φ

ρ
     (45) 

( )( )ln
1 2 sin cos .

F

Schr eff

d P
E U

d
= − − Φ Φ

ρ
   (46) 

Отметим, что уравнение (46) должно решаться по-

сле определения собственных значений 
n

ε  и соб-

ственных функций ( )
n

Φ ρ  из уравнения (45). 
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При ρ→∞  с учетом (40) и (44) получаем: 

( )
1

2tg 1 .
−

ρ→∞
Φ = − − ε            (47) 

Для определения поведения Ф(ρ) при 2ρ→ α  

введем новую переменную 

( )2 ln 2 .t = α ρ − α                 (48) 

Если 2 ,ρ→ α  то t →−∞  и с учетом асимпто-

тики (42) уравнение (45) сводится к  

2 2 2

2

1
2 2 .

8sin

t

d
e dt
−

α
Φ ⎛ ⎞

= + α ε⎜ ⎟
Φ ⎝ ⎠

          (49) 

После интегрирования 

2

2
2 2

1
tg .

1
4

4

t

e
α

ρ→ α
Φ =

+ α ε

            (50) 

Видно, что при ( )2 tρ→ α →−∞  

( ); 0, 1, 2... .k kΦ→ π = ± ±            (51) 

Из-за особенности в уравнениях при 2ρ→ α  

численные расчеты должны начинаться и закан-

чиваться при некотором конечном значении 

( )
min

2 .ρ − α  В задачах с хорошо определенными 

граничными условиями, начиная с некоторого ма-

лого значения ( )
min

2 ,ρ − α  энергетический спектр 

практически не зависит от дальнейшего прибли-

жения к горизонту событий 2 .ρ = α  В этом случае 

допустимая величина ( )
min

2ρ − α  определяется 

требованиями необходимой точности определения 

дискретного спектра и собственных функций рас-

сматриваемых систем. В задачах, где присутствует 

проблема «падения» на горизонт событий, энерге-

тический спектр всегда зависит от величины 

( )
min

2ρ − α  и для его однозначности должны при-

влекаться дополнительные физические соображения. 
 

4.1. Численное решение уравнений (45), (46).  

Общие свойства фазовых функций 

В данной работе применен следующий чис-

ленный способ решения уравнения (45). Для раз-

решенного набора значений 1 1− ≤ ε ≤  численно 

решается задача Коши с начальным контролируе-

мым условием (47) при .ρ→∞  

 

 

 
 

Для решения задачи Коши используется неяв-

ный метод Рунге–Кутта пятого порядка с контро-

лем размера шага (схема Ила трехстадийного ме-

тода Радо IIA [34]). Определив спектр 
n

ε  и собст-

венные функции ( )
n

Φ ρ  и интегрируя уравнение 

(46), можно определить функции ( )
n
P ρ  и с уче-

том (43) – волновые функции ( ) ( ).F n
ψ ρ  Далее 

можно определить плотность вероятности обна-

ружения частиц на расстоянии ρ в сферическом 

слое dρ 

( ) ( ) ( )2 2
sin

n n
w Pρ = ρ Φ ρ             (52) 

и вероятность обнаружения частиц в интервале 

[ ]2 ,α ρ  

( ) ( ) ( )2 2

2

sin .
n n

W P d

ρ

α

ρ = ρ Φ ρ ρ∫       (53) 

Ниже для определения спектра 
n

ε  мы будем ис-

пользовать функцию ( ) ( )
min

min, .

ρ=ρ
Φ ε ρ =Φ ε  

Отметим три важных свойства этой функ-

ции [24]: 

1) функция ( )min
,Φ ε ρ  уменьшается при воз-

растании ε; 

2) в случае существования связанных состоя-

ний с 1ε <  поведение функции ( )min
,Φ ε ρ  носит 

скачкообразный характер. В задачах с хорошо оп-

ределенными граничными условиями при дости-

жении собственного значения 
n

ε  функция 

( )min
,Φ ε ρ  изменяется скачком на π. 

( ) ( )min 0 min, , ;
n

nΦ ε ρ −Φ ε ρ = π         (54) 

3) при отсутствии связанных состояний изме-

нение функции ( )min
,Φ ε ρ  во всем интервале 1ε <  

меньше π. 

На рис. 1 для иллюстрации приведены зави-

симости фазовых функций ( )min
, ,Φ λ θ  получен-

ные нами при решении угловых уравнений Чанд-

расекара–Пейджа [35]. Здесь λ – константа разде-

ления, θ – полярный угол. Видно, что всюду 

( )min
,Φ λ θ  равна kπ, где 0, 1, 2...k = − −  В нашем 

случае в соответствии с (51) функция ( )min
,Φ ε ρ  

также всюду должна быть равна kπ. 
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Рис. 1. Зависимость фазовой функции от параметра раз-

деления λ. Собственные значения λ для различных j при 

1, 0; 1, 1 2a P mω = μ = = − = +  

 

 

 

 

5. Результаты численных расчетов  

по определению дискретных спектров 

 

Первоначально для сравнения рассмотрим ре-

зультаты решения нерелятивистского уравнения 

Шредингера с потенциалом притяжения, обратно 

пропорциональным квадрату расстояния до цен-

тра [26]. 

В уравнениях (45), (46) это соответствует за-

мене F

effU  на 

2
, 1 4.

2
SchrU

γ
= − γ >

ρ

            (55) 

Связанные состояния в нерелятивистском уравне-

нии Шредингера характеризуются отрицательным 

спектром 0.
n

ε <  Граничное условие (47) заменя-

ется на 

( )
1

tg 2 .
−

ρ→∞
Φ = − − ε             (56) 

В результате расчетов установлено [26], что для 

данного состояния n энергия частицы 

2

min
~ .

n

−

ε −ρ                          (57) 

В (57) 0,1,2...n =  

Видно, что при 
min

0ρ →  спектр (57) не огра-

ничен снизу. При 
min

0ρ →  максимумы плотно-

стей вероятности 
n
w  и значимые вероятности 

( )min
,W ρ ρ  смещаются к центру, что согласуется с 

термином «падение на центр» [32]. 

Далее также для сравнения рассмотрим ре-

зультаты решения релятивистского уравнения ти-

па Шредингера с преобразованным кулоновским 

потенциалом ,fsV Z= − α ρ  где fsα  – постоянная 

тонкой структуры. Для данной проблемы в урав-

нениях (45), (46) ( )F

effU ρ  заменяется на ( )CU ρ  

(см. Приложение 2) с особенностью при 0ρ→  

( ) ( )
2 2

0 2

3 4 1

2

fs

C

Z

U
ρ→

α − + − κ
= −

ρ

     (58) 

и с граничным условием (47) при .ρ→∞  Для 

137, 1Z > κ = −  движение частицы со спином ½ 

осуществляется в режиме «падения на центр» [22, 

37]. Условие (47) при ρ→∞  обуславливает для 

вещественных функций ( )Φ ρ  разрешенный ин-

тервал энергий 1 1.− ≤ ε ≤  

Расчеты показывают, что при 
min

0ρ →  все 

уровни энергии (для всех значений n и κ) пересе-

кают нижнюю границу 1ε = −  и уходят за пределы 

разрешенного интервала энергий. В условиях «па-

дения на центр» для сингулярного кулоновского 

потенциала дискретного энергетического спектра 

не существует. Дискретный спектр восстанавлива-

ется при учете конечных размеров ядер (см, на-

пример, [36]). 

Обратимся теперь к результатам расчетов ре-

шения уравнений (45), (46) с эффективным потен-

циалом поля Шварцшильда ( )F

effU ρ  (36) и с гра-

ничным условием (47). 

В условиях режима «падения на горизонт со-

бытий», как и в предыдущих случаях, уровни 

энергии 
,n κ

ε  зависят от величины 
min

.ρ  Однако 

при стремлении 
min

ρ  к горизонту событий 2α все 

уровни 
,n κ

ε  независимо от значения гравитацион-

ной константы связи α стремятся к 0.ε =  При 

этом максимумы плотностей вероятности 
,n

w
κ

 и 

значимые вероятности ( )min
,W ρ ρ  смещаются к 

внешней окрестности горизонта событий. 

На рис 2, 3 и в табл. 1 из прямых расчетов ре-

шения уравнения (46) для 0, 1ε = κ = −  и для зна-

чений 3 2 1
10 ; 10 ; 10 ; 1; 10

− − −

α =  приведены норми-

рованные плотности вероятности (52) и инте-

гральные вероятности (53). 
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Т а б л и ц а 1 

Интервалы [ ]95
2 ,α ρ  для вероятностей обнаружения частиц ( ) 95%W ρ =   

в расчетах с 0, 1ε = κ = −  и 3
10 10

−

α = ÷  

α 3
10

−  2
10

−  1
10

−  1 10 

W = 0,95 
3

2 10 3,25
−⎡ ⎤⋅ ÷

⎣ ⎦
 2

2 10 3,2
−⎡ ⎤⋅ ÷

⎣ ⎦
 1

2 10 3,08
−⎡ ⎤⋅ ÷

⎣ ⎦
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Рис. 2. Нормированные плотности вероятности w(ρ – 2α) 
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Рис. 3. Интегральные вероятности W(ρ – 2α) 
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Видно, что при увеличении α происходит 

бóльшая локализация дираковской частицы вбли-

зи горизонта событий 2α. Расчеты с 

( )1 1 2, 0j lκ = − = =  показывают, что при малых 

( )110
−

α α <  зависимости рис. 2, 3 и данные табл. 1 

слабо отличаются друг от друга. При α = 10 расче-

ты показывают также чрезвычайно слабую зави-

симость волновых функций, плотностей вероятно-

сти и интегральных вероятностей от значений κ 

(или в соответствии с (10) от j, l). 

Наоборот, при уменьшении ( )10α α <  вол-

новые функции и вероятности становятся все 

более чувствительными к величинам j, l. В рас-

четах по мере увеличения j, l происходит все 

бóльшая локализация частиц вблизи горизонта 

событий. Результаты расчетов для 1, 2, 3κ = ± ± ±  

и 10; 1; 0,1; 0,01; 0,001α =  приведены в Приложе-

нии 3. Такие зависимости проявляются из-за нали-

чия слагаемых ~ κ  и 2
κ  в эффективном потен-

циале (36) (см. формулы (П1.3)–(П1.5) Приложе-

ния 1). Отметим, что при α = 0 (отсутствие грави-

тации) сумма слагаемых (П1.3)–(П1.5) становится 

равной центробежному потенциалу ( ) 2
1 2l l + ρ  

в свободном уравнении Шредингера. 

Таким образом, в результате нашего рассмотре-

ния показано, что для частицы со спином ½ сущест-

вует единственное полностью вырожденное стацио-

нарное связанное состояние с энергией 0ε =  с лока-

лизацией частицы вблизи горизонта событий 2α. 

Энергия связи такого состояния равна энергии покоя 

дираковской частицы. Этот вывод справедлив для 

любого значения гравитационной константы связи. 

Существование вырожденного стационарного 

связанного состояния с 0ε =  обязано уникально-

му свойству решений уравнения Дирака и уравне-

ния типа Шредингера в поле Шварцшильда. Рас-

смотрим три асимптотики обсуждавшихся выше 

решений уравнения Шредингера и уравнений типа 

Шредингера в условиях «падения» на центр или на 

горизонт событий. 

Для уравнений Шредингера с потенциалом 

притяжения, обратно пропорциональным квадрату 

расстояния до центра 

( )
1
2

1 10
sin 1 4 ln , 1 4

Schr C
ρ→

ψ = ρ γ − ρ + ϕ γ > [33]. 

 (59) 

 

 

 

Для уравнений типа Шредингера с эффектив-

ным преобразованным кулоновским потенциалом 

fsV Z= − α ρ  

( )
1

2 22
2 20

cos ln , 137C fsC Z Z
ρ→

ψ = ρ α − κ ρ + ϕ >   

[37].  (60) 

Для уравнения типа Шредингера (33) с эф-

фективным потенциалом поля Шварцшильда (36) 

асимптотика (40) равна:  

( ) ( ) ( )( )
1
2

3 32
2 sin 2 ln 2 .

F
C

ρ→ α
ψ ε = ρ − α αε ρ − α +ϕ  

(61) 

В (59)–(61) 
1 2 3
, ,ϕ ϕ ϕ  – постоянные фазы, 

1 2
, ,C C  

3
C  – нормировочные константы. 

Асимптотики (59), (60) не зависят от энергии ε. 

Наоборот, асимптотика для поля Шварцшильда 

зависит от энергии частицы. При 0ε =  исчезает 

осциллирующая часть (61), характерная для вол-

новых функций в условиях «падения» на центр 

или на горизонт событий. Квадратично-инте-

грируемая радиальная волновая функция ( )F
ψ ρ  

при 0ε =  имеет простую асимптотику в окрестно-

сти горизонта событий 

( ) ( )
1
4

42
0 2 .

F
C

ρ→ α
ψ ε = = ρ − α         (62) 

Здесь 
4
C  – нормировочная константа. 

При 0ε =  асимптотика эффективного потен-

циала (36) в окрестности горизонта событий равна 

( )
( )

22

3 1
0 .

32 2

F

effU
ρ→ α

ε = = −

ρ − α

     (63) 

Коэффициент 3 32 1 8,<  что также свидетельст-

вует [32] об отсутствии режима «падения» на го-

ризонт событий и о возможности существования 

стационарного связанного состояния с 0.ε =  

Заметим, что выражения (61), (42) при 0ε→  

не совпадают с выражениями (62), (63), получен-

ными с 0.ε =  Для их совпадения необходимо 

учесть в формулах (27), (36) слагаемые, несущест-

венные при конечных ε, но дающие заметный 

вклад в коэффициент при основной сингулярности 

при 0ε→  (см. также Приложение 1). 

 

 

 

 



В. П. Незнамов, И. И. Сафронов 

 

 20 

6. Вырожденные стационарные связанные  

состояния частиц со спином ½ во внешних  

полях неэкстремальных черных дыр 
 

Ниже представлены энергии вырожденных 

связанных состояний дираковских частиц в полях 

Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра, 

Керра–Ньюмена. Решения для последних трех по-

лей получены методологически, таким же образом, 

как и для поля Шварцшильда в данной работе. 

 

6.1. Поле Шварцшильда 
 

0.
S

ε =                              (64) 

 

6.2. Поле Райсснера–Нордстрёма 
 

2 2 2 2
; ,Q Q+ −

ρ = α + α −α ρ = α − α −α  

[ ], , .R N em− + +
ε = α ρ ρ∈ ρ ∞             (65) 

 

6.3. Поле Керра 
 

2 2 2 2
; ,

a a+ −
ρ = α + α −α ρ = α − α −α  

[ )
2 2

, , .

a

K

a

m
ϕ

+

+

α
ε = ρ∈ ρ ∞

α +ρ
            (66) 

 

6.4. Поле Керра–Ньюмена 
 

2 2 2 2 2 2
; ,a Q a Q+ −

ρ = α + α −α −α ρ = α − α −α −α  

[ )
2 2

, , .

a em

K N

a

m
ϕ +

− +

+

α +α ρ
ε = ρ∈ ρ ∞

ρ + α
       (67) 

В (65)–(67) введены новые обозначения:  

2
, , ,

, .

Q Q c Q em

a c

r l r GQ c eQ c

a l a J Mc

α = = α =

α = =

�
 

Всюду разрешенным интервалом энергии час-

тицы в связанном состоянии является интервал 

1 1.− ≤ ε ≤                             (68) 

Для каждого решения (64)–(67) существует 

квадратично-интегрируемая собственная волновая 

функция, являющаяся решением уравнения типа 

Шредингера с эффективным потенциалом. Обос-

нование вырожденных решений (65)–(67) будет 

содержаться в наших следующих работах. Там же 

будут указаны интервалы изменения , , ,Q emα α α  

, ,
a
m
ϕ

α  при которых возможно существование ста-

ционарных связанных состояний исследуемых фер-

мионов. Регулярные решения уравнения типа Шре-

дингера в экстремальных полях Райсснера–Норд-

стрёма, Керра и Керра–Ньюмена применительно 

к проблеме существования стационарных связан-

ных состояний фермионов также будут проанали-

зированы в наших следующих работах. 

 

 

7. Вырожденные состояния и частицы темной 

материи 
 

Вырожденные стационарные связанные со-

стояния частиц со спином ½ в полях коллапсаров, 

определяемые решениями (64)–(67), могут являть-

ся кандидатами на роль частиц темной материи. 

Действительно, рассмотрим, например, решение (64) 

0
S

ε =  для поля Шварцшильда. Если пренебречь 

гравитационным взаимодействием незаряженных 

дираковских частиц, то для черной дыры Шварц-

шильда с массой M возможна атомная система 

связанных частиц со спином ½ и 0.
S

ε =  Заполне-

ние вырожденных состояний с различными значе-

ниями κ должно осуществляться с учетом прин-

ципа Паули. Аналогией, например, является атом 

водорода с вырожденными состояниями по значе-

ниям орбитального момента l. 

Атомная система – коллапсар Шварцшильда 

с незаряженными дираковскими частицами  

с 0
S
ε =  – взаимодействует с другими объектами 

лишь гравитационным образом. Из-за отсутствия 

квантовых переходов между состояниями с раз-

личными κ  такая система не излучает и не по-

глощает свет и другие излучения. Обнаружить та-

кую систему можно только через гравитационное 

взаимодействие. Массы таких систем могут быть 

произвольными и должны выбираться из условия 

наилучшего согласия со Стандартной космологи-

ческой моделью. 

Другие решения (65)–(67) применительно к про-

блеме темной материи будут обсуждены в сле-

дующих работах. 

 

 

Заключение 
 

В пределах применимости одночастичной 

квантовой механики в работе доказано существо-

вание вырожденного стационарного связанного 

состояния частиц со спином ½ в поле Шварц-

шильда. Энергия состояния одинакова для любой 

величины гравитационной константы связи α и 
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равна 0.
S

ε =  Состояние является полностью вы-

рожденным (не зависит от квантовых чисел j, l). 

Для доказательства в работе представлены 

самосопряженный гамильтониан уравнения Дира-

ка в поле Шварцшильда, доказана его эрмитовость 

с равенством скалярных произведений ( ),HΦ Ψ =  

( ), ,H= Φ Ψ  проведено разделение переменных. 

Важным является ограничение рассмотрения 

лишь вещественными радиальными волновыми 

функциями. В этом случае во всей области опре-

деления волновых функций радиальная плотность 

дираковского тока равна нулю и частицы не могут 

пересекать горизонта событий. Далее для квадра-

тичной интегрируемости радиальных волновых 

функций осуществлен переход к уравнениям типа 

Шредингера с эффективным потенциалом. Показа-

но, что движение фермионов в поле Шварцшильда 

с вещественными радиальными волновыми функ-

циями осуществляется в режиме «падения» на го-

ризонт событий. Исключением является решение 

0.
S
ε =  В этом случае исчезает осциллирующая 

часть радиальных волновых функций, характерная 

для режима «падения» на горизонт событий. 

Сингулярность эффективного потенциала при 

0
S

ε =  в окрестности горизонта событий не столь 

сильна и допускает существование связанных со-

стояний дираковских частиц. 

После преобразования Прюфера прямым чис-

ленным решением системы нелинейных диффе-

ренциальных уравнений для фазовой функции 

( )Φ ρ  также показано существование вырожден-

ного связанного состояния с 0.
S
ε =  

В качестве анонса в работе приведены энер-

гии вырожденных связанных состояний для фер-

мионов в неэкстремальных полях Райсснера–Норд-

стрёма, Керра, Керра–Ньюмена. 

В работе обращается внимание на возмож-

ность использования в Стандартной космологиче-

ской модели в качестве частиц темной материи 

коллапсары Шварцшильда с определенным чис-

лом фермионов, находящихся в вырожденных свя-

занных состояниях с 0.
S
ε =  Атомные системы 

такого типа не поглощают и не испускают свет 

и другие излучения и взаимодействуют с окру-

жающей средой только гравитационным образом.  

 

Авторы благодарят В. Е. Шемарулина за пло-

дотворные дискуссии и А. Л. Новоселову за суще-
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Приложение 1 

Эффективный потенциал поля Шварцшильда 

в уравнении типа Шредингера 

В соответствии с (29)–(32), (35), (36) можно 

получить: 
2

2

3 1

8

dB

dB

⎛ ⎞
=⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 

( ) ( )( ) ( )

2

1
2

3 2
,

8 2
2 2

⎛ ⎞
α α⎜ ⎟−⎜ ⎟ρ ρ − α⎜ ⎟ερ ρ ρ − α + ρ ρ − α⎝ ⎠

 (П1.1) 

( ) ( )

2 2

2 2 22

1 1 2

4 22

d B

B d

α α

− = − − +
ρ ρ ρ − αρ ρ − α

 

( ) ( )

2

5 3 222 2

5

4
2 2

α

+ +

ερ ρ − α +ρ ρ − α

 

( ) ( )
5 1

22 2

,

2 2 2

α

+
⎡ ⎤ερ ρ − α + ρ ρ − α⎢ ⎥⎣ ⎦

  (П1.2) 

( )
( )

( )
3 3
2 2

1
,

4
2 2

d
A D

d

κ ρ −α
− = −

ρ
ρ ρ − α

    (П1.3) 

( )

( )
3 3
2 2

1

4
2

A D dB

B d

− ακ
− = − +

ρ
ρ ρ − α

 

( ) ( )
3 3

2 2 2

,

2 2 2

ακ
+

⎡ ⎤ερ ρ − α + ρ ρ − α⎢ ⎥⎣ ⎦

  (П1.4) 

( )
( )

2
21

,
8 2 2
A D

κ
− =

ρ ρ − α
         (П1.5) 

( ) ( )

2 2 2

2

1 2 2
.

2 2 22
SchrBC E

α ε αε α
= − − − +

ρ − α ρ − αρ − α

(П1.6) 

Сумма выражений 

SchrE  и (П1.1)–(П1.6) при-

водит к искомому выражению для эффективного 

потенциала F

effU  (36). 

Асимптотика 

( )
( )

2 2

22

1 8 2
0 .

2

F

effU
ρ→ α

+ α ε
ε ≠ = −

ρ − α

     (П1.7) 
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Асимптотика 

( )
( )

22

3
0 .

32 2

F

effU
ρ→ α

ε = = −

ρ − α

     (П1.8) 

Выражение (П1.7) не совпадает с (П1.8) при 

0.ε→  Для их совпадения необходимо учесть в 

(П1.1), (П1.2) слагаемые, несущественные при ко-

нечном ε, но дающие заметный вклад в коэффици-

ент при основной сингулярности при 0.ε→  

 

 

Приложение 2 

Эффективный потенциал кулоновского поля  

в уравнении типа Шредингера 

Система уравнений Дирака в кулоновском по-

ле fsV Z= − α ρ  для вещественных радиальных 

волновых функций имеет вид 

1
1 0,

1
1 0.

fsc
c c

fsc
c c

ZdF
F G

d

ZdG
G F

d

α⎛ ⎞+ κ
+ − ε + + =⎜ ⎟

ρ ρ ρ⎝ ⎠
α⎛ ⎞− κ

+ + ε − + =⎜ ⎟
ρ ρ ρ⎝ ⎠

    (П2.1) 

Функции (29)–(32) для кулоновского поля равны 

1
,

c
A

+ κ
= −

ρ
                      (П2.2) 

1 ,
fs

c

Z
B

α

= ε + +
ρ

               (П2.3) 

1 ,
fs

c

Z
C

α⎛ ⎞
= − ε − +⎜ ⎟

ρ⎝ ⎠
          (П2.4) 

1
.

c
D

− κ
= −

ρ
                   (П2.5) 

В соответствии с (35), (36) и (П2.2)–(П2.5) получаем: 

( )

2
2

2

3 1 3
,

8 8 1

fsc

fsc

ZdB

d ZB

⎛ ⎞α⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ⎡ ⎤ρ ρ + ε + α⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠
  (П2.6) 

( )

2

2 2

1 1
,

4 2 1

fsc

c fs

Zd B

B d Z

α

− = −
⎡ ⎤ρ ρ ρ + ε + α⎣ ⎦

    (П2.7) 

( )
2

1
.

4 2
c c

d
A D

d

κ

− =
ρ ρ

              (П2.8) 

( )

( )2

1
,

4 2 1

fsc c c

c fs

ZA D dB

dB Z

κ α−
− = −

ρ ⎡ ⎤ρ ρ + ε + α⎣ ⎦
 (П2.9) 

( )
2

2

2

1 1
,

8 2
A D

κ
− =

ρ

               (П2.10) 

( )
2

2

1
.

2 2

fsfs
Schr

ZZ
BC E

αα

= − − ε −
ρ ρ

    (П2.11) 

Сумма 
SchrE  и (П2.6)–(П2.11) приводит к ис-

комому выражению для эффективного потенциа-

ла кулоновского поля в уравнении типа Шредин-

гера (33). 

Асимптотика 

( ) ( )
2

2

20

3 4 1

.

2

fsC
eff

Z

U
ρ→

α − + − κ

= −

ρ

   (П2.12) 

Условие для «падения» частиц на центр реали-

зуется, если числитель в (П2.12) больше 1/4 [32]. 

Для 1κ = ∓  (состояния 
1 1
2 2

, )S P  это условие дос-

тигается при ( ) 1,fsZα >  т. е. 137.Z > . 

 

 

 

Приложение 3 

Расчетные значения вероятностей  

обнаружения частиц в зависимости от α и κ 

В табл. П3.1–П3.5: 
max
w  – максимум норми-

рованной плотности вероятности; 
max
w

ρ  – коорди-

ната 
max

;w  0,95Δρ  – отрезок 8
0,952 10 ,

−⎡ ⎤α + ρ⎣ ⎦  для 

интегральной вероятности ( ) 0,95;W ρ =  в расче-

тах минимальное расстояние от горизонта собы-

тий выбиралось равным ( ) 8

min
2 10 .

−

ρ − α =  

1: 0, 1 2;l jκ = − = =  1: 1, 1 2,l jκ = = =   

2 : 1, 3 2;l jκ = − = =   2 : 2, 3 2;l jκ = + = =  

3: 2, 5 2;l jκ = − = =   3: 3, 5 2.l jκ = + = =  
 

Т а б л и ц а П3.1 

α = 10 

κ max
w  

max
w

ρ  
0,95Δρ  

–1 29,55 3,11⋅10
–3

 0,123 

+1 29,56 3,11⋅10
–3

 0,123 

–2 29,77 3,09⋅10
–3

 0,122 

+2 29,78 3,09⋅10
–3

 0,122 

–3 30,53 3,05⋅10
–3

 0,121 

+3 30,15 3,05⋅10
–3

 0,121 
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Т а б л и ц а П3.2 

α = 1 

κ max
w  

max
w

ρ  
0,95Δρ  

–1 3,86 2,55⋅10
–2

 0,825 

+1 4,24 2,37⋅10
–2

 0,752 

–2 5,52 1,65⋅10
–2

 0,645 

+2 6,26 1,52⋅10
–2

 0,554 

–3 8,74 1,01⋅10
–2

 0,438 

+3 9,75 0,95⋅10
–2

 0,374 

 

Т а б л и ц а П3.3 

α = 0,1 

κ max
w  

max
w

ρ  0,95Δρ  

–1 1,99 3,9⋅10
–2

 1,4 

+1 7 1,12⋅10
–2

 0,701 

–2 15,18 4,01⋅10
–3

 0,487 

+2 27,93 3,04⋅10
–3

 0,165 

–3 50,75 1,54⋅10
–3

 0,1 

+3 64,52 1,37⋅10
–3

 0,063 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Т а б л и ц а П3.4 

α = 0,01 

κ max
w  

max
w

ρ  0,95Δρ  

-1 1,94 1,47⋅10
–2

 1,49 

+1 55,35 1,18⋅10
–3

 0,203 

-2 134,5 4,05⋅10
–4

 0,107 

+2 273,9 3,05⋅10
–4

 0,017 

-3 502,0 1,55⋅10
–4

 0,01 

+3 640,0 1,37⋅10
–4

 0,006 

 

Т а б л и ц а П3.5 

α = 0,001 

κ max
w  

max
w

ρ  0,95Δρ  

–1 1,98 3,78⋅10
–3

 1,51 

+1 541,0 1,17⋅10
–4

 2,67⋅10
–2

 

–2 1,33⋅10
3
 4,0⋅10

–5
 1,24⋅10

–2
 

+2 2,72⋅10
3
 3,0⋅10

–5
 1,75⋅10

–3
 

–3 5⋅10
3
 1,5⋅10

–5
 1,03⋅10

–3
 

+3 6,35⋅10
3
 1,4⋅10

–5
 6,44⋅10

–4
 

 

         Статья поступила в редакцию 30.11.2016 
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СПОСОБЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЯ ОТКОЛЬНОЙ ПОВРЕЖДЕННОСТИ 

 

И. А. Терешкина1,2, И. Р. Трунин1,2, В. Г. Симаков1,2, М. И. Ткаченко1,2 
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ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
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На примере стали 10 рассмотрены способы определения величины откольной по-

врежденности образцов. Первый способ основывается на измерениях плотности образца 

до и после эксперимента и вычислении поврежденности. Второй способ предполагает 

проведение металлографического структурного анализа поперечного среза образца и ис-

пользование планиметрической методики определения площади среза дефекта. 

 

Ключевые слова: откольное разрушение, поврежденность, планиметрическая метал-

лографическая методика. 

 

 

Введение 
 

Многостадийность процесса откольного раз-

рушения, подтвержденная многочисленными экс-

периментами, лежит в основе формулировки со-

временных моделей разрушения, например [1–3]. 

В таких моделях в качестве меры поврежденности, 

в большинстве случаев, используют скалярный 

параметр ω, изменяющийся от начального состоя-

ния ω0 = 0, соответствующего неповрежденному 

материалу, до предельной величины ωкр, соответ-

ствующей образованию в данном объеме материа-

ла макроскопической трещины определенных 

размеров. 

По определению 1 ,
s

ρ
ω= −

ρ
 где ρ – плотность 

материала с дефектами, 
S
ρ  – плотность сплошной 

матрицы.  

Кроме меры поврежденности большое значе-

ние имеют структурные изменения материала, ко-

торые происходят после динамического воздейст-

вия и, в частности, кратковременного растяжения. 

Металлографический анализ постопытных образ-

цов позволяет определить характер, степень раз-

рушения, изменение микротвердости и т. д. 

В результате исследований, выполненных в 

рамках данной работы, будут получены данные о 

поврежденности образцов из стали 10 размером 

∅20×4 мм: характер и степень разрушения, коли-

чественные значения откольной поврежденности 

этих образцов, которые будут использоваться при 

определении параметров численной модели от-

кольного разрушения стали. 

 

 

1. Постановка и результаты экспериментов 

Определение плотности исследуемых образцов 

Исследуемые образцы представляли собой 

цилиндры из стали 10 диаметром 20 мм и толщи-

ной 4 мм. 

Перед тем как проводить эксперименты, вы-

числялась плотность стальных образцов, которая 

в дальнейшем будет использоваться для определе-

ния поврежденности этих образцов. Методика оп-

ределения плотности заключается в следующем: 

– на электронных весах GX-1000 измеряются 

массы образца в воде и воздухе; 

– плотность образца вычисляется по формуле: 

( )1 1 2
,

S В
m m mρ = ρ −  выведенной из закона Ар-

химеда, где 
1
m  – масса образца, измеренная в воз-

духе, 
2
m  – масса образца, измеренная в воде, 

В
ρ  – 

плотность воды. Также определялся объем иссле-

дуемых образцов 
1

/ .
S S
V m= ρ  

Полученные значения массы, плотности 
S
ρ   

и объема 
S
V  четырех образцов из стали приведе-

ны в табл. 1. Определенная указанным способом 
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плотность вещества совпадает со справочным зна-

чением плотности стали. 

Т а б л и ц а  1 

Начальные характеристики образцов 

m1 m2 Образец 
г 

,Sρ  г/см
3
 ,SV  см

3
 

1 9,677 8,442 7,836 1,235 

2 9,700 8,465 7,854 1,235 

3 9,632 8,403 7,837 1,229 

4 9,666 8,435 7,852 1,231 

 

Затем образцы с известными измеренными харак-

теристиками (плотность и объем) нагружались 

ударниками с различными скоростями. 

 

 

Постановка экспериментов 

Схема постановки опытов приведена на рис. 1 

(материалы ударника и образца – сталь 10, под-

ложка – фторопласт; все размеры сборки приве-

дены на рисунке). Разгон ударника осуществлялся 

в стволе легкогазовой пушки калибра 37 мм. Было 

проведено четыре эксперимента в одинаковой по-

становке, изменялась только скорость соударения 

ударника и мишени – Wуд = 247, 287, 348, 391 м/с. 

При такой постановке опытов в срединном 

сечении образца создаются условия для возникно-

вения растягивающих напряжений, что приводит к 

откольному разрушению образцов. В зависимости 

от скорости нагружения изменяется степень от-

кольного разрушения образцов. 
 

 

Рис. 1. Схема эксперимента 

 

 

Результаты экспериментов. Определение  

величины поврежденности стальных образцов 

После каждого ударно-волнового эксперимен-

та с зарегистрированной скоростью нагружения 

сохраненный образец: 

1) взвешивался в воздухе и воде, и вычисля-

лись его плотность ρ и объем V (аналогично опре-

делению 
S

ρ  и 
S
V  исходных образцов) для даль-

нейшего определения поврежденности образца; 

2) разрезался по диаметру, и по шлифу его 

поперечного среза определялись степень и харак-

тер поврежденности. С использованием планимет-

рической металлографической методики опреде-

лялась величина поврежденности образца и 

строилось распределение поврежденности по 

толщине образца. 

1. После взвешивания образцов вычислялись 

объем дефектов 
T S
V V V= −  и поврежденность 

1 .
T

s

V

V

ρ
ω= = −

ρ
 Результаты вычислений приведе-

ны в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2 

Результаты экспериментов 

m1 m2 V TV  Обра-

зец 

Wуд, 

м/с г 

ρ, 

г/см3
 см

3
 

экс
ω  

1 247 9,679 8,436 7,786 1,243 0,008 0,006 

2 287 9,696 8,442 7,732 1,254 0,019 0,015 

3 348 9,633 8,380 7,687 1,253 0,024 0,019 

4 391 9,665 8,395 7,610 1,270 0,039 0,031 

 

Как видно из табл. 2, с ростом скорости со-

ударения поврежденность возрастает от значения 

экс
ω ~ 0,006 при Wуд = 247 м/с до 

экс
ω ~ 0,031 при 

Wуд = 391м/с. Отметим здесь, что полученные зна-

чения поврежденности соответствуют поврежден-

ности стального образца размером ∅20×4 мм, и 

при изменении размеров образца (его объема 

1
/ )

S S
V m= ρ  значение поврежденности будет ме-

няться. То есть при увеличении начального объе-

ма образца относительная величина T

T S

V

V V
ω=

+
 

будет уменьшаться, а при уменьшении Vs – увели-

чиваться.  

2. Изображения диаметральных поперечных 

срезов сохраненных в четырех опытах стальных 

образцов приведены на рис. 2. В серединных се-

чениях образцов образовалась зона, в которой 

видны следы повреждений – нарушения сплошной 

структуры материала образца. 

   Wуд 

 2 мм 

 4 мм 

10 мм 

∅ 33 мм 

∅ 20 мм 

∅ 50 мм 

Ударник 

Образец 

Подложка 
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Как следует из рис. 2, с увеличением скорости 

нагружения возрастает поврежденность образцов: 

при Wуд = 247 м/с повреждения незначительные – 

видны отдельные микротрещины; при Wуд = 287 и 

348 м/с размеры дефектов увеличиваются и наи-

более крупные – объединяются; при Wуд = 391 м/с 

в середине образца образуется магистральная тре-

щина. 

Характер разрушения стальных образцов – 

хрупкий с характерным дефектом, имеющим фор-

му трещины. На рис. 3 приведены изображения 

отдельных зон срезов образцов – исходная струк-

тура и образцы 1–4, на которых четко видны тре-

щины, увеличивающиеся в размерах при возрас-

тании действующей нагрузки. 

 

 

 
Образец 1, Wуд 

= 247 м/с 

 

 
Образец 2, Wуд 

= 287 м/с 

 

 
Образец 3, Wуд 

= 348 м/с 

 

 
Образец 4, Wуд = 391 м/с 

Рис. 2. Картина шлифов стальных образцов при увеличении 50х 

 

 
Исходный образец 

    
Образец 1 Образец 2 Образец 3 Образец 4 

Рис. 3. Фрагменты структуры исходного образца и образцов 1–4 после опыта 
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Согласно стереометрическому соотношению, 

измерение относительного объема дефектов (по-

врежденности) в образце с дефектами можно за-

менить измерением и суммированием площадей 

на единице площади шлифа его поперечного среза. 

Поэтому для определения количественной величи-

ны поврежденности в постопытных образцах из 

стали использовался планиметрический метод, 

который основывается на измерении суммарной 

площади сечений дефектов на определенной пло-

щади металлографического шлифа. 

Метод предполагает, используя пакет компь-

ютерных программ Vestra [4], проводить обработ-

ку изображений микроструктуры и определять 

общее количество дефектов в кадре, среднюю 

площадь дефектов, площадь всех дефектов и 

плотность дефектов на данной площади – повреж-

денность ω. 

В качестве примера применения планиметри-

ческого метода определения поврежденности рас-

смотрим этапы обработки изображения попереч-

ного среза образца 4 (см. рис. 2). 

I. На срезе с помощью графического редактора 

выделялись дефекты и контур образца. На рис. 4а 

светло-серый прямоугольник – контур образца, 

поврежденность – трещины черного цвета. 

 

Рис. 4а. Этап 1 обработки изображения 

 

II. Изображение среза образца закрашивалось 

в черный цвет, дефектная структура – в темно-

серый (см. рис. 4б). Для большей точности опре-

деления площадей выделенных областей в пакете 

Vestra предусмотрено контрастное выделение рас-

сматриваемой площади и имеющихся в ней неод-

нородностей. Поэтому были выбраны: контур – 

светло-серый, дефекты – темно-серый, срез образ-

ца – черный.  

 

Рис. 4б. Этап 2 обработки изображения 

 

 

 

 

 

III. Сечение разбивалось на N одинаковых зон, 

каждая зона соответствовала объемной части об-

разца, которая имела массу, равную 1 г. То есть 

объем каждой такой части образца 
1

S

V =
ρ

 и 

1

,

N

i S

i

V V

=

=∑  где ,
S S
Vρ  – начальные плотность и 

объем образца. Поперечный размер зоны равнялся 

диаметру образца; ширина каждой зоны по тол-

щине образца определялась из следующего соот-

ношения: 
2

1
,

S

x

R

Δ =
πρ

 где R – радиус цилиндри-

ческого образца. Таким образом, на изображение 

накладывается прямоугольная сетка, внешняя гра-

ница которой соответствует начальным размерам 

образца – диаметр и толщина, а шаг сетки Δx по 

толщине образца определялся из приведенного 

выше соотношения. 

Для данного примера ∅= 20 мм, h = 4 мм. 

Площадь поперечного сечения, которое покры-

вает сетка S = 20 мм · 4 мм = 0,8 см2; шаг сетки  

Δx ≈ 0,04 см; площадь каждой зоны 
i
S = ∅Δx ≈ 

≈ 0,08 см2. Всего получается 10 зон. 

Для примера приведены зоны 4, 6 и 8. Номера 

зон отсчитываются от верхней (нагружаемой) гра-

ницы образца (рис. 4в). 

 

 

 

Рис. 4в. Этап 3 обработки изображения 
 

IV. В каждой зоне определяются общая пло-

щадь зоны и площадь зоны без дефектов, и вычи-

танием получается площадь, занимаемая дефектами 

(окрашена в темно-серый цвет) – .
T
S  Тогда повреж-

денность в каждой зоне образца, площадь которой 

,
i
S  равна ,

T

i

i

S

S
ω =  а общая поврежденность всего 

образца 1
.

N

T
S

S
ω =

∑
  

Значения поврежденности, полученные по ре-

зультатам обработки поперечных сечений образ-

цов 1–4 (см. рис. 2), приведены в табл. 3. Здесь же 

для сравнения представлены значения поврежден-

ности 
экс

,ω  полученные методом взвешивания. 
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                                                                                                               Т а б л и ц а 3 

 

Образец Wуд, м/с Номер зоны i
ω  ω экс

ω
 

1 247 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

0 

0 

0,0004 

0,063 

0,033 

0,0354 

0,00732 

3,85Е-5 

0 

0 

0,008 0,006 

2 287 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

0 

0 

0,0007 

0,0077 

0,0457 

0,0638 

0,0070 

0,0004 

0 

0 

0,013 0,015 

3 348 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

0 

0 

0,0051 

0,0197 

0,0932 

0,0667 

0,0150 

0,0037 

0,0007 

0 

0,020 0,019 

4 391 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

0 

0 

0,0023 

0,0131 

0,1025 

0,2005 

0,0339 

0,0046 

4,19Е-5 

0 

0,036 0,031 

 

 

 

Рассмотрены два способа определения значе-

ния откольной поврежденности ω: 1 – взвешивание 

образцов до и после опыта; 2 – измерение суммарной 

площади дефектов на площади металлографического 

шлифа поперечного среза постопытного образца.  

На примере образцов из стали 10 размером 

∅= 20 мм, h = 4 мм, имеющих различную степень 

откольного разрушения, получено удовлетвори-

тельное соответствие значений поврежденности, 

определенных разными способами. 

Планиметрический метод также позволяет по-

строить распределение поврежденности по всей 

толщине образца, что может быть использовано 

при определении параметров и тестировании чис-

ленных моделей откольного разрушения. 
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2. Численное моделирование  

откольного разрушения образцов из стали 10 
 

Моделирование экспериментов по откольному 

разрушению стальных образцов проводилось по 

одномерной программе [5]. Расчетная схема экс-

периментальной сборки приведена на рис. 5. 

Процедура численного моделирования заклю-

чается в решении системы дифференциальных 

уравнений, выведенных из законов сохранения им-

пульса, массы и энергии, которая замыкается урав-

нением состояния в форме Ми–Грюнайзена, а для 

описания девиаторной составляющей тензора на-

пряжений используется уравнение Малверна–Дув-

вала [6] с дислокационным релаксационным урав-

нением для скорости пластических сдвигов [7]. 

Моделирование откольного разрушения стали 

проводилось по кинетической модели хрупкого 

разрушения [1]. 

Такой набор уравнений и моделей традицион-

но используется авторами для решения одномер-

ных задач ударно-волнового сжатия, упругопла-

стического деформирования и откольного разру-

шения металлов. 

В данной работе информацию, получаемую из 

расчетов, ограничим представлением о развитии 

поврежденности во внутренних сечениях сталь-

ных образцов. 

На рис. 6 показаны расчетные распределения 

поврежденности ω(х) по толщине образца и срав-

нение результатов численного моделирования с 

результатами металлографического анализа со-

храненных после опытов образцов.  

Как видно из рис. 6, с ростом скорости соуда-

рения поврежденность возрастает от значения 

ωmax ~ 0,034 при Wуд = 247 м/с до ωmax ~ 0,23 при 

Wуд = 391 м/с, что качественно соответствует дан-

ным по визуальному наблюдению поперечных сре-

зов образцов. Количественные значения макси-

мальной поврежденности сравниваются на рис. 7 

с гистограммами распределения поврежденности, 

полученными планиметрическим методом (см. 

табл. 3). 

 

 

Рис. 5. Схема расчетов 
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Рис. 6. Распределение поврежденности по толщине образца и результаты металлографического анализа: а – образец 1 

(Wуд = 247 м/с); б – образец 2 (Wуд = 287м/с); в – образец 3 (Wуд = 348 м/с); г – образец 4 (Wуд = 391 м/с). 

(Продолжение с. 30, 31) 
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Рис. 6. Окончание 
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Рис. 7. Сравнение результатов расчета и металлографического анализа: а – образец 1 (Wуд = 247 м/с); б – образец 2 

(Wуд = 287 м/с); в – образец 3 (Wуд = 348 м/с); г – образец 4 (Wуд = 391 м/с) 
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Как следует из рис. 7, получено удовлетвори-

тельное согласие результатов расчетов и результа-

тов обработки экспериментальных данных метал-

лографическим методом. Хорошо воспроизводит-

ся зона разрушения образцов – ширина зоны и се-

чение с максимальной величиной поврежденности, 

есть лишь отклонения от максимальных значений 

поврежденности для опытов с большой скоростью 

нагружения, когда поврежденность образца соот-

ветствует образованию магистральной трещины. 

 

 

Заключение 

 

Рассмотрены способы определения величины 

откольной поврежденности металлических образ-

цов. Первый способ основывается на измерениях 

плотности образца до 
S

ρ  и после ρ эксперимента 

и вычислении поврежденности по известному со-

отношению 1 .

s

ρ
ω= −

ρ
 Второй способ предпола-

гает проведение металлографического структур-

ного анализа поперечного среза сохраненного в 

опыте образца и использование планиметрической 

методики определения площади среза дефекта. 

Оба способа отработаны на экспериментах с 

образцами из стали 10, нагруженными ударниками 

с различными скоростями. Получено хорошее со-

гласие результатов по обеим методикам.  

Проведены модельные расчеты экспериментов, 

и построены распределения поврежденности по тол-

щине мишеней, которые качественно и количест-

венно совпадают с результатами, полученными по 

планиметрической металлографической методике. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Количественная дополнительная информация 

об откольном разрушении, способы определения 

которой рассмотрены в данной работе, позволит 

более корректно определять параметры модели 

откольного разрушения материалов. 
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На примере центрально симметричной статической задачи исследованы возможно-

сти такого варианта обобщения уравнений общей теории относительности, в котором 

уравнения становятся инвариантными относительно локализованных масштабных пре-

образований. В рамках обобщенных уравнений внутреннее решение выглядит по-

разному для наблюдателя, использующего постоянный масштаб длины, и для наблюда-

теля, масштаб длины которого зависит от гравитационного поля. Доказывается, что если 

считать истинными решениями те, что получает второй наблюдатель, проблемы общей 

теории относительности находят свое естественное решение. 

 

Ключевые слова: масштабная инвариантность, решения уравнений ОТО в конформ-

но-инвариантной форме. 

 

 

Введение 
 

Считается общепризнанным тот факт, что об-

щая теория относительности (ОТО), созданная в 

1915 г., является одной из двух (наряду с кванто-

вой теорией) наиболее успешных теорий за более 

чем вековой период. Лишь однажды уравнения 

ОТО претерпели изменение. Для объяснения рас-

ширения Вселенной с ускорением в уравнения ОТО 

пришлось ввести так называемый лямбда-член. Но 

это изменение никак не повлияло на впечатляющее 

согласие предсказаний ОТО с экспериментальными 

данными в области достаточно слабых гравитаци-

онных полей – там, где справедливы ньютоновское 

и пост-ньютоновские приближения.  

Известно также и то, что уравнения ОТО, по-

видимому, должны быть модифицированы в об-

ласти планковских длин 3 33
~1.6 10G c

−

⋅� см [1]. 

Нет уверенности и в том, что выдержат испытания 

временем ряд предсказаний, основанных на реше-

ниях уравнений ОТО, но имеющих физически не-

приемлемый характер [2, 3]. Имеются в виду такие 

предсказания, которые противоречат исходным 

постулатам самой ОТО: сингулярности в инвари-

антах тензора кривизны, аномальные уравнения 

состояния, геодезическая неполнота и др. 

Из сказанного следует, что поиск варианта 

модификации уравнений ОТО, способного решить 

проблемы ОТО, является актуальным. В данной 

работе рассматривается такой вариант поиска, ко-

торый предполагает, что при введении метриче-

ского тензора возникает необходимость в выборе 

не только системы координат, но и эталона вре-

менного интервала1. Обычно полагают, что в каче-

стве эталона может быть использована какая-то 

модификация атомных часов. Однако может быть 

использован и эталон, принцип действия которого 

основан на какой-то иной комбинации физических 

взаимодействий (например, эфемеридное время, 

сигналы пульсаров и т. д.). Далеко не очевидно, 

что совпадение эталонов в какой-то точке в какой-

то момент времени гарантирует совпадение этало-

нов в других точках в другие моменты времени.  

О неоднозначности выбора масштаба для из-

мерения пространственно-временных интервалов 

речь шла, начиная с работы Вейля [4]. В после-

дующем в ряде работ (например, [5]) операция 

                                                           
1
 Мы говорим об эталоне для измерения временных 

интервалов, имея в виду, что скорость света является 

мировой константой и поэтому вместе с эталоном для 

измерения временных интервалов автоматически вводит-

ся эталон для измерения пространственных расстояний. 
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выбора была формализована путем перехода от 

пространства Римана, используемого в ОТО, к бо-

лее общему пространству – интегрируемому про-

странству Вейля (в [5] оно обозначается как IW). 

Отличительной особенностью IW является то, что 

каждый геометрический объект наделяется допол-

нительной характеристикой, называемой вейлев-

ским весом. Если некоторый вектор Yα  имеет вес 

n, то правило его параллельного переноса из точки 

( )P x  в точку ( )P x dx+  имеет вид 

( ) .Y dx Y n dx A Y
α μ ν μ α

μ

α⎛ ⎞
δ = +⎜ ⎟μν⎝ ⎠

         (1) 

Символы Кристоффеля 
α⎛ ⎞

⎜ ⎟μν⎝ ⎠
 и вектор ,A

α
 кото-

рый будем называть вектором Вейля, характери-

зуют структуру IW. При параллельном переносе 

по замкнутому контуру dSμν  изменение вектора 

Y
α  записывается как 

.Y Y R dS nY F dS
α β α μν α μν

βμν μνδ → +       (2) 

Здесь Rαβμν  – тензор Римана, а Fαβ  – антисим-

метричный тензор, равный по определению 

, ,

.F A Aαβ β α α β= −                     (3) 

Первое слагаемое в правой части (2) характеризует 

изменение направления переносимого вектора, а 

второе – изменение его длины. В IW второе сла-

гаемое полагается равным нулю, что соответствует 

экспериментально наблюдаемой тождественности 

атомов и ядер и однозначности в каждой точке 

иных возможных материальных носителей этало-

нов времени.  

Полагая в (2) 0,Fαβ =  мы возвращаемся к пра-

вилам параллельного переноса по замкнутому кон-

туру в римановой геометрии при любом вейлев-

ском весе геометрического объекта. При этом век-

тор Вейля записывается в виде градиента некото-

рого скалярного поля, 

,

.Aα α= −σ                          (4) 

Заметим, что применительно к IW не имеют силы 

возражения Эйнштейна, высказанные им в [6] про-

тив перехода от пространства Римана к простран-

ству Вейля.  

Переход от одного эталона времени к другому 

равносильно умножению метрического тензора на 

положительный множитель. Если этот множитель 

записать как 2
,e

σ  где ( )xσ  – произвольная ска-

лярная функция координат, то при замене эталона 

имеем: 
2

,

,

.

g g e g

A A A

σ
αβ αβ αβ

α α α α

⎫′→ = ⎪
⎬

′→ = −σ ⎪⎭
                   (5) 

Преобразования (5) будем называть масштабными 

или конформными. Будем полагать, что запись 

уравнений ОТО в форме 

1

2

MR g R Tαβ αβ αβ− =                     (6) 

соответствует выбору постоянного по всему про-

странству эталона времени (калибровка 0A
α
=  

называется в [5] калибровкой Эйнштейна). Тогда 

замена эталона времени по правилу (5) приведет к 

изменению уравнений ОТО, они примут следую-

щий вид ([5]): 

1
2

2

M
R g R T A Aαβ αβ αβ α β− = − −  

2
; ; ;2 .g A g A A Aε

αβ αβ ε α β β α− − + +            (7) 

Здесь вслед за работой [5] предположено, что ма-

териальный тензор энергии-импульса M
Tαβ  не ме-

няется при преобразованиях (5). Это предположе-

ние не носит критического характера в том смыс-

ле, что последующее изложение может быть про-

ведено и при ином предположении. Тензор M
Tαβ  

может изменяться при преобразованиях (5), одна-

ко закон его изменения должен быть известен за-

ранее.  

Запись уравнений ОТО в форме (7) как сохра-

няет их ковариантность, так и делает их инвари-

антными относительно выбора эталона времени, 

т. е. относительно преобразований (5). По сущест-

ву использование уравнений ОТО в форме (7) уст-

раняет их зависимость от двух субъективных фак-

торов: выбора координат и выбора эталона време-

ни. Дополнительные члены, появившиеся в правой 

части (7), могут оказаться существенными в об-

ласти сильных гравитационных полей. 

Далее в этой работе предполагается, что ис-

тинными уравнениями ОТО являются не уравне-

ния (6), а обобщенные уравнения ОТО в форме (7). 

Предметом исследований является выяснение воз-

можностей уравнений (7). Исследования в данной 

работе проводятся на примере центрально-

симметричных статических (ЦСС) решений. Дока-

зывается, что в рамках обобщенных уравнений 

внутреннее решение выглядит по-разному для на-

блюдателя, использующего постоянный масштаб 
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длины, и для наблюдателя, масштаб длины кото-

рого входит в уравнения в качестве динамической 

полевой функции. Только для второго наблюдате-

ля имеет место совпадение двух масс – гравитаци-

онной и инертной (такое совпадение называется 

слабым принципом эквивалентности). Далее дока-

зывается, что при сделанном предположении об 

истинности уравнений (7) многие проблемы об-

щей теории относительности находят свое естест-

венное решение. Из соображений самодостаточно-

сти в начале работы приводятся основные резуль-

таты [7]. 

 

 

2. Основные результаты работы [7] 
 

В [7] получены две серии ЦСС точных реше-

ний уравнений ОТО в стандартном виде (6), которые 

были обозначены как решения ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа  

и решения ( ), , ,U Pγ α -типа. Название типов реше-

ний связано с названиями функций, которые вхо-

дят в систему уравнений. При этом 1

1
,

M

r
P T=  

2

2
.

M
P Tθ =

 

Проведенное рассмотрение относится только к 

решениям, состоящим из двух частей: внутренней 

и внешней. Решение вне ЦСС объекта во всех слу-

чаях описывается внешним решением Шварц-

шильда2 

1

2 2 2 2 20 0
1 1 .

r r
ds dt dr r d

r r

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + − + Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
   (8) 

Обе части решений соединяются на поверхности 

объекта так, чтобы были непрерывны компоненты 

метрики и их первых производных. Выполнение 

этих условий необходимо для того, чтобы полу-

чаемое ЦСС решение имело эволюционный харак-

тер, т. е. могло быть получено в качестве финаль-

ной стадии решения задачи Коши для некоторого 

нестационарного процесса. Правила постановки 

задачи Коши для уравнений ОТО установлены в 

[8–15]. Согласно этим правилам компоненты мет-

рики должны быть функциями класса гладкости 

не ниже 
1
.C  

Из технических приемов, использованных при 

нахождении ЦСС решений, отметим, что тензор 

энергии-импульса ,

M
T
αβ  входящий в уравнения 

                                                           
2
 Здесь как и в [7] используются стандартные обо-

значения. 

ОТО3 (6), не задавался априори, а находился из 

этих уравнений. Такой порядок позволяет наибо-

лее быстро находить решения. 

 

2.1. Решения типа  ( ), , ,
r

U P P
θ

γ  

 

2.1.1. Уравнения 

В ЦСС решении ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа квадрат ин-

тервала записывается как 

2
2 2 2 2 2 2

sin .
dr

ds fdt r d d
f

⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦    (9) 

Функция f зависит от радиальной переменной r, эту 

функцию будем обозначать также как .f eγ=  Назва-

ние решения ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа связано с названиями 

функций, которые входят в систему уравнений.  

Уравнения ОТО (6) для ЦСС задачи с квадра-

том интервала (9) записываются в виде: 

( )
2 2

1 1
1 ,e r U

r r

γ ′+ γ − = −               (10) 

( ) 1

12 2

1 1
1 ,

M
e r T

r r

γ ′+ γ − =              (11) 

2

2

2
.

2 2

M
e T

r

γ
⎡ ⎤′′ ′ ′γ γ γ

+ + =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

             (12) 

 
2.1.2. Решения 

Система уравнений (10)–(12) состоит из трех 

уравнений, а число входящих в эту систему функ-

ций равно четырем: 1 2

1 2
, , , .

M M
U T Tγ  Для нахожде-

ния решений этой системы  «руками» задавалась 

функция .f eγ=  После этого из уравнения (10) 

находилась функция U, из уравнения (11) – функ-

ция 1

1
,

M
T  а из уравнения (12) – функция 2

2
.

M
T  

К выбору функции f eγ=  были предъявлены 

следующие требования: 

1) в интервале 0 r r< <  (r  – радиус объекта) 

она не должна обращаться ни в нуль, ни в беско-

нечность. 

0 ;f< <∞                         (13) 

                                                           
3
 Физические величины 

ph
T
αβ  с размерностью 

эрг/см
3
 связаны с используемыми в правой части вели-

чинами M
Tαβ  с размерностью см

–2
 соотношением 

4

8
.

phM G
T T

c
αβ αβ

π

=  Сигнатура (– + + +). 
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2) на радиусе объекта функция f и ее первая 

производная должны гладко сшиваться с соответ-

ствующими функциями внешней части решения. 

( ) 01 ,
r

f r
r

= −                         (14) 

( ) 0

2
;

r
f r

r
′ =                         (15) 

3) плотность энергии, вычисленная с помо-

щью уравнения (10) и функции ,f eγ
=  не должна 

быть сингулярной. 

Выбор надлежащей функции f может быть 

произведен бесконечным числом способов. В про-

стейшем случае функция f имеет вид4 

( ) ( )0

1

1 1
1 .

n m

n m

n m nr r r

e

m mr r

γ

+

⎡ ⎤+ + +
= − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
     (16) 

Здесь (n, m) – пара целых положительных чисел, 

причем 2.n ≥  

Плотность энергии, соответствующая (16), 

равна 

( )( ) 2

0

1

1 1
1 .

n m

n m

n m n r r r
U

m r r

−

+

⎡ ⎤+ + +
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
     (17) 

Функция (17) имеет спадающий характер и при 

r r=  обращается в нуль.  

В табл. 1 приведены явные выражения для 

функций e
γ

 и U для трех пар чисел (n, m).  

Т а б л и ц а 1 

Функции e
γ

 и U для трех пар чисел (n, m)  

в диапазоне от 0r =  до r r=  

Вариант (n, m) e
γ

 U 

I (2, 2) 
2 4

0 0

3 5

5 3
1

2 2

r r r r

r r

− +  

2
0

3 2

15
1

2

r r

r r

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

II (2, 6) 
2 8

0 0

3 9

3 1
1

2 2

r r r r

r r

− +  

6
0

3 6

9
1

2

r r

r r

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

III (2,18) 
2 20

0 0

3 21

7 1
1

6 6

r r r r

r r

− +  

18
0

3 18

7
1

2

r r

r r

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

В табл. 2 приведены значения компонент тен-

зора энергии-импульса 1

1
,

M
T  2

2
,

M
T  а также давле-

ния ( )1 2

1 2

1
2

3

M M M
P T T= +  для вариантов пар чисел 

(n, m), указанных в табл. 1. 

                                                           
4
 Приведенное в [13] решение является частным 

случаем решения (16), соответствующим (n, m) = (2,1). 

Т а б л и ц а 2 

Функции 1

1
,

M
T  2

2

M
T  и M

P  для трех пар чисел  

(n, m) в диапазоне от 0r =  до r r=  

Ва-

риант 

(n, m) 

1

1

M
T  2

2

M
T  ( )1 2

1 2

1
2

3

M M M
P T T= +

I  

(2, 2) 

2

0

3 2

15
1

2

r r

r r

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

0

3 2

15
1 2

2

r r

r r

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

0 0

3 5

15 25

2 2

r r r

r r

− +

 
II  

(2, 6) 

6

0

3 6

9
1

2

r r

r r

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
6

0

3 6

9
1 4

2

r r

r r

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
6

0 0

3 9

9 27

2 2

r r r

r r

− +

 
III 

(2,18) 

18

0

3 18

7
1

2

r r

r r

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

18

0

3 18

7
1 10

2

r r

r r

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

18

0 0

3 21

7 49

2 2

r r r

r r

− +

 
 

У каждого из вариантов давление вблизи по-

верхности разрыва положительно. Наибольшей 

величины давление достигает в третьем варианте, 

профиль плотности энергии у которого наиболее 

близок к использованному Шварцшильдом. 

В центре объекта во всех вариантах и при всех 

радиусах поверхности разрыва давление отрица-

тельно и по модулю равно плотности энергии. Та-

кое уравнение состояния среды описывает, как 

известно, темную энергию. В отличие от космоло-

гического решения, в котором темная энергия обу-

словлена лямбда-членом, в рассматриваемых ЦСС 

решениях темная энергия возникает как следствие 

уравнений ОТО и предположений относительно 

квадрата интервала (9). 

 

2.2. Решения ( ), , ,U Pγ α -типа 

 

2.2.1. Уравнения 

В ЦСС решении ( ), , ,U Pγ α -типа квадрат ин-

тервала записывается как 

2 2 2 2 2
.ds e dt e dr r d

γ α
= − + + Ω        (18) 

Из 10 уравнений общей теории относительности (6) 

независимыми являются уравнения 0 0

0 0 ,

M
G T=  

1 1

1 1
,

M
G T=  2 2

2 2.

M
G T=  Предполагается, что среда, 

заполняющая объект, изотропна. В этом предпо-

ложении 1 2

1 2
.

M M M
T T P= =  В систему трех урав-

нений входят четыре функции:  

, , , .

M M
U Pγ α  

Явный вид уравнений ОТО для ЦСС задачи заим-

ствуем из [14, 15]: 

( )
2 2

1 1
1 ;

M
e r U

r r

−α
′− α − = −           (19) 
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( )
2 2

1 1
1 ;

M
e r P

r r

−α ′+ γ − =
              (20) 

2

.
2 4 2 2 4

M
e P

r r

−α
⎛ ⎞′′ ′ ′ ′ ′ ′γ γ γ α α γ

+ + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (21) 

Здесь использованы обозначения 0

0 ,

M
T U= −  

1 2

1 2
.

M M M
T T P= =  Штрих означает дифференциро-

вание по радиальной переменной r. Условием со-

гласованности системы уравнений (19)–(21) явля-

ются уравнения 

;
0.

M
T

ν

α ν
=                         (22) 

Подстановка (19)-(21) в (22) приводит к соотно-

шению 

( ) 0.
2

U P P
′γ

′+ + =                   (23) 

 
2.2.2. Решения 

Система уравнений (19)–(21) состоит из трех 

уравнений, а число входящих в эту систему функ-

ций равно четырем: , , , .

M M
U Pα γ  Для нахожде-

ния решений этой системы  «руками» задавалась 

функция 
11

.g e
α

=  После этого из уравнения (19) 

находилась функция ,

M
U  а из уравнений (20), 

(21) – функции M
P  и .e

γ  К выбору функции 

11
g e

α

=  предъявлялись требования, аналогичные 

тем, что предъявлялись к выбору функции f eγ=  

при нахождении решения ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа. Вы-

бор надлежащей функции eα  может быть произ-

веден бесконечным числом способов. В простей-

шем случае функция e
α  (точнее, функция )e

−α  

имеет вид 

( ) ( )0

1

1 1
1 .

n m

n m

n m nr r r

e

m mr r

−α

+

⎡ ⎤+ + +
= − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
     (24) 

Здесь (n, m) - пара целых положительных чисел, 

причем 2.n ≥  

Плотность энергии, соответствующая (24), 

равна 

( )( ) 2

0

1

1 1
1 .

n m

n m

n m n r r r
U

m r r

−

+

⎡ ⎤+ + +
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
      (25) 

Явный вид для функций e
−α

 и M
U  для трех 

пар чисел (n, m) совпадает с явным видом функций 

e
γ

 и M
U  для таких же трех пар чисел (n, m), при-

веденных в табл. 1.   

Компонента метрики 
00g e

γ
= −  находится из 

уравнения, которое получается почленным вычи-

танием уравнения (20) из уравнения (21). 

2

2 2

1 1
0.

2 4 2 2 4
e

r r r r

α
′′ ′ ′ ′ ′ ′γ γ γ α α γ
+ − − − − + =   (26) 

В уравнение (26) входят величины двух типов: за-

висящие от α и зависящие от γ. Все величины пер-

вого типа известны. Поэтому уравнение (26) пред-

ставляет собой нелинейное обыкновенное диффе-

ренциальное уравнение второго порядка для 

функции γ. Перейдем в этом уравнении от функ-

ции γ к функции .f eγ=  Получим: 

2

2

1 2 1 2
.

2 2 2

f
f f e f

f r r r r

α
′ ′ ′⎡ ⎤α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′= + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (27) 

Вычисление входящих в (27) коэффициентов при 

функции f и ее производной, а также переход к 

безразмерным переменным  

0 0

,

r r

x x

r r

= =                      (28) 

и к дифференцированию по х,  

2

0 0
, ,f f r f f r′ ′′= =

� ��              (29) 

приводит к следующим уравнениям для функции f: 

Вариант I: 
2 4

3 5

5 3
1

2 2

x x
x f

x x

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

��  

2 2 4 4 3

3 5 5 5

5 3 3
1 1 3 .

2 2 2 2

f x x x x
x f f

f x x x x

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= − + + − −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

�

�  (30) 

Вариант II: 
2 8

3 9

3 1
1

2 2

x x
x f

x x

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

��  

2 2 8 8 7

3 9 9 9

3 1 3
1 1 3 .

2 2 2 2

f x x x x
x f f

f x x x x

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= − + + − −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

�

�  (31) 

Вариант III: 
2 20

3 21

7 1
1

6 6

x x
x f

x x

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

��  

2 2 20 20 19

3 21 21 21

7 1 3
1 1 3 .

2 6 6 2

f x x x x
x f f

f x x x x

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= − + + − −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

�

� (32) 

Явный вид функций f, являющихся решениями 

уравнений (30)–(32), находился численными рас-

четами.  

Давление может быть найдено из уравнения (20). 

В это уравнение входят известная функция e
−α
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и функция ,f f′ ′γ =  которая к этому моменту 

найдена путем численного решения уравнения. 

Уравнение (20) в терминах безразмерных пере-

менных (28), (29) принимает следующую форму: 

Вариант I: 

( )
2 4

2

0 2 3 5 2

1 5 3 1
1 1 .

2 2

M x x f
r P x

fx x x x

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

�

  (33) 

Вариант II: 

( )
2 8

2

0 2 3 9 2

1 3 1 1
1 1 .

2 2

M x x f
r P x

fx x x x

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

�

 (34) 

Вариант III: 

( )
2 20

2

0 2 3 21 2

1 7 1 1
1 1 .

6 6

M x x f
r P x

fx x x x

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

�

 (35) 

 

 

3. Анализ ЦСС решений 
 

Каждое из полученных ЦСС решений уравне-

ний ОТО (6) имеет как физически приемлемые 

атрибуты, так и неприемлемые. По совокупности 

атрибутов ни одно из этих решений не может счи-

таться приемлемым с физической точки зрения по 

следующим причинам.  

Свойства решения ( ), , , :
r

U P P
θ

γ  

• В решениях ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа коллапс по 

сценарию Оппенгеймера–Снайдера [16] в принци-

пе невозможен, поскольку в решениях этого типа 

нарушается основное предположение авторов сце-

нария о притяжении вещества к центру под дейст-

вием гравитационных сил. В ЦСС решениях этого 

типа по мере приближения вещества к центру гра-

витационные силы не притягивают его к центру, а 

отталкивают от центра.   

• В решениях ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа строго вы-

полняется равенство 
2
.E Mc=  Выполнение этого 

равенства означает равенство гравитационной и 

инертной масс, что некоторые называют слабым 

принципом эквивалентности. 

ο В центре объекта уравнение состояния сре-

ды соответствует темной энергии. И это имеет ме-

сто при любой даже сколь угодно малой массе 

объекта. Такого никогда нигде не наблюдалось. 

ο Объект по всему своему объему находится в 

состоянии растягивающих радиальных сил, по-

скольку 1

1
.

M
T U= −  Это противоречит ньютонов-

ским и постньютоновским представлениям, кото-

рые заведомо справедливы при радиусах объекта, 

намного превышающих гравитационный радиус. 

ο По всему объему объекта имеет место ани-

зотропия среды, поскольку 1 2

1 2
.

M M
T T≠  Это про-

тиворечит обычным представлениям о существо-

вании локальной термодинамической величины – 

давления, которое и характеризует напряженное 

состояние среды.  

Свойства решения ( ), , , :U Pα γ  

• Решения ( ), , ,U Pα γ -типа выглядят доста-

точно естественно до тех пор, пока в центре дав-

ление не начинает превышать (1/3)U, т. е. пока не 

возникает проблема аномальных уравнений со-

стояния. Естественность состоит в том, что давле-

ние всегда положительно. 

ο Решения ( ), , ,U Pα γ -типа предсказывают 

неизбежность коллапса по двум признакам. Во-

первых, пробная частица внутри объекта притяги-

вается к центру, что подтверждает рассуждения 

Оппенгеймера–Снайдера [16] о безграничном сжа-

тии. Во-вторых, энергия связи растет по мере при-

ближения радиуса объекта к ( ) 0
9 8 .r  В физике 

всегда считалось, что состояние с максимальной 

энергией связи является основным – самым устой-

чивым. Так что объект будет неизбежно стремить-

ся прийти в основное состояние. Это было бы не 

страшно, если бы свойства этого состояния были 

«нормальными». Но таковыми их назвать нельзя, 

поскольку давление обращается в бесконечность, а 

компонента 
00

g  в нуль.  

ο Энергия объекта E всегда меньше 
2

Mc  при 

любых (в том числе при сколь угодно малых) мас-

сах объектов. 

Символом  •  отмечены физически приемле-

мые атрибуты решений, а символом  °  – неприем-

лемые. Решения ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа выглядят пред-

почтительнее по сравнению с решениями 

( ), , ,U Pα γ -типа. Однако локальная анизотропия 

среды в решениях ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа (пункты от-

мечены символом ° ) противоречат свойствам иде-

альной жидкости. 

 

 

 

4. ЦСС решение модифицированных  

уравнений ОТО 

4.1. Алгоритм нахождения решения 

В стандартной постановке ЦСС задачи для 

уравнений ОТО в сферических координатах 
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( ), , ,t r θ ϕ  самым общим видом квадрата интервала 

считается (см., например, [15]) 

2 2 2 2 2 2
sin .ds e dt e dr e d d

γ α β ⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦    (36) 

Используя (36), запишем отличные от нуля неза-

висимые уравнения (7) для ЦСС задачи: 

23 1

4 2
e e
−α −β⎡ ⎤′′ ′ ′ ′β + β − α β − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2
2 2 ;U e A A A A

−α ⎡ ⎤′ ′ ′= − + − − − β +α⎣ ⎦      (37)  

21 1

4 2
e e
−α −β⎡ ⎤′ ′ ′β + β γ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2
3 2 ;P e A A A

−α ⎡ ⎤′ ′+ − − β − γ⎣ ⎦            (38) 

2 2

2

1 1 1 1 1 1 1

2 4 2 4 4 4 4

2 .

e

P e A A A A A

−α

−α

⎡ ⎤′′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′β + β + γ + γ + β γ − α β − α γ =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′ ′ ′= + − − + α −β − γ⎣ ⎦

 

(39) 

Здесь U и P обозначают плотность энергии и дав-

ление среды, заполняющей объект. Как и в [7], 

предполагается, что среда описывается тензором 

энергии-импульса идеальной жидкости. 

В качестве радиальной переменной использу-

ем яркостную координату, т. е. полагаем 

2
.e r

β
=                            (40) 

С учетом этого уравнения (37)–(39) принимают 

следующий вид: 

2 2

1 1
e

rr r

−α
′α⎡ ⎤− − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 4
2 ;U e A A A A

r

−α ⎡ ⎤′ ′− + − − − + α⎢ ⎥⎣ ⎦
        (41)  

2

2 2

1 1 4
3 ;e P e A A A

r rr r

−α −α
′γ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′+ − = + − − − γ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(42) 

21 1 1

2 4 2 2 4
e

r r

−α
′ ′γ α⎡ ⎤′′ ′ ′ ′γ + γ + − − α γ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2
2 .P e A A A A A

r

−α ⎡ ⎤′ ′ ′= + − − + α − − γ⎢ ⎥⎣ ⎦
    (43) 

Вводим обозначения: 

2 4ˆ 2 ;U U e A A A A
r

−α ⎡ ⎤′ ′− = − + − − − + α⎢ ⎥⎣ ⎦
    (44)  

1 2

1

4ˆ 3 ;T P e A A A
r

−α ⎡ ⎤′= + − − − γ⎢ ⎥⎣ ⎦
          (45) 

2 2

2

2
ˆ 2 .T P e A A A A A

r

−α ⎡ ⎤′ ′ ′= + − − + α − − γ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (46) 

Уравнения (41)–(43) записываются следую-

щим образом: 

2 2

1 1 ˆ ;e U
rr r

−α
′α⎡ ⎤

− − = −⎢ ⎥⎣ ⎦
             (47)  

1

12 2

1 1 ˆ ;e T
rr r

−α
′γ⎡ ⎤+ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

             (48) 

2 2

2

1 1 1
ˆ .

2 4 2 2 4
e T

r r

−α
′ ′γ α⎡ ⎤′′ ′ ′ ′γ + γ + − − α γ =⎢ ⎥⎣ ⎦

  (49) 

Из пяти функций 1 2

1 2
ˆ ˆ ˆ, , , , ,U T Tα γ  входящих в урав-

нения (47)–(49), две мы можем задать руками. По-

лагаем 

.α = −γ                           (50) 

В результате система уравнений (47)–(49) сов-

падает с той системой уравнений, которая реша-

лась в [7] для задач ( )1 2

1 2
, , ,U T Tγ -типа, за одним 

исключением: вместо величин 1 2

1 2
, ,U T T  в правых 

частях стоят величины 1 2

1 2
ˆ ˆ ˆ, , :U T T  

2 2

1 1 ˆ ;e U
rr r

γ ′γ⎡ ⎤+ − = −⎢ ⎥⎣ ⎦
               (51)  

1

12 2

1 1 ˆ ;e T
rr r

γ ′γ⎡ ⎤+ − =⎢ ⎥⎣ ⎦
              (52) 

2 2

2

1 1
ˆ .

2 2
e T

r

γ ′γ⎡ ⎤′′ ′γ + γ + =⎢ ⎥⎣ ⎦
            (53) 

Конкретные решения уравнений (51)–(53) нахо-

дятся тем же способом, что и решения в п. 2.1. 

Найдя величины 1 2

1 2
ˆ ˆ ˆ, , ,U T T  величины 1 2

1 2
, ,U T T  вы-

числяем по формулам (44)–(46), т. е. по формулам: 

2 4ˆ 2 ;U U e A A A A
r

γ ⎡ ⎤′ ′= + − − − − γ⎢ ⎥⎣ ⎦
      (54)  

1 2

1

4ˆ 3 ;P T e A A A
r

γ ⎡ ⎤′= + + + γ⎢ ⎥⎣ ⎦
          (55) 

2 2

2

2
ˆ 2 2 .P T e A A A A

r

γ ⎡ ⎤′ ′= + + + + γ⎢ ⎥⎣ ⎦
      (56) 

Для величины P получаем два уравнения: (55) и (56). 

Из условия их совместности, т. е. из условия сов-

падения правых частей в этих уравнениях получаем 

( )2 1 2

1 2

1 1 1
ˆ ˆ .

2 2
A A A A e T T

r

−γ′ ′− − + γ = −      (57) 

Соотношение (57) представляет собой уравнение 

на нахождение функции A. 

Изложенное выше приводит к следующему ал-

горитму нахождения ЦСС решений уравнений (7): 
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1) решается система уравнений (51)–(53) и по 

заданной функции e
γ  находятся три функции 

1 2

1 2
ˆ ˆ ˆ, , .U T T  Метод решения совпадает с методом, 

использованным при нахождении решения 

( )1 2

1 2
, , ,U T Tγ -типа в п. 2.1; 

2) решается уравнение (57) относительно 

функции A  с граничным условием ( ) 0.A r =  

3) исходная функция γ и найденные функции 
1 2

1 2
ˆ ˆ ˆ, , ,U T T A  подставляются в (54), (55) и находятся 

плотность энергии U и давление среды P. Уравне-

ние (56) удовлетворяется автоматически в силу 

уравнения (57). 
 

4.2. Пример 

В качестве примера воспользуемся тем выра-

жением для ,e
γ  которое приведено в табл. 1, вари-

ант I. Согласно первому пункту изложенного вы-

ше алгоритма по известной функции  

2 4

0 0

3 5

5 3
1

2 2

r r r r
e

r r

γ
= − +               (58) 

находим функции 1 2

1 2
ˆ ˆ ˆ, , .U T T  Оказывается, что 

2

0

3 2

15ˆ 1 ,
2

r r

U

r r

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
                 (59) 

2
1 0

1 3 2

15ˆ 1 ,
2

r r

T

r r

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
              (60) 

2
2 0

2 3 2

15
ˆ 1 2 .

2

r r

T

r r

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
            (61) 

Подставляем функции (58)–(61) в уравнение (57): 

2 4 2 4

20 0 0 0

3 5 3 5

5 3 5 3
1 1

2 2 2 2

r r r r r r r r

r A r A

r r r r

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
′− + − − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

4 3

0 0

5 5

3 15
1 0.

2 4

r r r r

A

r r

⎛ ⎞
− − + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (62) 

Согласно классификации [17] уравнение (62) 

относится к типу уравнений Риккати. Решать это 

уравнение будем численно. Удобно перейти к без-

размерной радиальной  переменной 
0

.x r r=  При 

этом 
0

,A A r′ =
�  точка обозначает дифференциро-

вание по новой радиальной переменной.  

 
 

( )
2 4

03 5

5 3
1

2 2

x x

x r A

x x

⎡ ⎤
− + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

i

 

( )
2 4

2

03 5

5 3
1

2 2

x x

x r A

x x

⎡ ⎤
− − + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

( )
4 3

05 5

3 15
1 0.

2 4

x x

r A

x x

⎛ ⎞
− − + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (63) 

В терминах безразмерной радиальной пере-

менной вместо (58)–(61) имеем: 

2 4

3 5

5 3
1 ,

2 2

x x

e

x x

γ
= − +                  (64) 

( )
2

2

0 3 2

15 1ˆ 1 ,
2

x

r U

x x

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
              (65) 

( )
2

2 1

0 1 3 2

15 1ˆ 1 ,
2

x

r T

x x

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
          (66) 

( )
2

2 2

0 2 3 2

15 1
ˆ 1 2 .

2

x

r T

x x

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (67) 

По формулам (54), (55) с использованием уравне-

ния (57) получаем для функций ( ) ( )2 2

0 0
, :r U r P  

( )2

0 3

15 1

2
r U

x

= +  

( ) ( )
2 4

2

0 03 5

5 3 6
1 3 .

2 2

x x

r A r A
xx x

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

   (68) 

( )
2

2

0 3 2

15 1
1

2

x

r P

x x

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) ( )
2 4

2

0 03 5

5 3 4
1 3

2 2

x x

r A r A
xx x

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )
3

0 3 5
5 6 .

x x

r A

x x

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
                 (69) 

На рис. 1–4 приведены графики функций ,e
γ

 

( ) ( ) ( )2 2

0 0 0
, ,r A r U r P  в зависимости от приведенной 

радиальной переменной 
0

x r r=  при радиусах 

объекта 
0

1.2 ,r r=  
0

2 ,r r=  
0

100 .r r=  
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r = 1.2 r0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

r

r0
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0.6

0.8

1.0

expHgL

        

r �2 r0
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r
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exp���
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r0
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exp���

 

Рис. 1. Зависимость функции 00g−  от радиальной переменной ( )0r r  при значениях радиуса объекта,  

указанных на рисунках 

 

r = 1.2 r0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

r

r
0

0.5

1.0

1.5

Ar0

       

r �2 r0
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r

r0
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Ar0

 

r �100 r0
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r

r0
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Ar0

 

Рис. 2. Зависимость функции 0r A  от радиальной переменной ( )0r r  при значениях радиуса объекта,  

указанных на рисунках 
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r = 1.2 r0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

r

r0
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r
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U
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Рис. 3. Зависимость функции 2

0r U  от радиальной переменной ( )0r r  при значениях радиуса объекта,  

указанных на рисунках 
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Рис. 4. Зависимость функции 2

0r P  от радиальной переменной ( )0r r  при значениях радиуса объекта,  

указанных на рисунках 
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Из графиков, представленных на рис. 1, видно, 

что компонента метрики 
00

g  в центре имеет зна-

чение –1, в диапазоне от 0r =  до r r=  плавно 

изменяется так, что на границе объекта гладко 

сшивается с внешним решением Шварцшильда (8).  

Графики на рис. 2 показывают, что вектор 

Вейля в диапазоне 0 r r< <  имеет куполообраз-

ный вид. На границах этого диапазона вектор Вей-

ля обращается в нуль. По мере уменьшения радиу-

са объекта вершина купола смещается по направ-

лению к границе объекта. 

Графики плотности энергии, показанные на 

рис. 3, свидетельствуют о том, что вблизи гра-

ницы объекта величина 2

0
r U  всегда положитель-

на, а в центре – всегда отрицательна. В промежут-

ке диапазона 0 r r< <  имеется радиус, на котором 

плотность энергии обращается в нуль. Чем меньше 

0
r r радиус объекта, тем больше по модулю зна-

чения величины 2

0
r U  в центре и на границе объекта.  

Графики давления, показанные на рис. 4, свиде-

тельствуют о том, что внутри объекта величина 2

0
r P  

всегда положительна. Если при малых значениях 

0
r r  максимум давления находится вблизи гра-

ницы, то с увеличением 
0

r r  максимум смещает-

ся к центру. 

 

4.3. Резюме по разделу 4 

Исходное предположение в этом разделе со-

стоит в том, что истинными уравнениями ОТО счи-

таются уравнения ОТО в форме (7). Отсюда следу-

ет, что внутри ЦСС объекта истинным решением 

является решение ( )ˆ ˆ ˆˆ, , ,
r

U P P
θ

γ -типа, а вне объекта – 

решение (8), которое получается при постоянной 

калибровке эталона для измерения времени. Для 

решения ( )ˆ ˆ ˆˆ, , ,
r

U P P
θ

γ -типа нет проблемы с коллап-

сом и с выполнением принципа эквивалентности  

в слабой форме, т. е. равенства инертной и грави-

тационной масс. Радиус объекта зависит от урав-

нения состояния материи и при любых условиях 

превышает гравитационный радиус объекта. 

В правую часть уравнений ОТО в форме (7) 

дают вклад два слагаемых. Одно зависит от мате-

рии, другое – от вектора Вейля. Если выделить 

первое слагаемое, то оказывается, что давление, 

порождаемое материей, всегда положительно. Что 

касается плотности энергии, то во внешних слоях 

объекта она положительна, а в середине (в ядре) 

отрицательна. Это связано с тем, что в плотность 

энергии материи входит составной частью энергия 

связи, которая в центре превышает по модулю энер-

гию связи элементов материи во внешних слоях. 
 

 

5. Обсуждение 
 

Полученные результаты позволяют выдвинуть 

гипотезу о том, что процессы в Природе описывают-

ся не уравнениями ОТО в форме (6), а уравнениями 

ОТО в форме (7). Приведем аргументы в пользу 

высказанной гипотезы. 

Во-первых, полученные в работе [7] ЦСС ре-

шения ( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа и ( ), , ,U Pα γ -типа явля-

ются решениями уравнений ОТО в форме (7) при 

выборе единого и постоянного по всему простран-

ству эталона для измерения времени. Решение 

( ), , ,
r

U P P
θ

γ -типа не удовлетворительно тем, что 

не позволяет использовать для описания материи 

тензор энергии-импульса идеальной жидкости, так 

как в этом решении среда не является локально 

изотропной. Решение ( ), , ,U Pα γ -типа не удовле-

творительно тем, что в нем не выполняется ра-

венство гравитационной и инертной масс объекта, 

а также тем, что в нем с неизбежностью возникает 

сингулярность давления.  

Во-вторых, найден способ построения ЦСС 

решений уравнений ОТО в форме (7) с ненулевым 

вектором Вейля. Решения относятся к решениям 

( )ˆ ˆ ˆ, , ,
r

U P P
θ

γ -типа и обладают всеми достоинства-

ми, перечисленными в разделе 3. Плотность энер-

гии материи U и давление P однозначно находятся 

по найденным величинам ˆ ˆ ˆ, , , ,
r

U P P
θ

γ  однозначно 

находится и вектор Вейля A . Процедура нахож-

дения проиллюстрирована в разделе 4 на одном из 

конкретных решений.  

Вектор Вейля представляет собой градиент 

некоторой функции. Это обеспечивает отсутствие 

нарушения принципа тождественности ядер, ато-

мов и других потенциально возможных матери-

альных носителей эталонов времени.  

Среда внутри объекта, описываемого решени-

ем ( )ˆ ˆ ˆ, , ,
r

U P P
θ

γ -типа, по-прежнему представляет 

собой идеальную жидкость, а возникающая при 

этом анизотропия среды обусловлена наличием 

вектора Вейля, т. е. различием масштабов длин 

внутри и вне объекта.  

В-третьих, уравнения ОТО в форме (7) в отли-

чие от уравнений ОТО в форме (6) устраняют 

субъективный произвол, связанный с возможно-
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стью выбора различных эталонов для измерения 

длин. Возможно, после создания квантовой теории 

гравитации и/или после получения прямых экспери-

ментальных данных о связи между различными эта-

лонами для измерения временных интервалов между 

собой в области сильных гравитационных полей во-

прос о выборе эталонов для измерения временных 

интервалов приобретет характер однозначных реко-

мендаций. Но в настоящее время нет оснований не 

относить вопрос о выборе эталонов для измерения 

временных интервалов к категории субъективных 

факторов. То есть к категории таких факторов, от 

которых не должны зависеть физические следствия.  

Интересно заметить, что члены в уравнениях (7), 

зависящие от скалярной функции ( ) ,rσ  сводятся 

к тензору энергии-импульса в теории Бранса–Дик-

ке [18, 19], но при выполнении одного условия: 

свободный параметр ω в этой теории должен быть 

равным ω = –3/2.  

Полученные результаты поднимают такой 

концептуальный вопрос, как физический смысл 

измеряемых в экспериментах компонент тензора 

энергии-импульса. Обычно [20] компоненту 
00
T  

интерпретируют как плотность энергии материи. 

В нашей трактовке эта компонента содержит не 

только плотность энергии материи, но и плотность 

энергии поля вектора Вейля. При приближении 

радиуса объекта к гравитационному радиусу вклад 

от вектора качественно меняет структуру ЦСС объ-

екта. Так, давление P становится положительным 

несмотря на то, что величина ˆ

r
P  отрицательна.  

Одна из особенностей рассматриваемой схемы 

состоит в том, что если рассматривать ˆ ˆ ˆ, ,
r

U P P
θ

 как 

диагональные компоненты экспериментально из-

меримого тензора энергии-импульса, то в цен-

тральной области объекта мы получим связь меж-

ду ˆU  и ( )( )ˆ ˆ ˆ1 3 2 ,
r

P P P
θ

= +  близкую к той, что 

обычно приписывается темной энергии. Аномаль-

ные уравнения состояния возникают в той же об-

ласти и в терминах материальных величин U и P.  
 

Автор благодарит В. П. Незнамова за ценные 

обсуждения и замечания. 
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ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОТКОЛЬНОГО РАЗРУШЕНИЯ В ЖИДКОСТЯХ  
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Численное решение задач динамического деформирования и разрушения конструк-

ционных материалов требует привлечения современных теоретических моделей, кото-

рые должны быть включены в общую схему расчета различных газодинамических про-

цессов. В работе [1] представлена динамическая модель откольного разрушения и ком-

пактирования поврежденного материала, обладающего прочностью – модель ДРК. На 

основе модели ДРК построена модель ДРК-L, позволяющая учитывать роль вязкости, 

поверхностного натяжения и инерционных сил на процесс развития поврежденности. 

Предложенную модель можно использовать для численного моделирования откольного 

разрушения материалов, находящихся как в твердых, так и в жидких фазовых состояниях. 

Данная работа содержит описание динамической модели откольного разрушения  

ДРК-L и особенностей численной реализации, а также результаты верификации модели 

ДРК-L на основании экспериментальных данных по ударно-волновому нагружению ме-

ди, свинца, воды и глицерина. 

 

Ключевые слова: откольное разрушение, поврежденность, давление, предел текуче-

сти, поверхностное натяжение, вязкость. 
 

 

1. Основные уравнения модели откольного  

разрушения металлов и жидкостей ДРК-L 
 

Рассмотрим некоторый объем V поврежденной 

среды с характерным распределением пор (рис. 1), 

который представляет собой сумму объема 

сплошной компоненты Vs и объема дефектов Vf. : 

.s fV V V= +  Предположим, что количество дефек-

тов в поврежденной среде известно. Поврежден-

ность в рассматриваемой среде определяется как 

отношение объема дефектов к объему среды: 

.

fV

V
ω =   

 

Рис. 1. Схема поврежденного  

материала объемом V 

Представим, что на поверхности данного эле-

мента действует равномерное гидростатическое 

давление P, усредненное по всей площади поверх-

ности элемента. Поскольку площадь поперечного 

сечения, заполненная порами, не поддерживает 

данное давление, то для механического равнове-

сия необходимо, чтобы выполнялось соотноше-

ние ( ) ,
s s s g
A P A A P AP+ − =  где 

s
P  – среднее дав-

ление в сплошном материале, которое стягивает 

площадь As – среднюю площадь сплошного веще-

ства на поверхности общей площади А, 
g
P  (>=0) – 

внутреннее давление газа (для химически актив-

ной среды). Для произвольного распределения 

размеров пор и их форм 
s s
A A V V=  получаем, 

что среднее давление в твердом компоненте мате-

риала составляет:
1

.
1 1

s g
P P P

ω⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟−ω −ω⎝ ⎠

 Следо-

вательно, вокруг каждой поры в растянутом мате-

риале возникает среднее напряжение .

s
P  Если 

данное напряжение достаточно большое при рас-

тяжении (в зависимости от размера пор), поры на-
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чинают увеличиваться при пластической дефор-

мации в окружающей твердое тело матрице.  

Рассмотрим теперь упрощенную модель по-

ристого элемента – сферическую ячейку. На рис. 2 

показана сферическая пора радиусом R в шаре ра-

диусом Rя под влиянием внутреннего давления Pg 

и внешнего напряжения .

s
P  Важной особенностью 

модели является следующее: относительные зна-

чения R, Rя определяют среднюю пористость ма-

териала и R0 (средний начальный размер пор) ста-

новится параметром материала. 

 

 

Рис. 2. Упрощенная модель пористого вещества 

 

Зависимость между поврежденностью и при-

ложенным давлением на границе выводится при 

условии, что расширение пор происходит со сфе-

рической симметрией, так что окружающие участ-

ки материала не изменяют объема. В процессе от-

кола (рост пор) почти все изменение объема свя-

зано с ростом пор и очень незначительная часть – 

с изменением плотности в твердом компоненте. 

Данное представление разрушающейся среды бы-

ло предложено Кероллом и Холтом [2].  

В рамках упрощенной модели пористого ве-

щества определим объем m

s
V  сплошного вещест-

ва, окружающего пору: 

( )3 3

Я

4
.

3

m

s
V R R= π −  

Объем сплошного вещества, окружающего 

пору в рамках упрощенной модели, связан с чис-

лом пор в исходном веществе следующим образом: 

0

1
,

m

s
V

N
=  

 

 

где N0 – число пор в исходном объеме вещества 

при условии, что начальные размеры пор беско-

нечно малы, �<<1.  

Таким образом, в рамках упрощенной модели 

пористого тела наружный и внутренний радиусы 

сферического слоя сплошной среды вокруг поры 

связаны с числом пор в исходной среде следую-

щим уравнением: 

( )3 3

Я

0

1 4
.

3
R R

N
= π −  

Для определения поврежденности в среде, со-

гласно определению упрощенной модели порис-

того тела, необходимо определить зависимость 

объема сферического слоя сплошного вещества, 

окружающего «среднюю» пору в рассматривае-

мом изначально веществе, от ее среднего радиуса. 

Известно, что в веществах начальное распределе-

ние пор по размерам подчиняется статистическо-

му распределению. Анализ экспериментальных 

данных показывает, что распределение пор по 

размерам в рассматриваемой среде подчиняется 

закону Розена–Раммлера: ( ) ,

R R
W R e

−

=  где W – 

вероятность обнаружить пору с радиусом боль-

шим ,R  где R  – среднее значение радиуса пор 

исходного. Тогда выражения для объема сплош-

ной среды упрощенной модели со средним радиу-

сом пор получается следующим: 

я

3 3

Я я

я0 0

3 3

Я я

я0 0

4 4

3 3

4 4
.

3 3

R RR R

dW dW
V R dR R dR

dR dR

e e
R dR R dR

R R

∞ ∞

−−∞ ∞

= π − π =

= π − π

∫ ∫

∫ ∫  

Производя операцию интегрирования, полу-

чим следующее выражение для объема сплошного 

компонента усредненной ячейки:  

( )3 3

Я8 .
m

s
V R R= π −                     (1) 

Учитывая, что согласно предположению объ-

ем сплошного вещества, окружающего пору, не 

меняется и обратно пропорционален количеству 

пор, получим, что поврежденность в выбранной 

упрощенной модели пористого вещества и в изна-

чально рассматриваемой среде представима в виде 

3

я
3

0

1
;

1
1

8

m
f

m m
f S

V R

RV V

N R

⎛ ⎞
ω = = =⎜ ⎟

+ ⎝ ⎠ +
π

        (2) 

 

  

R 
Я 

  

R 
    

 

 

 

 

SOLID 

VOID 
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R  – среднее значение радиуса пор
.

 Далее по тек-

сту знак усреднения опускаем и используем обо-

значение R вместо ,R  предполагая, что R и есть 

средние значения радиуса пор. 

Для определения динамики развития повреж-

денности в среде будем рассматривать динамику 

развития поврежденности в упрощенной модели 

(сферической ячейке), а именно процесс увеличения 

радиуса сферической поры под действием давления, 

приложенного на границе сферического слоя сплош-

ной среды, окружающей пору. Предположим, что 

среда, окружающая пору, несжимаема и обладает 

прочностью. Тогда согласно [1] изменение кинети-

ческой энергии сферической ячейки при росте поры 

за счет отрицательного давления представимо в виде 

( )3

Я 2 2

Я 0

2 8
4 ( )

3

t

k

R R R
E R P t R Rdt

R

πρ −
Δ = = π − π×∫� �  

2

3

0 0

1
( , , ) ln 1 ,

8

t

d i iY T R Rdt
N R

⎛ ⎞
× ε ε +⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠
∫ �

�          (3) 

где Р(t) – давление; ( , , , , ...)
i i

Y T Р tε ε�  – динамиче-

ский предел текучести, зависящий от параметров 

напряженно-деформированного состояния – де-

формации εi, ее скорости ,
i
ε�  температуры Т.  

В уравнении (3) выражение слева есть кинети-

ческая энергия движения вещества ячейки, первое 

слагаемое справа есть работа сил давления, а по-

следнее – работа пластического деформирования.  

Дополним уравнение (3) влиянием поверхно-

стного натяжения и вязкости на процесс роста пор 

под действием растягивающих напряжений.  

Поверхностное натяжение обусловлено сила-

ми взаимного притяжения молекул. На молекулы, 

находящиеся на поверхности, действует сила, на-

правленная внутрь от поверхности, которая и опре-

деляет поверхностное натяжение, как отношение 

работы, требующейся для увеличения площади по-

верхности, к величине этого приращения площади.   

Работа сил поверхностного натяжения, свя-

занная с ростом пор в сферической ячейке, пред-

ставима в виде 

0

8 ,

t

Н
A RRdt= π σ∫ �                           (4) 

где σ – величина поверхностного натяжения.  

Известно, что диссипация энергии в вязкой 

несжимаемой жидкости в случае сферической 

симметрии имеет вид 

2

24
,

3

В
dE U

r
dt r r

⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞= μ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

где U – скорость движения вещества в несжимае-

мой жидкости, μ – динамическая вязкость [Па⋅с]. 

Тогда диссипация энергии за счет вязкости в рас-

сматриваемой сферической ячейке, связанная с 

увеличением пор, равна: 

2 4

3 3

Я

1 1
16 .

В
dE

R R
dt R R

⎛ ⎞
= μπ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
�  

Работа сил вязкости, связанная с ростом пор 

в сферической ячейке, равна: 

2

3

0 0

1
16 .

8 1

t

A R R dt
N R

μ
= π μ

π +
∫ �           (5) 

Таким образом, объединяя уравнения (3), (4), 

(5), получаем следующее соотношение: 
 

( )( )
23

2Я 2 2

3 3
Я 0 00 0 0 0

2 8 1 1
4 ( ) ( , , ) ln 1 8 16 .

3 8 8 1

t t t t

d i i

R R R R
P t R R dt Y T R R dt R Rdt R R dt

R N R N R

⎛ ⎞πρ −
= π − π ε ε + − π σ − π μ⎜ ⎟

⎜ ⎟π π +⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫

�

� � � �

�  

(6) 

После преобразования уравнения (6) получим основное уравнение динамики развития поврежден-

ности по модели ДРК-L: 

3

3 0
3

3

0

3 3

0 0 0

2

8
1

1 8

2 1 4
( ) ( , , ) ln 1 2 ,

3 8 8 1

t

i i
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R P t R Y T R R R R dt

N R N Rπ
ρ −

+ π

⎧ ⎫⎛ ⎞ μ⎪ ⎪= − ε ε + − σ −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎛ ⎞ π π +⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫� � �

�    (7) 
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1

1
1

8 N R

ω =

+

π

 

с начальными условиями: 

0
0,

t

R
=

=
�  

min0
,

t
R R

=

=  
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где R – радиус поры, Rmin – минимальный начальный радиус пор, ω – поврежденность, N0 – количество 

пор в единице объема, ρ – плотность вещества, Р – давление; ( , , , , ...)
i i

Y T Р tε ε�  – динамический предел 

текучести, σ – поверхностное натяжение, μ – вязкость. 

Рост пор по модели ДРК-L начинается при достижении отрицательного давления Pmin, при котором 

подынтегральное выражение в правой части уравнения (7) положительно. Во время роста поры увеличивают-

ся и могут сливаться, образуя макротрещины, которые перерастают в магистральную трещину. Поэтому не-

обходимо ввести дополнительный параметр ωk, который характеризует переход от незначительного разру-

шения к образованию магистральной трещины. Таким образом, рост пор по модели ДРК-L происходит до 

тех пор, пока или скорость роста пор не станет равной нулю ( 0),R =
�  или пока величина поврежденности ω 

достигнет критического значения ωk. Модель ДРК-L содержит три параметра: N0 – количество пор в еди-

нице объема, Rmin – минимальный начальный радиус пор, ωk – 

критическое значение поврежденности. 

 

2. Общее описание процессов развития поврежденности в соответствии с моделью ДРК-L 
 

Остановимся на поэтапной работе кинетической модели разрушения ДРK-L. Согласно основным пред-

положениям модели в начальный момент времени t = 0 в среде присутствуют микродефекты радиусом Rmin, 

их количество в единице объема – N0. Зная Rmin и N0 можно рассчитать начальную поврежденность и на-

чальное условие начала роста пор: 

min 0

3

min

1
;

1
1

8

t

NR

=

ω =

+

π

 
min

min min

2 1 2
ln .

3
dP P Y

R

⎛ ⎞σ⎛ ⎞
< = − +⎜ ⎟⎜ ⎟

ω⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Предположим, что в момент времени t = t
* в лагранжевой  точке x = x

* под действием давления Р 

было выполнено условие начала роста пор. В момент времени t = t
*, а также при выполнении условия 

0

0

, * 3
0

, *

2 1 2 4
ln

3 8 1
dt t x x

t t x x

R

P Y
R RN R

= =

= =

⎛ ⎞σ μ⎛ ⎞⎜ ⎟≤ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ω π +⎝ ⎠⎝ ⎠

�

 в момент времени t = t1 > t
*, где ,dY  σ, μ, �, R,  

R�  – соответственно динамический предел текучести, коэффициент поверхностного натяжения, коэффициент 

вязкости, поврежденность, радиус поры и скорость роста поры в лагранжевой точке x = x
* в текущий 

момент времени t *, решается уравнение:  

3 3
3

0 0 03 0
3

3

0

2 2 1 4
( ) ( , , )ln 1 2 .

3 8 8 18
1

1 8

t

i i
R P t R Y T R R R R dt

N R N RN R
R

N R

⎧ ⎫⎛ ⎞ μ⎪ ⎪= − ε ε + − σ −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎛ ⎞ π π +⎪ ⎪⎝ ⎠π ⎩ ⎭⎜ ⎟ρ −
⎜ ⎟+ π⎝ ⎠

∫� � �

�  

Отметим, что в рамках данной модели не существует постоянного критического значения давления, 

при достижении которого возможен рост пор. Данная величина является переменной и зависит от тер-

модинамических параметров, реализуемых в каждой точке среды, и в первую очередь является функци-

ей поврежденности в текущий момент времени. 

 

Далее, предположим, что в результате процесса разрушения на момент времени t = t0 

> t1 в среде реа-

лизуется давление, удовлетворяющее условию: 

0

0

; *3
0

, *

2 1 2 4
ln 0.

3 8 1
d t t x x

t t x x

R

Y P
R RN R

= =

= =

⎛ ⎞σ μ⎛ ⎞⎜ ⎟− + + ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟ω π +⎝ ⎠⎝ ⎠

�

 

Получаем, что в момент времени t = t0 величины давления не достаточно для выполнения условие 

роста пор, однако к данному моменту времени скорость роста положительна. Мгновенная остановка 

роста пор невозможна, поэтому пока скорость роста не станет равной нулю ( 0),R =
�  рост пор продол-

жится по инерции согласно следующему уравнению:  
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где **

( )R t�  – скорость роста пор на предыдущем 

шаге по времени. Отметим, что в данной ситуации 

поверхностное натяжение и вязкость будут стре-

миться замедлить процесс роста пор, тем самым 

сократить рост поры по инерции. 

На рис. 3 приведены расчетные зависимости 

давления, поврежденности, скорости роста поры от 

времени. Из рисунка видно, что при t1 

< t < t0 усло-

вие роста пор выполнено – скорость роста пор по-

ложительная, поврежденность растет без остановки. 

В момент времени t = t0 

 – рост пор продолжается по 

инерции – при t0 

< t < t2 скорость роста пор убыва-

ет и в момент времени t = t2 становится равной 

нулю. Также отметим, что на протяжении времени 

t1 

< t < t2 поврежденность растет и в момент вре-

мени t = t2 останавливается на некотором уровне. 

 

а 

 

б 

 

в 

Рис. 3. Зависимости давления (а), поврежденности (б)  

и скорости (в) движения поры от времени 

 

3. Реализация уравнений кинетической модели 

разрушения ДРК-L в программе УП 
 

В рамках программы УП [3] уравнения кине-

тики разрушения решаются совместно с уравне-

ниями газовой динамики в два этапа: на первом 

этапе в предположении, что 0,
d

dt

ω

=  определяются 

термодинамические параметры ячейки ( ), .Eρ  На 

втором этапе в предположении 0
dV

dt
=  определя-

ются параметры кинетики ( ), .Rω  

Следует отметить, что численное решение урав-

нений кинетики модели ДРК-L совместно с урав-

нениями газодинамики, представляет значитель-

ные трудности, так как уравнения кинетики имеют 

характерные признаки жестких систем. Характер-

ные времена описываемых процессов – газовой 

динамики и кинетики – могут существенно разли-

чаться. Поэтому для численного решения уравне-

ний кинетики разрушения и компактирования 

ДРК-L выбрана одна из наиболее перспективных 

на сегодняшний момент схем с повышенным запа-

сом устойчивости – схема Розенброка ROS с ком-

плексным параметром (CROS).  

 

 

 

4. Верификация модели ДРК-L на экспериментах 

по ударно-волновому нагружению материалов 
 

В рамках данной работы проведена верифика-

ция  модели ДРК-L на имеющихся эксперимен-

тальных данных по ударно-волновому нагруже-

нию меди, свинца, воды, глицерина. Описание ре-

зультатов верификации включает в себя постанов-

ку задачи, анализ полученных результатов в срав-

нении с экспериментальными данными. Отметим, 

что при проведении численного моделирования 

схемы одномерных расчетов соответствовали экс-

периментальным. Для описания деформирования 

исследуемого материала использовались: уравне-

ние состояния Ми–Грюнайзена [4], релаксацион-

ная модель сдвиговой прочности РИНГ [5], мо-

дель разрушения ДРК-L. 
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4.1. Эксперименты по ударно-волновому  

нагружению меди 

В работе [6], выполненной с использованием 

лазерного интерферометра VISAR, сообщаются 

результаты регистрации скорости движения сво-

бодной поверхности медных образцов, получен-

ных при исследовании влияния температуры на 

откольное разрушение. Нагружение образцов из 

меди, нагретых до температур Т = 20÷1081 °С, 

осуществлялось ударом медных пластин комнат-

ной температуры.  

Параметры модели ДРК–L, приведенные в 

табл. 1, выбраны авторами на основании металло-

графического анализа медных образцов, а также 

из условия наилучшего приближения к экспери-

ментальным данным. Зависимости и значения вяз-

кости и поверхностного натяжения свинца взяты 

из работы [7] в виде 
4

2
3

0 1 0
1 , ,

a

K

Ta
a

T

L

K

T
a e

T

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟σ = σ − μ = μ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

     (8) 

где Т – температура, ТК – температура кипения, σ0, 

μ0L –  размерные параметры, а1 – а4 – постоянные 

Т а б л и ц а 1 

Параметры модели ДРК-L для меди 

R0, см 
N0, 

1/см3
 
�кр σ0, Н/м a1 a2 

μ0, 

Па·с 
a3 a4 Tk, K 

7·10-5 109 0.25 1.75·10-9 0.7 3 6·10-7 5 4.2 2018 

 

Результаты численного моделирования зави-

симости скорости свободной поверхности от вре-

мени ударно нагруженной меди комнатной темпе-

ратуры, а также предварительно нагретой до 

Т0 

= 1006 °С, Т0 

= 1081 °С в сравнении с экспери-

ментально зафиксированной [6] приведены на рис. 4. 

Из рисунка видно, что расчетные зависимости, 

полученные с использованием модели ДРК-L, с 

хорошей степенью точности воспроизводят экспе-

риментальные зависимости скорости свободной 

поверхности от времени ударно нагруженной ме-

ди как при 20 °С, так и при повышенных темпера-

турах (Т0 = 1006 °С, Т0 = 1081 °С). Эксперимен-

тально зафиксированные максимальные значения 

в импульсе сжатия, значения скорости перед 

фронтом откольного импульса, амплитуды от-

кольного импульса полностью согласуются с рас-

четными значениями, полученными с использова-

нием модели ДРК-L. Из рисунка видно, что тол-

щины откольных слоев в экспериментах по нагру-

жению меди комнатной температуры и нагретой до 

температуры T = 1081 °C совпадают с расчетными, 

однако расчетная величина откольного слоя, по-

лученная в опыте по нагружению меди, нагретой 

до температуры T = 1006 °C, меньше зафиксиро-

ванной экспериментально. Вероятно, это связано 

с тем, что модель не учитывает тепловое разу-

прочнение, что приводит к увеличению расчетной 

прочности материала в окрестности пор по срав-

нению с реальной. 
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Рис. 4. Расчетные и экспериментальные зависимости 

скорости движения свободной поверхности от времени  

ударно-нагруженной меди: а – T = 20 °C; б – T = 1006 °C;  

                                    в – T = 1081 °C 

W 

W 
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t, 

t, 
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Отметим, что моделирование опытов по на-

гружению меди [6] также проводилось с исполь-

зованием модели откольного разрушения NAG [8]. 

Из рис. 4 видно, что использование данной модели 

не позволило сблизить расчетные и эксперимен-

тальные кривые, особенно в опытах по ударному 

нагружению нагретой меди. 
 

 

 

4.2. Эксперименты по ударно-волновому  

нагружению свинца 

Результаты экспериментального исследования 

откольной прочности свинца приведены в работе [9]. 

В серии экспериментов нагружение образцов из 

свинца комнатной температуры и нагретых до 

Т = 340 °С осуществлялось ударом алюминиевых 

пластин комнатной температуры. В результате 

экспериментов фиксировалась скорость движения 

контактной поверхности свинец–кварц. 

Параметры модели ДРК-L, такие как началь-

ные размеры пор и их число, были выбраны авто-

рами по результатам металлографического анализа 

образцов свинца после экспериментов на разруше-

ние в работе [10] и продемонстрированы в табл. 2. 

Поверхностное натяжение и вязкость свинца оп-

ределяются по формуле (8). Параметры зависимо-

сти (8) взяты из [7].
 
 

Т а б л и ц а 2 

Параметры модели ДРК-L для свинца 

R0, 

см 

N0, 

1/см3
 
�кр σ0, Н/м a1 a2 μ0, Па·с a3 a4 Tk, K 

10-5 105 0.1 0.44·10-7 0.6 3 0.2·10-8 0.1 2 2018 

 

Результаты численного моделирования зави-

симости скорости контактной поверхности сви-

нец–кварц в сравнении с экспериментально за-

фиксированной [9] приведены на рис. 5. Из рисун-

ка видно, что расчет, выполненный с использова-

нием модели ДРК-L, вполне удовлетворительно 

воспроизводит результаты эксперимента по на-

гружению свинца, находящегося в твердой и жид-

кой фазе, особенно по сравнению с результатами 

расчетов, полученными с использованием модели 

NAG. Величина откольной прочности, полученная 

с использованием модели ДРК-L хорошо согласу-

ется с экспериментальной. Отметим, что величина 

откольной прочности, полученная с использова-

нием модели NAG, превосходит данные значения. 
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Рис. 5. Экспериментальные и расчетные зависимости 

скорости движения контактной поверхности  

свинец–кварц от времени 

 

 

4.3. Эксперименты по ударно-волновому  

нагружению воды и глицерина 

В институте ИПФХ РАН была проведена се-

рия экспериментов по регистрации скорости сво-

бодной поверхности при выходе ударной волны на 

свободную поверхность в различных жидкостях 

(вода, глицерин) [11, 12], в результате которой 

были определены величины откольной прочности 

и зависимости их от скорости деформирования и 

начального состояния.  

Оценка начальных размеров и плотности пор 

в воде и глицерине сделана на основе данных ра-

боты [13]. Поверхностное натяжение и вязкость  

в жидкостях определяются по формуле (8). Пара-

метры модели ДРК-L для воды и глицерина при-

ведены в табл. 3. 

На рис. 6,a, б приведены экспериментальные 

и расчетные зависимости скорости движения вода – 

алюминиевая фольга и глицерин – алюминиевая 

фольга от времени соответственно, полученные 

с использованием модели ДРК-L, на основании 

которых были определены значения величины от-

кольной прочности исследуемых жидкостей. За-

висимости откольной прочности воды и глицерина 

от скорости деформирования продемонстрирова-

ны на рис. 7,a, б. Из приведенных рисунков видно, 

что расчетные зависимости, полученные с исполь-

зованием модели ДРК-L, вполне удовлетвори-

тельно согласуются с имеющимися эксперимен-

тальными данными, расчетные и эксперименталь-

ные величины откольной прочности воды и гли-

церины близки. В результате численного модели-

рования было получено качественное совпадение  
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Т а б л и ц а 3  

Параметры модели ДРК-L 

Материал R0, см N0, 1/см
3
 �кр σ0, a1 a2 μ0, Па·с a3 a4 Tk, K 

Вода (Н20) 1.2⋅10
-5

 10
5
 1 1.1·10

-8
 0.45 1.2 1.37·10

-7
 2.1 5 373 

Глицерин (С3H8O2) 1.2⋅10
-5

 10
5
 1 0.35·10

-8
 0.65 2.5 1.2·10

-4
 350 6.5 563 
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Рис. 6. Экспериментальные и расчетные зависимости скорости движения: а – вода - алюминиевая фольга;  

б – глицерин – алюминиевая фольга от времени 
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Рис. 7. Экспериментальные и расчетные зависимости откольной прочности от скорости деформирования:  

а – воды; б – глицерина 
 

экспериментальных и расчетных зависимостей, а 

также количественное совпадение значений ско-

рости перед фронтом откольного импульса. Отме-

тим также, что использование при численном мо-

делировании данных опытов модели NAG не 

представляется возможным. 
 

 

Заключение 
 

В рамках данной работы приведена кинетиче-

ская модель откольного разрушения и компакти-

рования ДРК-L, позволяющая описать динамику 

развития поврежденности в средах, находящихся 

как в твердом, так и в жидком состоянии. Описан 

поэтапный алгоритм работы модели в зависимости 

от напряженного состояния среды, а также осо-

бенности численной реализации модели. 

Модель ДРК-L обладает рядом достоинств. 

Например модель содержит малое число свобод-

ных параметров в отличие от большинства эмпи-

рических многопараметрических моделей. Пара-

метры модели имеют свои физические значения. 
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Работоспособность модели подтверждена рас-

четами экспериментов по ударно-волновому на-

гружению меди, свинца, воды и глицерина. Пока-

зано, что использование в расчетах модели ДРК-L 

позволяет с хорошей степенью точности сблизить 

расчетные и экспериментальные зависимости. От-

метим, что в ходе выполнения работы результаты 

расчетов, полученные с использованием модели 

ДРК-L, сравнивались с результатами расчетов, 

выполненных с использованием модели NAG. Отме-

тим, что расчетные зависимости опытов по нагруже-

нию меди, полученные с использованием модели 

NAG, в случае повышения температуры не согласу-

ются с экспериментальными. Удовлетворительных 

результатов при моделировании опытов по нагруже-

нию свинца с использованием модели NAG получе-

но не было. Кроме того, модель NAG не предназна-

чена для расчетов разрушения в жидкостях. 

Безусловно, модель имеет ряд недостатков. 

Например, не учитывает теплового разупрочнения 

в окрестности пор, что приводит к завышению 

прочности материала в данных областях. Однако 

уже сейчас можно сделать вывод, что данная мо-

дель является перспективной и может быть ис-

пользована при расчетном моделировании процес-

сов разрушения и компактирования, в частности, в 

диапазоне нагрузок, характерных для аварийных 

ситуаций эксплуатации конструкций. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ  
В ПЛОСКОМ ОПЫТЕ НА ЛАЗЕРНОЙ УСТАНОВКЕ NOVA 

 

В. П. Стаценко, Ю. В. Третьяченко, Г. М. Елисеев, Н. В. Быковникова, Ю. В. Янилкин  
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Представлены результаты численного моделирования по коду ЭГАК плоских лазер-

ных опытов на установке NOVA (США), в которых экспериментально реализуется ре-

жим турбулентного перемешивания. Эти эксперименты предназначены для проведения 

тестирования существующих феноменологических моделей турбулентности на задаче с 

высокой плотностью энергии. Расчеты проводились как с k – ε моделью турбулентности, 

так и методом 2D ILES (implicit large eddy simulation) моделирования. В работе исполь-

зованы сплайн-УРС плазмы веществ лазерной мишени, построенные в модели ионизаци-

онного равновесия с учетом вырождения электронов Плазма-4. Аппроксимация термо-

динамических функций выполнена с использованием линейно-кубических сплайнов. 

 

Ключевые слова: код ЭГАК, численное моделирование, турбулентное перемешива-

ние, лазерные эксперименты, плоская мишень, рентгенография. 

 

 

Введение 
 

Любая полуэмпирическая k – ε модель турбу-

лентности содержит набор констант, которые под-

бираются для лучшего описания различных экспе-

риментов. В коде ЭГАК [1] эти константы допол-

нительно определялись также на основе сравнения 

с ILES численным моделированием ряда задач 

(см. [2–4]). Преимущество последнего способа 

состоит в большем количестве данных «численно-

го эксперимента» по характеристикам турбулент-

ного перемешивания. Набор задач включал в себя 

известные гидродинамические задачи, по ряду ко-

торых имеются экспериментальные данные: гра-

витационное перемешивание, сдвиговое переме-

шивание, цилиндрический опыт Мешкова, пере-

мешивание тонкого слоя легкого вещества, фор-

мирование плавучей струи и др. Однако для моде-

лирования задач в условиях высокой плотности 

энергии и температуры указанный набор задач 

представляется недостаточным и модель [2–4] тре-

бует дополнительного тестирования на соответст-

вующих этим условиям задачах. Лучше всего для 

этого подходят результаты лазерных эксперимен-

тов, одними из которых являются опыты с лазер-

ными мишенями, проведенные на установке 

NOVA [5]. Специально для измерения эффектов 

турбулентного перемешивания на этих установках 

были подобраны постановка и геометрия опытов. 

В данной работе численно исследуется случай 

плоской геометрии из работы [5]. Расчеты проведе-

ны как с k – ε моделью турбулентности, так и мето-

дом 2D ILES моделирования. В расчетах исполь-

зовались сплайн-УРС четырех веществ лазерной 

мишени (бериллия, пластика Halar химического 

состава C4H4F3Cl, кремния и пены химического 

состава CHO). Аппроксимация термодинамиче-

ских функций (ТДФ) выполнена с помощью ли-

нейно-кубических сплайнов [6]. Поэтому уравне-

ния состояния названы кратко сплайн-УРС. Опор-

ные таблицы сосчитаны в модели ионизационного 

равновесия с учетом вырождения электронов 

Плазма-4 [7].  

 

 

1. Постановка эксперимента 
 

Рассмотрим эксперимент, представленный в ра-

боте [5]. Ударная волна, вызванная взаимодейст-

вием рентгеновского излучения (РИ) с аблятором, 

приводит к развитию неустойчивости Рихтмайе-

ра–Мешкова на границе аблятора и низкоплотного 
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вещества (пены). В результате развития неустой-

чивости возникает слой перемешивания, который 

детектируется рентгенографией. 

Схема эксперимента представлена на рис. 1 

(из работы [5]). 
 

 
Рис. 1. Схема эксперимента 

 

Восемь лазерных лучей с установки NOVA 

освещают внутреннюю поверхность цилиндриче-

ского хольраума. Полная энергия лазерного им-

пульса 28 кДж, длина волны λlas =0,53 мкм, длина 

импульса 3 нс. Зависимость мощности лазера от 

времени, температуры рентгеновского излучения 

r
T  и давления P на аблятор, рассчитанного по коду 

LASNEX, представлены на рис. 2 (из работы [5]).  

Аблятор состоит из бериллия (ρ = 1,85 г/см
3
) 

размером δX = 900 мкм, δY = 750 мкм, δZ = 120 мкм 

с дополнительными вставками: 

• аблятор с вставкой из Halar пластика 

(C4H4F3Cl, ρHalar = 1,65 г/см
3
), размер вставки  

δX = 600 мкм, δY  = 250 мкм, размер вдоль Z сов-

падает с размером Be; 

• аблятор с кремниевым покрытием (Si, плот-

ность покрытия оценивается как ρSi ≈ 2 г/см3). На-

носится в виде тонкой пленки δZSi = 8 мкм. 

 

Рис. 2. Зависимости мощности лазера (ТВт),  

температуры Tr (эВ) РИ и рассчитанного  

по LASNEX давления P (Мбар) от времени 

Рис. 3 (из работы [5]) показывает расположение 

различных компонентов в абляторе. Низкоплотное 

вещество (пена) – это CHO, плотность ρ2 = 0,12 г/см
3
. 

Оно выполнено в форме прямоугольника разме-

рами δX = 900 мкм, δY = 500 мкм, δZ = 900 мкм. 

 

Рис. 3. Рентгеновские фотографии и схемы устройства 

абляторов и пены 

 

 

 

2. Постановка расчетов 

Далее в тексте и на рисунках при сравнении 

с результатами измерений [5] приведены данные 

в единицах мкм и нс. В расчетах же использова-

лись единицы: 1 г, 1 см, 10
–7

 с, 1 кэВ – по умолча-

нию предполагается, что величины измерены 

именно в этих единицах. 

Эксперимент показал, что движение среды 

является с хорошей точностью одномерным 

(влияние конечных размеров δX и δY слабо), что 

позволяет использовать малый размер геометрии в 

поперечном направлении. 

Для двух вариантов аблятора задаются сле-

дующие начальные профили (табл. 1). 

На лагранжевой границе левого края аблятора 

(Z = 0 при t = 0) задается давление согласно дан-

ным из работы [5], соответствующее рис. 2. На 

правой лагранжевой границе задается условие 

свободного разлета. 

Аблятор 

Пена 
Пленка 

Хольраум 

Решетка 

Время, нс 

T
r
 

Мощность 

лазера 

Халар/Ве 

Пена 

мкм 

мкм 

мкм 

 P 
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Т а б л и ц а 1 

Начальные профили 

Аблятор Z, мкм Вещество 

Начальная  

плотность,  

г/см
3
 

Halar 

(C4H4F3Cl) 

0 < Z < 120 

120 < Z < 1020 

Halar 

CHO 

ρ = 1,65 

ρ = 0,12 

Si/Be 

0 < Z < 120 

120 < Z < 128 

128 < Z < 1028 

Be 

Si 

CHO 

ρ = 1,85 

ρ = 2,0 

ρ = 0,12 

 

2.1. Постановка расчетов  

с помощью k – ε модели 

Расчеты проводились на квадратной эйлеровой 

(неподвижной) сетке с размером ячейки h = 1 мкм. 

Для реализации граничного условия на левом конце 

аблятора добавлялись две дополнительные ячейки 

в области Z < 0, заполненные специальным компо-

нентом, для которого на каждом счетном шаге за-

давалось давление согласно данным из работы [5]. 

Расчеты проводились как с использованием 

k – ε модели турбулентности, так и без модели для 

выяснения влияния перемешивания.  

Варианты расчетов и начальные затравоч-

ные значения турбулентной энергии 
0
k  и скоро-

сти ее диссипации 
0

ε  для k – ε модели приведены  

в табл. 2. В некоторых расчетах увеличенные на-

чальные значения 
0
k  и 

0
ε  задавались в 2 ячейках 

вблизи контактных границ (границ раздела ве-

ществ). В других расчетах увеличенные значения 

0
k  и 

0
ε  задавались во всей счетной области. От-

метим, что вариант 1 выполнялся без k – ε модели. 

Т а б л и ц а 2 

Варианты 1D расчетов с k – ε моделью 

Аблятор 

Номер 

вариан-

та 

Начальное значе-

ние турбулентной 

энергии 0k  

Начальная ско-

рость диссипа-

ции 0ε  

1 – – 

2 10
–12

 на КГ 10
–11

 (на КГ) 

3 3,6⋅10
–3

 на КГ 0,36 (на КГ) 

4 
0,0036 (во всей 

области) 

0,36 (во всей 

области) 

Si/Be 

5 
10

–12
 (во всей  

области) 

10
–11

 (во всей 

области) 

6 
0,0036 (во всей 

области) 

0,36 (во всей 

области) 

7 0,0036 (на КГ) 0,36 (на КГ) 

8 
10

–12
 (во всей  

области) 

10
–11

 (во всей 

области) 

Halar 

(C4H4F3Cl) 

9 10
–12

 (на КГ) 10
–11

 (на КГ) 

 

2.2. Постановка расчетов 2D ILES  

моделирования 

Решались невязкие уравнения гидродинамики 

(уравнения Эйлера). В расчетах использовалась 

прямоугольная область размером δX = 250 мкм, 

δY = 1050 мкм (сетка 250×1050 узлов, размер 

ячейки h = 1
 мкм). На боковых границах X = 0 и X = 

250 мкм задавалось периодическое условие, либо - 

жесткая стенка. Эти расчеты проводились без k-ε 

модели, в литературе это называется ILES–подход. 

В этом случае в качестве физической вязкости вы-

ступает схемная вязкость. 

Начальные возмущения задавались двумя 

способами: 

1) на границах раздела с помощью генератора 

случайных чисел варьировались значения плотно-

сти в одном слое ячеек:  

a) в задаче с аблятором Halar: (1 0,1) 1,65ρ = ± ⋅  

на границе Halar-СНО; 

б) в задаче с аблятором Si/Be: (1 0,1) 2ρ = ± ⋅  

на границе Si-Be и Si-СНО; 

2) во всей счетной области задавались малые 

значения амплитуды 
z

u -компоненты скорости, 

знак которой менялся с помощью генератора слу-

чайных чисел. 

Варианты расчетов приведены в табл. 3. 

Т а б л и ц а 3 

Варианты 2D ILES расчетов 

Аблятор 
Номер 

варианта 

Начальные условия 
Граничные 

условия 

10 

(1 0,1) 2ρ = ± ⋅  

в одном слое ячеек  

на границах Si-Be  

и Si-СНО 

Жесткая 

стенка 

11 

(1 0,1) 2ρ = ± ⋅  

в одном слое ячеек  

на границах 

Si-Be и Si-СНО 

Периодиче-

ские 

Si/Be 

12 
0,002

z
u =  во всей 

области 

Периодиче-

ские 

13 

(1 0,1) 1,65ρ = ± ⋅  

в одном слое ячеек на 

границе Halar-СНО 

Периодиче-

ские Halar 

(C4H4F3Cl) 

14 
0,002

z
u =  во всей 

области 

Периодиче-

ские 

 

2.3. Уравнения состояния веществ 

На рис. 2 видно, что на всем отрезке времени 

измерений температура рентгеновского излучения 

находится в пределах 80–150 эВ. В наших расче-
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тах принимается, что плазма находится в локаль-

ном термодинамическом равновесии (ЛТР). По-

этому можно считать, что температура веществ 

мишени изменяется в тех же пределах. При таких 

температурах и не слишком больших плотностях 

даже самые «тяжелые» атомы хлора в составе пла-

стика халар и кремния находятся в состоянии дос-

таточно высокой ионизации. В таких условиях 

применима модель ионизационного равновесия. 

Мы заимствовали модель ионизационного равно-

весия Плазма-4 [7]. В [7] дано выражение для тер-

модинамического потенциала – свободной энер-

гии F, в которой атомно-ионные и электронные 

члены записаны в приближении идеального газа 

с поправкой на неидеальность от взаимодействия 

электронов и ионов. Для поправки в [7] предложе-

на интерполяционная формула, которая имеет 

правильные асимптотики при переходе к пределам 

разреженной и плотной плазмы. Таблицы потен-

циалов ионизации атомов и ионов всех степеней 

ионизации элементов с атомными номерами от 1 

до 103 взяты из [8]. В таблицах содержатся данные 

для ионов при всех степенях ионизации от 0 до 1.  

Из условий минимизации F по концентрациям 

частиц получается система уравнений ионизаци-

онного равновесия, являющаяся обобщением 

уравнений Саха. После того как из этой системы 

найдены концентрации частиц, можно сосчитать 

таблицы всех прочих термодинамических величин 

с помощью выражения для F. Необходимые рас-

четные формулы имеются в [7]. 

Опорные таблицы для построения УРС всех 

четырех веществ мишени были сосчитаны в моде-

ли Плазма-4 по программе Плазма-4, любезно пре-

доставленной в распоряжение авторов настоящей 

статьи Н. Н. Калиткиным. Расчет ТДФ выполнен 

на прямоугольной равномерной сетке по значени-

ям десятичных логарифмов с шагом 0,1 по плот-

ности и с шагом 0,05 по температуре. С большим 

запасом была взята область  

10
–6

 г/см
3
≤ ρ ≤ 100 г/см

3
, 

0,1 эВ ≤ T ≤ 10
4
 эВ.                     (1) 

Построение УРС всех веществ выполнено  

с помощью программы DESSI [9]. В ней приве-

денное давление G(ρ,T) = P(ρ,T)/(ρ⋅T) и приведен-

ная внутренняя энергия C(ρ,T) = E(ρ,T)/T аппрок-

симируются линейно-кубическим бисплайном в фун-

кции десятичных логарифмов плотности и тем-

пературы. Поэтому уравнения состояния называ-

ются сплайн-УРС.  

 

Ограничимся краткими замечаниями по про-

цедурам построения уравнений состояния четырех 

веществ на примере халара. В его составе имеется 

хлор (Cl)- элемент с большим атомным номером 

Z = 17. Поэтому для халара поведение ТДФ более 

сложное, чем для трех других веществ. На рис. 4 

в качестве примера показаны графики изохор и изо-

терм приведенной энергии, а на рис. 5,а графики 

изохор приведенного давления халара.  

В модели и программе Плазма-4 учтены вкла-

ды от ионизации всех квантовых уровней ионов, 

поэтому на рис. 4 и 5 изохоры приведенной энер-

гии сильно осциллирующие функции, а изохоры 

приведенного давления террасовидные функции. 

Изотермы обеих функций плавные и без особен-

ностей. 

0
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100

150
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250

1,E-01 1,E+00 1,E+01 1,E+02 1,E+03 1,E+04

T, эВ

C=E/T 1,00E-06

1,00E-04

1,00E-02

1,00E+00

 

а 

0
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1,E-05 1,E-04 1,E-03 1,E-02 1,E-01 1,E+00
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1,41E+00

5,62E+00

1,00E+01
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1,41E+02

2,51E+02

1,00E+05

 

б 

Рис. 4. Изохоры (а) и изотермы (б)  

приведенной энергии халара 
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Рис. 5. Изохоры приведенного давления халара (а);  

разбиение области (1) на части (б) 

 

Поэтому в программе DESSI приведенные 

функции G(ρ,T) и C(ρ,T) на каждой изотерме ап-

проксимируются по логарифмам плотности с по-

мощью классических одномерных кубических 

сплайнов. Расстановка узлов сплайна на каждой 

изотерме выполняется независимым образом, но 

с одинаковым количеством узлов. Относительная 

погрешность аппроксимации почти везде сущест-

венно менее 0,5 %. По температуре в сплайн-УРС 

применяется линейная интерполяция по значени-

ям, сосчитанным с помощью кубических сплайнов 

на соседних опорных изотермах. Это означает, что 

фактически используются линейно-кубические 

сплайны. Аппроксимация осциллирующих функ-

ций с помощью сплайнов более высокой степени, 

чем первая, потребовала бы расстановки слишком 

большого количества узлов по температуре.  

Желательно, чтобы количество узлов кубиче-

ского сплайна было не более пяти – шести. Тогда 

при практическом использовании сплайн-УРС будет 

требоваться сравнительно небольшое время расчета. 

Для этого область (1) для всех четырех веществ 

разбита на три подобласти по плотности, как это 

показано на рис. 5,б. Границы подобластей уста-

навливаются после проведения нескольких проб-

ных расчетов по программе DESSI. Количество 

узлов кубического сплайна в сплайн-УРС халара, 

кремния и бериллия равно 5 в каждой из подобла-

стей, а для пены – 6, 6 и 7 узлов соответственно. 

На границах подобластей сплайны и их первая 

производная сшиты непрерывным образом.  

Подробнее процедура построения сплайн-УРС 

по программе DESSI описана в статье [9]. 

Расчет необходимых значений ТДФ в сплайн-

УРС выполняется в трех плоскостях переменных 

температура–плотность, энергия–плотность и дав-

ление–плотность. 

Отметим следующее обстоятельство. Для бе-

риллия, халара и пены авторы настоящей статьи 

не располагают данными ударно-волновых изме-

рений. Для кремния в [10] имеется всего несколь-

ко измерений. Поэтому для сплайн-УРС рассмат-

риваемых четырех веществ не построены холод-

ные кривые. Это означает, что все сплайн-УРС 

можно использовать в диапазоне относительно 

больших температур, указанных в (1).  

Выполнено тестирование всех сплайн-УРС  

с помощью программы Test_EOS, представленной 

в [11]. С ее помощью проверено качество расчетов 

значений ТДФ по сплайн-УРС, которые сравни-

ваются с результатами вычислений с помощью 

данных в опорных таблицах. Качество самих 

опорных таблиц можно оценить только опосредо-

ванно. В качестве примера на рис. 6 приведена 

ударная адиабата алюминия, сосчитанная с помо-

щью сплайн-УРС алюминия, построенного анало-

гично вышеописанному по данным программы 

Плазма-4 с холодной кривой из [12]. На рисунке 

приведены также адиабаты, сосчитанные с помо-

щью УРС Г. Е. Клинишова [12] (зеленая линия)  

и УРС РОСА-МИ [13] (красная линия). Два по-

следних УРС построены с использованием данных 

в модели Томаса–Ферми с поправками [14]. В этой 

модели пренебрегается энергетической структурой 

атомов и ионов. Поэтому графики ударных адиабат 

этих УРС плавные. Ударная адиабата сплайн-УРС 

осциллирует. Осцилляции обусловлены учетом 

в модели Плазма-4 ионизации L- и K-оболочек ато-

мов и ионов алюминия. На рис. 6 треугольниками 
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помечены данные измерений, заимствованные из 

публикаций [10, 15, 16]. Для увеличения масштаба 

графика мы ограничились областью давлений 10, 

10
6
 ГПа, вне которой отсутствуют данные изме-

рений. Как видим, все три УРС хорошо согла-

суются с измерениями. При плотностях боль-

ших ~7 г/см3 ударная адиабата сплайн-УРС не-

сколько ближе к измерениям.  

1,E+01

1,E+02

1,E+03

1,E+04

1,E+05

1,E+06

3 6 9 12 15Ro, г/см3

P, ГПа

УРС Клинишова Г.Е.

эксперимент

 УРС Роса-МИ

 УРС Плазма-4

 

Рис. 6. Ударные адиабаты алюминия по сплайн-УРС, 

УРС Г. Е. Клинишова [12] и УРС РОСА-МИ [13].  

Треугольники – данные измерений 

 

В модели Плазма-4 построены сплайн-УРС 

некоторых других чистых веществ и пластиков, в 

состав которых входят элементы с атомными но-

мерами близкими к номерам элементов H, C, O, Si, 

Cl, входящих в состав конструкционных материа-

лов мишени NOVA. Эти сплайн-УРС были оттес-

тированы по имеющимся многочисленным дан-

ным ударно-волновых измерений. Расчетные дан-

ные на ударных адиабатах этих веществ согласу-

ются с данными измерений аналогично тому, как 

это показано на рис. 6 для алюминия. Поэтому 

можно надеяться, что данные по программе Плаз-

ма-4 для веществ, рассматриваемых в данной статье, 

достаточно надежны в области определения (1).  

 

 

 

 

3. Результаты расчетов опытов с Si/Be 

 

Далее приводятся результаты расчетов для вари-

анта аблятора Si/Be. На рис. 7 показаны R-t диаграм-

мы ударной волны и лагранжевых границ раздела 

Si-CHO в сравнении с измеренными в опытах [5]. 

При этом полученные в 2D расчетах результаты 

для каждого момента времени усредняются в по-

перечном к движению ударной волны направлении.  
 

              
а 

                
б 

Рис. 7. R-t диаграммы ударной волны (1–5,11) и границ 

раздела Si-CHO: a – УВ: 1D расчеты (1–5) и опыт (11); 

КГ: (6–10) и опыт (12); 2–5, 7–10 – расчет с k – ε моделью; 

1, 6 – расчет без k – ε модели; б – УВ: 2D расчеты (1–3) 

и опыт (7); КГ: расчеты (4–6) и опыт (8); 1–3, 4 –  

                                 6 – варианты 11–13  

 

Как видно из рис. 7,а, б, результаты всех рас-

четов (как 1D, так и 2D) практически совпадают. 

Наблюдается согласие расчетов и измерений при 

некотором систематическом занижении радиусов 

в расчетах, что, видимо, связано с особенностями 

постановки задачи в виде задания на левой границе 
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измеренных в опытах [5] значений давления и 

температуры – вероятно, при этом могла быть 

систематическая ошибка измерений. Отметим, 

такого же типа опережение имеет место и в расче-

тах другого опыта. Отметим, что в указанных рас-

четах разница координат лагранжевых границ раз-

дела Be-Si и Si-CHO пренебрежимо мала, если на-

носить их на рис. 7. 

Учтем, что Ве и CHO практически прозрачны 

для диагностического рентгеновского излучения, 

поэтому профиль относительного пропускания 

рентгеновского излучения определяется в основ-

ном Si, который является маркером турбулентного 

перемешивания. На рис. 8,а, б приведены зависи-

мости ширины зоны турбулентного перемешива-

ния (ЗТП) от времени, границы которой в расчетах 

определяется по уровню концентрации Si = 0.001 

от его максимального значения. Видно, что в ва-

рианте без k – ε модели ширина ЗТП остается пре-

небрежимо малой. 
 

             
а 

              
б 

Рис. 8. Зависимости от времени ширины ЗТП для опыта 

с аблятором Si/Be: а – 1D расчеты : 1 – вариант 2, 2 – 

вариант 3, 3 – вариант 4, 4 – вариант 5; 5 – измерения [5]; 

б – 2D расчеты: 1–3 – варианты 11–13 соответственно;  

                                  4 – измерения [5] 

 

Как видно, имеется радикальное отличие рас-

четов с различным начальным фоном турбулент-

ности: в расчетах с малыми значениями 
0 0
,k ε  ши-

рина ЗТП оказывается много меньше измеренной, 

в расчетах с большими значениями 
0 0
,k ε  имеется 

разумное согласие с измерениями. При этом в ва-

рианте 4, в котором большие начальные значения 

0 0
,k ε  задаются во всей области, согласие с измере-

ниями несколько лучше, чем в варианте 3, в кото-

ром те же значения 
0 0
,k ε  задаются лишь в 2 ячей-

ках на КГ. 

На рис. 8,б приводится ширина ЗТП, опреде-

ленная по уровню усредненной по поперечному 

сечению объемной концентрации δ = 0,001. Вид-

но, что расчет варианта 13 с начальным возмуще-

нием скорости во всей счетной области приводит 

к более быстрому росту ширины ЗТП по сравне-

нию с двумя другими вариантами. Вариант 13 ока-

зывается близкими к измерениям с точностью до 

сдвига на ≈3 нс, примерно таким же, что и в 1D 

расчетах с k – ε моделью.  

 

 

 

 

4. Расчеты опытов с Halar 

 

Далее приведены результаты расчета для вто-

рого варианта аблятора, а именно, Halar. На рис. 9 

показаны R-t диаграммы границы раздела Halar-

CHO и ударной волны в сравнении с измеренными 

в опытах [5].  

Как видно из рис. 9, все варианты расчетов 

практически совпадают между собой по положе-

нию ударной волны и границы раздела. Наблюда-

ется согласие с экспериментами, как и выше, при 

некотором систематическом завышении в расче-

тах радиуса (или сдвиге по времени около 2–3 нс). 

На рис. 10 приводятся значения ширины ЗТП, ко-

торые согласуются с экспериментом с тем же 

сдвигом по времени, за исключением варианта 6 с 

большими начальными значениями 
0 0
, ,k ε  задан-

ными во всей области. 
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Рис. 9. R-t диаграммы ударной волны и границы раздела Halar-CHO; а – 1D расчеты: УВ (1–4,9) и КГ (1–4, 5–8) – 

варианты 6–9 соответственно, 9, 10 – измерения; б – 2D расчеты: УВ (1, 2), КГ (3, 4) – варианты 11, 12 соответственно  

                                                                                       5, 6 – измерения 

 

                     
а                                                                        б 

Рис. 10. Зависимости от времени ширины ЗТП для опыта с аблятором Halar: а – 1D расчеты: 1–4 – варианты 6–9  

      соответственно; 5 – измерения [5]; б – 2D расчеты: 1–2 – варианты 11–12, соответственно; 3 – измерения [5] 

 

Заключение 
 

Расчеты по коду ЭГАК опытов [5] на установ-

ке NOVA (Рочестер) для плоской геометрии пока-

зали, что: 

1) наблюдается практическое совпадение всех 

расчетов между собой, а также их согласие с из-

мерениями R-t диаграмм ударной волны и лагран-

жевых границ раздела Si-CHO при небольшом 

систематическом завышении радиусов в расчетах. 

При этом 1D расчеты с k – ε моделью и 2D расче-

ты ILES близки между собой.  

2) при нахождении ширины ЗТП  по концен-

трациям Si: 

а) в 1D расчетах с k – ε моделью имеет место 

существенное отличие результатов расчетов с раз-

личным начальным фоном – в расчетах с малыми 

значениями 
0 0
,k ε  ширина ЗТП много меньше изме-

ренной, в расчетах с большими значениями 
0 0
,k ε  

имеется качественное согласие с измерениями;  

б) в 2D расчетах ILES: в вариантах с заданием 

начальных возмущений плотности на границах 

раздела ширина ЗТП остается малой по сравнению 

с измерениями. В то же время расчет с начальным 

возмущением скорости во всей счетной области 

приводит к более быстрому росту ширины ЗТП, 

так что она оказывается близка к измерениям с 

точностью до сдвига по времени на ≈3 нс. 

Близкие результаты получены для аблятора 

Halar: 

1) наблюдается практическое совпадение всех 

расчетов между собой, а также их согласие с из-

мерениями R-t диаграмм ударной волны и границ 
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раздела Halar-CHO при небольшом систематиче-

ском завышении в расчетах радиусов; 

2) в целом поведение ширины ЗТП в расчетах 

всех 1D расчетов близко к измерениям, однако 

имеется сдвиг по времени около 2–3 нс. В вариан-

те с более интенсивной начальной турбулентно-

стью ширина ЗТП несколько завышена по сравне-

нию с измерениями. 

В 2D расчете ILES с начальным возмущением 

плотности на границе Halar-CHO ширина ЗТП 

близка к полученной в 1D расчетах и соответст-

венно к измерениям. В расчете же с начальными 

пульсациями скорости во всей области ширина ЗТП 

заметно завышена по сравнению с измерениями.  

Полученные результаты указывают на необ-

ходимость дальнейшего развития используемых 

физических моделей плазмы и турбулентного пе-

ремешивания, в частности, учет неравновесности 

газодинамических величин. В то же время видно, что 

и экспериментальные данные, приведенные в [5], 

требуют уточнения и дополнения.  
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Р Е Ф Е Р А Т Ы  

 
 
 
УДК 530.145.7;514.764.2 
 
ПАДЕНИЕ ЧАСТИЦ НА ЦЕНТР. ГИПОТЕЗА ЛАНДАУ-ЛИФШИЦА И 
ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ / В. П. Незнамов, И. И. Сафронов // ВАНТ. Сер. 
Теоретическая и прикладная физика. 2016. Вып. 4. С. 3–8. 

Впервые решением уравнения Шредингера с потенциалом, обратно 
пропорциональным квадрату расстояния до центра, с помощью преобразо-
вания Прюфера определены дискретные энергетические спектры в зависи-
мости от минимального радиуса в численных расчетах. Показано, что энер-
гия частицы в состоянии n обратно пропорциональна квадрату минималь-
ного радиуса. При стремлении минимального радиуса к нулю дискретные 
спектры не ограничены снизу. При уменьшении минимального радиуса 
значимые вероятности обнаружения частиц смещаются к центру. 
 
 
 
 
УДК 530.145.7;514.764.2 
 
ВЫРОЖДЕННОЕ СТАЦИОНАРНОЕ СВЯЗАННОЕ СОСТОЯНИЕ ЧАСТИЦ 
СО СПИНОМ ½ В ПОЛЕ ШВАРЦШИЛЬДА / В. П. Незнамов, И. И. Саф-
ронов // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2016. Вып. 4. 
С. 9–24. 

 
При использовании квадратично-интегрируемых вещественных ради-

альных волновых функций релятивистского уравнения типа Шредингера  
с эффективным потенциалом поля Шварцшильда доказано существование 
вырожденного стационарного состояния частиц со спином ½ с энергией  

E = 0. Энергия связи состояния 2
.св

E mc=  не зависит от квантовых чисел j, l 

и одинакова для любых значений гравитационной константы связи. Части-
цы с E = 0 с подавляющей вероятностью находятся на расстоянии от гори-
зонта событий в интервалах от нуля до долей или нескольких единиц ком-
птоновской длины волны фермиона в зависимости от величины гравитаци-
онной константы связи и величин j, l. Анонсируются аналогичные решения 
для вырожденных связанных состояний фермионов в полях Райсснера–
Нордстрёма, Керра, Керра–Ньюмена. 

Системы атомного типа – коллапсары с определенным числом фер-
мионов, находящихся в вырожденных связанных состояниях, – предложе-
ны в качестве частиц темной материи. 

 
 
 

УДК 539.4 
 
СПОСОБЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЯ ОТКОЛЬНОЙ ПОВРЕЖ-
ДЕННОСТИ / И. А. Терешкина, И. Р. Трунин, В. Г. Симаков, М. И. Ткачен-
ко // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2016. Вып. 4. С. 25–33. 

На примере стали 10 рассмотрены способы определения величины от-
кольной поврежденности образцов. Первый способ основывается на изме-
рениях плотности образца до и после эксперимента и вычислении повреж-
денности. Второй способ предполагает проведение металлографического 
структурного анализа поперечного среза образца и использование плани-
метрической методики определения площади среза дефекта. 
 
 



 

УДК 530.12:531.51 
 

МАСШТАБНАЯ ИНВАРИАНТНОСТЬ И ПРОБЛЕМЫ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ / М. В. Горбатенко // ВАНТ. Сер. Теоретическая и 
прикладная физика. 2016. Вып. 4. С. 34–45. 

На примере центрально симметричной статической задачи исследова-
ны возможности такого варианта обобщения уравнений общей теории от-
носительности, в котором уравнения становятся инвариантными относи-
тельно локализованных масштабных преобразований. В рамках обобщен-
ных уравнений внутреннее решение выглядит по-разному для наблюдателя, 
использующего постоянный масштаб длины, и для наблюдателя, масштаб 
длины которого зависит от гравитационного поля. Доказывается, что если 
считать истинными решениями те, что получает второй наблюдатель, про-
блемы общей теории относительности находят свое естественное решение. 
 
 
УДК 539.4 
 

ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОТКОЛЬНОГО РАЗРУШЕНИЯ В 

ЖИДКОСТЯХ И ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ / М. А. Десятникова, О. Н. Игна-
това, В. А. Раевский // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 
2016. Вып. 4. С. 46–54. 

Численное решение задач динамического деформирования и разруше-
ния конструкционных материалов требует привлечения современных тео-
ретических моделей, которые должны быть включены в общую схему рас-
чета различных газодинамических процессов. В работе [1] представлена 
динамическая модель откольного разрушения и компактирования повреж-
денного материала, обладающего прочностью – модель ДРК. На основе 
модели ДРК построена модель ДРК-L, позволяющая учитывать роль вязко-
сти, поверхностного натяжения и инерционных сил на процесс развития 
поврежденности. Предложенную модель можно использовать для числен-
ного моделирования откольного разрушения материалов, находящихся как  
в твердых, так и в жидких фазовых состояниях. 

Данная работа содержит описание динамической модели откольного 
разрушения ДРК-L и особенностей численной реализации, а также резуль-
таты верификации модели ДРК-L на основании экспериментальных данных 
по ударно-волновому нагружению меди, свинца, воды и глицерина. 
 
 
УДК 533.951.7;544.032.65 
 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕМЕШИВА-
НИЯ В ПЛОСКОМ ОПЫТЕ НА ЛАЗЕРНОЙ УСТАНОВКЕ NOVA /  
В. П. Стаценко, Ю. В. Третьяченко, Г. М. Елисеев, Н. В. Быковникова,  
Ю. В. Янилкин // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2016. 
Вып. 4. С. 55–63. 

Представлены результаты численного моделирование по коду ЭГАК 
плоских лазерных опытов на установке NOVA (США), в которых экспери-
ментально реализуется режим турбулентного перемешивания. Эти экспе-
рименты предназначены для проведения тестирования существующих фе-
номенологических моделей турбулентности на задаче с высокой плотно-
стью энергии. Расчеты проводились как с k – ε моделью турбулентности, 
так и методом 2D ILES (implicit large eddy simulation) моделирования. В ра-
боте использованы сплайн-УРС плазмы веществ лазерной мишени, постро-
енные в модели ионизационного равновесия с учетом вырождения элек-
тронов Плазма-4. Аппроксимация термодинамических функций выполнена 
с использованием линейно-кубических сплайнов. 
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A fall of particles to the center. Landau-Lifshitz hypothesis and numerical cam-

pulations / V. P. Neznamov, I. I. Safronov // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 

2016, N 4. P. 3–8. 

In the paper, for the first time discrete energy spectra are determined as a 

function of a minimal radius in numerical calculations by means of the Prüfer 

transformation by solving the Schrödinger equation with the inverse square po-

tentials. The particle energy in a state n is inversely proportional to the squared 

minimal radius. When the minimal radius tends to zero discrete spectra are not 

bounded below. With the minimal radius reduced, the significant probability of 

particle detection are displaced towards the center. 
 

 

 

 

Degenerate stationary bound state of half-spin particles in the Schwarzschild 

field / V. P. Neznamov , I. I. Safronov // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 

2016, N 4. P. 9–24. 

The existence of the degenerate stationary state of half-spin particles with 

the energy E = 0 is proved in using square-integrable real radial wave functions 

of a Schrödinger-type relativistic equation with the effective potential of the 

Schwarzschild field. The binding energy 2

.св
E mc=  does not depend on quan-

tum numbers j, l and is the same for any value of the gravitational coupling con-

stant. The particles with E = 0 are, with the overwhelming probability, away 

from the event horizon within the range from zero to several fractions or units of 

the Compton wavelength of a fermion as a function of the gravitational coupling 

constant and values j, l. 

In the paper, similar solutions are announced for degenerate bound states of 

fermions in Reissner–Nordström, Kerr, Kerr-Newman fields.  

Atomic-type systems: collapsars with a certain number of fermions in de-

generate bound states are proposed as particles of dark matter. 
 

 

 

 

Methods of measuring the value of spall damage / I. A. Tereshkina, I. R. Trunin
,
 

V. G. Simakov, M. I. Tkachenko
 

// VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2016, N 4. 

P. 25–33. 

The methods of measuring the value of spall damages in samples are con-

sidered by the example of steel 10. The first method is based on the sample den-

sity measurements prior to and after the experiment and calculation of the dam-

age values. The second method implies the metallographic structural analysis of 

the cross-section of a given sample and the planimetric technique of finding the 

damage cross-section area. 
 

 

 

 

Scale Invariance and Problems of General Relativity Theory / M. V. Gorbatenko // 

VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2016, N 4. P. 34–45. 

A central symmetric static problem is used as case study of possibilities 

such generalization General Relativity equations in that the equations become 

invariant relative local scale transformations. An internal solution of the problem 

looks like different things for one observer used a constant time standard and for 

the second observer used the standard depended upon a gravitation field. It is 

proved if a point of view of the second observer is considered as true principal 

difficulties of General Relativity run their natural resolving ability. 



 

A dynamic model of spall fracture in liquids and solids / M. A. Desyatnikova, 

O. N. Ignatova, V. A. Rayevsky // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2016, N 4. 

P. 46–54. 

The numerical solution of the problems of dynamic straining in structural 

materials requires using modern theoretical models which should be integrated 

within the general scheme used to simulate various gas dynamic processes. Paper 

[1] presents a dynamic model of spall fracture and compaction in a damaged ma-

terial with strength, namely, the DRK model.  Basing on the DRK model, the 

DRK-L model has been developed which allows accounting the effect of viscos-

ity, surface tension, and inertial forces on the evolution of damage. The offered 

model can be used for the numerical simulation of spall fracture in materials, 

which are in solid, or liquid phase states.  

The given paper describes the DRK-L model of spall fracture and compac-

tion and the specific features of its numerical implementation, as well as results 

of the DRK-L model verification on the base of experimental data on the shock 

loading of copper, lead, water, and glycerin. 

 

 

 

 

Numerical simulation of turbulent mixing in a plane experiment on the NOVA 

laser facility / V. P. Statsenko, Yu. V. Tret’yachenko, G. M. Yeliseyev, N. V. By-

kovnikova, Yu. V. Yanilkin // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2016, N 4. 

P. 55–63. 

The paper presents results of the numerical simulation with the EGAK code 

[1] of plane experiments on the NOVA laser facility (USA), in which the turbu-

lent mixing conditions were experimentally implemented. These experiments 

were conducted to test the existing phenomenological models of turbulence by 

solving the problem of a high energy density. Simulations were performed both 

with the k–ε model of turbulence [2] and the 2D ILES (implicit large eddy simu-

lation) method. Spline EOSes of plasma of the laser target materials were used, 

they were built in the Plasma-4 ionization equilibrium model with regard to elec-

tron degeneracy. The thermodynamic function approximation was performed us-

ing linear cubic splines. 
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