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ÓÄÊ 517.958:536.2 Ê ÂÎÏÐÎÑÓ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈßÌÎÍÎÒÎÍÍÎÉ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈÑÈÑÒÅÌÛ P1-ÓÐÀÂÍÅÍÈÉÀ. À. Øåñòàêîâ(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ",ã. Ñíåæèíñê ×åëÿáèíñêîé îáëàñòè)Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ P1-ïðèáëèæåíèå ïðèâîäèò ê ãèïåð-áîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, ðåøàÿ êîòîðóþ ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñî çíà÷èòåëü-íûìè òðóäíîñòÿìè ïðè ïîñòðîåíèè ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà àï-ïðîêñèìàöèè. Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííûõ ñõåì äëÿ P1-ïðèáëèæåíèÿ îáúÿñ-íÿåòñÿ òåì, ÷òî ìåòîä ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê îáëàäàåò âîëíîâûì ýôôåêòîì è ìîæåòäàâàòü îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ â êðèâîëèíåéíûõ è ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ äëÿ ëþ-áîãî Pn-ðàçëîæåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû âîçìîæíûå âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿìîíîòîííûõ ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé íà ïðèìåðå äâóõñõåì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ, P1-ïðèáëèæåíèå.ÂâåäåíèåÑàìîé ïîïóëÿðíîé â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ðàçíîñòíîé ñõåìîé äëÿ ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõóðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñõåìà, ðàçðàáîòàííàÿ â 1953 ã. Ñ. Ê. Ãîäóíîâûì è îïóáëèêîâàííàÿ â 1959 ã. [1].Ñõåìà Ãîäóíîâà ïîëó÷åíà ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ, â êîòîðîì âñå èñêîìûå âåëè÷èíû îïðåäåëåíûâ îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò â ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ ñòðîèòü ñõåìû íà ñëîæíûõ ñåòêàõ áåçïîòåðè òî÷íîñòè.Èñïîëüçóåìûå â Ðîññèè ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ çàäà÷ ðàäèàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè â îñíîâíîìñòðîÿòñÿ èíòåãðîèíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì íà ðàçíåñåííîì øàáëîíå, êîãäà ÷àñòü âåëè÷èí îïðå-äåëåíà â öåíòðàõ ÿ÷ååê, à ÷àñòü (îáû÷íî ñêîðîñòè è òåïëîâûå ïîòîêè) � â óçëàõ èëè íà ãðàíÿõÿ÷ååê [2]. Ïîñòðîåíèå ñõåì íà ðàçíåñåííîì øàáëîíå â ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ ìîæåò ïðèâîäèòü êóõóäøåíèþ àïïðîêñèìàöèè íà ñóùåñòâåííî íåîðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõ.ßâíûì äîñòîèíñòâîì ñõåìû Ãîäóíîâà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò êîíñòðóèðîâàòü ñõåìû ñïîâûøåííûì (âûøå ïåðâîãî) ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè è óëó÷øåííûìè ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè.Ïåðâîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè, íåñîìíåííî, ÿâëÿåòñÿ ñõåìà Â. Ï. Êîëãàíà, ïðåäëîæåííàÿâ 1972 ã. [3] è èñïîëüçóþùàÿ ïðèíöèï ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ. Ïîñëå íåå ïîÿâèëèñüìíîãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè ïî ïîñòðîåíèþ ìîíîòîííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ãè-ïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [4]), íî îíè îòíîñèëèñü â îñíîâíîì ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.Ïîâûøåíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è óëó÷øåíèå ìîíîòîííûõ ñâîéñòâ áåç ïîòåðè ñòðîãîãî òåîðåòè-÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ â òàêèõ ñõåìàõ äîñòèãàåòñÿ ïóòåì çàìåíû óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòè íàóñëîâèå óìåíüøåíèÿ ïîëíîé âàðèàöèè (Total Variation Diminishing, ò. å. TVD-ñõåìû [5]), íåâîçðàñòà-íèÿ ïîëíîé âàðèàöèè (Total Variation Non-Increasing, TVNI-ñõåìû), îãðàíè÷åíèÿ ïîëíîé âàðèàöèè(Total Variation Bounded, TVÂ-ñõåìû [6]). Ê ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ òàêæå ñóùåñòâåííî íåîñöèë-ëèðóþùèå ñõåìû (Essentially Non-Oscillatory, ENO-ñõåìû), âçâåøåííûå ñóùåñòâåííî íåîñöèëëèðó-þùèå ñõåìû (Weighied Essentially Non-Oscillatory, WENO-ñõåìû), îäíîðîäíûå íåîñöèëëèðóþùèå� 30 �



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèéñõåìû (Uniformly Non-Oscillatory, UNO-ñõåìû), íåëèíåéíûå ìîíîòîííûå ñõåìû (Monotone UpstreamSchemes for Conservation Laws, MUSCL-ñõåìû [7]).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ñõåìû ïîâûøàþò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè,îíè ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè ïðè ðåàëèçàöèè, îñîáåííî â ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ, è òðåáóþòñïåöèàëüíûõ âèäîèçìåíåíèé ó ãðàíèö. Ïðè ýòîì íà ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõ âñå ìåòîäû ïîâûøåííîãîïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñ ïîðÿäêîì íå âûøå ïåðâîãî. Â ðàáîòå [8]ïîêàçàíî, ÷òî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè êàê ëèíåéíûõ ñõåì, òàê è TVD-ñõåì íà ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõäëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê p=(p + 1), ãäå p � ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íà ãëàäêîìðåøåíèè.Â ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ â 1976 ã. äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé áûëà ïðåäëîæåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÐÎÌÁ [9]. Ñõåìà ÐÎÌÁ, íå ñòîëü èçâåñòíàÿ â Ðîññèè,êàê ñõåìà Ãîäóíîâà, è ïî÷òè íåèçâåñòíàÿ çà ðóáåæîì, òîæå ïîñòðîåíà ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ.Îñíîâíûå åå äîñòîèíñòâà � ýòî âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ, ìîíîòîííîñòüè ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íà ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõ, äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ îáîáùàåìîñòü íàìíîãîìåðíûå ãåîìåòðèè. Â 1977 ã. ñõåìà ÐÎÌÁ áûëà îáîáùåíà äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíå-íèÿ ãàçîäèíàìèêè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïóáëèêàöèÿ ñîñòîÿëàñü â 1996 ã. [10]. Â 1978 ã. âûïîëíåíî ååîáîáùåíèå äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ïîäòâåðæäåíî ïóáëèêàöèåé1982 ã. [11]. Â 2006 ã. ñõåìà ÐÎÌÁ áûëà îáîáùåíà äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ãàçîäèíàìè-êè, à â 2007 ã. � äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè [12].Â 1989 ã. ñõåìà ÐÎÌÁ áûëà ïðèìåíåíà ê ðåøåíèþ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ìíîãîãðóïïîâîãî ïåðå-íîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) â P1-ïðèáëèæåíèè [13]. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ÓÏÈ P1-ïðèáëèæåíèåïðèâîäèò ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ ìîìåíòîâ â ðàçëîæåíèè èíòåí-ñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Åñëè ïðåíåáðå÷ü âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé ïî ïîòîêó,òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ïàðàáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó è ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-òîäèêè [11]. Ïðè ðåøåíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñðàâíåíèè ñ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêèõóðàâíåíèé ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ áîëåå çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, òàê êàê Ñ. Ê. Ãîäóíî-âûì ïîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü ñî÷åòàíèÿ ìîíîòîííîñòè è âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè â ðàìêàõëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Íî èìåííî òàêîå ñî÷åòàíèåìîíîòîííîñòè è âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.Õîòÿ îáå ñõåìû, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå, ïîñòðîåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ìåæäó íè-ìè åñòü ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ. Ñõåìà Ãîäóíîâà � ÿâíàÿ, ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è èñ-ïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì äëÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. Ñõåìà ÐÎÌÁ � íåÿâíàÿ, âòîðîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, òåïëîïðîâîä-íîñòè, ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Â îáåèõ ñõåìàõ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòüäîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå èñêîìûå âåëè÷èíû â óçëàõ è öåíòðàõ ÿ÷ååê. Ñõîäñòâîýòèõ ñîîòíîøåíèé ñâÿçè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñõåìó ÐÎÌÁ èíîãäà òðàêòóþò êàê íåÿâíóþ ñõåìóÃîäóíîâà ñ ðåøåíèåì çàäà÷è ðàñïàäà ðàçðûâà â öåíòðàõ ÿ÷ååê. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ýòîíå òàê.Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñõåìà ÐÎÌÁ äàåò ìîíîòîííîå ðåøåíèå ïðè ñîõðàíåíèè âòîðîãîïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Äëÿ îäíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñõåìà ÐÎÌÁïåðåõîäèò â DSn-ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ìîíîòîííîå ðåøåíèå ñ ïåðåõîäîì íà ñõåìóïåðâîãî ïîðÿäêà â îáëàñòÿõ âîçíèêíîâåíèÿ íåìîíîòîííîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè-÷åñêèõ óðàâíåíèé íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ñõåìó äàæå ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñõåìà ÐÎÌÁ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìîíîòîííîå ðåøåíèå òîëüêî â îäíîìåðíîé ïëîñ-êîé ãåîìåòðèè äëÿ èíâàðèàíòîâ. Ýòà âîçìîæíîñòü îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â îäíîìåðíîé ïëîñêîéãåîìåòðèè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîñòü S2n- è P2n�1-ïðèáëèæåíèé (ïðè âûáîðå óçëîâ êâàäðàòóð-íûõ ôîðìóë S2n-ìåòîäà êàê íóëåé ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà), à S2n-ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåò ñòðîèòüìîíîòîííûå ñõåìû äëÿ ëþáîé ãåîìåòðèè.Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííûõ ñõåì äëÿ Pn-ïðèáëèæåíèé â êðèâîëèíåéíûõ è ìíîãîìåðíûõãåîìåòðèÿõ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìåòîä ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê îáëàäàåò âîëíîâûì ýôôåêòîì èìîæåò äàâàòü îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ â êðèâîëèíåéíûõ è ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ äëÿ ëþáîãîPn-ðàçëîæåíèÿ [14]. Îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû Pn-óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿëèíåéíîñòü, ãèïåðáîëè÷íîñòü è ðîòàöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Èìåííî ñî÷åòàíèå ýòèõ òðåõ õàðàê-� 31 �



À. À. Øåñòàêîâòåðèñòèê ìîæåò ïðèâîäèòü ê îòðèöàòåëüíûì ðåøåíèÿì. Ïîñëåäîâàòåëüíî óáèðàÿ îäíî èç ýòèõñâîéñòâ, ìîæíî ïîëó÷àòü ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.Ëèíåéíîñòü óáèðàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî çàìûêàíèÿ. Ñèñòåìó Pn-óðàâíåíèé ìîæíî çà-ìåíÿòü, íàïðèìåð, êâàçèäèôôóçèîííûìè óðàâíåíèÿìè Â. ß. Ãîëüäèíà [15] èëè óðàâíåíèÿìè êâà-çèïåðåíîñà Ì. Þ. Êîçìàíîâà [16]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïîäèôôóçèîííûì óðàâíåíèÿì ñ íåëèíåéíûì ìíîæèòåëåì ïðè êîýôôèöèåíòå ïîãëîùåíèÿ.Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ãèïåðáîëè÷íîñòè, íàïðèìåð, ïåðåõîäÿ âî âòîðîì óðàâíåíèè äëÿ ïîòîêà ê çàêî-íó Ôèêà, òî ïîëó÷èì äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå. Æåðòâóÿ ãèïåðáîëè÷íîñòüþ, áëàãîäàðÿ äèôôó-çèîííîìó ïðèáëèæåíèþ óäàåòñÿ ïîëó÷àòü ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå. Äðóãèì âîçìîæíûì ñïîñîáîìïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôóçèîííî-ïîäîáíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, íàïðèìåðSPn-ìåòîä Ãèëáåðòà [17]. Ýòî òàêæå ïðèâîäèò ê ïîòåðå ãèïåðáîëè÷íîñòè, íî ïðè òàêîì ïîäõîäåñåðüåçíîå âîçäåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ íà âûñøèå ìîìåíòû Pn-óðàâíåíèé � íèçøèå ìîìåíòû (íàèáîëååâàæíûå) íå ñòðàäàþò.Îòêàç îò ðîòàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ïðè ïåðåõîäå ê ìåòîäó äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ êâàäðà-òóðíûìè ôîðìóëàìè â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, íîïîðîæäàåò ëó÷åâûå ýôôåêòû.Íåñìîòðÿ íà ýòè ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé, ÷èñëåííûå ìåòîäû ìîãóòäàâàòü ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, èñïðàâëÿÿ âîëíîâîé ýôôåêò Pn-ïðèáëèæåíèÿ. Ïðèìåðîì ìîíîòîí-íîé ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè ñëóæèòñõåìà, ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå [18]. Â íåé èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ êðåøåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû � TVD-ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â êëàññå íåëèíåéíûõ ñõåìñî÷åòàòü ìîíîòîííîñòü äëÿ èíâàðèàíòîâ, ïîëîæèòåëüíîñòü äëÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ è âòîðîé ïî-ðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, êðîìå îòäåëüíûõ òî÷åê ñ ýêñòðåìóìàìè.Ñìûñë ëþáîé TVD-ðåêîíñòðóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè íåëèíåéíîãî ìåõàíèçìà, îáåñïå÷èâà-þùåãî íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò íåìîíîòîííîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ê ìîíîòîííîéñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó, ïîêà íå ïîñòðîåíà ìîíîòîííàÿ ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåò íèêàêîãîñìûñëà ïðèìåíÿòü TVD-ðåêîíñòðóêöèþ, è óæ òåì áîëåå ðåêîíñòðóêöèè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.Â P1-ïðèáëèæåíèè ìîíîòîííîé ñõåìîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ýêâèâà-ëåíòíà ñõåìå áåãóùåãî ñ÷åòà â èíâàðèàíòàõ äëÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè, ïîýòîìó çà áàçîâóþ ñõåìó ïðèïðèìåíåíèè ÒVD-ðåêîíñòðóêöèè ìîæíî âçÿòü ýòó ñõåìó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿâ êðèâîëèíåéíûõ îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü èòåðàöèîííóþêîððåêöèþ P1-óðàâíåíèé: ïåðåíåñòè îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû â ëåâóþ èëè ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èèñïîëüçîâàòü èõ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Äàëåå ïóòåì ðåêîíñòðóêöèè èíâàðèàíòîâ ñ ïðèìåíåíèåìñîîòâåòñòâóþùåãî îãðàíè÷èòåëÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòå [18]òàêàÿ ñõåìà ïîñòðîåíà äëÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòèýòîé ñõåìû ê TVD-ñõåìàì çàòðóäíåíî èç-çà ïðèìåíåíèÿ ëèíåàðèçàöèè, ïîýòîìó òàêèå ñõåìû ìîæ-íî íàçûâàòü ÒVDR (Total Variation Diminishing Reconstruction). Ïîñòðîåííàÿ óêàçàííûì ñïîñîáîìñõåìà òèïà ÒVDR îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:� íåÿâíîñòü, áåçóñëîâíàÿ óñòîé÷èâîñòü;� ïîëîæèòåëüíîñòü ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ;� ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè è âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâóèç-çà ïðèìåíåíèÿ ÒVD-ðåêîíñòðóêöèè, êðîìå îòäåëüíûõ òî÷åê ñ ýêñòðåìóìàìè;� êîíñåðâàòèâíîñòü â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿâ êàæäîé ÿ÷åéêå;� îäíîðîäíîñòü, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòà ïî åäèíîîáðàçíûì ôîðìóëàì áåç ÿâíîãîâûäåëåíèÿ îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ. � 32 �



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèéÏîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó ïåðåíîñà ëó÷èñòîé ýíåðãèè â ìíîãîãðóïïîâîì P1-ïðèáëèæåíèè:1c @Ug@t + @ (r�Sg)r�@r + �cgUg = �cgBg;1c @Sg@t + 13 @Ug@r + �gSg = 0: (1)Çäåñü c� ñêîðîñòü ñâåòà; t� âðåìÿ; r � êîîðäèíàòà; g � èíäåêñ ýíåðãåòè÷åñêîé ãðóïïû, g = 1; : : : ; G;Jg � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ãðóïïû g; Ug = 1R�1 Jgd� � ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íà ñêî-ðîñòü ñâåòà; Sg = 1R�1 �Jgd� � ïîòîê èçëó÷åíèÿ; "g � ýíåðãèÿ; Bg = 8�c2eh3 Z�"g "3exp ("T�1)� 1d" �ôóíêöèÿ Ïëàíêà ñ ðàçìåðíûì ìíîæèòåëåì äëÿ ãðóïïû g; eh � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; �cg � êîýô-ôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ; �sg � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ; �g � êîýôôèöèåíò îñëàá-ëåíèÿ, �g = �cg + �sg; � = 0; 1; 2 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé èñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèé.Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä�0;gUg + �0;gSg = '0;g; �1;gUg + �1;gSg = '1;g;ãäå �0;g, �0;g, '0;g, �1;g, �1;g, '1;g � ïàðàìåòðû äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Óðàâíåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâÈññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî îäíîãðóïïîâîãî ñëó÷àÿ ïðèíóëåâûõ êîýôôèöèåíòàõ ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ â îäíîìåðíîé ïëîñêîé ãåîìåòðèè.Äëÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè â âàêóóìå ñèñòåìó P1-óðàâíåíèé âèäà1c dUdt + @S@r = 0; 1c dSdt + 13 @U@r = 0 (2)ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé êîëåáàíèé@2U@t2 � c23 @2U@r2 = 0; @2S@t2 � c23 @2S@r2 = 0; (3)êîòîðûå èìåþò îáùåå ðåøåíèåU = f1�r + ctp3�+ f2�r � ctp3� ; S = f3�r + ctp3�+ f4�r � ctp3� ;ãäå f1, f2, f3, f4 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.Ýòè ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò äâå áåãóùèå âîëíû ñ ïîñòîÿííûì ïðîôèëåì, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿâïðàâî (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè R) è âëåâî ñî ñêîðîñòüþ c=p3. Ñèñòåìà (3) îïèñûâàåòêîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû, ïîýòîìó â ðåøåíèÿõ P1-óðàâíåíèé âñåãäà âîçíèêàþò îñöèëëÿöèè, êîòîðûåîáúÿñíÿþòñÿ áëèçîñòüþ P1-ñèñòåìû ê óðàâíåíèÿì êîëåáàíèé â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ.Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé êîëåáàíèé äàåòñÿ ôîðìóëîé Ä'Àëàìáåðà. Íî ðåøèòü àíàëè-òè÷åñêè êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèé êîëåáàíèé äîâîëüíî ñëîæíî. Ñóùåñòâóþò òîëüêî îòäåëüíûå÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïðè ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ.Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2) â ïëîñêîé ãåîìåòðèè ïåðåõîäÿò ê êîîðäèíàòàì, ñâÿçàííûì ñ õàðàê-òåðèñòèêàìè � = ct�p3x, � = ct+p3x, è ïîëó÷àþò îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿäëÿ ïðîèçâîäíûõ âäîëü õàðàêòåðèñòèê. Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä îíè èìåþò â âàêóóìå:d 1d� = 0; d 2d� = 0; (4)� 33 �



À. À. Øåñòàêîâãäå  1 = 1p3U�S;  2 = 1p3U+S. Âûðàæåíèå d 1d� = 1c @ 1@t � 1p3 @ 1@x åñòü îïåðàòîð äèôôåðåíöèðî-âàíèÿ ïî ïåðåìåííîé � âäîëü õàðàêòåðèñòèêè p3x+ct = const, âûðàæåíèå d 2d� = 1c @ 2@t + 1p3 @ 2@x �îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé � âäîëü õàðàêòåðèñòèêè p3x� ct = const.Èç ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (4) âèäíî, ÷òî èíâàðèàíò  1 ïîñòîÿíåí âäîëü õàðàêòå-ðèñòèêè p3x+ ct = const, à èíâàðèàíò  2 � âäîëü õàðàêòåðèñòèêè p3x� ct = const. Ðàññìîòðåíèåïîâåäåíèÿ ðåøåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ïîìîãàåò ïðè ïîñòðîåíèè ñîîòíîøåíèé ñâÿçè ðàç-íîñòíûõ ñõåì.Ñíà÷àëà ïðîàíàëèçèðóåì ñõåìû Ñ. Ê. Ãîäóíîâà è ÐÎÌÁ, ÷òîáû âûáðàòü íàèëó÷øóþ ñõåìó ïîòî÷íîñòè è ìîíîòîííîñòè äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ TVD-ðåêîíñòðóêöèè.Ñõåìà ÃîäóíîâàÏî ñõåìå Ãîäóíîâà ïðåäïîëàãàåòñÿ â êàæäîì èíòåðâàëå ÿ÷åéêè ðàçíîñòíîé ñåòêè ïîñòîÿííîå çíà-÷åíèå îñíîâíûõ âåëè÷èí U , S. Èíòåãðèðóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó (4) â ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè,ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó â èíâàðèàíòàõ:( 1)n+1i+1=2 � ( 1)ni+1=2c� � ( 1)�i+1 � ( 1)�ip3h = 0;( 2)n+1i+1=2 � ( 2)ni+1=2c� + ( 2)�i+1 � ( 2)�ip3h = 0; (5)
ãäå  n+1i+1=2 = xi+1Rxi  n+1dx;  �i = tn+1Rtn  idt; � = tn+1� tn; h = xi+1�xi; i = 0; : : : ; I�1 (I � ÷èñëî ÿ÷ååê).Ñèñòåìó (5) çàïèøåì â îáùåì âèäå: n+1i+1=2 + ��h �i � =  ni+1=2;ãäå  =  1;2; �i � =  �i+1 �  �i ; � = � cp3 ; K = j�j �h � ÷èñëî Êóðàíòà. Ïðè  � =  n ïîëó÷àåìÿâíóþ ñõåìó, ïðè  � =  n+1 � íåÿâíóþ.Çíàÿ èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïîâåäåíèå èíâàðèàíòîâ âäîëü õàðàêòåðèñòèê  1 (�) = const,  2 (�) == const è ðàññìàòðèâàÿ ðèìàíîâû èíâàðèàíòû, ïðèõîäÿùèå â óçåë èç ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, äëÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé (5) ìîæíî ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ñõåìó Ãîäóíîâà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè: �2;i =  n2;i�1=2;  �1;i =  n1;i+1=2:Ïðè  �2;i =  n+12;i�1=2 è  �1;i =  n+11;i+1=2 ïîëó÷àåì íåÿâíóþ ñõåìó áåãóùåãî ñ÷åòà (â òåîðèè ïåðåíîñàñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîòîêîâîé ñõåìîé èëè St-ñõåìîé).Ñâîéñòâà ñõåìû Ãîäóíîâà õîðîøî èçó÷åíû [19]. Ïåðâîå äèôôåðåíöèàëüíîå ïðèáëèæåíèå ñõåìûÃîäóíîâà äëÿ èíâàðèàíòîâ â òî÷êå (n; i + 1=2) èìååò âèä @ @t + �@ @x = D@2 @x2 , ãäå D = �h2 (1�K)äëÿ ÿâíîé ñõåìû, D = �h2 (1 +K) äëÿ íåÿâíîé ñõåìû. Ëèíåéíûå ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîê-ñèìàöèè â ïåðâîì äèôôåðåíöèàëüíîì ïðèáëèæåíèè äàþò óðàâíåíèå äèôôóçèè, êîòîðîå îáëàäàåòäèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè è èìååò ìîíîòîííîå ðåøåíèå.Â êëàññå ëèíåéíûõ ñõåì åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñõåìû Ãîäóíîâà.Ñõåìû Óîðìèíãà�Áèìà, Ëàêñà�Âåíäðîôôà, Ôðîììà èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïîâðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó. Ñõåìà, ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå [20], èìååò òðåòèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.� 34 �



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèéËèíåéíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè â ïåðâîì äèôôåðåíöèàëüíîì ïðèáëèæåíèè äà-þò óðàâíåíèå Êîðäåâåãà äå Âðèçà @ @t + �@ @x = A@3 @x3 , êîòîðîå ñîçäàåò êîëåáàíèÿ äî èëè ïîñëåðàçðûâà â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôèöèåíòà A ïåðåä òðåòüåé ïðîèçâîäíîé. Âîçíèêíîâåíèå îñöèë-ëÿöèé õàðàêòåðíî äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó äëÿ ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòèíàäî ïåðåõîäèòü ê èññëåäîâàíèþ ñõåì áîëåå âûñîêîãî, íàïðèìåð òðåòüåãî, ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèèëèáî ê íåëèíåéíûì ñõåìàì. Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñõåì òðåòüåãî ïîðÿäêà [21],èõ äèññèïàöèè íå õâàòàåò, ÷òîáû ïîãàñèòü îñöèëëÿöèè, âîçíèêàþùèå íà ðàçðûâàõ, íî êîëè÷åñòâî èàìïëèòóäû ýòèõ îñöèëëÿöèé ñòàíîâÿòñÿ ìåíüøå.Ïåðåéäåì îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ê ñèñòåìå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ U , S. Äëÿ ñèñòåìûðàçíîñòíûõ P1-óðàâíåíèé â ñõåìå Ãîäóíîâà ïî ôîðìóëàì îáðàòíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿñâÿçè äëÿ U è S â óçëàõ:Ui = Ui+1=2 + Ui�1=22 � p32 �Si+1=2 � Si�1=2� ; Si = Si+1=2 + Si�1=22 � 12p3 �Ui+1=2 � Ui�1=2� : (6)Õîòÿ áëàãîäàðÿ ïîâûøåíèþ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè çà ñ÷åò êàêîé-ëèáî íåëèíåéíîé ðåêîíñòðóê-öèè ñõåìà Ãîäóíîâà ïîëó÷èëà øèðî÷àéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå â çàäà÷àõ ãàçîäèíàìèêè, â çàäà÷àõïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ îíà íå ïðèìåíÿåòñÿ èç-çà æåñòêîãî îãðàíè÷åíèÿ íà øàã ïî âðåìåíè. Åñëè æåïðè ðåøåíèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé èñïîëüçîâàòü íåÿâíóþ ñõåìó òèïà Ãîäóíîâà, òî ðåêóððåíòíîãîñ÷åòà, êàê ïðè ÿâíîé àïïðîêñèìàöèè, óæå íå ïîëó÷àåòñÿ.Íåÿâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèé ñâÿçè (6) â ñèñòåìóUn+1i+1=2 � Uni+1=2c� + Sn+1i+1 � Sn+1ih + �cUn+1i+1=2 = �cBn+1i+1=2;Sn+1i+1=2 � Sni+1=2c� + Un+1i+1 � Un+1i3h + �Sn+1i+1=2 = 0 (7)èìååò âèäUn+1i+1=2 � Uni+1=2c� + Sn+1i+3=2 � Sn+1i�1=22h � Un+1i�1=2 � 2Un+1i+1=2 + Un+1i+3=22p3h + �cUn+1i+1=2 = �cBn+1i+1=2;Sn+1i+1=2 � Sni+1=2c� + Un+1i+3=2 � Un+1i�1=26h � Sn+1i�1=2 � 2Sn+1i+1=2 + Sn+1i+3=22p3h + �Sn+1i+1=2 = 0: (8)Ñèñòåìó (8) ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå îáùåì âèäå:a0iUi�1=2 + b0iUi+1=2 + c0iUi+3=2 + d0iSi�1=2 + e0iSi+1=2 + g0i Si+3=2 = f0i ;a1iUi�1=2 + b1iUi+1=2 + c1iUi+3=2 + d1iSi�1=2 + e1iSi+1=2 + g1i Si+3=2 = f1i ; (9)ãäåa0i = �1=p3; b0i = 2hq1 + 2=p3; c0i = �1=p3; d0i = �1; e0i = 0; g0i = 1;a1i = �1; b1i = 0; c1i = 1; d1i = �p3; e1i = 6hq + 2p3; g1i = �p3;f0i = 2h� 1c� Uni+1=2 + �cBn+1�; f1i = 6hc� Sni+1=2; q = 1c� + �; q1 = 1c� + �c; i = 0; : : : ; I � 1.Ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ òðåõòî÷å÷íîé ñõåìîé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìàòðè÷íîé ïðîãîíêîé.Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé ñëåäóåò îòìåòèòüíåêîòîðûå íåäîñòàòêè ñõåìû Ãîäóíîâà:1) íåêîìïàêòíîñòü, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-öèè;2) íàðóøåíèå ìîíîòîííîñòè â êðèâîëèíåéíûõ è ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ;� 35 �



À. À. Øåñòàêîâ3) ÿâíàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì áåãóùåãî ñ÷åòà, íî äàåò îãðàíè÷å-íèå íà øàã;4) íåÿâíàÿ ñõåìà íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíûé ñ÷åò (ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íîéïðîãîíêîé). Ñõåìà ÐÎÌÁÕîòÿ ñõåìà ÐÎÌÁ â îáùåì ñëó÷àå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ñíà÷àëà ðàññìîòðèìñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ áëèæå âñåãî ïî ïîñòðîåíèþ ê ñõåìå Ãîäóíîâà.Ïðèðàâíèâàÿ èíâàðèàíòû â óçëàõ ê èíâàðèàíòàì, ïðèõîäÿùèì èç öåíòðà, äëÿ ñèñòåìû óðàâíå-íèé (5) ìîæíî çàïèñàòü  �1;i =  n+11;i+1=2;  �2;i+1 =  n+12;i+1=2:Ïî ôîðìóëàì îáðàòíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ U è S â ñõåìå ÐÎÌÁ ïåðâîãîïîðÿäêà â öåíòðàõ ÿ÷ååê:Ui+1=2 = Ui + Ui+12 + p32 (Si+1 � Si) ; Si+1=2 = Si + Si+12 + 12p3 (Ui+1 � Ui) : (10)Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (10) â ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ P1-óðàâíåíèé (7), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèåóðàâíåíèÿ: a0iUi + b0iUi+1 + c0iSi + d0iSi+1 = f0i ; a1iUi + b1iUi+1 + c1iSi + d1iSi+1 = f1i ;ãäå a0i , b0i , c0i , d0i , a1i , b1i , c1i , d1i , f0i , f1i � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû.Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñõåìû ÐÎÌÁ è íåÿâíîé ñõåìû Ãîäóíîâàâ âàêóóìå. Íåâÿçêà '1 â íåÿâíîé ñõåìå Ãîäóíîâà èìååò âèä'1 = 12p3 � c�p3 + h� @2U@x2 + 12c3 "� c�p3�2 + h2# @3U@t3 + 14!p3 "� c�p3�3 + h3# @4U@x4 +O ��4 + h4� :Â ñõåìå ÐÎÌÁ'1 = 12p3 � c�p3 + h� @2U@x2 + 12c3 "� c�p3�2 + h2# @3U@t3 + 14!p3 "� c�p3�3 + h3# @4U@x4 �� h2p3 � 4! �h2 + 4c2�23 �p3c�h� @4U@x4 � p3h4c3 �p3h+ c�� @3U@t3 +O ��4 + h4� :Èç ñðàâíåíèÿ íåâÿçîê ñõåì ÐÎÌÁ è Ãîäóíîâà ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòîñíîâíóþ ïîãðåøíîñòü ñõåì, ñîâïàäàþò. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñõåìà ÐÎÌÁ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ñõåìàÃîäóíîâà ïî ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè áëèçêè. Íåâÿçêè ýòèõ ñõåì îòëè÷àþòñÿ ñëàãàåìûìè áîëååâûñîêèõ ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè. Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ íåâÿçêè '2âòîðîãî óðàâíåíèÿ.Åñëè ðåøèòü çàäà÷ó Ðèìàíà â öåíòðå ÿ÷åéêè, ò. å. íàéòè ôîðìóëû ðàñïàäà ðàçðûâà, òî ïîëó÷èìUi+1=2 = Ui + Ui+12 � p32 (Si+1 � Si) ; Si+1=2 = Si + Si+12 � 12p3 (Ui+1 � Ui) : (11)Âèäíî, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè ñõåìû ÐÎÌÁ (10) è â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè (11), êîòîðûå ïîëó÷à-þòñÿ èç ôîðìóë ðàñïàäà ðàçðûâà, êàê â ñõåìå Ãîäóíîâà, âòîðîå ñëàãàåìîå áåðåòñÿ ñ äðóãèì çíàêîì.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíû U è S â óçëàõ ãîäóíîâñêîãî òèïà âåäóò ñåáÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè ñîâñåìïî-äðóãîìó, ÷åì òå æå âåëè÷èíû â öåíòðàõ ÿ÷ååê äëÿ ñõåìû ÐÎÌÁ, è ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè â ñõåìå� 36 �



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèéÐÎÌÁ íå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ðàñïàäà ðàçðûâà â öåíòðàõ ÿ÷ååê. Ïðè ýòîì íåëüçÿ ïîñòðîèòü ïîë-íîñòüþ ýêâèâàëåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ñâÿçè ýòèõ ñõåì, òàê êàê â ñõåìå ÐÎÌÁ íåò ñîîòíîøåíèé ñâÿçèâ óçëàõ, à â ñõåìå Ãîäóíîâà � â öåíòðàõ ÿ÷ååê.Ñâîéñòâà íåÿâíîé ñõåìû ÐÎÌÁ äëÿ P1-ïðèáëèæåíèÿ èçó÷åíû â ðàáîòàõ [22, 23]. Â ýòèõ ðàáî-òàõ ïîêàçàíî, ÷òî áåçóñëîâíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü â ñõåìå ÐÎÌÁ ïðè àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïåðâîì ïîðÿäêå àïïðîêñèìàöèè â ïëîñêîé ãåîìåòðèè.Àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñõåìû ÐÎÌÁ è ñõåìû Ãîäóíîâà íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòüîäíîçíà÷íîãî âûâîäà, êàêóþ ñõåìó ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîê-ñèìàöèè TVD-ðåêîíñòðóêöèåé, ïîýòîìó ðàññìîòðèì TVD-ðåêîíñòðóêöèè îáåèõ ñõåì.TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ñõåìû ÐÎÌÁÐàññìîòðèì ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ P1-óðàâíåíèé â îäíîìåðíîé êðèâîëèíåéíîé ãåîìåòðèè (äëÿ óïðî-ùåíèÿ çàïèñè çäåñü îïóùåíû èíäåêñû i+ 1=2):1c� Un+1 + 1Vi�i �r�Sn+1�+ �Un+1 = 1c� Un + �cBn+1 + �sUn+1;1c� Sn+1 + 13h�iUn+1 + �Sn+1 = 1c� Sn; (12)ãäå h = ri+1 � ri; Vi = r�+1i+1 � r�+1i� + 1 .Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê TVD-ðåêîíñòðóêöèè, ïîñòðîèì ìîíîòîííóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿêðèâîëèíåéíîé ãåîìåòðèè. Â êà÷åñòâå òàêîé ñõåìû âîçüìåì ñõåìó, ýêâèâàëåíòíóþ ìîíîòîííîé ñõåìåáåãóùåãî ñ÷åòà â èíâàðèàíòàõ. Îäíàêî äëÿ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì âîçíèêàåò ïðîáëå-ìà, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî â îáîèõ óðàâíåíèÿõ äëÿ èíâàðèàíòîâ ïîÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå �r��1 ( 2 �  1),êîòîðîå ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê. Èç-çà ýòîãî ìîæåò íàðóøàòüñÿ ìîíîòîííîñòü ñõåìû áåãóùå-ãî ñ÷åòà â èíâàðèàíòàõ. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû. Åñëèóïîìÿíóòîå ñëàãàåìîå íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè îòðèöàòåëüíî, òî ïåðåíîñèì åãî â ïðàâóþ ÷àñòüóðàâíåíèÿ êàê ïîëîæèòåëüíóþ äîáàâêó ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ó÷èòûâàåìýòî ñëàãàåìîå ñëåâà íåëèíåéíûì îáðàçîì.Âûäåëèì èç ñèñòåìû (12) ïëîñêóþ äèâåðãåíöèþ 1h�iS è çàïèøåì (12) â âèäå1c� Un+1 + 1h�iSn+1 + �Un+1 + 0;5 �1 + sign�n+1��n+1 = 1c� Un +Qn+1;1c� Sn+1 + 13h�iUn+1 + �Sn+1 = 1c� Sn; (13)ãäå � = 1Vi�i (r�S)� 1h�iS; Qn+1 = �cBn+1+�sUn+1�0;5 �1� sign�n+1��n+1; ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãîóðàâíåíèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíà.Ñèñòåìó (13) áóäåì ðåøàòü èòåðàöèîííî, ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì ýíåðãèè:1c� U�+1 + 1h�iS�+1 + �U�+1 + 0;5 (1 + sign��) ��+1 = 1c� Un +Q�+1=2;1c� S�+1 + 13h�iU�+1 + �S�+1 = 1c� Sn; (14)ãäå � � èòåðàöèîííûé èíäåêñ, Q�+1=2 = �cB�+1=2 + �sU� � 0;5 (1� sign��) �� , à îðãàíèçàöèÿ èòå-ðàöèé äëÿ Bn+1 òàêîâà, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (14) ïðîèñõîäèò ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ B�+1=2.� 37 �



À. À. ØåñòàêîâÇàïèøåì ñèñòåìó (14) â èíâàðèàíòàõ:1c�  �+11 � 1hp3�i �+11 + � �+11 + 12p3 (1 + sign��) ��+1 = 1c�  n1 + 1p3Q�+1=2;1c�  �+12 + 1hp3�i �+12 + � �+12 + 12p3 (1 + sign��) ��+1 = 1c�  n2 + 1p3Q�+1=2:Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé àïïðîêñèìàöèè ïåðåéäåì ê íåëèíåéíûì ñõåìàì. Ïðèâåäåì ëåâûå÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ê çàâèñèìîñòè òîëüêî îò  �+11 èëè îò  �+12 , çàìåíèâ ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèå��+1 � �+11 ;  �+12 � = 12�i ��r�V � 1h�� �+12 �  �+11 �� íà �� �  �+1:1c�  �+11 � 1hp3�i �+11 + � �+11 + 12p3 (1 + sign��) �� �1  �+11 = 1c�  n1 + 1p3Q�+1=2;1c�  �+12 + 1hp3�i �+12 + � �+12 + 12p3 (1 + sign��) �� �2  �+12 = 1c�  n2 + 1p3Q�+1=2: (15)Äëÿ ñèñòåìû (15) ïðè ïîëîæèòåëüíûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëîæèòåëüíóþ ñõåìóïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè( 1)�+1i+1=2 = ( 1)�+1i ; ( 2)�+1i+1=2 = ( 2)�+1i+1 : (16)Ïðè Q = 0 â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (15) ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (16) áóäóò äàâàòü ìîíîòîííóþ ñõåìóïåðâîãî ïîðÿäêà.Òåïåðü ñ ïîìîùüþ TVD-ìåòîäîëîãèè ïðåäñòàâèì  íà èíòåðâàëå ri � r � ri+1 â êóñî÷íî-ëèíåéíîéôîðìå:  (r) =  i+1=2 + @ i+1=2@r �r � ri+1=2� ; ãäå ri+1=2 = 0;5 (ri + ri+1) ; (17)ò. å. ðåêîíñòðóêöèþ ðåøåíèÿ ïðîâåäåì â èíâàðèàíòàõ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ TVD-ìåòîäîëîãèåé â êà÷åñòâå @ i+1=2@r áåðóòñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷èòåëè. Òîãäàèç ôîðìóëû (17) ïîëó÷àåì( 1)�+1i = ( 1)�+1i+1=2 � 0;5L (� 1)�+1i+1=2 ; ( 2)�+1i+1 = ( 2)�+1i+1=2 + 0;5L (� 2)�+1i+1=2 ; (18)ãäå (� )i�1=2 =  i+1=2 �  i�1=2; L (� )i+1=2 = L�� i�1=2;� i+1=2� � íåêîòîðûé îãðàíè÷èòåëü.Ôîðìóëû (18) ñîîòâåòñòâóþò òðåõòî÷å÷íîé ñõåìå. Ïðîâåäåì ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (18) ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: ( 1)�+1i = a� ( 1)�+1i+1=2 ; a� = 1� 12 L (� 1)ni+1=2( 1)ni+1=2 ;( 2)�+1i+1 = a+ ( 2)�+1i+1=2 ; a+ = 1 + 12 L (� 2)ni+1=2( 2)ni+1=2 : (19)Ôîðìóëû (19), â îòëè÷èå îò ôîðìóë (18), óæå ñîîòâåòñòâóþò äâóõòî÷å÷íîé ñõåìå íà (� + 1)-é èòå-ðàöèè. Ïðè  n1 = 0 ïîëàãàåì a� = 1, ïðè  n2 = 0 ïîëàãàåì a+ = 1. Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òîL (� )�+1i+1=2( )�+1i+1=2 � L (� )ni+1=2( )ni+1=2 êàê äðîáíî-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ñëàáî ìåíÿåòñÿ. Ñîîòíîøåíèÿ (19) ñòî÷íîñòüþ äî O(h) îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòíîøåíèé ñâÿçè ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà (16):a� � 1 = �L (� )ni+1=22 ni+1=2 � � h2 ni+1=2 @ ni+1=2@r = �h2 @ �ln ni+1=2�@r = O (h) :� 38 �



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèéÂâåäåííûå óêàçàííûì îáðàçîì êîýôôèöèåíòû a� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè, íîäîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè ñõåìû (19) ê TVD-ñõåìàì çàòðóäíåíî èç-çà ïðîâåäåííîé ëèíåàðè-çàöèè.Ïî ôîðìóëàì îáðàòíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì èç ôîðìóë (19) ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ U è S:Ui+1=2 = 12 �Uia� + Ui+1a+ �+p32 �Si+1a+ � Sia�� ; Si+1=2 = 12 � Sia� + Si+1a+ �+ 12p3 �Ui+1a+ � Uia�� : (20)Èç ñèñòåìû (15) ïî ôîðìóëàì îáðàòíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì1c� U�+1 + 1h�iS�+1 + �U�+1 +W �+11 = 1c� Un +Q�+1=2;1c� S�+1 + 13h�iU�+1 + �S�+1 +W �+12 = 1c� Sn; (21)ãäå W �+11;i+1=2 = Æ�i+1=2U�+1i+1=2 � 3��i+1=2S�+1i+1=2; W �+12;i+1=2 = ���i+1=2U�+1i+1=2 + Æ�i+1=2S�+1i+1=2;Æ�i+1=2 = ��02p3 � 1 �1 + 1 �2 � = ��0U�(U2 � 3S2)� ; ��i+1=2 = ��06 � 1 �1 � 1 �2 � = ��0S�(U2 � 3S2)� :Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (20) â ñèñòåìó (21), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:a0iUi + b0iUi+1 + c0iSi + d0iSi+1 = f0i ; a1iUi + b1iUi+1 + c1iSi + d1iSi+1 = f1i ; (22)ãäåa0i = c1i =  1a�  1 + �p3q1 !!�i+1=2 ; b0i = d1i =  1a+  1� �p3q1 !!�i+1=2 ; q1 = 1c� + �+ Æ;c0i =  �p3a� � 2q1h � 3�q1a�!�i+1=2 ; d0i =  p3a+ + 2q1h � 3�q1a+!�i+1=2 ; a1i = c0i3 ; b1i = d0i3 ;f0i = 2q1 � 1c� Uni+1=2 +Q�+1=2i+1=2� ; f1i = 2c�q1Sni+1=2: (23)
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (22), (23) ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íîé ñõåìîé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîòîêîâîéïðîãîíêè. TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ñõåìû ÃîäóíîâàÄëÿ ñèñòåìû (15) ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëîæèòåëüíóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, èñ-ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè Ãîäóíîâà( 1)�+1i+1=2 = ( 1)�+1i ; ( 2)�+1i�1=2 = ( 2)�+1i :Ñ ïîìîùüþ TVD-ìåòîäîëîãèè óâåëè÷èì ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè:( 1)�+1i = ( 1)�+1i+1=2 � 0;5L (� 1)�+1i+1=2 ; ( 2)�+1i = ( 2)�+1i�1=2 + 0;5L (� 2)�+1i�1=2 : (24)Ïðîâåäåì ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (24) ïî ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì (19), è ïî ôîðìóëàì îáðàòíîãîïåðåõîäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè äëÿ U è S:Ui = a�Ui+1=2 + a+Ui�1=22 � p32 �a�Si+1=2 � a+Si�1=2� ;Si = a�Si+1=2 + a+Si�1=22 � 12p3 �a�Ui+1=2 � a+Ui�1=2� : (25)� 39 �



À. À. ØåñòàêîâÈç ñðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèé ñâÿçè (20) è (25) âèäíî, ÷òî TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ â ñõåìå Ãîäóíîâàäåéñòâóåò ñîâåðøåííî ïî-äðóãîìó, ÷åì â ñõåìå ÐÎÌÁ. Â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè ñõåìû Ãîäóíîâà âåëè-÷èíû Ui+1=2, Ui�1=2, Si+1=2, Si�1=2 çàìåíÿþòñÿ âåëè÷èíàìè a�Ui+1=2, a+Ui�1=2, a�Si+1=2, a+Si�1=2;â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè ñõåìû ÐÎÌÁ âåëè÷èíû Ui, Ui+1, Si, Si+1 çàìåíÿþòñÿ âåëè÷èíàìè Ui=a�,Ui+1=a+, Si=a�, Si+1=a+. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòû a�, a+ óâåëè÷èâàþò (èëèóìåíüøàþò) çíà÷åíèÿ U , S â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè ñõåìû Ãîäóíîâà, òî ýòè æå êîýôôèöèåíòû ñîîò-âåòñòâåííî óìåíüøàþò (èëè óâåëè÷èâàþò) çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ âåëè÷èí â ñîîòíîøåíèÿõ ñâÿçè ñõåìûÐÎÌÁ.Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (25) â óðàâíåíèÿ (21), ïîëó÷àåìa0iUi�1=2 + b0iUi+1=2 + c0iUi+3=2 + d0iSi�1=2 + e0iSi+1=2 + g0i Si+3=2 = f0i ;a1iUi�1=2 + b1iUi+1=2 + c1iUi+3=2 + d1iSi�1=2 + e1iSi+1=2 + g1i Si+3=2 = f1i ; (26)ãäåa0i = �(a+)ni�1=2p3 ; b0i = 1p3 (a+ + a�)ni+1=2 + 2h (q1)�i+1=2 ; c0i = �(a�)ni+3=2p3 ;d0i = � (a+)ni�1=2 ; e0i = (a+ � a�)ni+1=2 � 6h��i+1=2; g0i = (a�)ni+3=2 ; q1 = 1c� + �+ Æ;a1i = � (a+)ni�1=2 ; b1i = (a+ � a�)ni+1=2 � 6h��i+1=2; c1i = (a�)ni+3=2 ; f0i = 2h� 1c� Uni+1=2 +Q�+1=2i+1=2� ;d1i = �p3 (a+)ni�1=2 ; e1i = p3 (a+ + a�)ni+1=2 + 6h (q1)�i+1=2 ; g1i = �p3 (a�)ni+3=2 ; f1i = 6hc� Sni+1=2:Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ â ñèñòåìå (26), êàê è â ñèñòåìå (9), íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, íî ñîîò-âåòñòâóåò òðåõòî÷å÷íîé ñõåìå, êîòîðóþ ìîæíî ðåøàòü ìàòðè÷íîé ïðîãîíêîé.×èñëåííûå ðàñ÷åòûÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâå ìîäåëüíûå çàäà÷è, îïèñûâàþùèå îñòûâàíèå ïëîñêîãî è ñôå-ðè÷åñêîãî ñëîåâ â âàêóóìå. Îáå çàäà÷è äàþò ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîõðàíå-íèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè íà ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõ ñðàâíèâàþòñÿ TVDR-ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþTVD-ðåêîíñòðóêöèè ñõåìû ÐÎÌÁ, è ëèíåéíàÿ ìîíîòîííàÿ ñõåìà ÐÎÌÁ ïåðâîãî ïîðÿäêà.Çàäà÷à 1 (îñòûâàíèå ïëîñêîãî ñëîÿ â âàêóóìå). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè r = 0 çàäàíû ââèäå óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ, ïðè r = R = 4 ñì � â âèäå óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðîñòðàí-ñòâåííàÿ ñåòêà ðàâíîìåðíàÿ, 10 000 èíòåðâàëîâ. Øàã ïî âðåìåíè � = 10�8 ìêñ.Äëÿ íàãëÿäíîñòè òî÷íîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â ôàçîâîé ïëîñêîñòè (t; r) â âèäå ñõåìû íà ðèñ. 1.Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ðàçðûâíî ïî âñåì îñíîâíûì âåëè÷èíàì U , S,  1,  2.Ëèíèÿìè ðàçðûâà ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå ëèíèè-õàðàêòåðèñòèêè p3r � ct = const.Òî÷íîå ðåøåíèå â âèäå ïðîôèëåé òåìïåðàòóðû ôîòîíîâ Tfot = 4pU=4 110 â çàâèñèìîñòè îò ïðî-ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ U0 = 4110 íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0;1ìêñ ÷åðåçðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 2. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çäåñü æå ïðèâåäåíû ÷èñëåííûåðåçóëüòàòû ïî ðàçíîñòíûì ñõåìàì ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ñõåìû ÐÎÌÁ ïîâûøàåò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè è äàåòìîíîòîííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîôèëü òåìïåðàòóðû ïî ñõåìå ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé ðàçìàçûâàåòñÿ ñëàáåå, ÷åì ïî ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà.Çàäà÷à 2 (îñòûâàíèå ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ â âàêóóìå). Ðàññìàòðèâàåòñÿ îñòûâàíèå ñôåðûðàäèóñîì 4 ñì, çàïîëíåííîé òîëüêî ôîòîíàìè. Îñòàëüíûå äàííûå ñîâïàäàþò ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïî ñõåìå ÐÎÌÁ ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé è áåç íåå.Âèäíî, ÷òî TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ñõåìû ÐÎÌÁ â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè íà ðàçðûâíîì� 40 �



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé

Ðèñ. 1. Ñõåìà òî÷íîãî ðåøåíèÿ â ôàçîâîé ïëîñêîñòè (t; r)� 41 �



À. À. Øåñòàêîâ

Ðèñ. 2. Ïðîôèëè Tfot â ïëîñêîé ãåîìåòðèè ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè �t = 0;0005ìêñ: � TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ñõåìû ÐÎÌÁ; � ñõåìà ÐÎÌÁ ïåðâîãî ïîðÿäêà; � òî÷íîå ðåøåíèå

Ðèñ. 3. Ïðîôèëè Tfot â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè �t = 0;0005ìêñ:� TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ñõåìû ÐÎÌÁ; � ñõåìà ÐÎÌÁ ïåðâîãî ïîðÿäêà� 42 �



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèéðåøåíèè äàåò áåç ïîòåðè ïîëîæèòåëüíîñòè áîëåå êðóòîé ïðîôèëü òåìïåðàòóðû, ÷åì ñõåìà ïåðâîãîïîðÿäêà. Çàêëþ÷åíèåÎñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû áûëî èññëåäîâàíèå âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ïîñòðîåíèÿ ìîíî-òîííûõ ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàíûäâå ñõåìû: ñõåìà Ãîäóíîâà è ñõåìà ÐÎÌÁ.Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé æåëàòåëüíî ñî÷åòàòü âûñîêèéïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè è êîìïàêòíîñòü ñõåìíîãî øàáëîíà ñ ìîíîòîííîñòüþ èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå,ïîëîæèòåëüíîñòüþ ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Ïîñòðîåíèå êîìïàêòíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì âîçìîæíî ìå-òîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ ñòðîèòü ñõåìû íà ñëîæíûõñåòêàõ áåç ïîòåðè òî÷íîñòè.Ëèíåéíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè â ïåðâîì äèôôåðåíöèàëüíîì ïðèáëèæåíèè äà-þò óðàâíåíèå Êîðäåâåãà äå Âðèçà, êîòîðîå ñîçäàåò êîëåáàíèÿ â ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõ. Ïîýòîìóëèíåéíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà âñåãäà áóäóò íàðóøàòü ïîëîæèòåëüíîñòü è ìîíîòîííîñòü ðåøå-íèÿ. Ëèíåéíûå ñõåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà áîëåå äèññèïàòèâíû, íî èõ äèññèïàöèè íå õâàòàåò, ÷òîáûïîãàñèòü îñöèëëÿöèè, âîçíèêàþùèå íà ðàçðûâàõ. Ëèíåéíûå ñõåìû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ÿâëÿ-þòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè ïðè ðåàëèçàöèè, îñîáåííî â ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ. Íàõîæäåíèå ìîíî-òîííûõ ñõåì ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé â êëàññå ëèíåéíûõñõåì íåâîçìîæíî.Ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äî âòîðîãî è óëó÷øåíèÿ ìîíîòîííûõ ñâîéñòâ ìîæíî äîñòè÷üïóòåì çàìåíû óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòè íà óñëîâèå óìåíüøåíèÿ ïîëíîé âàðèàöèè â íåëè-íåéíûõ TVD-ñõåìàõ. Íåëèíåéíûå ñõåìû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè (âòîðîãî ïîðÿäêàè âûøå � TVNI, TVÂ, ENO, WENO, UNO è ò. ä.) íå èñêëþ÷àþò îñöèëëÿöèé, êîòîðûå íåäîïóñòèìûâ çàäà÷àõ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ñ îáÿçàòåëüíûì òðåáîâàíèåì ïîëîæèòåëüíîñòè òåìïåðàòó-ðû. Ýòè ñõåìû òàêæå íåæåëàòåëüíû ê ïðèìåíåíèþ äëÿ P1-óðàâíåíèé, òàê êàê ìîíîòîííîñòü èïîëîæèòåëüíîñòü â çàäà÷àõ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå âàæíûìè òðåáîâàíèÿìè,÷åì ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå â çàäà÷àõ ãàçîäèíàìèêè íåëèíåéíûå ìîíî-òîííûå MUSCL-ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ÿâíûìè è íàêëàäûâàþò æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð âðåìåííîãîøàãà, ïîýòîìó íå ïðèìåíèìû äëÿ çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.Àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñõåìû ÐÎÌÁ ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è ñõåìûÃîäóíîâà íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îäíîçíà÷íîãî âûâîäà, êàêóþ ñõåìó ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòüäëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè TVD-ðåêîíñòðóêöèåé. Õîòÿ ëèíåéíàÿ ñõåìà ÐÎÌÁ â îá-ùåì ñëó÷àå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè TVD-ðåêîíñòðóêöèåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ìîíîòîííóþ ñõåìó ÐÎÌÁ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿáëèçêà ïî ïîñòðîåíèþ ê ñõåìå Ãîäóíîâà è äàåò ïîõîæèå ðåçóëüòàòû. Ïîýòîìó TVD-ðåêîíñòðóêöèèîáåèõ ñõåì ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþòñÿ ïî òî÷íîñòè. Îäíàêî ñõåìà Ãîäóíîâà èñïîëüçóåò òðåõòî÷å÷-íûé øàáëîí, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íîé ïðîãîíêîé, à ñõåìà ÐÎÌÁ � äâóõòî÷å÷íûéøàáëîí, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áîëåå äåøåâóþ ïîòîêîâóþ ïðîãîíêó â îäíîìåðíûõ ãåî-ìåòðèÿõ. Â ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ íà ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãîíîêìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðàñùåïëåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì. Íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåò-êàõ, ãäå íåëüçÿ ïðèìåíèòü ìàòðè÷íóþ è ïîòîêîâóþ ïðîãîíêè, ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ðåøàòåëè,â êîòîðûõ ñèòóàöèÿ ìîæåò ïîìåíÿòüñÿ. Èç-çà áîëåå ñèëüíîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ìàòðèöàêîýôôèöèåíòîâ ðàçíîñòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ ïî ñõåìå Ãîäóíîâà, ìîæåòëåã÷å è áûñòðåå îáðàùàòüñÿ, ÷åì ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïî ñõåìå ÐÎÌÁ [24].Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ è ïðàêòèêà ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî õîòÿ â P1-ïðèáëèæåíèè ëè-íåéíàÿ ñõåìà ÐÎÌÁ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè [25] è íåëèíåéíàÿ ñõåìà Ãîäóíîâà ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé [26] äàþò íåïëîõèå ðåçóëüòàòû, ïîñòðîåíèå ïîëîæèòåëüíîé ñõåìû ïîâûøåííîãî ïî-ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñî ñòðîãèì òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì âîçìîæíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ íåëè-íåéíîé ðåêîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùåé ïåðåõîäèòü ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìå â ïëîñêîé ãåîìåò-ðèè, ò. å. ïî TVDR-ñõåìàì. � 43 �
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