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ÓÄÊ 519.6 ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÎÃÐÀÍÈ×ÈÒÅËÅÉ ÃÐÀÄÈÅÍÒÀÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀÂÜÅ�ÑÒÎÊÑÀÍÀ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÍÅÑÒÐÓÊÒÓÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÑÅÒÊÀÕÑ. Â. Ëàøêèí, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Å. Â. Ãëàçóíîâà, Í. Â. Òàðàñîâà, À. Â. ßëîçî(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Àíàëèçèðóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòó-ðèðîâàííûõ ñåòêàõ ïðèìåíèòåëüíî ê êîíå÷íî-îáúåìíûì ìåòîäàì äèñêðåòèçàöèè óðàâ-íåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà SIMPLE. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå îãðàíè-÷èòåëåé íà òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíûõ êîíâåê-òèâíûõ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà, â òîì ÷èñëå òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ïî èòåðà-öèîííîìó àëãîðèòìó Ãðèíà�Ãàóññà. Ïðèâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû ñæèìàåìûõ è íåñæèìàåìûõòå÷åíèé íà ñåòêàõ ðàçëè÷íîé òîïîëîãèè. Äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî îïòèìàëüíîìó èñ-ïîëüçîâàíèþ îãðàíè÷èòåëåé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìàSIMPLE.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îãðàíè÷èòåëè ãðàäèåíòà, íåñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè, óðàâíåíèÿÍàâüå�Ñòîêñà, àëãîðèòì SIMPLE. ÂâåäåíèåÎäíèì èç óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé æèäêîñòè è ãàçàÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì SIMPLE [1, 2], èñïîëüçóþùèé ðàñùåïëåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå�Còîêñà(pressure-based algorithm). Ðîáàñòíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà íàïðÿìóþ çàâèñèò îò óñòîé÷èâîñòè ñõåìïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðè äèñêðåòèçàöèè êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî, âõîäÿùåãî â óðàâíå-íèå ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Ïðèìåíåíèå òàêèõ ñõåì îáÿçàòåëüíî â ðàñ÷åòàõ ñ èñïîëüçî-âàíèåì âèõðåðàçðåøàþùèõ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè, òå÷åíèé ñ óäàðíûìè âîëíàìè, âîëíàìè ðàçðå-æåíèÿ è ò. ä., ïîñêîëüêó ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà â òàêèõ ðàñ÷åòàõ, õîòÿ è ïîâûøàþò èõ íàäåæíîñòü,çà÷àñòóþ ïðèâîäÿò ê ÷ðåçìåðíîìó ðàçìàçûâàíèþ ðåøåíèÿ [3, 4]. Äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñõåì áû-ëî ïðåäëîæåíî äëÿ áëî÷íî-ñòðóêòóðèðîâàííûõ [5] è ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê [6].Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì áîëüøèíñòâà ðàçðàáîòàííûõ ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ äèñêðåòèçàöèè êîí-âåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî ÿâëÿåòñÿ èõ íåóñòîé÷èâîñòü è ïîëó÷åíèå íåôèçè÷íûõ, îñöèëëèðóþùèõ ðå-çóëüòàòîâ ïðè ðåøåíèè âåðèôèêàöèîííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðî-âàííûõ ñåòêàõ [7].Äàëüíåéøèå óñèëèÿ â ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè ñõåì ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñâÿçàíûñ óëó÷øåíèåì ñâîéñòâ äèññèïàòèâíîñòè è äèñïåðñèè ïðè àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ ïîòîêîâ.Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ñõåì áåç ïîòåðè èõ ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ çàìå-íîé óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòè íà óñëîâèå óìåíüøåíèÿ ïîëíîé âàðèàöèè (Total VariationDiminishing, TVD) [8]. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòîìó óñëîâèþ, ââîäèòñÿ ñêàëÿðíûé îãðàíè÷èòåëüãðàäèåíòà èñêîìîé ôóíêöèè, çàâèñÿùèé îò ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ.Â îñíîâíîì îãðàíè÷èòåëè ãðàäèåíòà èñïîëüçóþòñÿ â ïðîòèâîïîòîêîâûõ ñõåìàõ âòîðîãî ïîðÿäêàòî÷íîñòè [8, 9], ÷òî äîëæíî ïðåäîòâðàùàòü ëîæíûå îñöèëëÿöèè, ÷àñòî âîçíèêàþùèå ïðè ðàñ÷åòåòå÷åíèé ñ óäàðíûìè âîëíàìè, âîëíàìè ðàçðåæåíèÿ è ò. ä. Â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷èòåëè ãðàäèåíòàïðåäîòâðàùàþò âûõîä çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðè ãðàäèåíòíîé ðåêîíñòðóêöèè âåëè÷èíû íà ãðàíèÿ÷åéêè, çà ïðåäåëû åå ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà â ÿ÷åéêàõ, ñîñåäíèõ ñ äàííîé [10].� 3 �



Ñ. Â. Ëàøêèí, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Å. Â. Ãëàçóíîâà è äð.Îãðàíè÷èòåëè ãðàäèåíòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè âû÷èñëåíèè ñàìîãî ãðàäèåíòà èòåðàöèîííûììåòîäîì Ãðèíà�Ãàóññà [11], ÷òî îáåñïå÷èâàåò áîëåå òî÷íîå åãî çíà÷åíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîèòåðà-öèîííûì âû÷èñëåíèåì. Â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ñïîñîáàì âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòàñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷èòåëåé, ìîæíî íàéòè ðàçíîîáðàçíûå ïîäõîäû, â òîì ÷èñëå îñíîâàííûå íàóçëîâîì ïðåäñòàâëåíèè ñåòî÷íîé ìîäåëè [10, 12�15].Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâà ñïîñîáà ïðèìåíåíèÿ îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà äëÿ ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ ñ ïîìîùüþàëãîðèòìà SIMPLE. Ïåðâûé âàðèàíò îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè îãðàíè÷èòåëÿ ãðàäèåíòà ïðè äèñ-êðåòèçàöèè êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèè ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, âòîðîé, â äî-ïîëíåíèå ê ïåðâîìó, ïðåäïîëàãàåò åãî èñïîëüçîâàíèå ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòà ïî èòåðàöèîííîìóàëãîðèòìó Ãðèíà�Ãàóññà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî îãðàíè÷èòåëÿ ãðàäèåíòà áåðåòñÿ îäíà èçòðåõ ëèìèòèðóþùèõ ôóíêöèé [10, 12, 16].Âû÷èñëåíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõÑïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî îãðàíè÷èòåëÿ ãðàäèåíòà íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõñåòêàõ � äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îïóáëèêîâà-íû äåñÿòêè ðàáîò, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî îòìåòèòü îáçîðû [8, 9, 17]. Îñíîâíàÿ çàäà÷à îãðàíè÷èòåëåéãðàäèåíòà � ïîäàâëÿòü îñöèëëÿöèè, âîçíèêàþùèå ïðè ðàñ÷åòå òå÷åíèé ñ âûñîêèìè ãðàäèåíòàìèâåëè÷èí íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ.Ñóòü àëãîðèòìà ðàñ÷åòà îãðàíè÷èòåëÿ ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêîãî åãî çíà÷åíèÿ, ÷òîáû ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòíîé ðåêîíñòðóêöèè âåëè÷èíû íà ïðîèçâîëüíóþ ãðàíü ÿ÷åéêè çíà÷åíèå ýòîéâåëè÷èíû íå âûõîäèëî çà ïðåäåëû åå ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà â îêðóæàþùèõ ÿ÷åéêàõ:min ('N ; 'P ) � 'P + �P (r'P � dPf ) � max ('N ; 'P ) ; (1)ãäå 'P � çíà÷åíèå âåëè÷èíû â öåíòðå èñõîäíîé ÿ÷åéêè P ; 'N � çíà÷åíèå âåëè÷èíû â öåíòðåñîñåäíåé ñ P ÿ÷åéêè N ; �P � ñêàëÿðíûé îãðàíè÷èòåëüíûé êîýôôèöèåíò (0 � �P � 1); r'P �ãðàäèåíò âåëè÷èíû ' â ÿ÷åéêå P ; dPf � âåêòîð ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðîì òåêóùåé ÿ÷åéêè èöåíòðîì ãðàíè f , îáùåé äëÿ ÿ÷ååê P è N (ðèñ. 1).Ñîãëàñíî [10] äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1) âû÷èñëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷å-íèÿ âåëè÷èíû ' ïî âñåì ÿ÷åéêàì � êàê ñàìîé ÿ÷åéêè P , òàê è åå îêðóæàþùèõ:'maxP = max ('P ; 'N1; 'N2; : : :) ; 'minP = min ('P ; 'N1; 'N2; : : :) :

Ðèñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ êîíòðîëüíîãî îáúåìà P � 4 �



Ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ïðîèçâîëüíûõ: : :Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíîå �maxP è ìèíèìàëüíîå �minP ïðèðàùåíèÿ âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîçíà÷åíèé â èñõîäíîé ÿ÷åéêå P :�maxP = 'maxP � 'P ; �minP = 'minP � 'P : (2)Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå âåëè÷èíû íà êàæäîé ãðàíè f ÿ÷åéêè P :�f = r'P � dPf : (3)Èñõîäÿ èç çíà÷åíèé (2) è (3), äëÿ êàæäîé ãðàíè âû÷èñëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò rf , èñïîëüçóåìûé ïðèðàñ÷åòå îãðàíè÷èòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà �P èç (1) äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ëèìèòèðóþùåé ôóíêöèè:rf = 8>>>>><>>>>>: �maxP�f ; åñëè �f > 0;�minP�f ; åñëè �f < 0;1; åñëè �f = 0: (4)Â äàííîé ðàáîòå îïèñàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðè âû÷èñëåíèè îãðàíè÷èòåëÿ ãðàäèåí-òà, õîòÿ ñóùåñòâóþò è äðóãèå âàðèàöèè àëãîðèòìà, â òîì ÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì óçëîâ, îáðàçóþùèõÿ÷åéêó (êîíòðîëüíûé îáúåì) [10].Ëèìèòèðóþùèå ôóíêöèè. Â àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ îãðàíè÷èòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà èñïîëü-çóåòñÿ òà èëè èíàÿ ëèìèòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ. Íà òåêóùèé ìîìåíò èçâåñòíî è îïóáëèêîâàíî áîëååäåñÿòêà ðàçíîîáðàçíûõ ëèìèòèðóþùèõ ôóíêöèé, îáçîð êîòîðûõ ïðèâåäåí â [11]. Çäåñü áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü òðè èç íèõ, õîðîøî èçâåñòíûå [10, 12, 16].Ôóíêöèÿ Áàðòà�Äæåñïåðñåíà, âïåðâûå ïðåäëîæåííàÿ â [10], çàïèñûâàåòñÿ â âèäå�f = min (rf ; 1) ;ãäå rf � êîýôôèöèåíò, ðàññ÷èòûâàåìûé ïî ôîðìóëå (4); �f � îãðàíè÷èòåëüíûé êîýôôèöèåíò äëÿãðàíè f .Âòîðàÿ èññëåäóåìàÿ ëèìèòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, Âàí Ëååðà, îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó íåëèíåéíûõ(äèôôåðåíöèàëüíûõ) ôóíêöèé [12]: �f = min�rf 2 + rfrf 2 + 1 ; 1� :Òðåòüÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ, ëèìèòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Âåíêàòàêðèøíàíà, òàêæå îòíîñèòñÿ ê ñå-ìåéñòâó íåëèíåéíûõ ôóíêöèé îãðàíè÷åíèÿ è ïðåäëîæåíà â [15]:�f = min� rf 2 + 2rfrf 2 + rf + 2 ; 1� :Îêîí÷àòåëüíî îãðàíè÷èòåëüíûé êîýôôèöèåíò äëÿ ÿ÷åéêè P ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ìèíèìóì çíà-÷åíèé �f íà åå ãðàíÿõ: �P = min (�f1; �f2; : : :) :Íà ðèñ. 2 äëÿ êàæäîé ëèìèòèðóþùåé ôóíêöèè ïðèâåäåíà äèàãðàììà Ñâåáè [14], ïîêàçûâàþùàÿçàâèñèìîñòü åå çíà÷åíèé �f îò êîýôôèöèåíòà rf . Çíà÷åíèå �f = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå ïåðâîãîïîðÿäêà òî÷íîñòè, �f = 1 � ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà. Âèäíî, ÷òî ñàìàÿ "ñòðîãàÿ" ôóíêöèÿ îãðàíè÷å-íèÿ � ýòî ôóíêöèÿ Âåíêàòàêðèøíàíà, äåëàþùàÿ ïåðåõîä ê ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà ïîçæå âñåõ (ïðèrf = 2).Îãðàíè÷èòåëè â êîíâåêòèâíûõ ñõåìàõ. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ àëãî-ðèòìà SIMPLE, � ýòî óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, îïèñûâàþùèå� 5 �
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè ôóíêöèé îãðàíè÷èòåëåé îò êîýôôèöèåíòà rf : � � Áàðòà�Äæåñïåðñåíà; � ÂàíËååðà; � Âåíêàòàêðèøíàíàòå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè: @�@t +r � (�u) = 0;@�u@t +r � (�u
 u) = �rp+r � (T� +Tt) ; (5)ãäå u � âåêòîð ñêîðîñòè; � � îñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü; p � äàâëåíèå; T�, Tt � ìîëåêóëÿðíûé èòóðáóëåíòíûé òåíçîðû âÿçêèõ íàïðÿæåíèé.Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ êîíâåêòèâíîãî (âòîðîãî) ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèè ñîõðàíåíèÿ êîëè÷å-ñòâà äâèæåíèÿ [1, 18]. Îãðàíè÷èòåëè ãðàäèåíòà èñïîëüçóþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò âåêòîðàñêîðîñòè ïî ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä êîíòðîëüíîãî îáúåìà ê êîíâåêòèâíîìó ñëàãà-åìîìó è ïåðåõîäÿ îò èíòåãðàëà ïî îáúåìó ê èíòåãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåì:ZS �'(u � n)dS = Xf=nb(P ) (�un � S)f un+1f ; (6)ãäå Sf � âåêòîð-ïëîùàäü ãðàíè f ; �funf � Sf � ìàññîâûé ïîòîê ÷åðåç ãðàíü f íà ïðåäûäóùåìèòåðàöèîííîì øàãå n; un+1f � âåêòîð ñêîðîñòè íà íîâîì èòåðàöèîííîì øàãå n + 1, âû÷èñëÿåìûéïî ñõåìå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â ôîðìóëå (6) ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ãðàíÿì f = nb (P )ÿ÷åéêè P .Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè un+1f íàïðÿìóþ âëèÿåò íà òî÷íîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåçóëüòàòà. Îä-íàêî èñïîëüçîâàíèå ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ äëÿ äàí-íîãî ñëàãàåìîãî ìîæåò ïðèâîäèòü ê îñöèëëÿöèÿì ðåøåíèÿ èëè âîîáùå íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ [7]. Êàê ïîêàçûâàåò âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðàêòèêà, ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ñõåìûñ îòëîæåííîé êîððåêöèåé [19] è ââîäèòü ôàêòîð ñìåøèâàíèÿ:un+1f = �un+1f �UD + ���unf �HO � �unf �UD�;ãäå �un+1f �UD � âåêòîð ñêîðîñòè ïî ïðîòèâîïîòîêîâîé ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (UD);�unf�CD � âåêòîð ñêîðîñòè ïî ñõåìå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íàïðèìåð öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîé (CD); � �� 6 �



Ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ïðîèçâîëüíûõ: : :ôàêòîð ñìåøèâàíèÿ ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà è ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà. Çíà÷åíèÿ äëÿ � çàäàþòñÿâ äèàïàçîíå [0; 1]: ïðè � = 0 ñõåìà ñ îòëîæåííîé êîððåêöèåé ñòàíîâèòñÿ ñõåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà,ïðè � = 1 � ñõåìîé âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü èäëÿ "ñìåøèâàíèÿ" ñõåì òîëüêî âûñîêîãî ïîðÿäêà, íàïðèìåð CD è QUICK [19]. Ìåòîä îòëîæåííîéêîððåêöèè íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, òàê êàê � ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé è ìåíÿåò ïîðÿäîêòî÷íîñòè ñõåìû äëÿ âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Ñõåìû ñåìåéñòâà TVD, â îòëè÷èå îò îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà îòëîæåííîé êîððåêöèè, ïîçâîëÿþòìåíÿòü ïîðÿäîê ñõåìû òîëüêî òàì, ãäå ýòî íåîáõîäèìî, íàïðèìåð â îáëàñòÿõ âûñîêèõ ãðàäèåí-òîâ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, âîçíèêàþùèõ íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû. Îäèí èç âàðèàíòîâ òàêîé ñõå-ìû � ïðîòèâîïîòîêîâàÿ ñõåìà ñ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (Linear UpwindDi�erences, LUD) [11] � çàïèøåòñÿ â âèäå'f = 8<: 'P + �Pr'P � dPf ; åñëè mf � 0;'N + �Nr'N � dNf ; åñëè mf < 0; (7)ãäå dNf � âåêòîð ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ÿ÷åéêè N äî öåíòðà ãðàíè f (ñì. ðèñ. 1); �N � îãðàíè÷è-òåëüíûé êîýôôèöèåíò â ÿ÷åéêå N ; mf � ìàññîâûé ïîòîê ÷åðåç ãðàíü f . Èñïîëüçîâàíèå äàííîãîâàðèàíòà ñõåìû íå ïîçâîëÿåò çíà÷åíèÿì âåëè÷èí íà ãðàíÿõ âûõîäèòü çà ïðåäåëû ìèíèìóìà è ìàê-ñèìóìà èõ çíà÷åíèé â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñõåìû âûñîêîãîïîðÿäêà ïðàêòè÷åñêè âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è îäíîâðåìåííî ïîäàâëÿòü ëîæíûå îñöèëëÿöèè âîáëàñòÿõ âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ, ãäå ïîðÿäîê ñõåìû ìîæåò ïîíèæàòüñÿ äî ïåðâîãî.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó (7) äèñêðåòèçàöèè êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî àëãîðèòìà SIMPLE âîâñåõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïðèâåäåííûõ íèæå.Îãðàíè÷èòåëè â âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòà. Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ êîìïîíåíò ñêîðî-ñòè è äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ôàêòîðîì ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà, îñîáåííî ïðè òðàíñçâóêîâûõ è ñâåðõçâóêîâûõ òå÷åíèÿõ, ãäå ñèëà òðåíèÿ, çàâèñÿùàÿîò ãðàäèåíòîâ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè îöåíêå àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàê-òåðèñòèê. Áîëåå òîãî, ïðîèçâîäíûå êîìïîíåíò ñêîðîñòåé èñïîëüçóþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïîëó-ýìïèðè÷åñêèõ RANS-ìîäåëÿõ òóðáóëåíòíîñòè è âëèÿþò íà ïîëó÷àåìóþ òóðáóëåíòíóþ âÿçêîñòü.Îäíèì èç øèðîêî èçâåñòíûõ è ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà â êîíå÷-íî-îáúåìíûõ êîäàõ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Ãðèíà�Ãàóññà, èñïîëüçóþùèé ñëåäóþùóþ ôîðìóëó [11]:r'P = 1V Xf=nb(P )'fSf ;ãäå 'f = 'P + 'N2 � çíà÷åíèå ' íà ãðàíè f ÿ÷åéêè P , âû÷èñëÿåìîå ïðîñòûì àðèôìåòè÷åñêèìóñðåäíåíèåì.Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà â ÿ÷åéêå òðåáóåò ìîäèôèêàöèè èñõîäíîãî àëãîðèòìàââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèé (èõ êîëè÷åñòâî çàâèñèò îò æåëàåìîé òî÷íîñòè):r'kP = MXk=1 1V Xf=nb(P )'kfSf ;à òàêæå èçìåíåíèÿ ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû 'kf íà ãðàíè ÿ÷åéêè íà âòîðîé è ïîñëå-äóþùèõ èòåðàöèÿõ k. Çäåñü M � îáùåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòà. Òàêèìîáðàçîì, íà ïåðâîé èòåðàöèè 'k=1f = 'P + 'N2 , íà âòîðîé è ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ äëÿ âû÷èñëåíèÿçíà÷åíèÿ 'kf èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû:'kf = 'kf;P + 'kf;N2 ; 'kf;P = 'P + �P �r'k�1P � dPf� ; 'kf;N = 'N + �N �r'k�1N � dNf� ;� 7 �



Ñ. Â. Ëàøêèí, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Å. Â. Ãëàçóíîâà è äð.ãäå 'kf;P , 'kf;N � çíà÷åíèÿ ' íà ãðàíè f ñî ñòîðîíû ÿ÷åéêè P è ñî ñòîðîíû ÿ÷åéêè N ñîîòâåòñòâåííî;r'k�1P , r'k�1N � ãðàäèåíòû ' â ÿ÷åéêàõ P è N ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè k� 1. Êàê è äëÿ âûøåîïè-ñàííîé ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà LUD, èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà â èñõîäíîé ñõåìå íåïîçâîëèò çíà÷åíèÿì 'f âûõîäèòü çà ïðåäåëû ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ' â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûïîëíÿþòñÿ òðè èòåðàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ êîìïîíåíò ñêîðîñòèè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìûõ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (5). Ïî îïûòó àâòîðîâ, äàëüíåéøååóâåëè÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè, ïðè ýòîì íåðàöèî-íàëüíî ðàñõîäóþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÏðåäñòàâëåííàÿ ìåòîäèêà ðåàëèçîâàíà â ïàêåòå ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ � ïðîãðàììíîì ïðîäóêòå,ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííûõ òðåõìåðíûõ çàäà÷ êîíâåêòèâíîãî òåïëîìàññîïåðåíî-ñà, àýðîäèíàìèêè è ãèäðîäèíàìèêè íà ïàðàëëåëüíûõ ÝÂÌ [18, 20�23]. Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿìîäåëè îñíîâàíà íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå [20, 22], ïîçâîëÿþùåì ýôôåêòèâíî èñ-ïîëüçîâàòü ñîòíè âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð, à òàêæå ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãîìåòîäà [20]. Ïàêåò ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ îðèåíòèðîâàí íà ðåøåíèå çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäè-íàìèêè íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ [24]. Îí óñïåøíî ïðîøåë âåðèôèêàöèþ èïîêàçàë äîñòàòî÷íî õîðîøèå ðåçóëüòàòû íà ñåðèè ðàçëè÷íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ [20, 21, 24,25], âêëþ÷àÿ ðàñ÷åòû òóðáóëåíòíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé [3�6, 26, 32], à òàêæå ãåîôèçè÷åñêèõÿâëåíèé [27�29, 35].Âî âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè k-omega SST ñàâòîìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì øèðèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [30].Çàäà÷à 1. Òå÷åíèå â êàíàëå çà îáðàòíûì óñòóïîì. Èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè îãðàíè÷è-òåëåé ãðàäèåíòà ïðè ðàñ÷åòå íåñæèìàåìûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ïðîâîäèëîñü íà çàäà÷å î òå÷åíèèçà îáðàòíûì óñòóïîì [31] ñ ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà Re = 2;1 � 104. Äåòàëüíûé ÷èñëåííûé àíàëèç äàííîéçàäà÷è íà ñåòêàõ ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåí â [4, 25, 32].Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëèñü òðè òèïà òðåõìåðíûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê (èñõîäíàÿ ïî-ñòàíîâêà çàäà÷è � äâóìåðíàÿ): ãåêñàãîíàëüíàÿ (1,125 � 106 ÿ÷ååê), ïîëèýäðàëüíàÿ (1;05644 � 106ÿ÷ååê) è òåòðàýäðàëüíàÿ (1;646 � 106 ÿ÷ååê) (ðèñ. 3). Äëÿ âñåõ ñåòîê âáëèçè òâåðäûõ ñòåíîê ïîñòðî-åíû ïðèçìàòè÷åñêèå ñëîè ñ êîýôôèöèåíòîì ðîñòà íå áîëåå 1,2. Òîëùèíà ïåðâîé ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêèãåêñàãîíàëüíîé ñåòêè ñîñòàâëÿåò 2;28 � 10�5 ì, ïîëèýäðàëüíîé è òåòðàýäðàëüíîé � 4;16 � 10�3 ì, ÷òîîáåñïå÷èâàåò çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû y+ < 1. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â êîîðäèíàòíîì íàïðàâ-ëåíèè Z èìååò òîëùèíó, ðàâíóþ óäâîåííîé âûñîòå óñòóïà.Äëÿ îöåíêè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà àíàëèçèðîâàëñÿ êîýôôèöèåíò òðåíèÿ âäîëü íèæíåé ñòåíêè Cf == 2�w�1u21 ; ãäå �w � êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ñòåíêå; �1 è u1 � ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü ìî-äåëèðóåìîãî âåùåñòâà è ìîäóëü ñêîðîñòè â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå (îáû÷íî ýòî ïëîòíîñòü èñêîðîñòü íà âõîäå â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü). Ðàñ÷åòíûé êîýôôèöèåíò Cf ñðàâíèâàëñÿ ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíûìè çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ âèõðÿ. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêèçàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îò êîîðäèíàòû x äëÿ òðåõ îïèñàííûõ âûøå îãðàíè÷èòåëåé, ïðè-ìåíÿåìûõ ïðè âû÷èñëåíèè êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.Àíàëèç ãðàôèêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà ãåêñàãîíàëüíîé ñåòêå, áîëåå êà-÷åñòâåííî îïèñûâàþò òî÷êó ïåðåõîäà êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ê ïîëî-æèòåëüíûì. Äëÿ äàííîé ñåòî÷íîé ìîäåëè âñå ðàññìàòðèâàåìûå ëèìèòèðóþùèå ôóíêöèè äàþòáëèçêèé ðåçóëüòàò (ìàêñèìàëüíîå îòëè÷èå îò ýêñïåðèìåíòà � îêîëî 1%). Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íàäâóõ íåîðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõ, äàþò áîëüøåå îòëè÷èå îò ýêñïåðèìåíòà â òî÷êå ïðèñîåäèíåíèÿ, ïðè-÷åì ëèìèòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Âåíêàòàêðèøíàíà ïîêàçûâàåò íàèìåíåå êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò ïîñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îãðàíè÷èòåëÿìè. Ýòî íå ÿâëÿåòñÿ íåîæèäàííîñòüþ, òàê êàê äàííàÿ ôóíêöèÿïðåäúÿâëÿåò áîëüøèå òðåáîâàíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñõåìå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.� 8 �



Ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ïðîèçâîëüíûõ: : :

Ðèñ. 3. Çàäà÷à 1. Âíåøíèé âèä ñåòîê: à � ãåêñàãîíàëüíàÿ áëî÷íî-ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà; á, â � ýëåìåíòûíåñòðóêòóðèðîâàííûõ ïîëèýäðàëüíîé è òåòðàýäðàëüíîé ñåòîê äëÿ âûäåëåííîé îáëàñòè óñòóïà

Ðèñ. 4. Çàäà÷à 1. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ íà ãåêñàãîíàëüíîé (à), òåòðàýäðàëüíîé (á ) è ïîëèýäðàëüíîé (â)ñåòêàõ äëÿ òðåõ îãðàíè÷èòåëåé: M � Âàí Ëååðà; � Âåíêàòàêðèøíàíà; � Áàðòà�Äæåñïåðñåíà; � �ýêñïåðèìåíò � 9 �



Ñ. Â. Ëàøêèí, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Å. Â. Ãëàçóíîâà è äð.Âî âòîðîé ÷àñòè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëÿëîñü, âíîñèò ëè ñóùåñòâåííûé âêëàä â ïîëó-÷àåìûå ðåçóëüòàòû óòî÷íåíèå ãðàäèåíòîâ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè â èòåðàöèîííîìàëãîðèòìå Ãðèíà�Ãàóññà ëèìèòèðóþùåé ôóíêöèè Âåíêàòàêðèøíàíà. Íà ðèñ. 5 ñðàâíèâàþòñÿ ðå-çóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ äàííîãî îãðàíè÷èòåëÿ ïðè âû÷èñëåíèè äèôôóçèîííîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ ñ åãî äîïîëíèòåëüíûì èñïîëüçîâàíèåì äëÿ óòî÷íåíèÿ ãðàäèåíòîâ è áåç òàêîãî èñïîëüçî-âàíèÿ.Ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è óòî÷íåíèå âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ñêîðîñòè â èòåðàöèîí-íîì ìåòîäå Ãðèíà�Ãàóññà ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷èòåëÿ íå îêàçàëî ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íàòî÷íîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðîâåäåííûå àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿäëÿ äðóãèõ îãðàíè÷èòåëåé òàêæå ïîêàçàëè íåñóùåñòâåííîñòü âëèÿíèÿ óòî÷íåíèÿ ãðàäèåíòà ñ ïðè-ìåíåíèåì îãðàíè÷èòåëÿ íà èòîãîâûé ðåçóëüòàò.

Ðèñ. 5. Çàäà÷à 1. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, ïîëó÷åííûé íà ãåêñàãîíàëüíîé (à), òåòðàýäðàëüíîé (á ) è ïîëèýä-ðàëüíîé (â) ñåòêàõ ñ ïðèìåíåíèåì îãðàíè÷èòåëÿ Âåíêàòàêðèøíàíà: � áåç åãî èñïîëüçîâàíèÿ â àëãîðèòìåÃðèíà�Ãàóññà; Æ � ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì â àëãîðèòìå Ãðèíà�Ãàóññà; � � ýêñïåðèìåíòÇàäà÷à 2. Òå÷åíèå â òðàíñçâóêîâîì äèôôóçîðå. Ïðèìåíèìîñòü îãðàíè÷èòåëåé â ñëó÷àåðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé èññëåäîâàëàñü íà ïðèìåðå äâóõ çàäà÷. Ïåðâàÿ èç íèõ � ðàñ÷åò òå÷åíèÿâÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà â òðàíñçâóêîâîì äèôôóçîðå ñ ïðÿìûì ñêà÷êîì óïëîòíåíèÿ. Ðàñ÷åòíàÿîáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàíàë ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 6) ñ ìèíèìàëüíîé âûñîòîé ãîðëà h == 4;4 � 10�2 ì. Ïîòîê ðàçãîíÿåòñÿ äî çâóêîâîé ñêîðîñòè â îáëàñòè ìèíèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ, è íàâûõîäå èç êàíàëà â çàâèñèìîñòè îò ïðîòèâîäàâëåíèÿ çà ãîðëîì ðåàëèçóåòñÿ ñêà÷îê óïëîòíåíèÿñîîòâåòñòâóþùåé èíòåíñèâíîñòè [33]. Òå÷åíèå õàðàêòåðèçîâàëîñü ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà Re � 7 � 105.Â ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëèñü òðåõìåðíûå ñåòî÷íûå ìîäåëè (èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è �äâóìåðíàÿ), îòëè÷àþùèåñÿ òèïîì è êîëè÷åñòâîì ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê. Âáëèçè òâåðäûõ ñòåíîê áûëèïîñòðîåíû ïðèçìàòè÷åñêèå ñëîè ñ êîýôôèöèåíòîì ðîñòà 1,2. Îñíîâíûå ïàðàìåòðû ïîñòðîåíèÿ ðàñ-÷åòíûõ ñåòîê ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.Ïàðàìåòðû ïîñòðîåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê äëÿ çàäà÷è 2 ÑåòêàÏàðàìåòð ãåêñàãîíàëüíàÿ ïîëèýäðàëüíàÿ òåòðàýäðàëüíàÿÊîëè÷åñòâî ÿ÷ååê 3;6 � 104 1;15 � 104 2;5 � 104Ðàçìåð 1-ãî ïðèçìàòè÷åñêîãî ñëîÿ, ì 2 � 10�4 1 � 10�4 1 � 10�4Êîëè÷åñòâî ïðèçìàòè÷åñêèõ ñëîåâ 8 10 10� 10 �



Ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ïðîèçâîëüíûõ: : :

Ðèñ. 6. Çàäà÷à 2. Èñïîëüçóåìûå ðàñ÷åòíûå ñåòêè â îêðåñòíîñòè ãîðëàÃåêñàãîíàëüíàÿ ñåòêà èìååò ñãóùåíèå â îáëàñòè ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ, íåñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêèïîñòðîåíû ðàâíîìåðíî. Õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ÿ÷ååê òåòðàýäðàëüíîé è ïîëèýäðàëüíîé ñåòîê ñî-ïîñòàâèìû ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ÿ÷ååê áëî÷íî-ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè. Èõ âíåøíèé âèä âîêðåñòíîñòè ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 6.Â äàííîé çàäà÷å àíàëèçèðîâàëîñü ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ âäîëü âåðõíåé îáðàçóþ-ùåé êàíàëà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â îáëàñòè ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîí-âåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òðåõ ëèìèòèðóþùèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7.Âèäíî, ÷òî íà ãåêñàãîíàëüíîé ñåòêå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçíûõ ëèìèòèðóþùèõ ôóíêöèé ïðàêòè÷åñêèíå îòëè÷àþòñÿ. Äëÿ íåîðòîãîíàëüíûõ ñåòîê áîëåå ñóùåñòâåííû ðàçëè÷èÿ êàê ìåæäó ðåçóëüòàòàìèìîäåëèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, òàê è ìåæäó ðåçóëüòàòàìè äëÿ ðàçíûõ ëèìèòè-ðóþùèõ ôóíêöèé. Ðåçóëüòàò, íàèáîëåå äàëåêèé îò ýêñïåðèìåíòà, áûë ïîëó÷åí íà ïîëèýäðàëüíîéñåòêå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîëèýäðàëüíûå ýëåìåíòû çàìåòíî ïîâûøàþò äèññèïàòèâíîñòü ñõåìû.×òî êàñàåòñÿ ëèìèòèðóþùèõ ôóíêöèé, òî ôóíêöèÿ Âåíêàòàêðèøíàíà, êàê è îæèäàëîñü, áîëååñóùåñòâåííî ïîíèçèëà ïîðÿäîê ñõåìû (äî ïåðâîãî) è â öåëîì ïîêàçàëà áîëåå îòëè÷àþùèéñÿ îòýêñïåðèìåíòà ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèÿìè Áàðòà�Äæåñïåðñåíà è Âàí Ëååðà.Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ïðèìåíåíèåì è áåç ïðèìåíåíèÿ îãðàíè÷èòåëÿÂåíêàòàêðèøíàíà â ìíîãîèòåðàöèîííîì àëãîðèòìå Ãðèíà�Ãàóññà. Âèäíî, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷èóòî÷íåíèå âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ â èòåðàöèîííîì ìåòîäå Ãðèíà�Ãàóññà ñ ïðèìåíåíèåì îãðàíè÷è-òåëÿ íå îêàçàëî ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ.Çàäà÷à 3. Îáòåêàíèå ìîäåëüíîãî êðûëà ONERA M6. Âòîðîé çàäà÷åé, íà êîòîðîé èññëå-äîâàëàñü ïðèìåíèìîñòü îãðàíè÷èòåëåé äëÿ ñæèìàåìûõ òå÷åíèé, áûëà çàäà÷à îáòåêàíèÿ òåñòîâîãîêðûëà ONERA M6 [34]. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà äâóõ òðåõìåðíûõ ñåòî÷íûõ ìîäå-ëÿõ (èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è � òðåõìåðíàÿ): ãåêñàãîíàëüíîé è òåòðàýäðàëüíîé ñ êîëè÷åñòâîìÿ÷ååê 2 � 106 è 6 � 106 ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäàÿ ñåòêà èìååò ïðèçìàòè÷åñêèå ñëîè âäîëü ñòåíîê êðû-ëà ñ êîýôôèöèåíòîì ðîñòà 1,2. Òîëùèíà ïåðâîé ðàñ÷åòíîé ïðèçìàòè÷åñêîé ÿ÷åéêè ãåêñàãîíàëüíîéñåòêè 6;8 � 10�6, òåòðàýäðàëüíîé � 1 � 10�3.Ãåîìåòðèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è âíåøíèé âèä ðàñ÷åòíûõ ñåòîê ïîêàçàíû íà ðèñ. 9. Îáòåêàíèåìîäåëèðîâàëîñü ïðè óãëå àòàêè � = 3;06 Æ, ÷èñëå Ìàõà M = 0;8395 è ÷èñëå Ðåéíîëüäñà Re =� 11 �
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Ðèñ. 7. Çàäà÷à 2. Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîå íà ãåêñàãîíàëüíîé (à), òåòðàýäðàëü-íîé (á ) è ïîëèýäðàëüíîé (â) ñåòêàõ ñ ïðèìåíåíèåì òðåõ îãðàíè÷èòåëåé: M � Âàí Ëååðà; � Âåíêàòàê-ðèøíàíà; � Áàðòà�Äæåñïåðñåíà; � � ýêñïåðèìåíò

Ðèñ. 8. Çàäà÷à 2. Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîå íà ãåêñàãîíàëüíîé (à), òåòðàýäðàëü-íîé (á ) è ïîëèýäðàëüíîé (â) ñåòêàõ ñ ïðèìåíåíèåì îãðàíè÷èòåëÿ Âåíêàòàêðèøíàíà: � áåç åãî èñïîëü-çîâàíèÿ â àëãîðèòìå Ãðèíà�Ãàóññà; Æ � ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì â àëãîðèòìå Ãðèíà�Ãàóññà; � � ýêñïåðèìåíò
� 12 �
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Ðèñ. 9. Çàäà÷à 3. Âíåøíèé âèä ãåêñàãîíàëüíîé (à) è òåòðàýäðàëüíîé (á ) ñåòîê: îáùèé âèä (ââåðõó), à òàêæåâèäû ñáîêó (âíèçó ñëåâà) è ñâåðõó (âíèçó ñïðàâà) âáëèçè êðûëà= 1;172 � 106. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ îãðàíè÷èòåëåé àíàëèçèðîâàëîñü ðàñïðåäåëåíèå êîýôôè-öèåíòà äàâëåíèÿ CP â ñå÷åíèè êðûëà z = 0;2, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåìCP = Px � Pref2�1u21 ; (8)ãäå Px � òåêóùåå äàâëåíèå; Pref , �1 è u1 � äàâëåíèå, ïëîòíîñòü è ìîäóëü ñêîðîñòè â áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êå.Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåòîê ñ ïðèìåíåíèåì îãðàíè÷èòåëåé äëÿ âû÷èñëå-íèÿ êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 10. Àíàëèç ãðàôèêîâ ïîêà-çûâàåò, ÷òî â îáëàñòè ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ ëèìèòèðóþùèå ôóíêöèè Âàí Ëååðà è Áàðòà�Äæåñïåðñåíàâëèÿþò íà ïîðÿäîê ñõåìû íåçíà÷èòåëüíî, â òî âðåìÿ êàê îãðàíè÷èòåëü Âåíêàòàêðèøíàíà, êàê îæè-äàëîñü, áîëåå ñóùåñòâåííî ïîíèæàåò åå ïîðÿäîê (äî ïåðâîãî).Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ïðèìåíåíèÿ îãðàíè÷èòåëÿ Âåíêàòàêðèøíàíà ñ åãî èñïîëüçî-âàíèåì äëÿ óòî÷íåíèÿ ãðàäèåíòîâ è áåç íåãî. Êàê è â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿíà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íå çàìå÷åíî. Çàêëþ÷åíèåÂ ñòàòüå èññëåäîâàíî âëèÿíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà íà òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ïðè ìîäåëèðî-âàíèè ñæèìàåìûõ è íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà SIMPLE. Ïðèâåäåí àëãîðèòìðàñ÷åòà îãðàíè÷èòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ëèìèòèðóþùèõ ôóíêöèé. Îãðàíè-÷èòåëè ãðàäèåíòà èñïîëüçîâàëèñü ïðè âû÷èñëåíèè êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,à òàêæå ñàìîãî ãðàäèåíòà èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Ãðèíà�Ãàóññà.Íà ñåðèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷èòåëè ãðàäèåíòà, ïðèìåíÿåìûå â êîí-âåêòèâíîì ñëàãàåìîì, ïîíèæàþò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ñõåìû, ïðèâîäÿ ê ïîòåðå òî÷íîñòè. Îãðà-� 13 �
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Ðèñ. 10. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ íà ãåêñàãîíàëüíîé (à) è òåòðàýäðàëüíîé (á )ñåòêàõ äëÿ òðåõ îãðàíè÷èòåëåé: M � Âàí Ëååðà; Æ � Âåíêàòàêðèøíàíà; � Áàðòà�Äæåñïåðñåíà;� ýêñïåðèìåíò

Ðèñ. 11. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîå íà ãåêñàãîíàëüíîé (à) è òåòðàýäðàëü-íîé (á ) ñåòêàõ ñ ïðèìåíåíèåì îãðàíè÷èòåëÿ Âåíêàòàêðèøíàíà: � áåç åãî èñïîëüçîâàíèÿ â àëãîðèòìåÃðèíà�Ãàóññà; Æ � ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì â àëãîðèòìå Ãðèíà�Ãàóññà; � ýêñïåðèìåíò� 14 �



Ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ïðîèçâîëüíûõ: : :íè÷èòåëü Âåíêàòàêðèøíàíà êàê â íåñæèìàåìûõ, òàê è ñæèìàåìûõ òå÷åíèÿõ ïîíèæàåò òî÷íîñòüðàñ÷åòà â îòëè÷èå îò îãðàíè÷èòåëåé Áàðòà�Äæåñïåðñåíà è Âàí Ëååðà, äàþùèõ áîëåå òî÷íûé ðå-çóëüòàò â èññëåäóåìûõ îáëàñòÿõ âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ. Ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëåé â âû÷èñëåíèèãðàäèåíòà èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Ãðèíà�Ãàóññà íà äàííûõ çàäà÷àõ íå îêàçàëî ñóùåñòâåííîãî âëè-ÿíèÿ íà ðåçóëüòàò.Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-íèé (ïðîåêò � 16-01-00267). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ferziger J. H., Peric M. Computational Methods for Fluid Dynamics. New York: Springer-Verlag,2002.2. Ïàòàíêàð Ñ. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîîáìåíà è äèíàìèêè æèäêîñòè. Ì.: Ýíåð-ãîèçäàò, 1984.3. Êîçåëêîâ À. Ñ., Êóðóëèí Â. Â., Òÿòþøêèíà Å. Ñ. è äð. Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ ìåòîäîì îòñîåäèíåííûõ âèõðåé //Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2013. Ò. 26, � 8. Ñ. 81�96.4. Êîçåëêîâ À. Ñ., Êóðóëèí Â. Â., Òÿòþøêèíà Å. Ñ. è äð. Èññëåäîâàíèå ñõåì äèñêðåòèçàöèè êîí-âåêòèâíîãî ïîòîêà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòèìåòîäîì îòñîåäèíåííûõ âèõðåé // Ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. 2013. � 10. Ñ. 1051�1058.5. Êîçåëêîâ À. Ñ., Æó÷êîâ Ð. Í., Óòêèíà À. À., Âîëîä÷åíêîâà Ê. Á. Ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíò-íûõ òå÷åíèé íà ñåòêàõ ãèáðèäíîé ñòðóêòóðû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íî-ñòè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõïðîöåññîâ. 2014. Âûï. 3. Ñ. 18�31.6. Êóðóëèí Â. Â., Êîçåëêîâ À. Ñ. ×èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì âèõðåðàçðåøàþùèõ ïîäõîäîâ // Æóðíàë âû÷èñë.ìàò. è ìàò. ôèç. 2015. Ò. 55, � 7. Ñ. 135�146.7. Jasak H., Weller H. G., Gosman A. D. High resolution NVD di�erencing scheme for arbitrarilyunstructured meshes // Int. J. for Num. Meth. in Fluids. 1999. Vol. 31, No 4. P. 431�449.8. Darwish M. S., Moukalled F. TVD schemes for unstructured grids // Int. J. Heat and Mass Transfer.2003. Vol. 46. P. 599�611.9. Park J. S., Kim C. Multi-dimensional limiting process for �nite volume methods on unstructuredgrids // Computers & Fluids. 2012. Vol. 65. P. 8�24.10. Barth T. J., Jespersen T. J. The Design and application of upwind schemes on unstructuredmeshes // AIAA Paper. 1989. No 89-0366,11. Gradient Computation. http://www.cfd-online.com/Wiki/Gradient_computation.12. Van Albada G. D., Van Leer B., Roberts W. W. Jr. A comparative study of computational methodsin cosmic gas dynamics // Astronomy and Astrophysics. 1982. Vol. 108. P. 76�84.13. Harten A. High resolution schemes for hyperbolic conservation // J. Comp. Phys. 1983. Vol. 49.P. 357�393.14. Sweby P. K. High resolution schemes using �ux-limiters // SIAM J. Num. Anal. 1984. Vol. 21.P. 995�1011.15. Venkatakrishnan V. Perspective on unstructured grid �ow solvers // AIAA Journal. 1996. Vol. 34,No 3. P. 533�547.16. Venkatakrishnan V. On the accuracy of limiters and convergence to steady state solution // AIAAPaper. 1993. No 93-0880. � 15 �



Ñ. Â. Ëàøêèí, À. Ñ. Êîçåëêîâ, Å. Â. Ãëàçóíîâà è äð.17. Bidadi S., Rani Sarma L. Quanti�cation of numerical di�usivity due to TVD schemes in theadvection equation // J. Comp. Phys. 2014. Vol. 261. P. 65�82.18. Êîçåëêîâ À. Ñ., Äåðþãèí Þ. Í., Ëàøêèí Ñ. Â. è äð. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñ÷åòà âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà íà îñíîâå àëãîðèòìà SIMPLEâ ïàêåòå ïðîãðàìì ËÎÃÎÑ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2013. Âûï. 4. C. 44�56.19. Jasak H. Error Analysis and Estimation for the Finite Volume Method with Applications to FluidFlow. London: Department of Mechanical Engineering, Imperial College of Science, 1996.20. Âîëêîâ Ê.Í., Äåðþãèí Þ.Í., Åìåëüÿíîâ Â.Í., Êàðïåíêî À.Ã., è äð. Ìåòîäû óñêîðåíèÿ ãàçî-äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Ì.: Ôèçìàëèò, 2013.21. Betelin V. B., Shagaliev R. M., Aksenov S. V. et al. Mathematical simulation of hydrogen-oxygencombustion in rocket engines using LOGOS code // Acta Astronautica. 2014. Vol. 96. P. 53�64.22. Âîëêîâ Ê. Í., Äåðþãèí Þ. Í., Åìåëüÿíîâ Â. Í. è äð. Àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä â çàäà÷àõ âû÷èñ-ëèòåëüíîé ôèçèêè // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2014. Ò. 15. C. 183�200.23. Êîçåëêîâ À. Ñ., Êóðêèí À. À., Êðóòÿêîâà Î. Ë. è äð. Çîííûé RANS-LES ïîäõîä íà îñíîâåàëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé // Èçâ. ÐÀÍ. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà.2015. � 5. Ñ. 24�33.24. Âîëêîâ Ê. Í., Äåðþãèí Þ. Í., Åìåëüÿíîâ Â. Í. è äð. Ðàçíîñòíûå ñõåìû â çàäà÷àõ ãàçîâîéäèíàìèêè íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2014.25. Êîçåëêîâ À. Ñ., ÄåðþãèíÞ.Í., Öèáåðåâà Þ.À. è äð. Ìèíèìàëüíûé áàçèñ çàäà÷ äëÿ âàëèäàöèèìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè //Òðóäû Íèæåãîðîäñêîãî ãîñ. òåõ. óí-òà èì. Ð. Å. Àëåêñååâà. 2014. Ò. 106, � 4. C. 21�69.26. Êîçåëêîâ À. Ñ., Êóðóëèí Â. Â., Ïó÷êîâà Î. Ë., Ëàøêèí Ñ. Â. Ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíûõòå÷åíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé ñ óíèâåðñàëü-íûìè ïðèñòåíî÷íûìè ôóíêöèÿìè // Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. 2014. Ò. 7,� 1. C. 40�51.27. Êîçåëêîâ À. Ñ., Êóðêèí À. À., Ïåëèíîâñêèé Å. Í., Êóðóëèí Â. Â. Ìîäåëèðîâàíèå öóíàìèêîñìîãåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ â ðàìêàõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñ èñòî÷íèêàìè ðàçëè÷íûõòèïîâ // Èçâ. ÐÀÍ. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. 2015. � 2. C. 142�150.28. Êîçåëêîâ À. Ñ., Êóðêèí À. À., Ïåëèíîâñêèé Å. Í. è äð. Ìîäåëèðîâàíèå âîçìóùåíèé â îçåðå×åáàðêóëü ïðè ïàäåíèè ìåòåîðèòà â 2013 ãîäó // Òàì æå. � 6. Ñ. 134�143.29. Êîçåëêîâ À. Ñ.Ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ öóíàìè îïîëçíåâîãî òèïà íà îñíîâå óðàâ-íåíèé Íàâüå�Ñòîêñà // Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. 2016. Ò. 9, � 2. Ñ. 218�236.30. Menter F.R. Two-equation eddy-viscosity turbulence models for engineering applications // AIAAJournal. 1994. Vol. 32, No 8. P. 1598�1605.31. Çàéêîâ Ë. À., Ñòðåëåö Ì. Õ., Øóð Ì. Ë. Ñðàâíåíèå âîçìîæíîñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäå-ëåé òóðáóëåíòíîñòè ñ îäíèì è äâóìÿ óðàâíåíèÿìè ïðè ðàñ÷åòå òå÷åíèé ñ îòðûâîì è ïðèñîåäè-íåíèåì. Òå÷åíèå â êàíàëàõ ñ îáðàòíûì óñòóïîì // Òåïëîôèçèêà âûñîêèõ òåìïåðàòóð. 1996.Ò. 34, � 35. Ñ. 724�736.32. Kozelkov A., Kurulin V., Emelyanov V. et al. Comparison of convective �ux discretization schemesin detached-eddy simulation of turbulent �ows on unstructured meshes // J. Sci. Comp. 2015.Vol. 89. P. 1�16.33. Burt M. Summaries of the test cases. Case D5 // A Selection of Experimental Test Cases for theValidation of CFD Codes. AGARD Advisory Report No 303. Vol. 1. August 1994. P. 114�115.34. Schmitt V., Charpin F. Pressure distributions on the ONERA-M6-Wing at transonic mach numbers //Experimental Database for Computer Program Assessment. AGARD Advisory Report No 138. May1979. P. B1(1�44). � 16 �



Ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëåé ãðàäèåíòà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ïðîèçâîëüíûõ: : :35. Êîçåëêîâ À.Ñ., Êóðêèí À. À., Ïåëèíîâñêèé Å. Í. Âëèÿíèå óãëà âõîäà òåëà â âîäó íà âûñîòûãåíåðèðóåìûõ âîëí // Èçâ. ÐÀÍ. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. 2016. � 2. Ñ. 166�176.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19.01.16.USE OF GRADIENT LIMITERS TO SOLVE NAVIER-STOKES EQUATIONS ONARBITRARY UNSTRUCTURED GRIDS / S. V. Lashkin, A. S. Kozelkov, E. V. Glazunova,N. V. Tarasova, A. V. Yalozo (FSUE "RFNC-VNIIEF", Sarov, N.Novgorod region)The paper analyses the use of gradient limiters on arbitrarily-shaped unstructured gridsin the �nite volume methods for the Navier-Stokes equation discretization with the SIMPLEalgorithm. The e�ect of limiters on the accuracy of results obtained using the convectivegradient schemes of the second order, as well as the accuracy of gradients calculatedusing the Green-Gauss iterative algorithm is considered. Simulations of compressible andincompressible �ows using grids of di�erent topologies are described. An optimal use oflimiters for solving problems with the SIMPLE algorithm is recommended.Keywords : gradient limiters, unstructured grids, Navier-Stokes equations, algorithmSIMPLE.




