
ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2017. Âûï. 2
ÓÄÊ 517.958:536.2ÍÅßÂÍÛÉ ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÎÁÚÅÌÍÛÉ TVD-ÌÅÒÎÄÄËß ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÄÂÓÌÅÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÏÅÐÅÍÎÑÀ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÈÇËÓ×ÅÍÈß Â P1-ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈÀ. Ä. Ãàäæèåâ, È. Ñ. ×óáàðåøêî, À. À. Øåñòàêîâ(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ", ã. Ñíåæèíñê, ×åëÿáèíñêîé îáëàñòè)Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå TVD-ðåêîíñòðóêöèè, äëÿðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè. Ïðèâîäÿòñÿ ðå-çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òåñòîâûõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ, P1-ïðèáëèæåíèå.ÂâåäåíèåÂàæíûì øàãîì â ìàòåìàòè÷åñêîì óïðîùåíèè èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàèçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðèáëèæåííîãî óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâ-ëåíèé ïîëåòà ÷àñòèö. Ïîòåðè ýíåðãèè âåùåñòâà íà èçëó÷åíèå â ÿâíîé ôîðìå íå çàâèñÿò îò óãëîâîãîðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ è îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî èíòåãðàëüíûìè ïî íàïðàâëåíèÿì âåëè÷èíàìè:ïëîòíîñòüþ èçëó÷åíèÿ è ïîòîêîì. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì, êîòîðîå â ïëîñêîé è ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèÿõ ñâî-äèòñÿ ê ðÿäó ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó, ïîýòîìó ñýòèì ðàçëîæåíèåì íå ñâÿçàíî íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé. Íî íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ âðàçëîæåíèè êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ, ïîýòîìó ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íàçûâàþò Pn-ïðèáëèæåíèåì,åñëè ðàçëîæåíèå ïðåðûâàåòñÿ íà (n+1)-ì ÷ëåíå. Îáû÷íî óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ õîðîøîîïèñûâàåòñÿ óæå äâóìÿ ïåðâûìè ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà [1, 2].Ïðîáëåìå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè ïîñâÿùåíîäîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàáîò [3�15], â êîòîðûõ áîëüøîå ìåñòî çàíèìàþò ðàáîòû ÿäåðíûõ öåíòðîâÑØÀ � íàöèîíàëüíûõ ëàáîðàòîðèé Ëîñ-Àëàìîñà [5�10], Ëèâåðìîðà [11�14], Ñàíäèè [15].Äîñòîèíñòâîì P1-ïðèáëèæåíèÿ, êðîìå óäåøåâëåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êèíåòè÷åñêîé ïî-ñòàíîâêîé, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî ñîõðàíÿåò ñèììåòðèþ â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ çàäà÷àõ. Ýòîñíèìàåò âîïðîñ î ëó÷åâîì ýôôåêòå â êèíåòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, êîòîðûé, íàïðèìåð, ìîæåò âëèÿòüíà ôîðìó ãàçà â çàäà÷àõ ëàçåðíîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà (ËÒÑ), ÷òî ïðèâîäèò ê íåôèçè÷åñêîìóðàñïðåäåëåíèþ âåùåñòâ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ îáúåìíîãî ñæàòèÿ, òèïè÷íûõ äëÿ ìèøåíåé ËÒÑ[16, 17].Êðîìå òîãî, ÷òî P1-ïðèáëèæåíèå âûñòóïàåò êàê âïîëíå ïðèåìëåìîå ïðèáëèæåíèå ïðè ÷èñëåííîììîäåëèðîâàíèè ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, íà åãî îñíîâå ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé ìåòîäóñêîðåíèÿ èòåðàöèé ìåæäó óðàâíåíèåì ïåðåíîñà â êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè è óðàâíåíèåì ýíåðãèè. Ýòîòàê íàçûâàåìûå ñèíòåòè÷åñêèå DSA- è P1SA-ìåòîäû óñêîðåíèÿ èòåðàöèé, ãäå îñíîâíàÿ òÿæåñòüèòåðàöèé ïåðåêëàäûâàåòñÿ íà äèôôóçèîííîå èëè P1-ïðèáëèæåíèå [18�27].Â ñèëó ñêàçàííîãî ðàçðàáîòêàì ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ìíîãîãðóïïîâîé ñè-ñòåìû ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè óäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå âíèìàíèå.Èç îïûòà ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà äîëæíà áûòü êîíñåðâà-òèâíîé, âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è ñ ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè. Óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â P1-ïðèáëèæåíèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó, è ñîãëàñíî ðàáîòå [28] äëÿ íèõ íåâîç-ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè â êëàññå ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ� 18 �



Íåÿâíûé êîíå÷íî-îáúåìíûé TVD-ìåòîä äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà: : :ñõåì. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåëèíåéíûå ñõåìû òèïà TVD [29]. ×òîáû ïðèìåíèòüTVD-ïîäõîä, îáû÷íî ñíà÷àëà ñòðîÿò ìîíîòîííóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàòåì ñ ïîìîùüþ TVD-ðåêîíñòðóêöèè ïîëó÷àþò ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ñîõðàíåíèåì ìîíîòîííîñòè. Äàæå ïîñòðîåíèåìîíîòîííîé ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé îêàçàëîñü âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé.Ïðàêòèêà ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëà, ÷òî ìîíîòîííûå ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîãóòñòàòü íåìîíîòîííûìè â äâóìåðíîì ñëó÷àå.Ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåé òî÷íîñòè ïðè àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé â ðàáîòåñðàâíèâàþòñÿ òðè ñõåìû: ñõåìà TVD ìàéåðîâñêîãî òèïà [34], ñõåìà TVD ãîäóíîâñêîãî òèïà è ñõåìàÐÎÌÁ [35]. Ñõåìà ìàéåðîâñêîãî òèïà ïîñòðîåíà ïî àíàëîãèè ñ ãàçîäèíàìè÷åñêîé ñõåìîé [30], ãäåèñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû ðàñïàäà ðàçðûâà â âåðøèíàõ ÿ÷ååê èç ðàáîòû Ìàéåðà [31], êîòîðûå ïîðîæ-äàþò àïïðîêñèìàöèîííóþ âÿçêîñòü òåíçîðíîãî òèïà. Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñõåìà îêàçàëàñüäîñòàòî÷íî ìîíîòîííîé â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè.Ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà P1-óðàâíåíèé ñîäåðæèò â ñåáå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â öåíòðàõ ÿ÷ååê è íà ãðà-íÿõ. Ïîñêîëüêó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëüøå êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé, íàäî çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíûåñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå èñêîìûå âåëè÷èíû â öåíòðàõ è íà ãðàíÿõ. Â ñõåìå ÐÎÌÁ ñîîòíîøå-íèÿ ñâÿçè ôîðìóëèðóþòñÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê, â ñõåìå ãîäóíîâñêîãî òèïà � íà ãðàíÿõ ÿ÷ååê, â ñõåìåìàéåðîâñêîãî òèïà � â óçëàõ. Â êà÷åñòâå ñîîòíîøåíèé ñâÿçè ãîäóíîâñêîãî òèïà âûáèðàþòñÿ ñîîò-íîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ðèìàíîâñêèå èíâàðèàíòû íà ãðàíè ñ èõ àíàëîãàìè â îêðóæàþùèõ ÿ÷åéêàõâäîëü íîðìàëè ê ýòîé ãðàíè. Òî åñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàñïàäà ðàçðûâà, èç êîòîðîé íàõîäÿòñÿíåèçâåñòíûå ôóíêöèè íà ãðàíÿõ. Â êà÷åñòâå ñîîòíîøåíèé ñâÿçè ìàéåðîâñêîãî òèïà âûáèðàþòñÿñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå èíâàðèàíòû â óçëå ñ èõ àíàëîãàìè â îêðóæàþùèõ ÿ÷åéêàõ âäîëü âûäå-ëåííûõ íàïðàâëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòû âäîëü âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé ïðèíîñÿò ñâîèçíà÷åíèÿ â óçåë èç îêðóæàþùèõ ÿ÷ååê. Ïðè ýòîì ïîòîê â óçëå íåïðåðûâåí äëÿ ðàçíûõ íàïðàâëåíèé,à ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàçíûõ íàïðàâëåíèé ðàçëè÷àþòñÿ. Çíàÿ ñîîòíîøåíèÿ â óçëàõ, íåñëîæíîïîëó÷èòü èõ è íà ãðàíÿõ ÷åðåç ïîëóñóììó îò óçëîâûõ âåëè÷èí.Ïðè ïðèìåíåíèè ñõåìû ìàéåðîâñêîãî òèïà â çàäà÷àõ òåïëîïåðåíîñà ïðîÿâèëñÿ îäèí íåäîñòàòîê �òàê íàçûâàåìûé øàõìàòíûé ýôôåêò [32]. Äëÿ åãî ñíÿòèÿ â âûðàæåíèè ïîòîêà íà ãðàíÿõ ïðèõîäèò-ñÿ èñïîëüçîâàòü êîìáèíèðîâàííóþ ôîðìóëó èç ïîòîêîâ ïî Ãîäóíîâó è Ìàéåðó ñ âåñîâûì êîýôôè-öèåíòîì. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé êîìáèíèðîâàííàÿ ñõåìà â íåêîòîðûõ çàäà÷àõïðèâîäèëà ê íåìîíîòîííûì ðåçóëüòàòàì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðèøëîñü ïðèìåíÿòü ãîäó-íîâñêèé ïîäõîä íå òîëüêî â ïåðâîì óðàâíåíèè P1-ñèñòåìû, íî è âî âòîðîì, èñïîëüçóÿ ðèìàíîâûèíâàðèàíòû, ïðèõîäÿùèå íà ãðàíè ÿ÷ååê. Ýòà ñõåìà ïî òî÷íîñòè íå óñòóïàåò ñõåìå ìàéåðîâñêîãîòèïà, à ïî ìîíîòîííîñòè ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû P1-óðàâíåíèé âûèãðûâàåò. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõå-ìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè â íîâîé ñõåìå èñïîëüçóåòñÿ TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ñîãðàíè÷èòåëåì Áàðòà�Äæåñïåðñåíà [33].Ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â P1-ïðèáëèæåíèè ðåøàåòñÿ ñîâìåñòíî ñ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâ-íåíèåì ýíåðãèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì ìíîãîãðóïïîâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè äëÿ îñå-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:1c ddt (Ug) + 1r� @ �r� �~�g�r�@r + @ �~�g�z@z + �cgUg = �cgBg;�c ddt �~�g�+ 13 gradUg + (�sg + �cg) ~�g = 0 : (1)Çäåñü t � âðåìÿ; r, z � êîîðäèíàòû; c � ñêîðîñòü ñâåòà; g � èíäåêñ ãðóïïû, g = 1; 2; : : : ; G; "g �ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ãðóïïû g; Ug � ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà; ~�g � ïîòîêýíåðãèè èçëó÷åíèÿ; �sg (t; ~r) � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ ãðóïïû g; �cg (t; ~r) � êîýôôèöèåíòïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ ãðóïïû g; �g (t; ~r) = �sg (t; ~r) + �cg (t; ~r) � êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ ôîòîíîâ� 19 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, È. Ñ. ×óáàðåøêî, À. À. Øåñòàêîâãðóïïû g; � � äèôôóçèîííûé ïàðàìåòð, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòüäâà ïðèáëèæåíèÿ: ïðè � = 0 � äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå, ïðè � = 1 � P1-ïðèáëèæåíèå; � �ïàðàìåòð ãåîìåòðèè: ïðè � = 1 � îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé, ïðè � = 0 � ïëîñêèé ñëó÷àé; Bg == 8�c2~3 R�"g "3exp "T � 1 d" � ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ äëÿ ãðóïïû g, óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòüñâåòà; ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; T � òåìïåðàòóðà.Ñîâìåñòíî ñ ñèñòåìîé P1-óðàâíåíèé (1) ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå ýíåðãèè�dEdt = GXg=1 �cg (Ug �Bg) + �Q; (2)ãäå E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âåùåñòâà; � � ïëîòíîñòü âåùåñòâà; Q � âíåøíèé èñòî÷íèê.Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÑèñòåìà óðàâíåíèé (1), (2) ðåøàåòñÿ â îáëàñòè �t0; tN � �D (r; z), ãäå �t0; tN� � èíòåðâàë âðåìå-íè; D � ïîëîâèíà ñå÷åíèÿ òåëà âðàùåíèÿ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü z, ðàñïîëîæåííàÿ âïîëóïëîñêîñòè f�1 < z <1; r � 0g.Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1) ïî ÿ÷åéêå ñåòêè è ïðèìåíÿÿ íåÿâíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî âðåìåíè, ïî-ëó÷àåì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ:�q0;n+1g Un+1g �in + divh~�n+1g = 1c� �Ung �in + ��n+1cg Bn+1g �in ;�q1;n+1g ~�n+1g �in + 13gradhUn+1g = �c� �~�ng�in ;ãäå � = tn+1 � tn, n = 0; 1; 2; : : :; q0g = 1c� + �cg; q1g = �c� + �g; divh �~�g� = 1�Vin 4Pk=1 (R~n�l)sk ~�g;sk ;R = r�; gradh �Ug� = 1�Sin 4Pk=1 (~n�l)sk Ug;sk ; �Sin � ïëîùàäü ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè; �Vin � îáúåìðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè; �lsk = q�rjk+1 � rjk�2 + �zjk+1 � zjk�2 � äëèíà ãðàíè ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè; sk �èíäåêñ ãðàíè; in � èíäåêñ ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè, jk � èíäåêñ óçëà ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè; (~n�l)sk == �zjk+1 � zjk ; rjk � rjk+1� � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíè sk.Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå îðãàíèçóåòñÿ èòåðàöèîííûé öèêë � ïî íåëèíåéíîñòè êîýôôèöèåíòîâïîãëîùåíèÿ, âíóòðåííåé ýíåðãèè è ôóíêöèè Ïëàíêà:�q0;�g U�+1g �in + divh~��+1g = 1c� �Ung �in + ���cgB�+1g �in ;�q1;�g ~��+1g �in + 13gradhU�+1g = �c� �~�ng�in :Ïî íåëèíåéíîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè E(T ) è ôóíêöèè Ïëàíêà Bg (T ) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà.Ïî íåëèíåéíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïðîñòûå èòåðàöèè. Ïîëó÷åí-íóþ ëèíåàðèçîâàííóþ ìíîãîãðóïïîâóþ ñèñòåìó P1-óðàâíåíèé ðåøàåì ìåòîäîì BICGSTAB [36].Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ � è èíäåêñ ãðóïïû g òàì, ãäå ýòî íåìåøàåò ïîíèìàíèþ àëãîðèòìà.Â ñõåìå TVD ìàéåðîâñêîãî òèïà ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èìååò âèä (ðèñ. 1)��V q0U�in + 4Xk=1 ~Rjk;in~�jk = �Vin � 1c� Unin + (�cB)in� ;�p3�Sinq1in +Min� ~�in � 4Xk=1Mjk;in~�jk = p3�Sin � �c� ~�nin � 13�Sin ~�in� ;� 20 �



Íåÿâíûé êîíå÷íî-îáúåìíûé TVD-ìåòîä äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà: : :ãäå ïîòîêè èçëó÷åíèÿ â óçëàõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòîêè è ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â öåíòðàõ îêðóæà-þùèõ ÿ÷ååê: ~�jk = M�1jk 4Xn2C(jk) �Mjk;in~�in + 1p3 �~njk;inUin + ~�jk;in��;~�in , ~�jk;in � ñëàãàåìûå, îïðåäåëÿåìûå TVD-ðåêîíñòðóêöèåé [34]. Îñòàëüíûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿ-þòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:~Rjk;in = (~n�l)jk;in Rjk;in + (~n�l)�jk;in R�jk;in ; Mjk = 4Xn2C(jk)Mjk;in ; Mjk;in = (M�l)jk;in + (M�l)�jk;in ;~njk;in = (~n�l)jk;in + (~n�l)�jk;in :Ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå U; ~� íà ãðàíÿõ è â óçëàõ ÿ÷ååê, áåðóòñÿ â âèäå ïîëóñóììû äëÿ ïëîò-íîñòè èçëó÷åíèÿ è ïîëóñóììû ñ âåñîì äëÿ ïîòîêà:Usk = U�jk + Ujk+12 ; Rsk~�sk = R�jk~�jk +Rjk+1~�jk+12 ;ãäå Rsk = 12 �Rjk;in +Rjk+1;in�; R�jk = 2Rjk +Rjk+13 ; Rjk = 2Rjk +Rjk�13 :Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ãðàäèåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ìîæåò âîçíèêàòü øàõìàòíûé ýôôåêò. Â ýòîìñëó÷àå ïîòîê èçëó÷åíèÿ íà ãðàíè îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîìáèíèðîâàííîé ôîðìóëåRsk~�sk = (1� �) R�jk~�jk +Rjk+1~�jk+12 + �Rsk~�Gsk ;ãäå � 2 [0; 1] � íåêîòîðûé âåñîâîé ïàðàìåòð; ~�Gsk � ïîòîê íà ãðàíè, ïîëó÷åííûé àïïðîêñèìàöèåéãîäóíîâñêîãî òèïà.Â ñõåìå TVD ãîäóíîâñêîãî òèïà ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èìååò âèä (ðèñ. 2)�q0gUg�in + 1�Vin 4Xk=1 (R~n�l)sk ~�g;sk = 1c� �Ung �in + ��cgBg�in ;

Ðèñ. 1. Øàáëîí ñõåìû ìàéåðîâñêîãî òèïà Ðèñ. 2. Øàáëîí ñõåìû ãîäóíîâñêîãî òèïà� 21 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, È. Ñ. ×óáàðåøêî, À. À. Øåñòàêîâ�q1g~�g�in + 13�Sin 4Xk=1 (~n�l)sk Ug;sk = �c� �~�ng�inñ ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçèUsk = Uin+1 + Uin2 �p3�~�in+1 � ~�in�~nsk;in2 + �sk;in +�sk;in+12 ;�~�sk~nsk;in� = �~�in + ~�in+1�~nsk;in2 � Uin+1 � Uin2p3 + �sk;in ��sk;in+12p3 :Âåëè÷èíû �sk;in îïðåäåëÿþòñÿ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé.Â óðàâíåíèè ýíåðãèè (2) ëèíåàðèçóåì ïî òåìïåðàòóðå âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è ôóíêöèþ Ïëàíêà:E�+1 (T ) = E� (T ) +E�T �T �+1 � T �� ; B�+1g (T ) = B�g (T ) +B�gT �T �+1 � T �� ;ãäå E�T = �@E@T �� ; B�gT = �@Bg@T �� .Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå ýíåðãèè, ïîëó÷àåìT �+1 = T � + 24� (En �E�) + ��Q+ � GXg=1 �cg �U�+1g �B�g �350@�E�T + � GXg=1 �cgB�gT1A�1 :Äëÿ óñêîðåíèÿ èòåðàöèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ÂÄÝÏÔ [37].×èñëåííûå ðàñ÷åòûÂ äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òðåõ òåñòîâûõ çàäà÷.Ïåðâûå äâå çàäà÷è ïîñòðîåíû íà îñíîâå âòîðîé çàäà÷è Ôëåêà [38]. Â ïåðâîé çàäà÷å ìîäåëèðóåòñÿïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íûå è ïëîòíûå ñôåðè÷åñêèå ñëîè. Âòîðàÿ çàäà÷à ìîäå-ëèðóåò ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ùåëü â îïòè÷åñêè ïëîòíîì ñôåðè÷åñêîì ñëîå. Â ýòèõ çàäà÷àõ ñëîéâåùåñòâà òîëùèíîé 4 ñì ïðîãðåâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïëàíêîâñêèì èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ, ñîîòâåò-ñòâóþùèì òåìïåðàòóðå 1 êýÂ. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà T î = 0;00001 êýÂ, ïëîòíîñòü âåùåñòâà� = 1 ã/ñì3, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ E = 0;81Ò, ðàññåÿíèå îòñóòñòâóåò.Òðåòüÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Âýòîé çàäà÷å ïîêàçàíî ïðîÿâëåíèå øàõìàòíîãî ýôôåêòà â ñõåìå, ïîñòðîåííîé ïî àíàëîãèè ñî ñõåìîéÌàéåðà.Â ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ ïî ñõåìàì TVD ñ îãðàíè÷èòåëåì Áàðòà�Äæåñïåðñåíà.Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïî ñõåìàì TVD ñ äðóãèìè îãðàíè÷èòåëÿìè ïðèâåäåíû â ðàáîòå [34].Çàäà÷à 1. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîìåðíîé ïëîñêîé çàäà÷è Ôëåêà â äâóìåðíîé îñå-ñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå ñôåðè÷åñêèé ñëîé (0 � r � 105 ñì; �105 ñì � z � 105 ñì; 101 ñì � R �� 105 ñì, R = pr2 + z2) îòîäâèíóò îò öåíòðà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà R0 = 101 ñì, ÷òîáû ðåøåíèå ñîâ-ïàäàëî ñ ðåøåíèåì â ïëîñêîé ãåîìåòðèè, äëÿ êîòîðîé âûâåäåíû óïðîùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìó-ëû [39]: T = 8>>><>>>: 7p1� 0;00659 (R�R0) ïðè 101 � R � 103;7p5;8683 � 2;44 (R�R0) ïðè 103 � R � 103;4;7p0;00659 (4�R+R0) ïðè 103;4 � R � 105:� 22 �



Íåÿâíûé êîíå÷íî-îáúåìíûé TVD-ìåòîä äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà: : :Íà âíóòðåííåì ðàäèóñå çàäàí îäíîñòîðîííèé âõîäÿùèé ïîòîê èçëó÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûé ïî åäè-íè÷íîé òåìïåðàòóðå: Ug � 2�~�g~n� = Bg (T = 1), íà âíåøíåì ðàäèóñå � óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè: Ug � 2�~�g~n� = 0. Íà îñòàëüíûõ ãðàíèöàõ çàäàíû óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ: �~�g~n� = 0.Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ðàäèóñó âçÿòà íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà â 67 ÿ÷ååê ñî ñãóùåíè-åì ê ãðàíèöàì âåùåñòâ, ïî óãëó � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà â 15 ÿ÷ååê. Ìíîãîãðóïïîâîé êîýôôèöèåíòïîãëîùåíèÿ áåðåòñÿ èç çàäà÷è Ôëåêà:�cg = 8>>><>>>: 10 000"3g �1� e�"g=T � ; 103 � R � 103;4;27"3g �1� e�"g=T � â îñòàëüíîé îáëàñòè:Ïî ýíåðãèè ôîòîíîâ áðàëîñü 15 ãðóïï: "g = 0;15; 0;45; 0;7; 1; 1;35; 1;65; 2;1; 2;55; 2;85; 3;5; 4;5; 6; 8;10; 13: Çàäà÷à ñ÷èòàëàñü ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 2 � 10�5 ìñ äî âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ïðèt = 0;01ìñ.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû âåùåñòâà âäîëü ðàäèóñà, ïîëó÷åííûåïî ëèíåéíîé ñõåìå ÐÎÌÁ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, íåëèíåéíûì ñõåìàì TVD ãîäóíîâñêîãîè ìàéåðîâñêîãî òèïîâ íà 10-ì, 25-ì è 500-ì øàãàõ ïî âðåìåíè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñóíêå ïðèâå-äåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííîå ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì. Âèäíî,÷òî ñõåìà ÐÎÌÁ äàåò áîëåå êðóòîé ôðîíò â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå è ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïîýòîé ñõåìå, áëèæå ê àíàëèòè÷åñêîìó, ÷åì ïî äðóãèì ñõåìàì, ïðè âûõîäå ðåøåíèÿ íà ñòàöèîíàðíûéðåæèì. Òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûå ïî ñõåìàì ãîäóíîâñêîãî è ìàéåðîâñêîãî òèïà, ñîâïàäàþò ìåæäóñîáîé è ïðè âûõîäå íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì áëèçêè ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ïî ñõåìå ÐÎÌÁ.

Ðèñ. 3. Çàäà÷à 1. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà ïðè t = 0;0002; 0;0005; 0;01ìñ: � àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå; Æ � ñõåìà ìàéåðîâñêîãî òèïà; 4 � ñõåìà ãîäóíîâñêîãî òèïà; � � ñõåìà ÐÎÌÁ� 23 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, È. Ñ. ×óáàðåøêî, À. À. ØåñòàêîâÇàäà÷à 2. Çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ âïëîòíóþ îáëàñòü ùåëè. Ùåëü ñîñòîèò èç îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîãî âåùåñòâà è îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè,âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëàìè �=3 è 2�=3 ê îñè Z (ðèñ. 4).Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è ïî ðàäèóñó èñïîëüçîâàëàñü íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà èç 67ÿ÷ååê, ïî óãëó � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà èç 15 ÿ÷ååê. Ìíîãîãðóïïîâîé êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ âçÿòèç ðàáîòû Ôëåêà:�cg = 8>>><>>>: 10 000"3g �1� e�"g=T � ; 103 � R � 103;4; 0 � # � �3 ; 2�3 � # � �;27"3g �1� e�"g=T � â îñòàëüíîé îáëàñòè:ãäå # � óãîë ìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~r è îñüþ ñèììåòðèè Z.Õîòÿ äàííàÿ çàäà÷à, â îòëè÷èå îò çàäà÷è 1, ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé, âäîëü âåðòèêàëüíîãî è ãîðèçîí-òàëüíûõ êàíàëîâ èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, è ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïîðàçíûì ñõåìàì âäîëü ãîðèçîíòàëüíûõ êàíàëîâ ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàííûì íà ðèñ. 3.Íàèáîëåå íåìîíîòîííî âåäåò ñåáÿ òåìïåðàòóðà âäîëü êàíàëîâ 2 è 4 (ñì. ðèñ. 4) íà êðàÿõ ïëîò-íîé îáëàñòè ó ùåëè. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû âåùåñòâà âäîëüêàíàëà 2, ïîëó÷åííûå ïî ñõåìàì TVD ìàéåðîâñêîãî è ãîäóíîâñêîãî òèïîâ ñ îãðàíè÷èòåëåì Áàðòà�Äæåñïåðñåíà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çäåñü æå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïî ëèíåéíîé ñõåìå ÐÎÌÁ âòîðîãîïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðåøåíèå ïî ñõåìå ìàéåðîâñêîãî òèïà èç-çà îñöèëëÿöèé óõîäèò â îòðèöàòåëü-íóþ îáëàñòü. Ñõåìà ÐÎÌÁ è ñõåìà ãîäóíîâñêîãî òèïà ïîçâîëÿþò èçáàâèòüñÿ îò ýòèõ îñöèëëÿöèé.Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÿ÷ååê ðàçíîñòíîé ñåòêè ðåøåíèå ïî ñõåìå ãîäóíîâñêîãî òèïà ñòðåìèòñÿ êðåøåíèþ ïî ñõåìå ÐÎÌÁ, à ðåøåíèå ïî ñõåìå ìàéåðîâñêîãî òèïà ïîðîæäàåò îñöèëëÿöèè.Çàäà÷à 3. Â äàííîé çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà.Â öåíòðå îáëàñòè 0 � r � 3 ñì, 0 � z � 3 ñì çàäàíà òåìïåðàòóðà T = 1 êýÂ. Ïî êîîðäèíàòàì r è zâçÿòà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà 50� 50 ÿ÷ååê.Íà ðèñ. 6 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî ñõåìå TVDìàéåðîâñêîãî òèïà. Íà ðèñ. 6, à ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè

Ðèñ. 4. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è 2 (ñòðåëêàìè óêàçàíû êàíàëû ðàçíîñòíîé ñåòêè, âäîëü êîòîðûõ àíàëèçèðîâàëèñüïðîôèëè òåìïåðàòóðû) � 24 �



Íåÿâíûé êîíå÷íî-îáúåìíûé TVD-ìåòîä äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà: : :

Ðèñ. 5. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà âäîëü êàíàëà 2, ïîëó÷åííûå ïðè t = 0;01ìñ: Æ �ñõåìà ìàéåðîâñêîãî òèïà; 4 � ñõåìà ãîäóíîâñêîãî òèïà; � � ñõåìà ÐÎÌÁt = 0;01ìñ â ïëîñêîñòè (r; z). Íà ðèñ. 6, á ïðèâåäåí ïðîôèëü òåìïåðàòóðû âåùåñòâà âäîëü âûäåëåí-íîãî êàíàëà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 6, à. Âèäíî, ÷òî ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ ïî Ìàéåðó ìîæåòâîçíèêàòü øàõìàòíûé ýôôåêò [32].Â êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå ïîòîê íà ãðàíè îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïîòîêîâ ïî ñõåìåÌàéåðà è ñõåìå Ãîäóíîâà. Íà ðèñ. 7 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõðàñ÷åòîâ ïî êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå ñ � = 1. Íà ðèñ. 7, à ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íàêîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Íà ðèñ. 7, á ïðèâåäåí ïðîôèëü òåìïåðàòóðû âäîëü âûäåëåííîãî êàíàëà,èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 7, à. Âèäíî, ÷òî ïðè êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå ñ � = 1 òàêæå âîçíèêàþòîñöèëëÿöèè, òàê êàê òåïëî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ÷åðåç ãðàíè ÿ÷ååê.Íà ðèñ. 8 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå ñ� = 0;5. Íà ðèñ. 8, à ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Íà ðèñ. 8, áïðèâåäåí ïðîôèëü òåìïåðàòóðû âäîëü âûäåëåííîãî êàíàëà. Èç ðèñ. 8 âèäíî, ÷òî êîìáèíèðîâàííàÿñõåìà ñ � = 0;5 ïîëíîñòüþ èçáàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è îò øàõìàòíîãî ýôôåêòà.×èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â äàííîé ðàáîòå, ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíîñòíûå ñõåìû, ïîñòðîåí-íûå íà îñíîâå ãðàäèåíòíîé àïïðîêñèìàöèè, â ÷àñòíîñòè ñõåìà ìàéåðîâñêîãî òèïà, ìîãóò ïðèâîäèòüê îñöèëëÿöèÿì. Êîìáèíèðîâàííàÿ ñõåìà óëó÷øàåò ìîíîòîííûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ, íî âîçíèêàåòïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðà �. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ïðîáëåìà ïîêà íå ðåøåíà, íî â÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåêîìåíäîâàííîå â ñòàòüå çíà÷åíèå � = 0;5, êîòîðîå äàåòíåïëîõèå ðåçóëüòàòû âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ. Íàèëó÷øèìè ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè îáëà-äàåò ñõåìà TVD ãîäóíîâñêîãî òèïà, êîòîðàÿ íåñêîëüêî óñòóïàåò ïî òî÷íîñòè ñõåìå ÐÎÌÁ âòîðîãîïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, íî áëèæå ê ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé ïåðâîãî ïî-ðÿäêà. Âðåìÿ ñ÷åòà è ÷èñëî èòåðàöèé äëÿ ñõåìû TVD ãîäóíîâñêîãî òèïà ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñõåìûìàéåðîâñêîãî òèïà. � 25 �
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Ðèñ. 6. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (à) è ïðîôèëü òåìïåðàòóðû âäîëü êàíàëà (á ) íà êîíå÷íûéìîìåíò âðåìåíè äëÿ ñõåìû Ìàéåðà

Ðèñ. 7. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (à) è ïðîôèëü òåìïåðàòóðû âäîëü êàíàëà (á ) íà êîíå÷íûéìîìåíò âðåìåíè äëÿ êîìáèíèðîâàííîé ñõåìû ñ � = 1

Ðèñ. 8. Çàäà÷à 3. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (à) è ïðîôèëü òåìïåðàòóðû âäîëü êàíàëà (á ) íà êîíå÷íûéìîìåíò âðåìåíè äëÿ êîìáèíèðîâàííîé ñõåìû ñ � = 0;5� 26 �
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