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Для поля Керра–Ньюмена получен самосопряженный дираковский гамильтониан. 
Осуществлен переход к релятивистскому уравнению типа Шредингера. Для случая, ко-
гда угловые и радиальные переменные не разделяются, обобщен метод получения эф-
фективных потенциалов. Эффективные потенциалы имеют изолированные особенности 
на горизонтах событий, в окрестности начала координат и при определенных параметрах 
поля Керра–Ньюмена и фермиона в окрестности некоторых значений радиальной коор-
динаты. Для экстремального поля Керра–Ньюмена доказана невозможность существова-
ния стационарных связанных состояний частиц со спином ½. Для поля Керра–Ньюмена с 
«нулевой» гравитацией ( )0G →  при одноименных зарядах фермиона и источника поля на 
некотором расстоянии от начала координат существует непроницаемый барьер. Вид и распо-
ложение барьера не зависят от степени вращения источника поля Керра–Ньюмена. 
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1. Введение 
 

К настоящему времени существует множество 
исследований свойств и решений уравнения Дира-
ка в искривленном пространстве-времени (см., на-
пример, [1–25]). Работы [6, 9–18, 26–28], посвяще-
ны исследованию уравнения Дирака в простран-
стве-времени Керра–Ньюмена. В работах [29, 30] 
исследовался дираковский гамильтониан в поле 
Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией. 

Квантовую механику движения частиц со спи-
ном ½ во внешних полях можно анализировать, 
используя релятивисткое уравнение типа Шредир-
гера с эффективными потенциалами. В этом слу-
чае после разделения переменных система обык-
новенных дифференциальных уравнений первого 
порядка для радиальных волновых функций пре-

образуется в релятивистские уравнения типа Шре-
дингера с определенными эффективными потен-
циалами. Каждое такое уравнение относится толь-
ко к одной из двух радиальных волновых функ-
ций. При анализе уравнения типа Шредингера 
можно использовать огромный опыт исследова-
ний таких уравнений в нерелятивистской кванто-
вой механике. 

В работах [31–33] метод эффективных потен-
циалов применялся для анализа движения элек-
тронов и позитронов в кулоновском поле. В рабо-
тах [34–37] этот метод применялся к анализу дви-
жения дираковских частиц во внешних гравита-
ционных полях Шварцшильда, Райсснера–Норд-
стрёма и в поле голых сингулярностей статиче-
ской q-метрики [38]. 
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В настоящей работе метод эффективных по-
тенциалов применяется для исследования особен-
ностей движения частиц со спином ½ в заряжен-
ном аксиально-симметричном поле Керра–Нью-
мена. Анализу подвергались поля Керра–Ньюмена 
с наличием горизонтов событий, экстремальные 
поля Керра–Ньюмена с единственным горизонтом 
событий, голые сингулярности Керра–Ньюмена, 
поля Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией в 
пределе 0,G →  где G – гравитационная постоян-
ная. Для такого анализа получен самосопряженный 
дираковский гамильтониан и так же, как в [37], 
обобщен метод получения эффективных потен-
циалов в уравнении типа Шредингера на случай, 
когда радиальные и угловые переменные не раз-
деляются. 

В результате получено, что эффективные по-
тенциалы имеют изолированные особенности на 
горизонтах событий, в центре системы и при оп-
ределенных параметрах поля Керра–Ньюмена и 
дираковской частицы в некоторых промежуточ-
ных точках по радиусу. 

Важным обстоятельством является отсутствие 
каких-либо особенностей в самосопряженном га-
мильтониане, в радиальных уравнениях и в эф-
фективном потенциале, связанных с наличием эр-
госферы, в объеме которой 00g -компонента мет-
рического тензора меньше или равна нулю. 

Работа организована следующим образом. В раз-
деле 2 для связности изложения приводятся ос-
новные свойства метрики Керра–Ньюмена. В раз-
деле 3 обобщается самосопряженный гамильтони-
ан в поле Керра–Ньюмена с плоским скалярным 
произведением волновых функций. В разделе 4 обоб-
щен метод получения эффективных потенциалов 
в уравнении типа Шредингера. В разделах 5, 6 ис-
следуются особенности эффективных потенциа-
лов, в том числе и для поля Керра–Ньюмена с «ну-
левой» гравитацией. В Заключении кратко обсуж-
даются полученные результаты. 
 
 

2. Метрика Керра–Ньюмена 
 

Решение Керра–Ньюмена характеризуется то-
чечным источником с массой M и зарядом Q, вра-
щающимся с угловым моментом ,Mc=J a  где c - 
скорость света. Ниже мы будем, как правило, ис-
пользовать систему единиц 1;c= ==  сигнатура 
пространства Минковского выбрана равной 

[ ]1, 1, 1, 1 .diagαβη = − − −                (1) 

В (1) и ниже подчеркнутые индексы относятся к 
локальным. 

Метрику Керра–Ньюмена в координатах Бой-
ера-Линдквиста (t, r, θ, ϕ) можно представить в виде 

( )22
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В (2) 2
0 2r GM c=  – гравитационный радиус (гори-

зонт событий) поля Шварцшильда; G – гравитацион-
ная постоянная; 2 ;Qr GQ c= 2 2 2 2cos ;Kr r a= + θ  
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rr ar f r
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Равенство нулю выражения для 00g  

2
0

00 21 0Q

K

r r r
g

r

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  (3) 

определяет внешнюю и внутреннюю поверхности 
эргосферы поля Керра–Ньюмена. В объеме эрго-
сферы, ограниченной поверхностями (3), 

00 0.g ≤                              (4) 

При 0Q =  ( )0Qr =  решение Керра–Ньюмена пе-

реходит в решение Керра. 

1. Если 2 2
0 2 ,Qr a r> +  то 

1 1 ,K N
r rf
r r
+ −

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

              (5) 

где r±  – радиусы внешнего и внутреннего гори-
зонтов событий поля Керра–Ньюмена 

2
2 20 0 .

2 4 Q
r rr a r± = ± − −                (6) 

2. Случай 2 2 0
0 2 ,

2Q
rr a r r r+ −= + = =  соответ-

ствует экстремальному полю Керра–Ньюмена. 
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3. Случай 2 2
0 2 Qr a r< +  соответствует голой 

сингулярности поля Керра–Ньюмена. В этом слу-
чае 0K Nf − >  и областью определения волновых 
функций является область ( )0, .r∈ ∞  

Ниже мы будем анализировать поведение эф-
фективных потенциалов в уравнении типа Шре-
дингера в поле Керра–Ньюмена. Уравнение типа 
Шредингера с самосопряженным гамильтонианом 
получается при квадрировании уравнения Дирака, 
записанного в гамильтоновой форме. При этом 
исходный дираковский гамильтониан должен 
быть также самосопряженным. 
 
 
 

3. Самосопряженный гамильтониан частицы 
со спином ½ в поле Керра–Ньюмена 

 
Искомый гамильтониан можно определить с 

помощью алгоритмов получения самосопряжен-
ных дираковских гамильтонианов во внешних гра-
витационных полях с использованием методов 
псевдоэрмитовой квантовой механики [21–23]. 
Ранее в [23] такой гамильтониан был получен для 
метрики Керра с 0Q = . В работе [24] для метрики 
Керра доказана эквивалентность гамильтониана 
работы [23] в представлении с плоским скалярным 
произведением волновых функций с гамильтониа-
ном Чандрасекара [4, 5] в представлении с весо-
вым множителем Паркера [39] в скалярном произ-
ведении волновых функций. 

Гамильтониан для метрики Керра–Ньюмена 
легко обобщается из выражения гамильтониана 
для метрики Керра [23] заменой 00 00

K Ng g −→  и 
,K K N−Δ →Δ  где 

( )2 2
000 2 2 2

2
1 sin ,

Q
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r−
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2 0

21 .Q
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a rrr f
r r− −

⎛ ⎞+
⎜ ⎟Δ = − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

           (8) 

Для заряженных частиц гамильтониан должен 
быть дополнен слагаемым, обязанным кулонов-
скому взаимодействию частицы с источником 
электрического поля Керра–Ньюмена. 

В итоге самосопряженный гамильтониан 
H H +
η η=  для поля Керра–Ньюмена в представле-

нии с плоским скалярным произведением волно-
вых функций имеет вид 
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(9) 
В (9) μγ  – матрицы Дирака с локальными индек-
сами, удовлетворяющие стандартным антикомму-
тационным соотношениям .vv vμ μ μγ γ + γ γ = η  Урав-
нение Дирака с гамильтонианом (9) имеет вид 

( ) ( ),
, .

t
i H t

t η
∂Ψ

= Ψ
∂

r
r               (10) 

 
 
 

4. Эффективные потенциалы  
для поля Керра–Ньюмена 

 
Из выражения (9) гамильтониана видно, что 

радиальные и угловые переменные ( ),r θ  в урав-
нении (10) не разделяются. Необходимо обобще-
ние стандартного метода получения эффективных 
потенциалов квадрированием уравнений Дирака 
для вещественных радиальных волновых функций. 

Волновую функцию ( ),tΨ r  в (10) представим 
в виде 

( )
( ) ( )
( ) ( )3

,
, .

,
imiEtr

t e e
i r

ϕϕ−
⎛ ω θ ξ θ ⎞
⎜ ⎟Ψ =
⎜ ⎟− χ θ σ ξ θ⎝ ⎠

r      (11) 

В (11) E – энергия дираковской частицы, mϕ  – 

магнитное квантовое число, спинор ( )ξ θ =  
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1
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 представляет сферические гармоники 
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для спина ½. Явный вид ( )ξ θ  можно представить 
в виде [40]  
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          (12) 

В (12) выражение после квадратного корня в круг-
лых скобках является двумерной матрицей; 

1
2m

lP ϕ±  – присоединенные функции Лежандра; j, l – 
квантовые числа полного углового и орбитального 
моментов дираковской частицы, , 1... .m j j jϕ = − − +  

Далее отметим два обстоятельства: 
1. Поскольку переменные ( ),r θ  в (10) не раз-

деляются, функции ( ),rω θ  и ( ),rχ θ  зависят от r  
и от θ. 

2. Для получения вещественных эффективных 
потенциалов необходимо, чтобы функции ( ),rω θ  
и ( ),rχ θ  тоже были вещественными. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

После подстановки (11) уравнение (10) будет 

содержать спиноры ( ) ,ξ θ  ( ) ,
d

d
ξ θ
θ

 функции 

( ), ,rω θ  ( ),rχ θ  и их производные по r и θ. 
Если в гамильтониане (9) провести эквива-

лентную замену 

1 3 3 2 2 1, , ,γ → γ γ → γ γ → γ            (13) 

то производную ( )d
d
ξ θ
θ

 в (10) можно устранить , 

используя уравнение Брилла и Уиллера [41]  
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m
i ϕ⎡ ⎤∂⎛ ⎞σ + θ + σ ξ θ = κξ θ⎢ ⎥⎜ ⎟∂θ θ⎝ ⎠⎣ ⎦

  (14) 

В (14) 1 2,σ σ  – матрицы Паули; 

( ) 11 ,
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В результате, учитывая (11) и определение 
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,
Y

Y
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+

⎛ ⎞θ
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 уравнение (10) можно 

записать в виде системы четырех уравнений 
 
 

                                                           
∗ В отличие от (12) здесь и ниже для краткости в 

обозначениях ( )1
2
Y θ∓  убраны индексы , .j mϕ  
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1 1 000 2 00 22 2

1, sin ,
4

K N K N

KK N K K N K N K K N

ar rm g rY r Y ar r
r rg r g r
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+ −

− − − −

θ +

⎛ ⎞Δ ∂
+ ω θ + θ ω θ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂Δ Δ⎝ ⎠

 

( ) ( )
00

1 0 100 22 2

1 sin , , ;
4

K N K N

K K N K K N

g r eQY ar r Y r
rr g r
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+ θ ω θ + ω θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ⎝ ⎠

                       (17) 

 

( ) ( ) ( )
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ϕ
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⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟χ θ = − χ θ + + + + ω θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ω θ + ω θ + − ω
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ θΔ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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( ) ( )
00

0
1 1 000 2 00 22 2

,

1, sin ,
4

K N K N

KK N K K N K N K K N

ar rm g rY r Y ar r
r rg r g r

ϕ − −
− +

− − − −

θ +

⎛ ⎞Δ ∂
+ χ θ − θ χ θ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂Δ Δ⎝ ⎠
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                       (18) 
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⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟χ θ = − χ θ + + + + ω θ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ω θ − ω θ + − ω
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ θΔ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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θ +
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( ) ( )
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1 0 100 22 2

1 sin , , .
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                        (19) 
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Далее в (16)–(19) можно избавиться от произ-

водных ( ),r∂
ω θ

∂θ
 и ( ), .r∂

χ θ
∂θ

 Для этого уравне-

ние (16) умножаем на ( )1
2

,Y
−

θ  уравнение (17) 

умножаем на ( )1
2
Y

+
θ  и складываем их. Аналогич-

но поступаем с уравнениями (18), (19). Получаем 
 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

00 00 00 00

1 1
2 2

00 2 200
1 1

2 2

0
00 2

1 1, , ,
2

21 1 ,
sin

,

K N K N

K N K K N K K N K K N

K N K N K K N

K N K K N

mE r r r
r r rg r g r g r g

Y Ym
r

g r g Y Y

ar rm
r

g r

− −

− − − −

− +ϕ

− − −
− +

ϕ

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟ω θ = ω θ − + − + χ θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟+ − χ θ +

⎜ ⎟ θΔ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ ω θ
Δ

( )

( )

00 1 1
2 2

0 00 2 2 2

1 1
2 2

2 2

00 1 1
2 2

0 00 2 2 2

1 1
2 2

21 sin ,
4

1 sin , ,
4

K N K N

K K N K K N

K N K N

K K N K K N

Y Yg rar r
r r g r Y Y

Y Yg r eQar r r
r rg r

Y Y

− +− −

− −
− +

− +− −

− −
− +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞Δ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠+ θ ω θ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞Δ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− θ ω θ + ω⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( );θ

     (20) 

 
 

( ) ( ) ( )

( )

00 00 00 00
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00 2 200
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0
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1 1, , ,
2

21 1 ,
sin

,

K N K N

K N K K N K K N K K N

K N K N K K N

K N K K N

mE r r r
r r rg r g r g r g

Y Ym
r

g r g Y Y

ar rm
r

g r

− −

− − − −

− +ϕ

− − −
− +

ϕ

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟χ θ = − χ θ + + + + ω θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟+ − ω θ +

⎜ ⎟ θΔ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ χ
Δ

( ) ( )

( )

00 1 1
2 2

0 00 2 2 2

1 1
2 2

2 2

00 1 1
2 2

0 00 2 2 2

1 1
2 2

21 sin ,
4

1 sin ,
4

K N K N

K K N K K N

K N K N

K K N K K N

Y Yg rar r
r r g r Y Y

Y Yg r eQar r r
r rg r

Y Y

− +− −

− −
− +

− +− −

− −
− +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞Δ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠θ − θ χ θ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞Δ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− θ χ θ + χ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ), .θ

    (21) 
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Уравнения (20), (21) можно использовать для 
стандартной процедуры получения эффективных 
потенциалов. Угол θ и энергия частицы E в этом 
случае являются параметрами. 

Ниже выражения будем записывать в безраз-
мерных переменных 

0
2, , ,

2

, ,

.

c c P

fsQ
Q a

c P c

em fs

rr E GMm Mm
l m l c M

r GQm Q am
l c M e l

eQ Q
c e

ρ = ε = α = = =

α
α = = = α =

α = = α

=

=

=

  (22) 

Здесь cl mc
=
=  – комптоновская длина волны ди-

раковской частицы; 52,2 10 гP
cM

G
−= = ⋅

=  

19(1,2 10 ГэВ)−⋅  – планковская масса; 
2

fs
e

c
α = �

=
 

1
137
�  – электромагнитная постоянная тонкой 

структуры; , emα α  – гравитационная и электромаг- 

нитная константы связи; ,Q aα α  – безразмерные 
константы, характеризующие соответственно ис-
точник электромагнитного поля и степень враще-
ния в метрике Керра–Ньюмена. 

Величины 2 00, ,K K N K Ng− −ρ Δ  в безразмерных 
переменных имеют вид 

2 2 2 2cos ,K aρ = ρ + α θ                  (23) 
2 2 22 ,K N a Q−Δ = ρ − αρ + α + α           (24) 

( )2 2
00 2 2 2

2

21 sin .
a Q

K N a
K N K

g −
−

⎛ ⎞α αρ −α
⎜ ⎟= ρ + α + θ
⎜ ⎟Δ ρ
⎝ ⎠

(25) 

Введем обозначения: 

( )( )00 2 2 2 2 2 2cosK N K N K a ab g − −= Δ ρ = ρ + α θ ρ + α +  

( )2 2 22 sin ,a Q+α αρ −α θ                   (26) 

( )2 2 2 2 2 22 2 cos 2 sin ,a a a
db
d

= ρ ρ + α + α θ + α α θ
ρ

  (27) 

( )2 2 2 22 sin 2 .a a Q
db
d

⎡ ⎤= −α ρ + α − αρ + α θ⎣ ⎦θ
    (28) 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 21 12
2 2
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1cos cos2 2
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2

m m
l l
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l l
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F
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+ −
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ − κ − + θ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠θ = = θ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ + κ − + θ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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2
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l l

m P P

P m P

ϕ ϕ
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ϕ
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⎝ ⎠+ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ + κ − + θ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                               (29) 
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ϕ
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                                 (30) 
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С учетом (22)–(30) уравнения (20), (21) можно за-
писать в виде 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,
, , ,

,
, , .

r
A r B r

r
r

C r D r
r

∂ω θ
= ω θ + χ θ

∂
∂χ θ

= ω θ + χ θ
∂

        (31) 

где 

( )1 1 1
4K NK N

bA
b−−

κ ∂
= − − − ρ − α + −

ρ Δ ∂ρΔ
 

( )
2 1 ,

sin
K

K N K N

m
F

b
ϕ

− −

⎛ ⎞ρ
− − θ⎜ ⎟⎜ ⎟ θΔ Δ⎝ ⎠

        (32) 

( )2

2

1 sin 1
2

em aK

K N K NK N K N

a
K N K

b bB m
b

b F
b

ϕ
− −− −

−

α αα ρρ
= ε + − − −
Δ Δ ρΔ Δ

⎛ ⎞ρ ∂
− αα θ − θ −⎜ ⎟∂ρΔ ρ ⎝ ⎠

 

( )2
1 sin ,
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a

K N K

b G
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αα ρ ∂
− θ θ

∂θΔ ρ
          (33) 

( )2

2

1 sin 1
2

em aK

K N K NK N K N
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K N K

b bC m
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b F
b

ϕ
− −− −

−

α αα ρρ
= − ε + + + +

Δ Δ ρΔ Δ
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( )2
1 sin ,

2
a

K N K

b G
b−

αα ρ ∂
− θ θ

∂θΔ ρ
            (34) 

( )1 1 1
4K NK N

bD
b−−

κ ∂
= − + − ρ −α + +

ρ Δ ∂ρΔ
 

( )
2 1 .

sin
K

K N K N

m
F

b
ϕ

− −

⎛ ⎞ρ
+ − θ⎜ ⎟⎜ ⎟ θΔ Δ⎝ ⎠

        (35) 

Далее кратко напомним процедуру получения 
эффективных потенциалов. Из уравнений (31) по-
лучим уравнение второго порядка для функции 

( ), ,ωψ ρ θ  пропорциональной ( ), ,ω ρ θ  либо урав-
нение для функции ( ), ,χψ ρ θ  пропорциональной 

( ), .χ ρ θ  

( ) ( ) ( )
min

1, , exp , ,
2

A d
ρ

ω ω
ρ

⎛ ⎞
′ ′⎜ ⎟ψ ρ θ = ω ρ θ ρ θ ρ

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫    (36) 

( ) ( ) ( )
min

1, , exp , .
2

A d
ρ

χ χ
ρ

⎛ ⎞
′ ′⎜ ⎟ψ ρ θ = χ ρ θ ρ θ ρ

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫     (37) 

 

В (36) 

( ) 1, .BA A D
Bω
∂

ρ θ = − − −
∂ρ

              (38) 

В (37) 

( ) 1, .CA A D
Cχ
∂

ρ θ = − − −
∂ρ

              (39) 

В (36), (37) выбор нижнего предела интегрирова-
ния minρ  определяется конкретными условиями 
движения частиц со спином ½ в рассматриваемых 
полях Керра–Ньюмена. 

Релятивистские уравнения для ( ),ωψ ρ θ  и 

( ),χψ ρ θ  имеют вид уравнения Шредингера 

( )
2

2 2 0,Schr effE U ωω
ω

∂ ψ
+ − ψ =

∂ρ
         (40) 

( )
2

2 2 0.Schr effE Uχ χ
χ

∂ ψ
+ − ψ =

∂ρ
         (41) 

В уравнениях (40), (41) 

( )21 1 .
2SchrE = ε −                    (42) 

В (40) 

( ) ( )
2 2

2 2
3 1 1 1 1,
8 4 4eff

B BU A D
BB

ω ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
ρ θ = − + − −⎜ ⎟∂ρ ∂ρ∂ρ⎝ ⎠

 

( ) ( )21 1 1 .
4 8 2

A D B A D BC
B
− ∂

− + − +
∂ρ

       (43) 

В (41) 

( ) ( )
2 2

2 2
3 1 1 1 1,
8 4 4eff

C CU A D
CC

χ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
ρ θ = − − − +⎜ ⎟∂ρ ∂ρ∂ρ⎝ ⎠

 

( ) ( )21 1 1 .
4 8 2

A D C A D BC
C
− ∂

+ + − +
∂ρ

       (44) 

Уравнения (40), (41) и эффективные потен-
циалы (43), (44) переходят друг в друга при 

( ), , .em eme eε→ −ε κ→ −κ → − α → −α  Отсюда сле-
дует, что уравнения (40), (41) описывают движе-
ние дираковских частиц и античастиц. В данной 
работе для частиц используется уравнение (40) 
для функции ( ),ωψ ρ θ  с эффективным потенциа-

лом ( ),effU ϕ ρ θ  (43). Основанием для этого может 

служить нерелятивистский предел уравнения Ди-
рака с исчезающим при нулевом импульсе части-
цы ( )0=p  нижним спинором, пропорциональным 

( ), .χ ρ θ  Аналогично, нижний спинор с функцией 
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( ),χ ρ θ  исчезает для частицы при преобразовании 
Фолди–Ваутхайзена с любым значением импуль-
са p [42]. Наоборот, для античастицы в нереляти-
вистском пределе ( )0=p  и при преобразовании 
Фолди–Ваутхайзена исчезает верхний спинор бис-
пинорной волновой функции, пропорциональный 
( ), .ω ρ θ  
Снова отметим, что полярный угол θ в выра-

жениях (32) – (41), (43), (44) является параметром, 
изменяющимся в интервале [ ]0, .π  Энергия части-
цы ε в потенциалах (43), (44) также является па-
раметром. 

Эффективные потенциалы 

( ), , , , , , , , , ,eff Q emU l j mϕρ θ α α α κ ε  определяемые 

выражениями (43), (44), (32) – (35), имеют гро-
моздкий аналитический вид и могут быть рассчи-
таны, например, с помощью пакета программ 
«Maple». Однако основные особенности поведе-
ния потенциалов effU  можно анализировать вруч-
ную с помощью формул (32) – (44). 

Поскольку потенциалы effU  параметрически 
зависят от угла θ, однозначные выводы о характе-
ре квантово-механического движения частиц со спи-
ном ½ можно делать при условии получения конеч-
ных результатов, не зависящих от угла θ. В про-
тивном случае требуются более точные квантово-
механические расчеты. В этом проявляется ограни-
ченность использования метода эффективных по-
тенциалов в уравнении типа Шредингера с неразде-
ляющимися угловыми и радиальными переменными. 

5. Особенности эффективных потенциалов  
для поля Керра–Ньюмена 

 
Анализ выражений (32) – (35) и (43) показыва-

ет, что эффективный потенциал ( ),effU ω ρ θ  может 
иметь изолированные особенности с максималь-
ной степенью до второго порядка. Для экстре-
мального поля Керра–Ньюмена эта степень может 
повыситься до четвертого порядка. 
 

5.1. Важным обстоятельством является отсут-
ствие каких-либо особенностей в эффективном 
потенциале, связанных с наличием эргосферы 
(см. (3), (4)). Аналогично наличие эргосферы не 
проявляется в исходном самосопряженном га-
мильтониане (9) и в радиальных уравнениях (31). 
Таким образом, в квантовой механике уравнения 
Дирака и уравнения типа Шредингера в поле Кер-
ра–Ньюмена с представлением волновой функции 
в виде (11) не проявляется каким-либо образом 
присутствие эргосферы с 00 0.g ≤  
 

5.2. При наличии двух горизонтов событий 

( )2 2 2
a Qα > α + α  

( )( )
2 2 2

;K N

a Q

− + −

±

Δ = ρ −ρ ρ −ρ

ρ = α ± α −α −α
            (45) 

эффективный потенциал имеет полюса второго 
порядка при приближении к внешнему или внут-
реннему горизонту событий. 

 

( ) ( )

( )
( )

( )

2
4

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2
4

2

2 2 2 2

42 2 2

3 1 1 1 1 1 1 1
8 4 2 8

41 4

sin1

4 cos

em

eff

aem em
a

a

a

B BU BC
BB

m
b m

b

b

+

+
+

+
+ω

ρ→ρ
+ +

+ ϕ
+ + ϕρ

+ +ρ+

+

+ ρ

⎧⎡ ⎤⎛ ⎞α⎪⎢ ⎥ε − ρ⎜ ⎟ρ⎪⎛ ⎞∂ ∂ ⎢ ⎥⎝ ⎠− + = − + +⎨⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ρ ∂ρ⎝ ⎠ ρ − ρ ρ −α⎪⎢ ⎥
⎪⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩

⎡ α α ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞α α⎢+ ε − −ρ + − αα ρ ε − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎢ρ − α ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

α α ρ θ
−

ρ + α θ

�

( )
[ ]

( )

2
2

2 3
2

1 .b G
+

+
ρ +

⎫⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎪⎥∂ ⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟ θ + Ο⎬⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ⎪⎥ ρ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎦⎭

              (46) 
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В (46) b
+ρ

 и b

+ρ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂θ⎝ ⎠

 – значения величин в 

(26), (28) при .+ρ = ρ  Величина effU
−

ϕ
ρ→ρ

 получа-

ется заменой в (46) .+ −ρ →ρ  
При отсутствии вращения ( )0aα =  слагаемые 

во второй квадратной скобке (46) равны нулю. 
Слагаемые в первой квадратной скобке (46) сов-
падают с соответствующей частью потенциала для 
поля Райсснера–Нордстрёма [34, 35]. В этом слу-
чае для заряженных дираковских частиц при 

em ±ε ≠ α ρ  реализуются условия квантово-
механического «падения» на внешний или внут-
ренний горизонты событий. 

В присутствии вращения ( )0aα ≠  такого вы-
вода сделать нельзя из-за присутствия во второй 
квадратной скобке (46) слагаемых разного знака, в 
том числе зависящих от угла θ. Для окончательно-
го вывода о характере движения частиц со спином 
½ вблизи горизонтов событий необходимы более 
точные квантово-механические расчеты. 
 

5.3. Экстремальное поле Керра–Ньюмена 

( )2 2 2 , .a Q + −α = α + α ρ = ρ = α  В этом случае  

( )2 ,K N−Δ = ρ − α                   (47) 

( )22 2 ,ab ρ→α = α + α                (48) 

0.b

ρ→α

∂
=

∂θ
                       (49) 

Эффективный потенциал вблизи единственного 
горизонта событий ±ρ = α  равен 

( )

( )

4

222 2 2

1
2

4

eff

em em
a a

U

m

ω
ρ→α

ϕ

= − ×
ρ −α

⎡ α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞× α + α ε − − α α ε − +⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣

 

( ) ( )

4 2 2

2 32 2

4 1 .a

a

mϕ
⎤ ⎛ ⎞α α ⎥ ⎜ ⎟+ + Ο⎥ ⎜ ⎟ρ − αα + α ⎝ ⎠⎥⎦

            (50) 

Из-за полюса четвертого порядка движение 
дираковских частиц в экстремальном поле Керра-
Ньюмена осуществляется в режиме «падения» на 
горизонт событий .ρ = α  
 

Отсюда следует, что в экстремальном поле 
Керра–Ньюмена не существует стационарных свя-
занных состояний частиц со спином ½. 

Для экстремального поля Керра ( 2 2 ,aα = α  

)0,Q em + −α = α = ρ = ρ = α  выражение (50) можно 

переписать в виде 

( )

2
4

4
2 .

2
a

eff
m

U ϕω
ρ→α

⎛ ⎞α ⎜ ⎟= − ε −
⎜ ⎟αρ −α ⎝ ⎠

        (51) 

Для решения 

2
extr
K

mϕε =
α

                          (52) 

сингулярность ( )4~ 1 ρ −α  в эффективном потен-
циале (50) исчезает. Однако коэффициент при сле-
дующей ведущей особенности ( )3~ 1 ρ −α  зави-
сит от угла θ, и это не позволяет делать какие-то 
определенные выводы. Ранее в [43] доказано, что 
решение (52) является решением для стационар-
ных связанных состояний частиц со спином ½  
в экстремальном поле Керра. 
 

5.4. Если существуют значения параметров 

( ), , , , , , , , , ,Q a em l j mϕα α α α κ ε θ  при которых выра-

жение (33) для clρ = ρ  равно нулю 
( ) 0,clB ρ = ρ =                       (53) 

то в эффективном потенциале (43) из-за первого сла-
гаемого возникает полюс второго порядка с коэф-
фициентом 3 8,K =  обеспечивающим при clρ = ρ  
полностью непроницаемый для квантово-механи-
ческих частиц потенциальный барьер [44]. Ранее 
такие барьеры были установлены для дираковских 
частиц в отталкивающем кулоновском поле [33] и 
в поле Райсснера–Нордстрёма при определенных 
значениях физических параметров [35, 36]. 

В общем случае поля Керра–Ньюмена опреде-
лить значение (или значения) clρ  из уравнения (53) 
чрезвычайно сложно из-за необходимости реше-
ния уравнения (53) с полиномами высокой степе-
ни. Кроме того, последние два слагаемых в (34) 
зависят от угла θ. Ниже мы решим уравнение (53) 
для поля Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией. 
 

5.5. В общем случае в окрестности начала ко-
ординат ( )0ρ =  эффективный потенциал (43) за-

висит от θ и имеет полюс второго порядка 21 ρ∼  
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2
2 2 2

2

2 20 2

2

cos sin
1 1 .

8
2 1

Q
em

a
eff

Q

a

U ϕ
ρ→

⎡ ⎤⎛ ⎞α⎢ ⎥⎜ ⎟α θ − θ⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥ρ ⎛ ⎞α⎢ ⎥⎜ ⎟+
⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎣ ⎦

  (54) 

Отметим, что из-за разной топологии решений 
асимптотика (54) для поля Керра–Ньюмена при 
отсутствии вращения ( )0aα =  не переходит в 
асимптотику для поля Райсснера–Нордстрёма  

20

3 .
8

RN
effU

ρ→
=

ρ
                     (55) 

Для метрики Керра ( )0; 0em Qα = α =  

0
const.K

effU
ρ→

=                     (56) 

Поведение потенциала для метрики Керра при 
0ρ→  допускает существование стационарных 

связанных состояний дираковских частиц.  
 
 
6. Особенности эффективных потенциалов для 
поля Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией 
 

В этом случае 0; , 0QG → α α →  и 
2 2 2 ,a Qα < α + α  что соответствует условию сущест-

вования голой сингулярности Керра–Ньюмена. 
 

6.1. Для голой сингулярности Керра–Ньюмена 
с «нулевой» гравитацией из (54) следует, что  

2 2
20

1 1 1 cos .
8 2

ZKN
eff emU

ρ→

⎡ ⎤= − + α θ⎢ ⎥ρ ⎣ ⎦
      (57) 

Видно, что как и в общем случае (54), выра-
жение (57) зависит от угла θ. 
 

6.2. Для поля Керра–Ньюмена с «нулевой» 
гравитацией уравнение (53) легко разрешается 
относительно радиуса непроницаемого барьера clρ  

2 2 2

2 2

cos
1 0.cl a em

clcl a

ρ + α θ ⎛ ⎞α
ε + − =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠ρ + α

      (58) 

Для одинаковых знаков заряда дираковской 
частицы и источника поля Керра–Ньюмена 

0emα >  и 

.
1

em
cl

α
ρ =

ε +
                        (59) 

В размерных единицах 

2

2

1 .
1

cl
eQr Emc

mc

=
+

                   (60) 

В (60) E – энергия частицы в системе центра 
масс, m – приведенная масса дираковской части-
цы, 2eQ mc  – классический радиус частицы с за-
рядом e, находящейся в отталкивающем кулонов-
ском поле с зарядом источника поля Q. При боль-
ших значениях 2E mc>>  радиус непроницаемого 
барьера изменяется обратно пропорционально из-
менению энергии частицы. Непроницаемый барь-
ер можно представить в виде 

( )2
3 1 .
8cl

ZKN
eff

cl

U
ρ→ρ

=
ρ −ρ

           (61) 

Выражения (59) – (61) совпадают с получен-
ными ранее выражениями для отталкивающих ку-
лоновских полей [33] и для голой сингулярности 
Райсснера–Нордстрёма [35, 36] при определенных 
значениях физических параметров. Любая степень 
вращения источника поля Керра–Ньюмена с «ну-
левой» гравитацией не изменяет вида и располо-
жения непроницаемого барьера при одноименных 
зарядах частицы и источника поля. 

При существовании барьера (61) эффектив-
ный потенциал (43) не содержит потенциальных 
ям и в этом случае отсутствует возможность суще-
ствования стационарных связанных состояний ди-
раковских частиц. 
 
 

7. Заключение 
 

В работе для поля Керра–Ньюмена получен 
самосопряженный дираковский гамильтониан с пло-
ским скалярным произведением волновых функ-
ций. Поскольку этот гамильтониан не допускает 
разделения угловых и радиальных переменных, в 
данной работе аналогично [37] обобщен метод 
получения эффективных потенциалов при квадри-
ровании уравнения Дирака. В результате в ради-
альном уравнении типа Шредингера полярный 
угол θ является параметром. 

Полученные эффективные потенциалы имеют 
изолированные особенности на горизонтах собы-
тий, в начале координат ( )0ρ→  и при определен-
ных параметрах поля Керра–Ньюмена и дираков-
ской частицы в некоторых промежуточных точках 
по радиусу.  
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Важным наблюдением является отсутствие 
каких-либо особенностей в самосопряженном га-
мильтониане (9), в радиальных уравнениях (31) и 
в эффективном потенциале (43), связанных с на-
личием эргосферы (см. (3), (4)), где 00 0.g ≤  Таким 
образом, в квантовой механикеа уравнения Дирака 
и уравнения типа Шредингера во внешнем поле 
Керра–Ньюмена с представлением волновой функ-
ции в виде (11) не проявляется каким-либо обра-
зом присутствие эргосферы с 00 0.g ≤  

Основные результаты анализа эффективных 
потенциалов (43): 

7.1. При наличии горизонтов событий 

( )2 2 2
a Qα > α + α  эффективный потенциал имеет 

полюса второго порядка (46) при приближении 
снаружи к внешнему и внутри к внутреннему го-
ризонтам событий .±ρ  
 

7.2. Для экстремального поля Керра–Ньюмена 

( )2 2 2 ,a Q + −α = α + α ρ = ρ = α  эффективный потен-

циал вблизи единственного горизонта событий 
имеет полюс четвертого порядка (50). В этом слу-
чае движение дираковских частиц осуществляется 
в режиме «падения» на горизонт событий ,ρ = α  
что подразумевает невозможность существования 
стационарных связанных состояний частиц со 
спином ½. 
 

7.3. В окрестности начала координат 0ρ =  
эффективный потенциал (43) имеет полюс второго 
порядка 

2
2 2 2

2

2 20 2

2

cos sin
1 1 .

8
2 1

Q
em

aKN
eff

Q

a

U
ρ→

⎡ ⎤⎛ ⎞α⎢ ⎥⎜ ⎟α θ − θ⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥ρ ⎛ ⎞α⎢ ⎥⎜ ⎟+
⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎣ ⎦

 (62) 

Для голой сингулярности Керра–Ньюмена 

( )2 2 2
a Qα < α +α  из-за зависимости от угла θ невоз-

можно определить условия движения частиц вбли-
зи центра. Этот же вывод относится и к случаю 

( )0 0, 0 .QG → α = α =  В выражении (54) при 

0Qα =  остается зависимость от угла θ. 
Как известно (см., например, [45]), если коэф-

фициент в квадратных скобках (54) меньше или 
равен 1/8, то возможно существование связанных 

состояний дираковских частиц. Наоборот, если 
коэффициент больше 1/8, то частицы движутся в 
режиме «падения на центр». Для окончательного 
вывода нужны более точные квантово-механичес-
кие расчеты. 

Для метрики Керра ( )0, 0em Qα = α =  

0
constK

effU
ρ→

=  (см. (56)). 

В этом случае поведение потенциала допускает 
существование стационарных связанных состоя-
ний дираковских частиц. 
 

7.4. Для поля Керра–Ньюмена с «нулевой» 
гравитацией при одинаковых знаках заряда дира-
ковской частицы и источника поля ( )0emα >  воз-
никает непроницаемый барьер вида (61) 

( )2
3 1 ,
8cl

ZKN
eff

cl

U
ρ→ρ

=
ρ −ρ

 

где ( )1 .cl emρ = α ε +  
В размерных единицах 

2

2

1 .
1

cl
eQr Emc

mc

=
+

 

Здесь E – энергия частицы в системе центра масс, 
m – приведенная масса дираковской частицы, 

2eQ mc  – классический радиус частицы с заря-
дом e, находящейся в отталкивающем кулонов-
ском поле с зарядом источника поля Q. 

 Выражения для ,
cl

eff clU
ρ→ρ

ρ  и clr  совпадают 

с полученными ранее выражениями для отталки-
вающих кулоновских полей [33] и для голой син-
гулярности Райсснера–Нордстрёма [35] при опре-
деленных значениях физических параметров. Лю-
бая степень вращения источника поля Керра–Нью-
мена с «нулевой» гравитацией не изменяет вида 
и расположения непроницаемого барьера. При 
существовании непроницаемого барьера эффек-
тивный потенциал уравнения типа Шредингера не 
содержит потенциальных ям и в этом случае от-
сутствует возможность существования стационар-
ных связанных состояний частиц со спином ½. 
 

Авторы благодарят за большую техническую 
помощь в подготовке работы А. Л. Новоселову. 
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