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ЧАСТИЦЫ СО СПИНОМ ½ И 11-МЕРНОЕ РИМАНОВО ПРОСТРАНСТВО 
 

М. В. Горбатенко 
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 

Доказывается, что среди многомерных моделей частиц со спином ½ модель  
в 11-мерном римановом пространстве с сигнатурой ( ) ( )1 &10− +  выделена тем, что 
удовлетворяет принципу причинности, допускает возможность формулировки теории 
в терминах октонионов, а также формулировки на решетках 8E  и 24.Λ  

 
Ключевые слова: Частицы со спином ½ в римановых пространствах, матрицы Дира-

ка, теорема Фробениуса, решетка Лича. 
 
 

1. Введение 
 

Согласно гипотезе, выдвинутой в [1], инфор-
мация о кинематике и динамике частиц с полуце-
лым спином в римановых пространствах с метри-
ческим тензором ( ), 0,1,..., 1ABg A B n= −  содер-
жится в полях дираковских матриц (ДМ) ,Aγ  оп-
ределяемых как 

2 .A B B A AB N Ng E ×γ γ + γ γ =             (1) 

Здесь n – размерность риманова пространства, N – 
матричная размерность ДМ, N NE ×  – единичная 
матрица .N N×  

В последнее время в рамках гипотезы [1] по-
лучен ряд результатов, подтверждающих предпо-
ложение о том, что полное риманово пространст-
во, включающее наблюдаемое и внутреннее под-
пространства, должно иметь размерность n = 11, 
из которых одна размерность является временипо-
добной, остальные – пространственно-подобными. 
Таким образом, наблюдаемое 4-мерное подпро-
странство имеет сигнатуру 1( ) & 3( ),− +  а внутрен-
нее подпространство – сигнатуру 7(+). Версия об 
11-мерности полного пространства, по-видимому, 
впервые была сформулирована в [2] как одна из 
возможностей так называемой М-теории, являю-
щейся усовершенствованным вариантом супер-
струнной теории.  

Результаты, которые подтверждают предпо-
ложение об 11-мерности полного риманова про-
странства, включают соображения трех типов.  

Во-первых, соображения, вытекающие из се-
рии работ [3, 4]. В этих работах показано, что 
n = 11 является минимальной размерностью, при 
которой пространство может иметь физически 
приемлемую сигнатуру (т. е. только одну време-
ниподобную размерность) и в котором может 
быть введена система ДМ, на основе которой мо-
жет быть построена полная система матриц .N N×  

Во-вторых, соображения по обобщению веще-
ственных ДМ на случай чисел более общего типа, 
допускаемых известной теоремой Фробениуса 
(см., например, [5, 6]). К таким числам относятся 
комплексные, кватернионные и октонионные чис-
ла. Как оказывается, пространство с n = 11 и есть 
тот тип пространства, к которому приводит по-
пытка реализации ДМ в классе чисел с 7 мнимыми 
единицами. Кватернионные ДМ приводят к про-
странству с n = 7 [7].  

В-третьих, соображения, касающиеся возмож-
ности введения ДМ на косоугольных базисных 
векторах решеток с самыми плотными упаковками 

8E  и 24Λ  [8]. Оказывается, что для такой реализа-
ции необходимо, чтобы внутренние степени сво-
боды образовывали 7-мерное компактифициро-
ванное подпространство.  

Указанные три типа соображений являются 
предметом рассмотрения в данной работе. 
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2. Полные системы вещественных ДМ  
в римановых пространствах 

 
Разработанный в [3, 4] алгоритм построения 

полных систем вещественных ДМ относится к ри-
мановым пространствам нечетной размерности n, 

2 1,n k= +                                (2) 
k – целое положительное число. В алгоритме ис-
пользуются две процедуры: процедура удвоения и 
процедура выхлопа. Если стартовать с 3-мерного 
пространства с сигнатурой ( ) ,+ − +  то с помощью 
процедуры удвоения получались ДМ Aγ  с мат-
ричной размерностью ,N N×  

2 ,kN =                              (3) 
удовлетворяющие соотношению (1). Процедура 
выхлопа позволяет изменять систему ДМ так, что 
сигнатура изменяется на число, кратное четырем. 
Например, из сигнатуры ( ) ( )( )& 1k k− + +  могут 
быть получены сигнатуры ( )( ) ( )( )4 & 5 ,k k− − + +  

( )( ) ( )( )8 & 7k k+ − − +  и т. д. Процедура выхлопа 
может быть выполнена в том случае, когда число k 
не меньше 4. 

В табл. 1 приведены характеристики вещест-
венных систем ДМ, построенных с помощью про-
цедур удвоения и выхлопа в пространствах с раз-
мерностями от 3 до 19. Табл. 1 может быть про-
должена до любого нечетного натурального числа. 
Среди всех римановых пространств, приведенных 
в табл. 1, существуют такие, у которых имеется 
только одно времениподобное измерение (обведе-
ны рамкой). Такие пространства примечательны 
тем, что при сигнатуре ( ) ( )( )1 & 1n− − +  конгруэн-
ция световых конусов допускает корректную фор-
мулировку принципа причинности. Такие про-
странства будем считать физически приемлемыми. 

Судя по табл. 1, в большинстве случаев с  по-
мощью процедуры удвоения и выхлопа получают-
ся физически неприемлемые системы ДМ, т.е. сис-
темы ДМ в римановых пространствах с сигнату-
рой, отличной от ( ) ( )( )1 & 1 .n− − +  Пространств с 
сигнатурой ( ) ( )( )1 & 1n− − +  в табл. 1 имеется 
только три, однако список таких пространств бес-
конечен. Нетрудно убедиться в том, что размер-
ность пространств с сигнатурой ( ) ( )( )1 & 1n− − +  
подчиняется соотношению 

( )8 3 0,1,2,... .n m m= + =                 (4) 
 

Т а б л и ц а  1 
Перечень римановых пространств нечетной размерности до n = 19 и их сигнатур, в которых могут быть 

введены ДМ с помощью процедур удвоения и выхлопа 
 

n Сигнатуры 

3   1( ) & 2( )− +    

5   2( ) & 3( )− +    

7   3( ) & 4( )− +  7( )−   

9  8( ) &1( )− +  4( ) &5( )− +  9( )+   
 

11  9( ) & 2( )− +  5( ) & 6( )− +  1( ) &10( )− +   

13  10( ) & 3( )− +  6( ) & 7( )− +  2( ) &11( )− +   

15 15( )−  11( ) & 4( )− +  7( ) &8( )− +  3( ) &12( )− +   

17 8( ) & 9( )− +  12( ) & 5( )− +  16( ) &1( )− +  4( ) &13( )− +  17( )+  

19 9( ) &10( )− + 5( ) &14( )− +  1( ) &18( )− +  13( ) & 6( )− +  17( ) & 2( )− +  
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Из всех пространств, приведенных в табл. 1, 
особый интерес представляет пространство, удов-
летворяющее трем условиям: 

• в рассматриваемом пространстве на основе 
введенной системы вещественных ДМ может быть 
построена полная система матриц N × N, где N удов-
летворяет соотношению (3); этому условию удовле-
творяют все приведенные в табл. 1 пространства, 

• пространство относится к категории физиче-
ски приемлемых; этому условию удовлетворяют 
только те пространства, которые обведены рамкой, 

• пространство имеет минимально возможную 
размерность среди всех других римановых про-
странств, размерность которых превышает раз-
мерность наблюдаемого пространства; этому ус-
ловию удовлетворяет только пространство с раз-
мерностью n = 11 и с сигнатурой ( ) ( )1 &10 .− +  

Приведенные соображения, основанные на ре-
зультатах [3, 4], свидетельствуют о том, что в ри-
мановом пространстве с размерностью не менее 
n = 11 и с сигнатурой ( ) ( )1 &10− +  может быть 
построена полноценная теория частиц с полуце-
лым спином. 
 
 

3. ДМ, соответствующие различным классам 
чисел 

 

3.1. Вид ДМ при усложнении чисел 
 

Известно, что в 4-мерном римановом про-
странстве с сигнатурой ( )− + + +  и метрикой gαβ  
в каждой точке могут быть введены различные 
системы ДМ ,αγ  удовлетворяющие соотношению 

4 42 .g Eα β β α αβ ×γ γ + γ γ =               (5) 

ДМ могут быть реализованы в классе не только 
вещественных чисел, но и комплексных чисел, 
кватернионов и октонионов. Так, в классе вещест-
венных чисел соотношению (5) удовлетворяют ДМ 
в так называемом майорановском представлении. 
Примером такой системы является система (6): 

0 2 1 1 1 2 2 2 3 3.iγ = − ρ σ γ = ρ γ = ρ σ γ = ρ     (6) 
В (6) и далее используются стандартные матрицы 
ро-сигма∗ – см., например, §17 в [9]. Система ДМ (6) 
                                                           

∗ В обозначение 0 2 1iγ = − ρ σ  формально входит мни-
мая единица, однако матрица 2 1i− ρ σ  на самом деле яв-
ляется вещественной. Это замечание справедливо и в от-
ношении других антисимметричных матриц. Мнимая еди-
ница « i » не имеет никакого отношения к вводимым далее 
мнимым единицам 1 2, , ...i i . 

может быть использована и для построения ДМ 
над другими классами чисел. Делается это сле-
дующим образом.  

Обозначим мнимые единицы, используемые в 
рассматриваемом классе чисел, через 1 2, , ....i i  До-
полнительные ДМ, появляющиеся после введения 
мнимых единиц, имеют вид 

( ) ( )1 2 3 2 2 3, , ....i i i iρ σ ρ σ                 (7) 

При переходе к комплексным числам вместо n = 4 
получаем n = 5, а вместо соотношения (5) получаем 

4 42 , , 0,1,2,3,4.A B B A ABg E A B×γ γ + γ γ = =    (8) 
При этом  

( )4 1 2 3 .i iγ = ρ σ                        (9) 
В случае кватернионов получаем n = 7, а дополни-
тельные ДМ имеют вид 

( ) ( ) ( )4 1 2 3 5 2 2 3 6 3 2 3, , .i i i i i iγ = ρ σ γ = ρ σ γ = ρ σ  (10) 

В случае октонионов получаем n = 11, а дополни-
тельные ДМ имеют вид 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

4 1 2 3 5 2 2 3 6 3 2 3

7 4 2 3 8 5 2 3 9 6 2 3

10 7 2 3

, , ,

, , ,

.

i i i i i i

i i i i i i

i i

γ = ρ σ γ = ρ σ γ = ρ σ

γ = ρ σ γ = ρ σ γ = ρ σ

γ = ρ σ

 (11) 

Увеличение размерности риманова пространства 
совпадает с числом появляющихся мнимых единиц. 
Все дополнительные измерения риманова про-
странства являются пространственноподобными.  
 

3.2. Комплексные, кватернионные  
и октонионные ДМ в многомерных  

пространствах 
 

Правила действий с комплексными числами 
базируются на алгебре двух структурных элемен-
тов 0e  и 1 :i  

0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0, , .e i i e i i i e e e e= = = − =         (12) 

Правила действий с кватернионными числами 
базируются на алгебре четырех структурных эле-
ментов 0e  и ( )1,2,3 :ki k =  

0 0 0 0 0 0, , .k k k m n mn mnk ke e i e i i i e i e e e= = = − δ − ε = (13) 

Здесь kmnε  – полностью антисимметричный тензор. 
Правила действий с октонионными числами 

базируются на алгебре восьми структурных эле-
ментов 0e  и ( )1,2,...,7 :Pi P =  

0 0 0 0 0 0, , .P P P P Q PQ PQS Se i i e i i i e C i e e e= = = − δ − = (14) 
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В (14) входит величина ,PQSC  которая антисим-
метрична по своим индексам. Отличными от нуля 
компонентами являются 

123 145 246 347 176 257 365 1.C C C C C C C= = = = = = = (15) 
Ассоциатором трех октонионов , ,A B C  называет-
ся величина [ ], , ,A B CΔ  равная 

[ ] ( ) ( ){ }1, , .
2

A B C AB C A BCΔ = −        (16) 

Специфика октонионов по сравнению с другими 
классами чисел состоит, в конце концов, в отли-
чии от нуля ассоциаторов (16). Это приводит к 
неассоциативности октонионов.  

Правила действий с комплексными числами 
(12) совпадают с правилами действий с вещест-
венными матрицами 2×2, если произвести отожде-
ствление 

0 2 2 1 2
1 0 0 1

.
0 1 1 0

e E i i×↔ = ↔ = σ
−

   (17) 

Пользуясь отождествлением (17), вместо ДМ (6), 
(9) получаем вещественные ДМ 8×8 в виде  

0 2 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2

3 3 2 2 4 2 3 2, .
i E E E

E i i
× × ×

×

γ = − ρ σ ⊗ γ = ρ ⊗ γ = ρ σ ⊗

γ = ρ ⊗ γ = ρ σ ⊗ σ
 

(18) 
Запись в виде прямого произведения в (18) имеет 
обычный смысл; так, 4 2 3 2i iγ = ρ σ ⊗ σ  означает 

4 2 3 2

1
1

1
1

.
1

1
1

1

i i

−
−

γ = ρ σ ⊗ σ =
−

−

 (19) 

Правила действий с кватернионными  числа-
ми (13) совпадают с правилами действий с веще-
ственными матрицами 4×4, если произвести ото-
ждествление 

0 4 4 1 2 2 2 3 3 2 1, , , .e E i i i i i i×↔ ↔ σ ↔ ρ σ ↔ ρ σ   (20) 

Вместо ДМ (6), (10) получаем вещественные ДМ 
16×16 в виде  
 

0 2 1 4 4 1 1 4 4 2 2 2 4 4

3 3 4 4 4 2 3 2 5 2 3 2 3

6 2 3 2 1

, , ,
.

i E E E
E i i i i

i i

× × ×

×

γ = − ρ σ ⊗ γ = ρ ⊗ γ = ρ σ ⊗

γ = ρ ⊗ γ = ρ σ ⊗ σ γ = ρ σ ⊗ ρ σ

γ = ρ σ ⊗ ρ σ

 

(21) 

Что касается октонионов, то можно было бы 
подумать, что обобщением изоморфизмов (17) и 
(20) является следующее отображение: 

0 4 4 2 2 4 4 4 2

1 2 1 5 2 3

2 2 1 1 6 1 2 3

3 2 3 1 7 3 2 3

.

e E E e E i
e i e i

e i e i
e i e i

× × ×→ ⊗ → ⊗ σ
→ σ ⊗σ → ρ ⊗σ
→ ρ σ ⊗σ → ρ σ ⊗σ
→ ρ σ ⊗σ → ρ σ ⊗σ

   (22) 

Но отобразить алгебру октонионов на обычную 
алгебру матриц невозможно в принципе, посколь-
ку умножение матриц обладает ассоциативностью, 
а умножение октонионных мнимых единиц не об-
ладает. Неассоциативность октонионов вытекает 
из структурных соотношений (14) и проявляется 
в отличии от нуля ассоциаторов (16).  

Несмотря на отсутствие изоморфизма (22), мы 
приходим к ситуации, в которой как система ок-
тонионных ДМ 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

0 2 1 1 1 2 2 2 3 3

4 1 2 3 5 2 2 3 6 3 2 3

7 4 2 3 8 5 2 3 9 6 2 3

10 7 2 3

, , , ,
, , ,

, , ,

i
i i i i i i

i i i i i i

i i

γ = − ρ σ γ = ρ γ = ρ σ γ = ρ

γ = ⋅ ρ σ γ = ⋅ ρ σ γ = ⋅ ρ σ

γ = ⋅ ρ σ γ = ⋅ ρ σ γ = ⋅ ρ σ

γ = ⋅ ρ σ

 

(23) 
так и система ДМ, построенных с использованием 
отображения (22), т. е. система матриц 

0 2 1 4 4 2 2 1 1 4 4 2 2

2 2 2 4 4 2 2 3 3 4 4 2 2

4 2 3 2 1 5 2 3 2 1 1

6 2 3 2 3 1 7 2 3 4 4 2

8 2 3 2 3 9 2 3 1 2 3

10 2 3 3 2 3

, ,
, ,

, ,
, ,

, ,
,

i E E E E
E E E E

i i i i
i i i E i
i i i i
i

× × × ×

× × × ×

×

γ = − ρ σ ⊗ ⊗ γ = ρ ⊗ ⊗

γ = ρ σ ⊗ ⊗ γ = ρ ⊗ ⊗

γ = ρ σ ⊗ σ ⊗σ γ = ρ σ ⊗ ρ σ ⊗σ

γ = ρ σ ⊗ ρ σ ⊗σ γ = ρ σ ⊗ ⊗ σ

γ = ρ σ ⊗ ρ ⊗σ γ = ρ σ ⊗ ρ σ ⊗σ

γ = ρ σ ⊗ρ σ ⊗σ

 

(24) 
удовлетворяет базовому соотношению (1). Первые 
два сомножителя в ДМ (24) являются веществен-
ными матрицами 4×4, а третий сомножитель – ве-
щественной матрицей 2×2.  
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Возникшая ситуация связана с тем, что в ли-
тературе (см., например, [10]) наряду с алгеброй 
октонионов (14) рассматривают алгебру октонио-
нов с открытым произведением (или алгебру рас-
щепленных октонионов), базовым соотношением 
в которой является не соотношение (14), а соот-
ношение  

( )
0 0 0 0 0 0, 2 , ,

, 1,2,...,7 .
P P P P Q Q P PQe i i e i i i i i e e e e

P Q

= = + = − δ =

=
(25) 

По существу переход к алгебре октонионов с от-
крытым произведением сводится к обращению в 
нуль величин PQSC  в соотношении (14). Алгебра 
октонионов с открытым произведением отобража-
ется на алгебру матриц 8×8 с вещественными эле-
ментами по правилу (22). 
 
 
3.3. Анализ систем ДМ, соответствующих раз-

личным классам чисел 
 

Системы вещественных ДМ в многомерных 
римановых пространствах построены выше двумя 
способами. Один способ – с помощью процедуры 
удвоения и выхлопа. Другой способ – с помощью 
перехода от вещественных чисел к числам более 
общего класса. В каком соответствии находятся 
эти две серии ДМ? 

В двух предельных случаях оба типа ДМ сов-
падают. Первый случай – это реализация ДМ (6) 
в 4-мерном пространстве в классе вещественных 
чисел. Второй случай – это случай 11-мерного 
пространства, в котором реализована система ДМ 
(24). Система (24) получается и с помощью про-
цедуры удвоения и выхлопа, и с помощью перехо-
да к октонионам с открытым произведением. 

Но система ДМ (18), реализованная как сис-
тема матриц 8×8, в совокупности со всевозмож-
ными произведениями этих матриц не порождает 
полной системы матриц  в пространстве всех мат-
риц 8×8. Она является полной только в простран-
стве матриц, являющихся суперпозицией ДМ и их 
всевозможных произведений. Аналогичная ситуа-
ция имеет место и для ДМ (21), реализованных в 
классе матриц 16×16.  

Свойства систем ДМ, соответствующих раз-
личным классам чисел, перечислены в табл. 2. 

Из табл. 2 видно, что за пределами наблюдае-
мого риманова пространства системы ДМ, соот-
ветствующие 11-мерному риманову пространству 
с сигнатурой 1( ) &10( ),− +  играют особую роль: 
они дают возможность описать ДМ в предельно 
общем классе октонионных чисел с открытым про-
изведением. Пространство с размерностью n = 11 и 
с сигнатурой 1( ) &10( )− +  необходимо также для 
введения полноценных октонионных ДМ (23). 

 
Т а б л и ц а  2 

Римановы пространства, классы чисел и типы ДМ 
 

Римановы пространства 

Размерность n Сигнатура 

Класс чисел, в котором мо-
гут быть реализованы ДМ 

Матричная размерность 
ДМ при записи в терми-
нах вещественных чисел 

Полнота для матриц 
той же матричной 

размерности 

4 1( ) &3( )− +  Вещественные числа 4×4 + 

5 1( ) & 4( )− +  Комплексные числа 8×8 - 

7 1( ) & 6( )− +  Кватернионы 16×16 - 

11 1( ) &10( )− +  Октонионы с открытым 
произведением 32×32 + 
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4. ДМ, построенные на базисных векторах  
автодуальных решеток 

 
4.1. Решетки в теории ДМ 

 
Общеизвестны решетки в 3-мерных кристал-

лах. Кубические, объемно центрированные, гра-
нецентрированные и многие другие. В математике 
эта проблема трансформировалась в теорию реше-
ток в многомерных пространствах. Вопросы, ко-
торые возникают в такой теории и которые были 
отмечены еще Гильбертом в начале XX века [8], 
касаются поиска наиболее плотных упаковок ша-
ров в многомерных евклидовых пространствах, 
нахождения максимального числа соседних ша-
ров, касающихся заданного, и др. Решетки возни-
кают также в теории групп Ли как структуры, по-
строенные на корневых векторах соответствую-
щей алгебры.  

Систему базисных векторов решетки в N-мер-
ном евклидовом пространстве обычно задают с по-
мощью так называемой порождающей матрицы M, 
т. е. матрицы, в строчках которой приводятся ком-
поненты базисных векторов в ортонормированном 
базисе. Сам по себе ортонормированный базис 
имеет в качестве порождающей матрицы единич-
ную матрицу N N×  и представляет собой систему 
базисных векторов кубической решетки, которую 
будем обозначать как .NZ  

В качестве примера приведем порождающую 
матрицу для так называемой шахматной решетки 
в 4-мерном пространстве: 

1 1
2 2

1 1
1 2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
1 1

.
1 1 1

1 1 1 1

M M −

− − −
− − −

= =
− − − −

− − − − −

 

(26) 
Базисные векторы решетки, порождаемой матри-
цей (26), являются корневыми векторами группы 
ортогональных преобразований 4-мерного про-
странства, которую принято обозначать 4D  [11].  

Для пояснения того, каким образом в теории 
ДМ возникают решетки, напомним, что ДМ Aγ  
имеют не только векторный индекс, но и два мат-
ричных (спиновых). Исходное соотношение (1) в 
случае 4-мерного риманова пространства опреде-
ляет ДМ с точностью до преобразования 

1,S S −
α α α′γ → γ = γ                (27) 

 

где S – произвольная неособенная матрица. Из ав-
томорфизма (27) следует, что тип спиновых ин-
дексов различен, один преобразуется путем умно-
жения на S слева, а другой – на 1S −  справа. Пере-
ход от одного базиса в спиновом пространстве к 
другому относится к категории преобразований 
типа (27). Будем считать, что вещественные сис-
темы ДМ, получаемые с помощью процедуры уд-
воения и выхлопа, записаны в ортонормированном 
базисе в спиновом пространстве. Для перехода к 
другому базису необходимо сделать преобразова-
ние  типа (27) с использованием вместо S порож-
дающей матрицы.  

Пример. Вещественная система ДМ в 4-мерном 
пространстве – это майорановская система (6), 
записанная в базисе решетки 4.Z  Сделав преобра-
зование 

1,M M −
α α α′γ → γ = γ               (28) 

где M – матрица (26), получим систему ДМ в бази-
се решетки 4.D  Новые ДМ имеют следующий вид: 

0 1

2 3

1 1 2 1 1 1 2 1
1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1
1 1 2 1 1

1 1 1 1
1 1

− − − −

′ ′γ = γ =
− − −

−

−

′ ′γ = γ =
− − − −

− −

.(29) 

Приведенный пример иллюстрирует общее 
правило записи ДМ в базисе той или иной решет-
ки. Заметим, что преобразование типа (28) не яв-
ляется ортогональным. 
 
 

4.2. Автодуальные решетки с наиболее  
плотной упаковкой 

 
Известно бесконечно много типов решеток. Нас 

будут интересовать автодуальные решетки, т. е. 
решетки, совпадающие со своими обратными. Ре-
шетки различаются, во-первых, по размерности 
евклидова пространства спиновых переменных, т. е. 
по величине N. Во-вторых, они различаются еще 
по одной характеристике – по плотности упаковки Δ. 
Это важная характеристика, которая играет клю-
чевую роль с точки зрения сравнения свойств ре-
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шеточных ДМ. Согласно [8] для решетчатой 
структуры величина Δ определяется соотношением  

объем одного шара .
объем фундаментальной области

Δ =     (30) 

Под шаром в (30) имеется в виду шар с радиусом 
упаковки. В случае четного значения N 

( )
.

det

N
N

T

V

MM

ρ
Δ =                     (31) 

Формула (31) является частным случаем более 
общей формулы 

( ) ( )

2 /

1
2 ,

2 det

N
N

T

N

N MM

⎛ ⎞⎛ ⎞Γ + ρ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠Δ =
+ π

            (32) 

которая справедлива и при нечетных значениях N. 
В формулах (31), (32) величина ρ – радиус упаков-
ки, NV  – объем шара радиуса 1, M – порождающая 

матрица, TM  – матрица, транспонированная по 
отношению к порождающей, Γ – гамма-функция. 
Еще одной характеристикой, используемой для 
описания решеток, является так называемая цен-
тральная плотность δ, равная по определению 

( )
.

det

N

TNV MM

Δ ρ
δ = =               (33) 

В теории решеток получен результат, позво-
ляющий упорядочивать решетки по величине 
плотности упаковки. На рисунке показана заимст-
вованная из [8] зависимость так называемой «нор-
мализованной» плотности упаковки различных 
решеточных упаковок от размерности пространст-
ва спиновых переменных.  

Критерий плотности упаковки позволяет ран-
жировать решетки не только при фиксированной 
размерности N, но и при различных размерностях. 
Математики доказали, что наибольшими плотно-
стями упаковки обладают решетка∗ 8E  и решетка 
Лича 24.Λ  Из рисунка видно, что в пространствах 
с размерностью большей 4 именно решетки 8E  
и 24Λ  расположены ближе всех к границе Роджерса.  

                                                           
∗ Решетка 8E  в некоторых работах (например, в [8]) 

называется решеткой Госсета (T. Gosset). В числе пер-
вых исследователей этой решетки были также Коркин 
(A. Korkine) и Золотарев (G. Zolotareff). В данной рабо-
те эта решетка называется просто решеткой 8.E  

 
Зависимость «нормализованной» плотности упаковки 

( )2log 24 96n nδ + −⎡ ⎤⎣ ⎦  от размерности пространства 
спиновых переменных. Верхняя граница (сплошная 
кривая) – это так называемая граница Роджерса, опре-
деляющая максимально возможную «нормализованную»  
                              плотность упаковки 
 

Представляет интерес вопрос о том, насколько 
различаются плотности упаковок решеток 8 8, ,Z E  
а также решеток 24 24, .Z Λ  По формуле (31) нахо-
дим, что 

( ) ( )4 12
8 8 24 242 , 2 .E Z ZΛΔ Δ = Δ Δ =     (34) 

Зададимся вопросом: Что нужно для реализа-
ции ДМ на базисных векторах решеток 8E  и 24 ?Λ  
Применительно к решетке 8E  ответ очевиден и 
состоит в следующем. Поскольку у решетки 8E  
имеется 8 базисных векторов, постольку порож-
дающая матрица, переводящая базис решетки 8Z  
в базис решетки 8,E  должна быть матрицей 8×8. 
Это соответствует 7-мерному внутреннему под-
пространству. Это же 7-мерное подпространство 
может быть использовано и для введения 24 ба-
зисных векторов решетки 24.Λ  Для построения 
базисных векторов решетки 24Λ  необходимо 
стартовать с 24-мерного пространства, в котором 
ДМ реализованы на решетке 24.Z  Порождающая 
матрица должна быть матрицей 24×24 и перево-
дить базис 24Z  в базис 24.Λ  Приведенная модель 
реализации ДМ на базисных векторах решеток 8E  
и 24Λ  предложена в [12]. Полное риманово про-
странство, включающее как наблюдаемое подпро-
странство, так и внутреннее, должно быть 11-мер-
ным и иметь сигнатуру 1( ) &10( ).− +  
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4.3. Явный вид порождающих матриц для решеток 8E  и 24Λ  
 

Порождающие матрицы, вообще говоря, определяются неоднозначно. Для решеток 8E  и 24Λ  мы их 
приводим в том виде, в каком они приведены в [8]. 

Порождающая матрица 8,ER  переводящая базис решетки 8Z  в базис решетки 8,E  имеет вид: 

8 4 4

1 1
1 1

1 1
1 1

.
1 1

1 1
1 1

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

ER E ×

−
−

−
−

= ⊗
−

−
−

− − − − −

                              (35) 

ДМ ,A′γ  построенные на базисе решетки 8E  в 11-мерном римановом пространстве, получаются пре-
образованием системы ДМ (24) по правилу 

1
8 8.A E A ER R−′γ = ⋅ γ ⋅                                                            (36) 

ДМ ,A′′γ  построенные на базисе решетки 24Λ  в 11-мерном римановом пространстве, получаются 
преобразованием системы ДМ (24) по правилу 

( ) 1
24 24.A A A AR R−

Λ Λ′′γ = ⋅ γ ⊕ γ ⊕ γ ⋅                                                (37) 

Порождающая матрица 24 ,RΛ  переводящая базис решетки 24Z  в базис решетки 24 ,Λ  имеет вид (38). 

24 4 4

8
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
4 4
2 2 2 2 2 2 2 2
4 4
4 4
4 4
2 2 2 2 2 2 2 21 .
4 48
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
4 4
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

R EΛ ×= ⊗

−

 

Пустые клетки в (35), (38) означают, что там стоят нули. 

(38)
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5. Обсуждение 
 

Изложенные выше результаты, как нам пред-
ставляется, доказывают, что при попытке по-
строения последовательной теории частиц с полу-
целым спином неизбежно приходится обращаться 
к 11-мерному риманову пространству с сигнату-
рой 1( ) &10( ).− +  Это связано с рядом обстоя-
тельств. Во-первых, такое пространство имеет 
сигнатуру, совместимую с принципом причинно-
сти (т. е. имеет только одно времениподобное из-
мерение). Во-вторых, при меньшей размерности 
пространства невозможно ввести ДМ, на основе 
которых можно было бы построить полную сис-
тему матриц N N×  и тем самым описать эволю-
цию волновых функций при произвольных на-
чальных данных. В-третьих, отпадает необходи-
мость вводить «административный» запрет на ис-
пользование самого общего класса чисел (окто-
нионов) при нахождении ДМ, удовлетворяющих 
соотношению (1). Напомним, что именно окто-
нионы, обладающие неассоциативностью, откры-
вают перспективу такой модернизации аппарата 
физики, после которой он будет способен учиты-
вать необратимость реальных процессов. Наконец, 
в-четвертых, при использовании указанного про-
странства появляется возможность сконструиро-
вать ДМ на основе базисных векторов решеток с 
самыми плотными упаковками 8E  и 24.Λ  Кванто-
вая теория на самых плотных решетках может ока-
заться плодотворной подобно тому, как она ока-
залась плодотворной в объяснении асимптотиче-
ской свободы и феномена конфайнмента кварков. 

Таким образом, в случае теории частиц со 
спином ½ в 11-мерном римановом пространстве с 
сигнатурой 1( ) &10( )− +  неожиданным образом 
происходит пересечение ряда математических 
теорем предельного характера: 

• теоремы Фробениуса о существовании толь-
ко четырех классов чисел, в алгебре которых  со-
держится не только суммирование, вычитание, 
умножение, но и деление; 

• теорем о рекордных плотностях упаковок 
решеток 8E  и 24.Λ  
Тот факт, что теоремы носят предельный харак-
тер, может свидетельствовать о том, что теория 
частиц со спином ½ в 11-мерном римановом про-
странстве с сигнатурой 1( ) &10( )− +  не потребует 
усложнений в дальнейшем. 

В данной работе рассмотрение гипотезы [1] о 
том, что носителем информации о частицах с по-
луцелым спином является поле дираковских мат-

риц, ограничено рамками кинематики. Динамика 
частиц с полуцелым спином и сопоставление по-
лучаемых на этом пути результатов с результата-
ми Стандартной Модели представляется интерес-
ным направлением дальнейших исследований. 
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СТАЦИОНАРНЫЕ СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ ФЕРМИОНОВ  
В ПОЛЕ РАЙССНЕРА–НОРДСТРЁМА 

 
В. П. Незнамов1,2*, И. И. Сафронов1, В. Е. Шемарулин1 

 
1ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

2Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва, Россия 
 

После перехода от уравнения Дирака к релятивистскому уравнению типа Шредин-
гера с эффективным потенциалом поля Райсснера–Нордстрёма (RN) с двумя горизонта-
ми событий для заряженных и незаряженных фермионов доказано существование выро-
жденных стационарных связанных состояний с вещественными квадратично-интегри-
руемыми радиальными волновыми функциями. Фермионы в таких состояниях локализо-
ваны вблизи горизонтов событий в интервалах от нуля до долей или нескольких единиц 
комптоновской длины фермиона в зависимости от величин гравитационной и электро-
магнитной констант связи и от величин углового и орбитального моментов j, l. В слу-
чае экстремальных полей RN с одним горизонтом событий подтверждено отсутствие 
стационарных связанных состояний фермионов с энергией меньшей энергии покоя mc2 
для любых значений гравитационной и электромагнитной констант связи. Для голой 
сингулярности RN в случае заряженных фермионов при определенных значениях физи-
ческих параметров показано существование дискретного энергетического спектра. Дис-
кретный спектр существует также для незаряженных фермионов. Голая сингулярность 
RN в квантовой механике частиц со спином ½ не несет угрозы космической цензуре, так 
как она прикрыта бесконечно большим потенциальным барьером. Электрически ней-
тральные системы атомного типа (коллапсары RN с определенным числом фермионов, 
находящихся в вырожденных связанных состояниях) предложены для рассмотрения 
в качестве частиц темной материи. 

 
Ключевые слова: метрика Райсснера–Нордстрёма, самосопряженный гамильтониан 
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1. Введение 
 

Ранее в [1] для метрики Шварцшильда при 
использовании уравнения типа Шредингера с эф-
фективными потенциалами доказано существова-
ние вырожденного стационарного связанного со-
стояния фермионов с энергией связи 2 ,свE mc=  
где m – масса фермиона, с – скорость света. Там 
же были анонсированы энергии вырожденных 
стационарных связанных состояний фермионов 
для полей Райсснера–Нордстрёма (RN), Керра, 
Керра–Ньюмена. 

В данной работе для метрики RN с двумя го-
ризонтами событий для заряженных и незаряжен-

ных фермионов проводится обоснование и доказа-
тельство существования вырожденных стационар-
ных связанных состояний с соответствующими 
вещественными квадратично-интегрируемыми ра-
диальными волновыми функциями. Для экстре-
мального поля RN с единственным горизонтом 
событий, наоборот, доказывается невозможность 
существования связанных состояний фермионов с 
энергией меньшей mc2 как вне, так и под горизон-
том событий. Это согласуется с выводами [2] и 
противоречит утверждениям [3, 4]. 

Для голой сингулярности RN при определен-
ных значениях физических параметров обоснова-
но и численно показано существование дискрет-
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ного спектра частиц со спином ½. Ранее сущест-
вование дискретного спектра фермионов в поле 
голой сингулярности RN предсказывалось в [5, 6]. 

В работе продемонстрировано, что поле голой 
сингулярности RN в квантовой механике движе-
ния фермионов не несет угрозы космической цен-
зуре, так как сингулярность прикрыта бесконечно 
большим потенциальным барьером. Этот вывод 
подтверждает результаты [7], полученные в кван-
товой механике бесспиновых частиц для ряда вре-
мениподобных голых сингулярностей (в том числе 
для метрик Шварцшильда и Райсснера–Нордстрёма). 

В работе атомные системы с фермионами, на-
ходящимися в вырожденных связанных состояни-
ях, предложены для рассмотрения в качестве час-
тиц темной материи. 

Работа организована следующим образом. 
В разделе 2 получен самосопряженный дира-

ковский гамильтониан в поле RN с плоским ска-
лярным произведением волновых функций, про-
водится разделение переменных, приводятся вы-
ражения для компонент плотностей тока дираков-
ских частиц. Показано, что в случае вещественных 
радиальных волновых функций радиальная плот-
ность тока частиц со спином ½ всюду (в том числе 
и на горизонтах событий) равна нулю, что доказы-
вает эрмитовость самосопряженного гамильто-
ниана Hη с равенством скалярных произведений 
( , ) ( , ).H Hη ηΦ Ψ = Φ Ψ  Для разных областей опре-
деления исследуется асимптотика вещественных 
радиальных волновых функций, устанавливается 
существование нерегулярных стационарных ре-
шений, для которых отсутствует режим «падения» 
частиц на горизонты событий (о режиме «падения» 
частиц на центр см., например, [8, 9]). В случае 
асимптотик при r → 0 в соответствии с [10], уста-
навливается необходимость выбора одного из 
двух квадратично-интегрируемых решений урав-
нения Дирака. 

В разделе 3 для вещественных радиальных 
волновых функций уравнения Дирака осуществля-
ется переход к релятивистскому уравнению типа 
Шредингера с вещественными эффективными по-
тенциалами. Преобразованные волновые функции 
становятся квадратично-интегрируемыми в окре-
стностях горизонтов событий и позволяют устано-
вить физически приемлемый выбор одного из 
двух регулярных решений при 0.r →  

Особенности эффективных потенциалов сви-
детельствуют о возможности существования свя-
занных состояний фермионов как при наличии 
двух горизонтов событий, так и для случая голой 

сингулярности RN. Наоборот, отсутствие потен-
циальной ямы для экстремального поля RN свиде-
тельствует об отсутствии в этом случае связанных 
состояний фермионов. 

В разделе 4 уравнение типа Шредингера с эф-
фективным потенциалом после преобразования 
Прюфера [11–14] и введения фазовой функции 
представляется в виде системы нелинейных диф-
ференциальных уравнений первого порядка.  

В разделе 5 и в Приложениях 2, 3 приводятся 
результаты численных расчетов с обсуждением так-
тики их проведения в окрестностях иррегулярных 
особых точек r = 0 и ,r r±=  где r±  – радиусы внеш-
него и внутреннего горизонтов событий поля RN.  

В разделе 6 устанавливается отсутствие угрозы 
космической цензуре в квантовой механике дви-
жения фермионов в поле голой сингулярности RN. 

В разделе 7 для метрики RN показывается вы-
полнение условий принципа причинности Гиль-
берта при использовании вещественных радиаль-
ных волновых функций. 

В разделе 8 электрически нейтральные атом-
ные системы с фермионами, находящимися в вы-
рожденных связанных состояниях, предложены 
в качестве частиц темной материи. 

В Заключении излагаются и обсуждаются ос-
новные результаты работы. 

В Приложении 1 приводится явный вид эф-
фективных потенциалов уравнения типа Шредин-
гера в поле RN. 

В Приложениях 2, 3 для ряда энергий связан-
ных состояний фермионов приведены результаты 
численных расчетов по определению волновых 
функций и вероятностей для различных значений 
констант связи и квантовых чисел орбитального 
и полного углового моментов фермионов. 
 
 

2. Уравнение Дирака  
в поле Райсснера–Нордстрёма 

 
В работе, как правило, используется система 

единиц 1;c= ==  сигнатура метрики плоского про-
странства-времени выбрана равной 

[ ]diag 1, 1, 1, 1 .αβη = − − −                   (1) 

В (1) и ниже подчеркнутые индексы являются 
локальными. 

Индексы с греческими буквами принимают зна-
чения 0, 1, 2, 3…; индексы с латинскими буквами – 
значения 1, 2, 3…. Используется стандартное пра-
вило суммирования по повторяющимся индексам. 
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2.1. Метрика Райсснера–Нордстрёма 
 

Статическая метрика RN характеризуется то-
чечным источником с массой M и зарядом Q 

( )
2

2 2 2 2 2 2sin .R N
R N

drds f dt r d d
f−

−
= − − θ + θ ϕ   (2) 

В (2) 00
00

1, ,R N
R N

g f g
f−

−
= =  R Nf − =  

2
0

21 ,Qrr
r r

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 2
2GMr

c
=  – гравитационный ра-

диус поля Шварцшильда, 2 ,Q
GQr
c

=  G – гравита-

ционная постоянная, с – скорость света. 
1. Если 2 2

0 4 ,Qr r>  то 

1 1 ,R N
r rf
r r
+ −

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

                 (3) 

где r±  – радиусы внешнего и внутреннего гори-
зонтов событий 

2
20 0 .

2 4 Q
r rr r± = ± −                       (4) 

2. Случай 2 2
0 4 Qr r=  соответствует экстремаль-

ному полю RN с единственным горизонтом собы-
тий 0 2.r r± =  

3. Случай 2 2
0 4 Qr r<  соответствует «голой» 

сингулярности. В этом случае 0,R Nf − >  и обла-
стью определения волновых функций является 
область ( )0, .r∈ ∞  

Ниже мы будем исследовать релятивистское 
уравнение типа Шредингера с эффективным по-
тенциалом поля RN. Это уравнение получается 
при квадрировании уравнения Дирака, записанно-
го в гамильтоновой форме. При этом исходный 
дираковский гамильтониан должен быть самосо-
пряженным. 

Алгоритмы получения самосопряженных ди-
раковских гамильтонианов во внешних гравита-
ционных полях с помощью методов псевдоэрми-
товой квантовой механики представлены в [15–17]. 
 
 
 
 
 
 

2.2. Самосопряженный гамильтониан 
 

Уравнение Дирака в гамильтоновой форме 
для частицы со спином ½, массой m и зарядом e в 
поле RN имеет вид∗ 

( ) ( )
,

, ,
t

i H t
t

η
η η

∂Ψ
= Ψ

∂

r
r                (5) 

H H +
η η=  – самосопряженный гамильтониан с пло-

ским скалярным произведением волновых функций. 
Для диагональных метрических тензоров gμν  

гамильтониан Hη  легко находится из полученно-
го в [17] равенства 

( )1 ,
2 red redH H H +

η = +� �                  (6) 

0 0 0
00 00 .k

red k
m iH eA

g g x
∂

= γ − γ γ +
∂

� � � �        (7) 

В (7) подразумевается суммирование по 
1,2,3.k =  
В равенствах (5) – (7) приняты следующие 

обозначения. Знак «+» означает эрмитово сопря-
жение. Знак «~» над величинами означает, что они 
получены с использованием тетрадных векторов в 

калибровке Швингера [18]. 0 QA
r

=  – скалярный 

электромагнитный потенциал для метрики RN. 
( )0,1,2,3μγ μ =�  – матрицы Дирака с мировыми 

индексами. Величины μγ�  через тетрадные векто-
ры в калибровке Швингера связаны с матрицами 
βγ  ( ).H βμ μ

βγ = γ��  Ненулевые тетрадные векторы в 

калибровке Швингера для метрики RN равны 

0 1 2 3
0 1 2 3

1 1 1; ; ; .
sinR N

R N
H H f H H

r rf −
−

= = = =
θ

 (8) 

Принимая во внимание (6) – (8), в сферических 
координатах ( ), ,r θ ϕ  можно получить следующее 
выражение для самосопряженного гамильтониана 

:H H +
η η=  

                                                           
∗ Здесь заряд дираковской частицы принят равным 

элементарному заряду e. Естественно, при необходимо-
сти можно использовать любое другое значение заряда. 
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0 0 1 0
2

0 2 0 3

1
2

1 1 1ctg .
2 sin

R N R N

R N

r
H f m i f

r r r
eQi f

r r

η − −

−

∂⎛ ⎞
= γ − γ γ + − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞− γ γ + θ + γ γ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦

(9) 

В (9) 0 , kγ γ  – матрицы Дирака с локальными 
индексами. 

Выражение в гамильтониане (9), содержащее-
ся в квадратных скобках, зависит только от угло-
вых координат, остальные слагаемые зависят 
только от радиальной координаты. 
 
 

2.3. Разделение переменных 
 

Для разделения переменных представим бис-
пинор ( ),tηΨ r  в виде 

( )
( ) ( )
( ) ( )3, , , im iEtF r

r t e e
iG r

ϕϕ −
η

⎛ ξ θ ⎞
⎜ ⎟Ψ θ ϕ =
⎜ ⎟− σ ξ θ⎝ ⎠

    (10) 

и используем уравнение Брила–Уилера [19]  

( ) ( )2 11 1ctg .
2 sin

i m iϕ
⎡ ⎤∂⎛ ⎞−σ + θ + σ ξ θ = κξ θ⎜ ⎟⎢ ⎥∂θ θ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (11) 

Чтобы использовать уравнение (11), удобно 
произвести эквивалентную замену матриц в га-
мильтониане (9): 

1 3 3 2 2 1, , .γ → γ γ → γ γ → γ            (12) 

В равенствах (10), (11): ( )ξ θ  – сферические 

гармоники для спина 1/2, kσ  – двумерные матри-
цы Паули, E – энергия дираковской частицы, 

, 1,...m j j jϕ = − − +  – азимутальная компонента уг-
лового момента, κ – квантовое число уравнения 
Дирака: 

( ) 11 , ;21, 2...
1, ,2

l j l

l j l

⎧− + = +⎪κ = = ⎨
= −⎪⎩

∓ ∓          (13) 

j, l – квантовые числа полного углового и орби-
тального моментов дираковской частицы. 

( )ξ θ  можно представить в виде [20]. 
 
 
 

( )
( )

( )

( )
( )
( )

1
2

1
2

1
2

cos sin!1 2 21
4 ! sin cos2 2

jm

jm

m

Y

Y

j m

j m

ϕ

ϕ

ϕ

−

ϕ+

ϕ

θ⎛ ⎞
⎜ ⎟ξ θ = =⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ θ⎛ ⎞− ⎜ ⎟= − ×
⎜ ⎟θ θπ + −⎝ ⎠

 

( )

( )

1
2

1
2

1
2 .

m
l

m
l

m P

P

ϕ

ϕ

−
ϕ

+

⎛ ⎞⎛ ⎞κ − + θ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟×
⎜ ⎟
⎜ ⎟θ⎝ ⎠

             (14) 

В (14) выражение после квадратного корня в круг-
лых скобках является двумерной матрицей, 

( )
1

2m
lP ϕ± θ  – присоединенные полиномы Лежандра. 

В результате разделения переменных при 
0R Nf − >  получаем уравнения для вещественных 

радиальных функций ( ) ( ), :F r G r  

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2

2

1

0,

1

0.

R N
R N

em
R N

R N
R N

em
R N

fdF
f F

d

f G

fdG
f G

d

f F

−
−

−

−
−

−

⎛ ⎞+ κρ α
+ − ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠
α⎛ ⎞

− ε − + ρ =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
⎛ ⎞− κρ α

+ − ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠
α⎛ ⎞

+ ε − − ρ =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

    (15) 

В (15) введены безразмерные переменные 

0
2 2; ; ,

2

; .

c c P

fsQ
Q em fs

c P

rr E GMm Mm
l l cmc M

r GQm Q eQ Qm
l c M e c e

ρ = ε = α = = =

α
α = = = α = = α

=

= =

(16) 

Здесь cl mc
=
=  – комптоновская длина волны  

дираковской частицы; P
cM

G
= =
=  

( )5 192,2 10 г 1,2 10 ГэВ−= ⋅ ⋅  – планковская масса; 
2 1

137fs
e

c
α = ≈

=
 – электромагнитная постоянная тон- 
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кой структуры; , emα α  – гравитационная и элек-
тромагнитная константы связи; Qα  – безразмер-
ная константа, характеризующая источник элек-
тромагнитного поля в метрике RN. 

В обозначениях (16) 
2

2
21 .Q

R Nf −
αα

= − +
ρ ρ

                    (17) 

При наличии внешнего и внутреннего горизонтов 
событий: 2 2

Qα > α  и  

( )( )
2 ,R Nf + −

−
ρ − ρ ρ −ρ

=
ρ

               (18) 

где  
2 2 .Q±ρ = α ± α −α                    (19) 

Для экстремального поля RN: 2 2 ,Qα = α  

+ −ρ = ρ = α  и  

( )2
2 .R Nf −

ρ − α
=

ρ
                   (20) 

Случай голой сингулярности RN реализуется при 
2 2 .Qα < α  

 
 
 

2.4. Плотность тока дираковских частиц,  
эрмитовость гамильтониана 

 

Для записи компонент плотности тока jμ  бу-

дем использовать тетрады H μ
α
�  (8). Учитывая, что 

η ηΨ = ηΨ�  [15–17], где 
1

4 ,R Nf
−
−η =  получаем 

( ) ( )( )1 0 1 .j
+ +μ + − μ −

η η= Ψ η γ γ η Ψ�           (21) 

С учетом замены (12) и представления (10) ком-
поненты тока равны 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 * * ,j F F G G+ +
η η= Ψ Ψ = ρ ρ + ρ ρ ξ θ ξ θ  (22) 

0 3
R Nj fρ +

η − η= Ψ γ γ Ψ =  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * ,R Nif F G F G +
−= − ρ ρ − ρ ρ ξ θ ξ θ  (23) 

1
2

0 1R Nf
j

−
θ + −

η η= Ψ γ γ Ψ =
ρ

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2
* * 2 ,R Nf

F G F G
−

+−= − ρ ρ + ρ ρ ξ θ σ ξ θ
ρ

 (24) 

1
2

0 2
sin
R Nf

j
−

ϕ + −
η η= Ψ γ γ Ψ =
ρ θ

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2
* * 1 .

sin
R Nf

F G F G
−

+−= ρ ρ + ρ ρ ξ θ σ ξ θ
ρ θ

 (25) 

Для комплексных радиальных функций плот-
ность тока j ρ  (23), вообще говоря, может быть не 
равна нулю. 

Однако для вещественных радиальных функ-
ций ( )* *,F F G G= =  плотность тока jρ  (23) равна 

нулю во всех областях определения волновых 
функций. Плотность тока jθ  (24) равна нулю как 
для комплексных, так и для вещественных ( )F ρ  и 

( ),G ρ  так как ( ) ( )2 0+ξ θ σ ξ θ =  (см. (14)). Наобо-

рот, плотность тока jϕ  (25) отлична от нуля для 
любых функций ( )F ρ  и ( ).G ρ  

Общее условие эрмитовости дираковских га-
мильтонианов во внешних гравитационных полях 
( , ) ( , )H Hη ηΦ Ψ = Φ Ψ  можно записать в виде [15]  

( )k
kdS g j− +∫  

3 0 0 0 0
,0

0
0.

0 0 0
k

d x g j
k

+
η η

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − Ψ γ γ + γ Ψ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  (26) 

В (26) первый интеграл – поверхностный второго 
рода, g – детерминант метрики RN. 

Для не зависящих от времени гамильтонианов 
0

0
,0 0 0;

x
∂γ

γ ≡ =
∂

 для центрально-симметричных по-

лей символы Кристоффеля 
0

,
0 0 0

k
k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 равны 

нулю; условие (26) для вещественных функций 
( ),F ρ  ( )G ρ  становится равным 

( ) 0.dS g jϕϕ − =∫v                    (27) 

Для сферически-симметричного случая равенство 
(27) автоматически выполняется, что доказывает 
эрмитовость гамильтониана (9) для всех допусти-
мых областей определения волновых функций. 
 

2.5. Асимптотика вещественных радиальных 
волновых функций 

 

Вещественность уравнений (15) и функций 
( ),F ρ  ( )G ρ  обеспечивается при 0.R Nf − ≥  Рас-

смотрим три допустимых области определения 
радиальных волновых функций. 
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2.5.1. Наличие горизонтов событий 

( ) [ )2 2, ; ,Q+ − +ρ ρ α > α ρ∈ ρ ∞  
 

При ρ→∞  ведущие члены асимптотик равны 
(см., например, [21, 22]) 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1 1
1 1 2 2

1 1
1 1 2 2

,

1 .
1

F C e C e

G C e C e

− −ε ρ −ε ρ

− −ε ρ −ε ρ

= ϕ ρ + ϕ ρ

⎛ ⎞− ε
= − ϕ ρ + ϕ ρ⎜ ⎟+ ε ⎝ ⎠

 (28) 

В (28) ( ) ( )1 2,ϕ ρ ϕ ρ  – степенные функции от ρ. 
Для обеспечения финитного движения дира-

ковских частиц необходимо использовать лишь 
экспоненциально убывающие решения (28), т. е. 
в этом случае 2 0.C =  

При +ρ→ρ  представим функции ( ),F ρ  ( )G ρ  
в виде  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

,

.

s k
k

k

s k
k

k

F f

G g

+

+

∞ +
+ +ρ→ρ

=
∞ +

+ +ρ→ρ
=

= ρ −ρ ρ −ρ

= ρ −ρ ρ −ρ

∑

∑
     (29) 

Определяющее уравнение для системы (15) при-
водит к решению 

21 .
2

ems i +

+ − +

⎛ ⎞αρ
= − ± ε −⎜ ⎟ρ −ρ ρ⎝ ⎠

             (30) 

Для вещественных радиальных функций асимпто-
тику (29) с учетом (30) можно записать в виде 

( )

( )

2

2

sin ln ,

cos ln .

em

em

AF

AG

+

+

+
+ +ρ→ρ

+ − ++

+
+ +ρ→ρ

+ − ++

⎛ ⎞⎛ ⎞αρ
= ε − ρ−ρ + ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ −ρ ρρ−ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞αρ
= ε − ρ−ρ + ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ −ρ ρρ−ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

(31) 
В (28), (31) 1 2, , ,C C A +ϕ  – постоянные интегриро-
вания. Формулы (22), (31) показывают, что функ-
ции ( ),F ρ  ( )G ρ  – квадратично-неинтегрируемые 
на внешнем горизонте событий .+ρ = ρ  Вид ос-

циллирующей части функции (31) для em

+

α
ε ≠

ρ
 

свидетельствует о реализации «падения» частиц 
на внешний горизонт событий [8, 23]. 
 

2.5.2. Наличие горизонтов событий 

( ) ( ]2 2, ; 0,Q+ − −ρ ρ α > α ρ∈ ρ  

При −ρ→ρ  представим функции ( ),F ρ  ( )G ρ  
в виде 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

,

.

s k
k

k

s k
k

k

F f

G g

−

−

∞ −
− −ρ→ρ

=
∞ −

ρ→ρ − −
=

= ρ −ρ ρ −ρ

= ρ −ρ ρ −ρ

∑

∑
       (32) 

В этом случае решение определяющего уравнения 
для системы (15) равно 

21 .
2

ems i −

+ − −

⎛ ⎞αρ
= − ± ε −⎜ ⎟ρ −ρ ρ⎝ ⎠

           (33) 

Для вещественных радиальных функций асимпто-
тику (32) с учетом (33) можно записать в виде 

( )

( )

2

2

sin ln ,

cos ln .

em

em

BF

BG

−

+

−
− −ρ→ρ

+ − −−

−
− −ρ→ρ

+ − −−

⎛ ⎞⎛ ⎞αρ
= − ε − ρ −ρ +ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ −ρ ρρ −ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞αρ
= ε − ρ −ρ + ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ −ρ ρρ −ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (34) 

В (34) ,B −ϕ  – постоянные интегрирования. Фор-
мулы (22), (34) показывают, что функции ( ),F ρ  

( )G ρ  – квадратично-неинтегрируемые на внут-
реннем горизонте событий .−ρ = ρ  Вид осцилли-

рующей части функции (34) для em

−

α
ε ≠

ρ
 свиде-

тельствует о реализации «падения» частиц на 
внутренний горизонт событий [8, 23]. 

В [10] для функций ( ) ( ) ,f Fρ = ρ ρ  ( )g ρ =  

( )G= ρ ρ  при 0ρ→  доказано существование двух 
квадратично-интегрируемых решений с корнями 
определяющего уравнения 1 20, 2.s s= =  Для суще-
ствования дискретного спектра из условия сходи-
мости вариационного интеграла, из которого полу-
чается уравнение второго порядка для ( ) ,f ρ  авто-
ры [10] отдали предпочтение решению с 2 2.s =  

 
2.5.3. Экстремальное поле RN 

( ) [ ) ( ]2 2, ; , 0, .Q+ −ρ = ρ = α α = α ρ∈ α ∞ ρ∈ αи  
 

При ρ→∞  верна асимптотика (28). При 
0,ρ→  как и в предыдущем разделе, для опреде-

ления дискретного спектра необходимо решить 
проблему существования двух асимптотических 
квадратично-интегрируемых решений. При ρ→α  

слева и справа при emα
ε ≠

α
 ведущая особенность 

эффективных потенциалов имеет вид (см. (57) и 
Приложение 1). 
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( )

24

4 ,
2

F em em
effU

ρ→α

α αα⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε ≠ = − ε −⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α⎝ ⎠ ⎝ ⎠ρ −α
 (35) 

что свидетельствует о реализации режима «паде-
ния» частиц на горизонт событий. 
 

2.5.4. Голая сингулярность RN ( ) ( )2 2 ; 0,Qα < α ρ∈ ∞  
 

При ρ→∞  справедлива асимптотика (28). При 
0,ρ→  как и в п.2.5.2, 2.5.3, остается проблема 

существования двух квадратично-интегрируемых 
решений для волновых функций. 
 
 

2.6. Нерегулярные стационарные решения  
уравнения Дирака 

 
При наличии горизонтов событий ,+ −ρ ρ  из 

выражений (30), (31), (33), (34) следует, что суще-
ствуют решения 

,em

+

α
ε =

ρ
                            (36) 

,em

−

α
ε =

ρ
                           (37) 

для которых отсутствует осциллирующая часть 
асимптотик (31), (34). Для этих решений отсутст-
вует режим «падения» частиц на горизонты собы-
тий, однако решения (36), (37) по-прежнему явля-
ются нерегулярными из-за расходимости норми-
ровочных интегралов волновых функций (31), (34) 
вблизи горизонтов событий. 

Для экстремального поля RN ( ,+ −ρ = ρ = α  

)2 2
Qα = α  аналогичное решение равно (см. (36), (37)) 

.emα
ε =

α
                            (38) 

В отличие от (36), (37), решение (38) может быть 
регулярным при определенных соотношениях на-
чальных параметров [3]. 

На существование нерегулярных решений (36), 
(37) ранее указывалось в работах [3–5]. 

Для решения проблем регулярности решений 
(36), (37) и ответа на вопрос о существовании ста-
ционарных связанных состояний дираковских час-
тиц с решениями (36), (37), (38) обратимся к реля-
тивистскому уравнению типа Шредингера с эф-
фективным потенциалом для метрики RN. С урав-
нением типа Шредингера мы подтвердим также 
однозначное граничное условие для волновых 

функций в начале координат 0,ρ =  ранее полу-
ченное в [10]. 
 
 
3. Метод эффективных потенциалов уравнения 

Дирака 
 

В этом методе после разделения переменных 
система обыкновенных дифференциальных урав-
нений первого порядка для вещественных ради-
альных волновых функций преобразуется в два 
релятивистских уравнения типа Шредингера с ве-
щественными эффективными потенциалами. Каж-
дое уравнение относится только к одной из двух 
преобразованных радиальных волновых функций. 
Итак, перейдем от системы (15) к релятивистским 
уравнениям типа Шредингера для функции ( ) ,Fψ ρ  
пропорциональной ( ) ,F ρ  и для функции ( ) ,Gψ ρ  
пропорциональной ( ).G ρ  

( ) ( ) ( )1exp ,
2F FF A d
ρ⎛ ⎞

′ ′ψ ρ = ρ ρ ρ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫        (39) 

( ) ( ) ( )1exp .
2G GG A d
ρ⎛ ⎞

′ ′ψ ρ = ρ ρ ρ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫        (40) 

В (39) 

( ) 1 .F
dBA A D

B d
ρ = − − −

ρ
              (41) 

В (40) 

( ) 1 .G
dCA A D

C d
ρ = − − −

ρ
             (42) 

В выражениях (41), (42) 

( ) 2
11 ,R N

R N

f
A

f
−

−

⎛ ⎞+ κ α
ρ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

      (43) 

( ) 1 ,em
R N

R N
B f

f −
−

α⎛ ⎞
ρ = ε − +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

      (44) 

( ) 1 ,em
R N

R N
C f

f −
−

α⎛ ⎞
ρ = − ε − −⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

     (45) 

( ) 2
11 .R N

R N

f
D

f
−

−

⎛ ⎞− κ α
ρ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

     (46) 

Уравнения для ( )Fψ ρ  и ( )Gψ ρ  имеют вид само-
сопряженного уравнения Шредингера 

( ) ( )( ) ( )
2

2 2 0,F F
Schr eff F

d
E U

d
ψ ρ

+ − ρ ψ ρ =
ρ

   (47) 
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( ) ( )( ) ( )
2

2 2 0.G G
Schr eff G

d
E U

d
ψ ρ

+ − ρ ψ ρ =
ρ

   (48) 

В (47), (48) 

( )21 1 .
2SchrE = ε −                   (49) 

В (47) 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2

3 1 1 1 1
8 4 4

1 1 1 .
4 8 2

F
eff Schr

dB d B dU E A D
d B dB d

A D dB A D BC
B d

⎛ ⎞
ρ = + − + − −⎜ ⎟ρ ρρ⎝ ⎠
−

− + − +
ρ

 

(50) 
Для примера явный вид потенциала (50) приведен 
в Приложении 1. 
В (48)  

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2

3 1 1 1 1
8 4 4

1 1 1 .
4 8 2

G
eff Schr

dC d C dU E A D
d C dC d

A D dC A D BC
C d

⎛ ⎞
ρ = + − − − +⎜ ⎟ρ ρρ⎝ ⎠
−

+ + − +
ρ

 

(51) 
Нормировочные интегралы для волновых 

функций ( ) ( ),F Gψ ρ ψ ρ  в (47), (48) имеют вид 

( )2 ,F FN d
ρ

′ ′= ψ ρ ρ∫                  (52) 

( )2 .G GN d
ρ

′ ′= ψ ρ ρ∫                   (53) 

Интегрирование в (52), (53) проводится по соот-
ветствующим допустимым областям определения 
функций ( ) ( ), .F Gψ ρ ψ ρ  

Уравнения (47), (48) и эффективные потен-
циалы (50), (51) переходят друг в друга при 

, , .em emε→ −ε κ→ −κ α → −α  Отсюда следует, что 
уравнения (47), (48) описывают движение дира-
ковских частиц и античастиц. В данной работе для 
частиц используется уравнение (47) для функции 

( )Fψ ρ  с эффективным потенциалом F
effU  (50). 

Основанием для этого может служить нерелятиви-
стский предел уравнения Дирака с исчезающим 
при нулевом импульсе частицы ( )0=p  нижним 
спинором, пропорциональным ( ).G ρ  Аналогично, 
нижний спинор с функцией ( )G ρ  исчезает для 
частицы при преобразовании Фолди–Ваутхайзена 
с любым значением импульса p [24]. Наоборот, 
для античастицы в нерелятивистском пределе p = 0 

и при преобразовании Фолди–Ваутхайзена исчеза-
ет верхний спинор дираковской биспинорной вол-
новой функции, пропорциональный ( ).F ρ  
 

3.1. Особенности эффективных потенциалов 
при RNε = ε ∗ 

 
При ρ→∞  

( ) 2
1 .F em

eff RN RNU
⎛ ⎞α

ε → ε +Ο⎜ ⎟
ρ ρ⎝ ⎠

         (54) 

При наличии двух горизонтов событий ,+ −ρ ρ  

F em
effU

+
+ ρ→ρ

⎛ ⎞α
ε = =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 

( ) ( )
2 3

2

3 1 1 ,
32

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + Ο
⎜ ⎟ρ − ρ ρ −ρ⎝ ⎠

        (55) 

F em
effU

−
− ρ→ρ

⎛ ⎞α
ε = =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 

( ) ( )
2 3

2

3 1 1 .
32

− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +Ο
⎜ ⎟ρ − ρ ρ −ρ⎝ ⎠

         (56) 

Для экстремального поля RN ( ,+ −ρ = ρ = α  

)2 2
Qα = α  

F em
effU

ρ→α

α⎛ ⎞ε ≠ =⎜ ⎟α⎝ ⎠
 

( ) ( )

24

4 3
1 ,

2
em

⎛ ⎞αα ⎛ ⎞ ⎜ ⎟= − ε − +Ο⎜ ⎟ ⎜ ⎟α⎝ ⎠ρ −α ρ −α⎝ ⎠
   (57) 

F em
effU

ρ→α

α⎛ ⎞ε = =⎜ ⎟α⎝ ⎠
 

( )
( )

4
2 2 2

2
1 1 .
42

em
⎛ ⎞α ⎡ ⎤= − − κ + α −α + Ο⎜ ⎟⎢ ⎥ ρ − α⎣ ⎦ ⎝ ⎠ρ − α

(58) 

Асимптотики (55), (56), представляют собой 
бесконечно глубокие потенциальные ямы, обратно 
пропорциональные квадрату расстояний до горизон-

тов событий , ,+ −ρ ρ  с коэффициентом 3 1 ,
32 8

K = <  

что свидетельствует о возможности существования 
стационарных связанных состояний квантово-меха-
нических частиц со спином ½ (см., например, [8]). 
                                                           

∗ Здесь и ниже для краткости под обозначением 
RNε  понимаются стационарные решения (36), (37), (38). 
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Для экстремального поля RN из асимптотики 
(58) условие существования потенциальной ямы и 
условие существования в ней стационарных свя-

занных состояний дираковских частиц 1
8

K⎛ ⎞<⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

можно записать в виде 

2 2 2 10 .
4em< κ + α −α <                  (59) 

Поскольку для связанных состояний 1− < ε =  

1,emα
= <

α
 а константа разделения 1κ ≥  (см. (13)), 

условие (59) не выполняется при любых допусти-
мых значения , , .emκ α α  Уже на данном этапе можно 
сказать, что в экстремальном поле RN не сущест-
вует стационарных связанных состояний дираков-
ских частиц c 1.ε <  Этот вывод противоречит ут-
верждениям в [3, 4] и согласуется с выводами в [2]. 

При 0ρ→  для любых значений ε 

20

3 1 .
8

F
effU

ρ→

⎛ ⎞
= +Ο⎜ ⎟ρρ ⎝ ⎠

                (60) 

Асимптотика (60) представляет собой бесконечно 
большой отталкивающий барьер. 
 

3.2. Непроницаемые потенциальные барьеры 
 

Эффективный потенциал (50) может при не-
которых cl

±ρ = ρ  иметь также особенности вида 

2
2

2

1~ .
21

cl

F
eff

Qem

U ±ρ→ρ ⎛ ⎞αα α⎜ ⎟ε − + − +
⎜ ⎟ρ ρ ρ
⎝ ⎠

    (61) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Эти особенности могут содержаться во вто-

ром слагаемом (50), равном 
2

2
3 1
8

dB
dB

⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 (см. При-

ложение 1). 
Радиусы ,cl

±ρ  при достижении которых выра-
жение в знаменателе (61) равно нулю, определяют-
ся равенствами 

( ) ( )( )2 2 2 2

2

1
.

1

em em Q em
cl
±

α − α ε ± α −α ε − α −α − ε
ρ =

− ε
 

(62) 

Выражение (61) с учетом (62) можно представить 
в виде  

( )2
3 1 .

8cl

F
eff

clcl

U ± ±ρ→ρ ±

⎛ ⎞
= + Ο⎜ ⎟⎜ ⎟ρ − ρ⎝ ⎠ρ − ρ

      (63) 

Известно, что такие потенциальные барьеры явля-
ются квантово-механически непроницаемыми [25]∗ 

При существовании хотя бы одной особенно-
сти (63) в эффективном потенциале ( )F

effU ρ  (50) 
отсутствует потенциальная яма, необходимая для 
возникновения связанных состояний с 1 1.n− < ε <  
На рис. 1 приведены характерные зависимости 

( )F
effU ρ  с одной и двумя особенностями. 
Далее рассмотрим условия возникновения 

особенностей (63) при наличии двух горизонтов 
событий и в случае голой сингулярности RN. 
 

                                                           
∗ Следует иметь в виду, что авторы [25] использо-

вали уравнение типа Шредингера (47) без множителя 2. 

В нашем случае барьер ( )2clK ρ−ρ  непроницаем, ес-
ли 3 8.K ≥  
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a                                                                                  б 

Рис. 1. Зависимости ( )F
effU ρ  в поле голой сингулярности RN при: а – 0, 25; 0,5; 1;Q emα = α = α =  

1; 0,9; 0,535;cl
+κ = − ε = ρ �  б – 0, 25; 0,5; 0,45; 1; 0; 0,125; 0,375Q em cl cl

− +α = α = α = κ = − ε = ρ = ρ =  
 

3.2.1. Наличие двух горизонтов событий 

( )2 2, ;Q+ −ρ ρ α > α  области определения волновых 

функций: [ ) ( ], , 0,+ −ρ∈ ρ ∞ ρ∈ ρ  
 

Во-первых, выражение 

( )( )
2

em + −ρ − ρ ρ −ρα
ε − +

ρ ρ
             (64) 

может быть равным нулю при 0, 0emε = α =  и 

.±ρ = ρ  В этом случае новой особенности F
effU  не 

появляется. По-прежнему, 

( )2
3 1

32
F
effU

±ρ→ρ
±

= −
ρ −ρ

  (см. (55), (56)). 

Во-вторых, для 0, 0emε ≠ α ≠  рассмотрим 

возможность равенства нулю (64) при .em

±

α
ε =

ρ
 

( )( )
2 .cl cl em cl

em
cl clcl

+ − ±

±

ρ −ρ ρ −ρ ⎛ ⎞α ρ −ρ
= − ε = α ⎜ ⎟ρ ρ ρρ ⎝ ⎠

(65) 

Для области определения [ ),+ρ∈ ρ ∞  мы ищем 
существование .cl +ρ > ρ  Из положительности ле-
вой части равенства (65) следует рассмотрение 
лишь при 0emα <  и 1 0.− < ε <  Для области опре-
деления ( )0, −ρ∈ ρ  возможное значение clρ  долж-
но быть меньше .−ρ  Из равенства (65) это воз-
можно лишь при 0emα >  и 0 1.< ε <  Из равенства 
(65) можно показать, что неравенства cl +ρ > ρ  и 

cl −ρ < ρ  не выполняются для обеих областей оп-
ределения волновых функций. Таким образом, для 

решений ,em

±

α
ε =

ρ
 для связанных состояний 

1 1− < ε <  выражение (61) является несингуляр-
ным, и непроницаемые барьеры вида (63) отсутст-
вуют. 
 

3.2.2. Голая сингулярность RN ( )2 2 ;Qα > α   

область определения волновых функций ( )0,ρ∈ ∞  
 

Как и выше, мы рассматриваем условия суще-
ствования clρ  для связанных состояний с энер-
гиями в интервале 1 1.− < ε <  

Из положительности 
2

2
21 Qαα

− +
ρ ρ

 равенство 

знаменателя нулю в (61) возможно лишь при  

0.emα
− ε >

ρ
                          (66) 

Неравенство (66) для cl
±ρ = ρ  можно предста-

вить в виде:  
– 0emα >  – одноименные заряды источника 

поля голой сингулярности RN и фермиона: 

1 при 0 1,cl
em

±ε
ρ < < ε <

α
              (67) 

1 при 1 0.cl
em

±ε
− ρ < − < ε <
α

           (68) 

ρ

( )F
effU ρ

ρ

( )F
effU ρ

(67a)

(67b)
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Неравенство (67b) выполняется при любых 
значениях 0emα >  и 1;ε <  

– 0emα <  – разноименные заряды источника 
поля голой сингулярности RN и фермиона: 

1 при 1 0.cl
em

±ε
ρ > − < ε <

α
         (69) 

Для интервала 0 < ε < 1 и 0emα <  неравенство 
(66) не выполняется, и особенности (63) отсутст-
вуют.  

Условие положительности подкоренного вы-
ражения в (62) 0N ≥  можно представить в виде 

2 2 2 2 22 0.Q em Q emN = α ε − αα ε + α −α + α ≥       (70) 
Дискриминант трехчлена (68) 

( )( )2 2 2 24 .em Q QD = α −α α −α  

Условие (68) выполняется, если 0,D ≥  т. е. 
2 2 ;em Qα ≥ α  условие (68) частично выполняется, 

если 0D <  и 2 2 .em Qα < α  В этом случае корни трех-
члена (68) равны 

( )( )2 2 2 2

2 .
em Q em Q

Q
±

αα ± α −α α − α
ε =

α
 

Условие (68) при 0D <  выполняется, если 
( ), .− +ε∈ ε ε/  
В результате анализ существования особенно-

стей (63) сводится к выполнению трех неравенств 

0; 0; 0.em
cl

cl
N±

±
α

− ε > ρ ≥ ≥
ρ

 

Результаты анализа приведены в табл. 1. 
 

 

Т а б л и ц а  1 
Условия существования непроницаемых барьеров и связанных состояний фермионов  

в поле голой сингулярности RN 
Интервалы emα  и ε Условия cl

+ρ  cl
−ρ  

2 2
em Qα ≥ α  ∃  ∃/  

[ ]2 2 при ,em Q − +α < α ε∈ ε ε/  ∃  ∃  min ,em

em

⎛ ⎞α α
ε < ⎜ ⎟α α⎝ ⎠

 

[ ]2 2 при ,em Q − +α < α ε∈ ε ε  ∃/  ∃/  
2 2
em Qα ≥ α  ∃  ∃/  

em

α
ε >

α
 

2 2
em Qα < α  ∃/  ∃/  

0,
0 1

emα >

< ε <
 

emα
ε >

α
 без условий ∃/  ∃/  

2 2 2
em Qα ≥ α −α  ∃   

2 2 2 2
Q em Qα > α > α −α  ∃  ∃  

0,
0

emα >

ε =
  

2 2 2
em Qα < α −α  ∃/  ∃/  

2 2
em Qα ≥ α  ∃  ∃/  

[ ]2 2 при ,em Q − +α < α ε∈ ε ε/  ∃  ∃  
0,

1 0
emα >

− < ε <
  

[ ]2 2 при ,em Q − +α < α ε∈ ε ε  ∃/  ∃/  

0,
0 1

emα <

< ε <
  без условий ∃/  ∃/  

emα
ε <

α
 без условий ∃/  ∃/  

2 2
em Qα ≥ α  ∃  ∃/  

[ ]2 2 при ,em Q − +α < α ε∈ ε ε/  ∃  ∃  

0,
1 0
emα <

− < ε <
 

emα
ε >

α
 

[ ]2 2 при ,em Q − +α < α ε∈ ε ε  ∃/  ∃/  
 

(67c)

(68)

 (69)
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Таким образом, из анализа следует, что при 
определенных значениях физических параметров 
возможно существование стационарных связан-
ных состояний фермионов в поле голой сингуляр-
ности RN. Отметим, что при 0emα <  (разноимен-
ные заряды) и emα < α  параметры метрики RN не 
могут обеспечить существование сильносвязанных 
стационарных состояний фермионов с 1 0.− < ε <  
 

3.3. Асимптотика функций ( ),Fψ ρ ε  
3.3.1. При ρ→∞  с учетом (39), (41) 

.F Fρ→∞ ρ→∞ψ = ρ                  (71) 

Для финитного движения частиц со спином ½  
с учетом (28) 

( )
21

1 1 .F C e− −ε ρ
ρ→∞ψ = ϕ ρ ρ              (72) 

 

3.3.2. При наличии двух горизонтов событий 
представим функцию ( ),F RNψ ρ ε  в виде: 
при +ρ→ρ  

( ) ( ) ( )
0

;s kem
F k

k
+

∞ +
+ +

=+ ρ→ρ

⎛ ⎞α
ψ ε = = ρ −ρ χ ρ −ρ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

∑ (73) 

при −ρ→ρ  

( ) ( ) ( )
0

.s kem
F k

k
−

∞ −
− −

=− ρ→ρ

⎛ ⎞α
ψ ε = = ρ − ρ χ ρ − ρ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

∑ (74) 

Из (47) с учетом (73), (74), (55), (56) следует опре-
деляющее уравнение 

( ) 31 0
16

s s − + =                     (75) 

с решениями 1 23 4, 1 4.s s= =  
Оба решения приводят к регулярным, квадра-

тично-интегрируемым решениям для волновой 
функции ( ), .F RNψ ρ ε  Для однозначного выбора 
решения обратимся к асимптотикам (31), (34) для 
радиальной функции уравнения Дирака ( )F ρ  и к 
преобразованию (39), (41). Получаем 

( )1 4
2 ,em

F C
+

+
+ ρ→ρ

⎛ ⎞α
ψ ε = = ρ − ρ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

       (76) 

( )1 4
3 .em

F C
−

−
− ρ→ρ

⎛ ⎞α
ψ ε = = ρ − ρ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

       (77) 

Асимптотики (76), (77) соответствуют корню 
определяющего уравнения (75) 2 1 4.s =  Ниже ре-

шения уравнения (47) с асимптотиками (76), (77) 
мы будем использовать в качестве собственных 
функций стационарных связанных состояний 
фермионов с собственными значениями .RNε  Эти 
решения являются квадратично-интегрируемыми 
в окрестности горизонтов событий. Отметим, что 
волновые функции (76), (77) на горизонтах собы-
тий ,+ −ρ ρ  равны нулю. 
 

3.3.3. При 0,ρ→  для любых значений ε 
функцию ( ),Fψ ρ ε  представим в виде 

( ) ( )0
0

0
.s k

F k
k

ρ→
=

ψ ε = ρ χ ρ∑                 (78) 

Из (47) с учетом (78), (60) определяющее уравне-
ние имеет вид 

( ) 31 0
4

s s − − =                         (79) 

с решениями 1 23 2, 1 2.s s= = −  
Решение с 2s  мы отвергаем, так как оно при-

водит к расходимости волновой функции ( )Fψ ρ  
в нуле и соответственно к отсутствию ее квадра-
тичной интегрируемости. 

В результате мы имеем 

( ) 3 2
40

.F C
ρ→

ψ ε = ρ                    (80) 

Если обозначить преобразование (39) как 

( ) ( ) ( ) ,F FS Fψ ρ = ρ ρ                   (81) 

то 0
1 .FS ρ→ =
ρ

 

Обратное преобразование с учетом (80) при-
водит к асимптотике 

2
50 .F Cρ→ = ρ                       (82) 

Асимптотика (82) совпадает с асимптотикой в [10], 
выбранной из двух регулярных решений при 

0ρ→  из условия сходимости вариационного ин-
теграла. 

Таким образом, мы установили асимптотиче-
ское поведение волновых функций уравнения типа 
Шредингера при наличии двух горизонтов собы-
тий ,+ −ρ ρ  ( ) ( )( )0, , ,− +ρ∈ ρ ρ∈ ρ ∞  и для голой 

сингулярности ( )0, .ρ∈ ∞  Аналогичным образом 
можно установить асимптотику волновых функций в 
случае экстремального поля RN ( ;+ −ρ = ρ = α  

)2 2 .Qα = α  Однако для целей данной работы это не 

требуется, так как выше для этого случая мы пока-
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зали отсутствие стационарных связанных состоя-
ний фермионов c 1ε <  по обеим сторонам един-
ственного горизонта событий. 

Численные решения уравнения типа Шредин-
гера (47) удобно осуществлять с помощью фазо-
вой функции ( ).Φ ρ  
 
 

4. Метод фазовых функций 
 

Применим преобразование Прюфера [11, 12–14] 
к уравнению типа Шредингера (47) с эффектив-
ным потенциалом (50) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

sin ,

cos .

F

F

P

d
P

d

ψ ρ = ρ Φ ρ

ψ ρ
= ρ Φ ρ

ρ

            (83) 

Тогда 

( ) ( ) ( )tgF
F d

ψ ρ
ψ ρ = Φ ρ

ρ
            (84) 

и уравнение (47) можно записать в виде системы 
нелинейных дифференциальных уравнений перво-
го порядка 

( )2 2cos 2 sin ,F
Schr eff

d E U
d
Φ
= Φ + − Φ

ρ
     (85) 

( )( )ln 1 2 sin cos .F
Schr eff

d P E U
d

= − − Φ Φ
ρ

   (86) 

Отметим, что уравнение (86) должно решаться 
после определения собственных значений nε  и 
собственных функций ( )nΦ ρ  из уравнения (85). 
 

4.1. Асимптотика функций ( ) ( ), PΦ ρ ρ  
 

4.1.1. Для связанных состояний при ρ → ∞  
с учетом (72), (84) получаем 

2

2

1tg ,
1

1arctg .
1

k

ρ→∞

ρ→∞

Φ = −
− ε

Φ = − + π
− ε

        (87) 

Для экспоненциально растущих решений (несвя-
занные состояния) в асимптотике (28) 2 0C ≠  и с 
учетом (71), (84) 

2

2

1tg ,
1

1arctg .
1

k

ρ→∞

ρ→∞

Φ =
− ε

Φ = + π
− ε

          (88) 

В (87), (88) 0, 1, 2...k = ± ±  

4.1.2. При наличии двух горизонтов событий 
рассмотрим первоначально область определения 
волновых функций [ ),+ρ∈ ρ ∞  

Пусть 
( ).k A

+ +ρ→ρΦ = π + ρ −ρ             (89) 

Тогда ( )sin ; cos 1.A
+ ++ρ→ρ ρ→ρΦ ρ −ρ Φ ±� �  

Из совместности (89) с уравнением (85) с учетом 
ведущей особенности (55) следует 

231
16

A A+ =                       (90) 

с решениями 1 24; 4 3.A A= =  
Далее интегрируем уравнение (86) при +ρ→ρ  с 
учетом ведущей особенности эффективного по-
тенциала (55). В результате 

( )
( )

3 4
1

6 1 4
2

, 4,

, 4 3,

A
P C

A+

−
+

ρ→ρ −
+

⎧ ρ −ρ =⎪= ⎨
ρ −ρ =⎪⎩

      (91) 

( )

( )

1 4
1

6 3 4
2

4 , 4,
4 , 4 3.
3

em
F

A
C

A
+

+

+ ρ→ρ +

⎧ ρ −ρ =⎛ ⎞α ⎪ψ ε = = ⎨⎜ ⎟ρ ρ −ρ =⎝ ⎠ ⎪
⎩

(92) 

Сравнение с (76) показывает, что для нашего 
рассмотрения приемлемыми являются решения 
(89), (91), (92) с корнем (90) 1 4A =  и 2 64 .C C=  

Аналогичное рассмотрение для области опре-
деления под внутренним горизонтом событий 

( )0, −ρ∈ ρ  приводит к следующим асимптотикам 
для ( )Φ ρ  и ( )P ρ  при −ρ→ρ  

( )4 ,k
− −ρ→ρΦ = − ρ −ρ + π               (93) 

( ) 3 43 ,
4

CP
−

−
−ρ→ρ = − ρ −ρ             (94) 

( )1 4
3 .em

F C
−

−
− ρ→ρ

⎛ ⎞α
ψ ε = = ρ −ρ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

      (95) 

 

4.1.3. Рассмотрим асимптотики ( ) ( ), PΦ ρ ρ  
при 0.ρ→  Поведение функций в окрестности 

0ρ =  необходимо знать для области определения 
волновых функций под внутренним горизонтом 
событий ( ]0, −ρ∈ ρ  и для области определения 
волновых функций в случае голой сингулярности 
RN ( )0, .ρ∈ ∞  

Пусть 

0 .k Bρ→Φ = π + ρ                      (96) 
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Тогда из уравнения (85) с учетом ведущей особен-
ности 

0
F
effU

ρ→
 (60) получаем уравнение 

231
4

B B− =                       (97) 

с решениями 1 22 3; 2.B B= = −  
После интегрирования (86) при 0ρ→  с уче-

том ведущей особенности (60) получаем 

1 2
1

70
3 2

2

2, ,
3

, 2,

B
P C

B
ρ→

−

⎧ρ =⎪= ⎨
⎪ρ = −⎩

              (98) 

3 2
1

70
1 2

2

2 2, ,
3 3
2 , 2.

F
B

C
B

ρ→
−

⎧ ρ =⎪ψ = ⎨
⎪− ρ = −⎩

         (99) 

Сравнение с (80) показывает, что физически при-
емлемыми являются решения (96), (98), (99) с кор-
нем (97) 1 2 3B =  и с 4 72 3 .C C=  
 
 
5. Численные решения уравнений для фазовых 
функций. Общие свойства фазовых функций 

 
В данной работе применен следующий чис-

ленный способ решения уравнения (85). 
Для разрешенного набора значений 1 1− < ε <  

численно решается задача Коши с заданным на-
чальным условием. Для решения задачи Коши ис-
пользуется неявный метод Рунге–Кутта пятого 
порядка с контролем размера шага (Схема Ила 
трехстадийного метода Радо IIА [26]). 

Определив решением (85) спектр nε  и собствен-
ные функции ( )nΦ ρ  и интегрируя уравнение (86), 
можно определить функции ( )nP ρ  и с учетом (83) 
волновые функции ( ) ( ).F nψ ρ  Далее можно опре-
делить плотность вероятности обнаружения фер-
мионов в состоянии с nε  на расстоянии ρ в сфери-
ческом слое dρ 

( ) ( ) ( )2 2sinn nw Pρ = ρ Φ ρ              (100) 

и вероятность обнаружения связанных фермионов 
в интервале [ ]0 ,ρ ρ  

( ) ( ) ( )
0

2 2sin .n nW P d
ρ

ρ

ρ = ρ Φ ρ ρ∫          (101) 

При наличии двух горизонтов событий энергия 
связанных состояний определяется равенствами (36), 
(37). В этом случае численно определяются только 

собственные функции ( ) ( )F nψ ρ  (83), плотности 
вероятности (100) и интегральные вероятности (101). 

Волновые функции ( ) ( )F nψ ρ  в зависимости 
от области определения должны удовлетворять 
асимптотикам (72), (92) с 1 4,A =  (95) с 1 4,A = −  
(99) с 1 2 3.B =  

При решении уравнения (85) необходимо иметь 
в виду существование четырех иррегулярных осо-
бых точек: ρ = ∞ , 0,ρ =  ,+ρ = ρ  −ρ = ρ . Числен-
ные расчеты с хорошей сходимостью результатов 
начинались или заканчивались в окрестности 
иррегулярных особых точек с 810 .irr

−Δρ =  Вы-
бор максимального значения maxρ  в расчетах с ими-
тацией ρ→∞  определялся выполнением усло-

вий (87), (88) с заданной точностью 710 .−  
Ниже для случая голой сингулярности RN при 

определении спектра nε  мы будем использовать 

функцию ( ) ( )
max

max, .
ρ=ρ

Φ ε ρ = Φ ε  Здесь maxρ  – 

максимальное расстояние в численных расчетах. 
Как правило, хорошую сходимость результатов 
обеспечивает значение 7

max 10 .ρ =  
Отметим три важных свойства функции 

( )max,Φ ε ρ  [12–14]: 
1. Функция ( )max,Φ ε ρ  возрастает при увели-

чении ε. 
2. В случае существования связанных состоя-

ний с 1 1− < ε <  поведение ( )max,Φ ε ρ  носит скач-
кообразный характер. При достижении собствен-
ного значения nε  функция ( )max,Φ ε ρ  изменяется 
скачком на π 

( ) ( )0 max max 0
, , .n n

Δε→
⎡ ⎤Φ ε − Δε ρ −Φ ε + Δε ρ = − π⎣ ⎦  

(102) 
3. В случае отсутствия связанных состояний 

изменение функции ( )max,Φ ε ρ  во всем интервале 
1 1− < ε <  меньше величины π. 

 
5.1. Наличие двух горизонтов событий 

2 2, ; .Q+ −ρ ρ α > α  Область определения волновых 

функций [ ),+ρ∈ ρ ∞  
 

В этом случае существует вырожденное  
по mϕ решение (36). Для связанных состояний 

1 1,− < ε <  поэтому .em+ +−ρ < α < ρ  Решение (36) 
включает состояния с одноименными и разно-
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именными зарядами источника поля RN и фер-
миона. Случай 0, 0emε = α =  соответствует неза-
ряженной частице со спином ½. 

При определении волновых функций с из-
вестным собственным значением (36) интегриро-
вание уравнения (85) осуществлялось «справа на-
лево» (от maxρ = ρ  с граничным условием (87) до 

+ρ = ρ  с асимптотиками (89), (92) с корнем урав-
нения (90) 1 4).A =  

На рис. 2 представлено семейство интеграль-
ных кривых уравнения (85) вблизи горизонта со-
бытий ,+ρ  являющегося иррегулярной особой 
точкой этого уравнения. Показаны сепаратрисы, 
соответствующие асимптотикам (89) – (90) с 1 4A =  
и 1 4 3.A =  Две сепаратрисы начинаются в ( ),0 .+ρ  
В расчетах при интегрировании (85) «справа на-
лево» в окрестности гори- 

зонта событий +ρ  осуществляется выбор «физиче-
ской» сепаратрисы с 1 4A =  (см. (92)). Картина 
интегральных кривых уравнения (85) является пе-
риодической по Φ с периодом π. 

В табл. П2.1–П2.5 для решения em +ε = α ρ  
приведены результаты расчетов по определению 
собственных функций ( ) ( ) ,F nψ ρ  плотностей веро-
ятности ( )w ρ  и интегральных вероятностей ( ).W ρ  

Расчеты проводились для значений α = 0,1; 1; 
10, для отношений 10; 2; 1,111,Qα α =  для значе-

ний 0,9999; 0,5; 0; 0,5; 0,9999.ε = − −  Константа 
разделения κ (13) варьировалась в расчетах сле-
дующим образом: 1; 1; 2; 2; 3; 3.κ = − + − + − +  

На рис. 3 приведены зависимости ( ), ( )w Wρ ρ  
из расчетов с 0,1; 2; 1;Qα = α α = κ = −  0,9999;ε =  
0; 0,9999.−  

 
 

                                                      
 

Рис. 2. Интегральные кривые в окрестности +ρ  
 

( )+ρ −ρ

Нижняя сепаратриса 
( )4 3 +Φ ≈ π+ ρ−ρ  

Верхняя сепаратриса 
( )4 +Φ ≈ ρ−ρ  

Нижняя сепаратриса 
( )4 3 +Φ ≈ ρ−ρ  

Φ



Стационарные связанные состояния фермионов в поле Райсснера–Нордстрёма 
 

 27

   
а                                              б 

Рис. 3. Зависимости: а – ( );w ρ  б – ( )W ρ  для связанных состояний с em +ε = α ρ  ( 0,1; 0,05;Qα = α =  

)0,1866, 1; 0,9999; 0; 0,9999+ρ = κ = − ε = −  
 

Расчеты показывают, что связанные фермио-
ны с подавляющей вероятностью находятся вбли-
зи внешней окрестности горизонта событий .+ρ  
Во всех рассчитанных случаях максимумы плот-
ностей вероятности отстоят от горизонта событий 

3 110 10 .
mw

− −
+ρ − ρ = ÷  Интервалы 0,95 +Δρ = ρ −ρ =  

1 110 2 10 .−= ÷ ⋅  Здесь 0,95ρ  – радиус достижения 

значения интегральной вероятности ( ) 0,95.W ρ =  
Состояниям с одинаковой энергией ε, но с 

различными значениями κ (или j, l), вообще гово-
ря, соответствуют различные собственные функции 
(см. табл. П2.1–П2.5). По мере увеличения j и l 
максимумы плотностей вероятности приближают-
ся к горизонту событий .+ρ  Та же тенденция при-
сутствует при уменьшении emα  от максимального 
расчетного значения 0,9999em +α = ρ  до мини-
мального расчетного значения 0,9999 .em +α = − ρ  

Расположение связанных фермионов вблизи 
горизонта событий обязано ведущей особенности 
эффективного потенциала (55). Приближение мак-
симумов плотностей вероятности к +ρ  при умень-
шении emα  связано с уменьшением электростати-
ческого отталкивания одноименных зарядов источ-
ника поля RN и фермиона и в дальнейшем с пере-
ходом ко все большему электростатическому при-
тяжению разноименных зарядов для уменьшаю-
щихся отрицательных значений .emα  
 
 

5.2. Наличие двух горизонтов событий 
2 2, ; .Q+ −ρ ρ α > α  Область определения волновых 

функций ( )0, −ρ∈ ρ  
 

В этом случае существует вырожденное по mϕ 

решение (37) .em

−

α
ε =

ρ
 Для связанных состояний 

1 1,− < ε <  поэтому .em− −−ρ < α < ρ  Решение (37), 
так же как (36), включает состояния с одноимен-
ными и разноименными зарядами источника поля 
RN и фермиона. Случай 0, 0emε = α =  соответст-
вует незаряженной дираковской частице. 

На рис. 4 приведены интегральные кривые 
уравнения (85) в окрестности иррегулярной осо-
бой точки .−ρ = ρ  Видны сепаратрисы, соответст-
вующие асимптотикам с 1 4A = −  и 2 4 3.A = −  
Одна из сепаратрис, начинающихся в ( ),0 ,−ρ  со-
ответствует физически приемлемой асимптотике 
с 1 4A = −  (см. (93) – (95)). Интегральные кривые 
( )−Φ ρ −ρ  периодичны по Φ с периодом π. 
На рис. 5 приведены интегральные кривые 

уравнения (85) в окрестности иррегулярной осо-
бой точки 0.ρ =  Видны сепаратрисы, одна из ко-
торых соответствует физически приемлемым 
асимптотикам (96) – (99) с корнем уравнения (97) 

1 2 3.B =  Интегральные кривые ( )Φ ρ  периодичны 
по Φ с периодом π. 
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Рис. 4. Интегральные кривые в окрестности −ρ  
 
 
 

                                  
 

Рис. 5. Интегральные кривые в окрестности 0ρ =  
 
 

При интегрировании (85) «слева направо» (от 
810−ρ =  до 8

_ 10 )−ρ − ρ =  в расчетах осуществляет-

ся правильный выбор асимптотик ( ) ( ), ,PΦ ρ ρ  

( )Fψ ρ  в окрестности как 0,ρ =  так и _ .ρ = ρ  
В табл. П3.1÷П3.2 для решения em −ε = α ρ  

приведены результаты расчетов по определению 
собственных функций ( ) ( ) ,F nψ ρ  плотностей ве-

роятности ( )w ρ  и интегральных вероятностей 

( ).W ρ  Расчеты проводились для значений α = 10, 
5; 9,Qα =  для значений 0,9999; 0,5; 0; 0,5;ε = −  

0,9999.−  Квантовое число κ (13) варьировалось 
следующим образом: 1; 1; 2; 2; 3; 3.κ = − + − + − +  

На рис. 6 приведены зависимости ( )w ρ  и ( )W ρ  
из расчетов с 10, 5, 1, 0,9999.Qα = α = κ = − ε =  

Φ

( )−ρ − ρ

Верхняя сепаратриса 
( )4 3 −Φ ≈ − ρ −ρ  

Нижняя сепаратриса 
( )4 −Φ ≈ − ρ −ρ  

Верхняя сепаратриса 
( )4 3 −Φ ≈ −π− ρ −ρ  

ρ

Φ Верхняя сепаратриса 
2 3Φ ≈ ρ  

Нижняя сепаратриса 
2Φ ≈ − ρ  

Верхняя сепаратриса 
2 3Φ ≈ −π+ ρ  
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Рис. 6. Зависимости: а – ( );w ρ  б – ( )W ρ ∗ для  
связанного состояния с em −ε = α ρ  

( )10; 5; 1,3398, 1; 0,9999Q −α = α = ρ = κ = − ε =  

 
Как и в предыдущем подразделе, расчеты по-

казывают, что связанные фермионы с подавляю-
щей вероятностью находятся вблизи внутренней 
окрестности горизонта событий .−ρ  Во всех рас-
считанных случаях максимумы плотностей веро-
ятности отстоят от горизонта событий 

nw−ρ − ρ =  
2 110 10 .− −= ÷  Интервалы 0,95−Δρ = ρ −ρ − =  

0,6 1,3.= ÷  Здесь 0,95ρ  – радиус достижения значе-

ния интегральной вероятности ( ) 0,95W ρ =  (при 

интегрировании «справа налево» от 8
max 10−−ρ − ρ =  

до значения 0,95 ).ρ  
Так же как и ранее, состояниям с одинаковой 

энергией ε, но с различными значениями κ (или j, l) 
соответствуют различные собственные функции 
(см. табл. П3.1÷П3.2). По мере увеличения j и l 
максимумы плотностей вероятности приближают-
ся к горизонту событий .−ρ  Обратная тенденция 

                                                           
∗ Зависимость ( )W ρ  вычислялась при интегриро-

вании «справа налево» от 8
max 10 .−

−ρ −ρ =  

присутствует при уменьшении emα  от максималь-
ного значения 0,9999em −α = ρ  до минимального 
значения 0,9999 .em −α = − ρ  

Расположение связанных фермионов вблизи 
внутреннего горизонта событий −ρ  обязано веду-
щей особенности эффективного потенциала (56). 
Приближение максимумов плотностей вероятно-
сти к −ρ  при увеличении j, l связано с появлением 
для 0l ≠  и увеличением центробежного барьера, 
уменьшающего эффективный размер потенциаль-
ной ямы (56). Удаление максимумов плотностей 
вероятности от −ρ  при уменьшении emα  связано 
с уменьшением электростатического отталкивания 
одноименных зарядов источника поля RN и фер-
миона и в дальнейшем с переходом ко все больше-
му электростатическому притяжению разноимен-
ных зарядов для уменьшающихся значений отри-
цательных .emα  
 
5.3. Экстремальное поле Райсснера–Нордстрёма 

( )2 2; .Q+ −ρ = ρ = α α = α  Область определения 

волновых функций ( ] [ )0, , ,ρ∈ α ρ∈ α ∞  
 

Ранее в подразд. 3.1 мы показали невозможность 
существования стационарных связанных состояний 
фермионов c 1ε <  как вне, так и внутри единствен-

ного горизонта событий .±ρ = α  При emα
ε =

α
 не-

проницаемый барьер clρ  находится на горизонте 
событий (см. равенство (62)). 

Для иллюстрации на рис. 7 приведен харак-
терный вид потенциала ( )F

effU ρ  для экстремаль-
ного поля RN. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7. Зависимость ( )F
effU ρ  в экстремальном поле RN 

при 1; 1; 0,9; 1; 0,9; 1Q em + −α = α = α = κ = − ε = ρ = ρ =  

( )F
effU ρ

ρ



В. П. Незнамов, И. И. Сафронов, В. Е. Шемарулин 
 

 30

5.4. Голая сингулярность Райсснера–Нордстрёма 

( )2 2 .Qα < α  Область определения волновых 

функций ( )0,ρ∈ ∞  
 

В отличие от подразд. 5.1, 5.2 для заряженных 
фермионов (см. 3.2) в поле голой сингулярности RN 
при определенных значениях физических парамет-
ров существует невырожденный по n, j, l дискрет-
ный энергетический спектр. Дискретный спектр так-
же существует в случае незаряженных фермионов. 

Как и в [27], для иллюстрации в численных 
расчетах рассматривались три варианта атомных 
систем. 

Первый вариант: 

10,0018; 2; либо 0.
137

Q
em em

α
α = = α = − α =

α
(103) 

Вариант соответствует существованию источника 

поля RN с 
2

P fsM
M

α
=  и с элементарным заря-

дом +e; в качестве фермиона выбрана частица с 
0,042 Pm M=  и с зарядом –e, либо незаряженная 

частица с 0,042 .Pm M=  
Второй вариант: 

0,025; 2; 0,1 либо 0.Q
em em

α
α = = α = − α =

α
 (104) 

Источником поля RN является частица с 
0,585 PM M=  и с зарядом +13,7e; в качестве фер-

миона выбрана частица с 0,043 Pm M=  и с заря-
дом –e, либо незараженная частица с 

0,043 .Pm M=  
Третий вариант: 

0,25; 2; 1 либо 0.Q
em em

α
α = = α = − α =

α
  (105) 

Источником поля RN является частица с 
5,85 PM M=  и с зарядом +137e; в качестве фер-

миона выбрана частица с 0,043 Pm M=  и с зарядом 
–e, либо незараженная частица с 0,043 .Pm M=  

Для иллюстрации существования стационар-
ных связанных состояний одноименно заряжен-
ных с источником поля голой сингулярности RN 
фермионов при emε > α α  (см. подразд. 3.2, табл. 1) 
проведены расчеты третьего варианта с 0,1.emα =  

В численных расчетах интегрирование урав-
нения (85) производилось «слева направо» (от 

minρ  до max ).ρ  Хорошая математическая сходи-
мость результатов обеспечивается при выборе 

8 7
min max10 , 10 .−ρ = ρ =  Как и в подразд. 5.2, в рас-

четах в окрестности 0ρ =  обеспечивается физиче-
ски приемлемые асимптотики (96) – (98) с корнем 
уравнения (97) 1 2 3.B =  

Уровни энергии в расчетах определялись в 
точках, где функция ( ) ( )

max
max,

ρ→ρ
Φ ε ρ = Φ ε  из-

меняется скачками на π в соответствии с (102). 
В табл. 2, 3 для указанных вариантов значений 

, ,Q emα α α  приведены расчетные значения дис-

кретного спектра ( )1 n− ε  в зависимости от неко-
торых значений квантовых чисел n, j, l. 

Расчетные величины ( )1 n− ε  определены с 
точностью до первого знака после запятой. Чис-
ленные величины во вторых знаках после запятой 
могут изменяться после проведения специальных 
расчетов на сходимость математических результа-
тов. В данной работе дискретные спектры приве-
дены для качественных оценок без проведения 
прецизионных расчетов. 
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Т а б л и ц а  2 
Численные значения 1 n− ε  при разноименных знаках зарядов Q, e для трех вариантов величин 

, ,Q emα α α  

 n = 1 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 2 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 3 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 2 
κ = +1 
j = 1/2 
l = 1 

n = 3 
κ = +1 
j = 1/2 
l = 1 

n = 2 
κ = –2 
j = 3/2 
l = 1 

n = 3 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 1 

n = 3 
κ = +2 
j = 3/2 
l = 2 

n = 3 
κ = –3 
j = 5/2 
l = 2 

0,0018
0,0036

1 137
Q

em

α =
α =

α = −

 4,14⋅10–5 1,03⋅10–5 4,6⋅10–6 1,04⋅10–5 4,59⋅10–6 1,04⋅10–5 4,6⋅10–5 4,6⋅10–6 4,6⋅10–6 

0,025
0,05

0,1
Q

em

α =
α =

α = −

 7,85⋅10–3 1,97⋅10–3 8,74⋅10–4 1,97⋅10–3 8,73⋅10–4 1,96⋅10–3 8,71⋅10–4 8,7⋅10–4 8,69⋅10–4 

0,25
0,5

1
Q

em

α =
α =

α = −

 5,18⋅10–1 1,98⋅10–1 9,58⋅10–2 3,21⋅10–1 1,35⋅10–1 2,22⋅10–1 1,08⋅10–1 1,1⋅10–1 9,31⋅10–2 

 
Т а б л и ц а  3 

Численные значения 1 n− ε  для незаряженного фермиона для трех вариантов величин , ,Q emα α α  

 

n = 1 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 2 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 3 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 2 
κ = +1 
j = 1/2 
l = 1 

n = 3 
κ = +1 
j = 1/2 
l = 1 

n = 2 
κ = –2 
j = 3/2 
l = 1 

n = 3 
κ = –2 
j = 3/2 
l = 1 

n = 3 
κ = +2 
j = 3/2 
l = 2 

n = 3 
κ = –3 
j = 5/2 
l = 2 

0,0018
0,0036

0
Q

em

α =
α =

α =

 1,62⋅10-6 4,05⋅10-7 1,8⋅10-7 4,05⋅10-7 1,8⋅10-7 4,05⋅10-7 1,8⋅10-7 1,85⋅10-7 1,8⋅10-7 

0,025
0,05

0
Q

em

α =
α =

α =

 3,11⋅10-4 7,81⋅10-5 3,47⋅10-5 7,82⋅10-5 3,47⋅10-5 7,81⋅10-5 3,47⋅10-5 3,47⋅10-5 3,47⋅10-5 

0,25
0,5

0
Q

em

α =
α =

α =

 2,31⋅10-2 6,95⋅10-3 3,24⋅10-3 7,84⋅10-3 3,52⋅10-3 7,53⋅10-3 3,43⋅10-3 3,46⋅10-3 3,42⋅10-3 

 
Т а б л и ц а  4 

Численные значения 1 n− ε  при одноименных знаках зарядов Q, e 

 

n = 1 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 2 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 3 
κ = –1 
j = 1/2 
l = 0 

n = 2 
κ = +1 
j = 1/2 
l = 1 

n = 3 
κ = +1 
j = 1/2 
l = 1 

n = 2 
κ = –2 
j = 3/2 
l = 1 

n = 3 
κ = –2 
j = 3/2 
l = 1 

n = 3 
κ = +2 
j = 3/2 
l = 2 

n = 3 
κ = –3 
j = 5/2 
l = 2 

0, 25
0,5

0,1
Q

em

α =
α =

α =

 8,37⋅10-3 2,47⋅10-3 1,15⋅10-3 2,74⋅10-3 1,2410-3 2,68⋅10-3 1,22⋅10-3 1,23⋅10-3 1,225⋅10-3 
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Для иллюстрации на рис. 8 для третьего вариан-
та с 1κ = −  приведена зависимость ( )max1 , .Φ − ε ρ  

На рис. 9–12 приведены нормированные 
плотности вероятности для собственных функций 
состояний ( )1

2
1 1, 1, 0, 1 2S n l j= κ = − = =  и 

( )1
2

2 2, 1, 1, 1 2 .P n l j= κ = = =  Зависимости полу-

чены для трех вариантов атомных систем, рас-
смотренных выше. Для всех вариантов рассматри-
вались как заряженные, так и незаряженные дира-
ковские частицы. Волновые функции и плотности 
вероятности для собственных значений nε  опре-
делялись интегрированием уравнений (85), (86) 
«справа-налево» с использованием граничного 
условия (87). В этом случае из рис. 5 видно, что в 
численных расчетах в окрестности 0ρ =  невоз-
можно достичь верхней физически приемлемой 
сепаратрисы с асимптотиками (96) – (99) с корнем 
уравнения (97) 1 2 3.B =  В приведенных расчетах 
асимптотики (96) – (99) с 1 2 3B =  «сшивались» с 
соответствующими функциями из численных рас-
четов при 2 310 10 .− −ρ = ÷  Такая процедура прак-
тически не отражается на зависимостях рис. 9–12. 
 

 

Рис. 8. Зависимость ( )max1 ,Φ −ε ρ  в расчете  

с 0, 25; 0,5;Qα = α = 7
max1; 1; 10emα = − κ = − ρ =  

 
 

На рис. 8 0 1 2, ,ε ε ε  соответствуют энергиям 
связанных состояний 1 1 1

2 2 2
1 ,2 ,3 .S S S  Для всех 

остальных энергий в соответствии с (88) 

( )max 2

11 , ~ arctg .
1

kΦ − ε ρ + π
− ε

 

 
 

 
Рис. 9. Нормированная плотность вероятности  

для 1
2

1S -состояний заряженных и незаряженных  

дираковских частиц при 0,0018, 0,0036Qα = α =  
 

 
Рис. 10. Нормированная плотность вероятности  
для 1

2
2P -состояний заряженных и незаряженных  

дираковских частиц при 0,0018, 0,0036Qα = α =  
 

 
Рис. 11. Нормированная плотность вероятности  

для 1 1
2 2

1 ,2S P -состояний заряженных и незаряженных 

дираковских частиц при 0,025, 0,05Qα = α =  
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Рис. 12. Нормированная плотность вероятности  

для 1 1
2 2

1 , 2S P -состояний заряженных и незаряженных 

дираковских частиц при 0, 25, 0,5Qα = α =  
 

По результатам расчетов отметим существо-
вание стационарных связанных состояний незаря-
женных дираковских частиц, возникающих только 
за счет гравитационного взаимодействия. В целом, 
при малых значениях , ,Q emα α α  (первый и второй 
варианты) дискретные спектры подобны спектрам 
водородоподобных атомов со слабовыраженной 
зависимостью энергии связи ( )1 n− ε  от величины 
орбитального и полного углового моментов части-
цы. В третьем варианте обеспечивается достаточно 
сильная связь дираковских частиц с полем голой 
сингулярности RN с устойчивым снятием вырож-
дения уровней энергии с данным значением n и со 
значениями ±κ. 

В целом поведение плотностей вероятности 
носит такой же характер, как и при рассмотрении 
атомных систем в пространстве Минковского. 
Можно отметить, что для 1

2
1S  - состояний боров-

ский радиус 
2

2Br me
=
=  (в безразмерных единицах 

1 )B
em

ρ =
α

 близок к соответствующим максиму-

мам плотности вероятности: 
1-й вариант: 

max
137; 110B wρ = ρ =  – рис. 9; 

2-й вариант: 
max

10; 7,7B wρ = ρ =  – рис. 11; 

3-й вариант: 
max

1; 1,18B wρ = ρ =  – рис. 12. 

Во всех вариантах для незаряженных дира-
ковских частиц (чисто гравитационное взаимодей-
ствие) максимумы плотности вероятности смеща-
ются в сторону бóльших значений ρ. 

Для 1
2

2P -состояний соответствующие макси-

мумы плотностей вероятности по сравнению с 
1

2
1S -состояниями расположены в области бóль-

ших значений ρ. 
 
 
 

6. Космическая цензура 
 

Гипотеза космической цензуры, предложенная 
в [28], запрещает существование в Природе сингу-
лярностей, неприкрытых горизонтами событий. 
Однако полное доказательство этой гипотезы от-
сутствует до сих пор. Многие исследователи наря-
ду с черными дырами рассматривают образование 
голых сингулярностей, их стабильность и отличи-
тельные особенности при экспериментальном на-
блюдении [29–34]. 

Для классических частиц хорошо известна 
геодезическая неполнота голой сингулярности 
RN. Массивные тестовые частицы, двигающиеся 
по геодезическим, не достигают сингулярности из-
за отталкивающего характера внутренних облас-
тей метрики RN. 

В [7] показано, что существуют статические 
метрики с времениподобными сингулярностями 
(среди них – метрика Шварцшильда и Райссне- 
ра–Нордстрёма), которые проявляют себя полно-
стью несингулярными при рассмотрении кванто-
вой механики бесспиновых частиц. Авторами [7] 
отмечается, что решения Шварцшильда и Райс-
снера–Нордстрёма для бесспиновых частиц стано-
вятся сингулярными лишь при отрицательных 

0.M <  В классическом случае для 0M <  оба ре-
шения являются геодезически полными. В нашей 
работе мы получили подтверждение результатов [7] 
применительно к движению фермионов в поле 
голой сингулярности RN. Действительно, ведущая 
особенность эффективного потенциала F

effU  (50) 
в окрестности сингулярности представляет собой 
бесконечно большой потенциальный барьер (60) 

20

3 1 .
8

F
effU

ρ→

⎛ ⎞
= +Ο⎜ ⎟ρρ ⎝ ⎠

 

Поскольку голая сингулярность RN в квантовой 
механике прикрыта отталкивающим барьером (60), 
наличие этой сингулярности не несет угрозы кос-
мической цензуре. 
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7. Принцип причинности Гильберта 
 

Принцип причинности, сформулированный 
Д. Гильбертом в 1924 г. [35], приводит к следую-
щим неравенствам для любого метрического тен-
зора gμν  в общей теории относительности (ОТО). 

11 12 12
11 12

00 11 21 22 23
21 22

31 32 33

0; 0; 0; 0.
g g g

g g
g g g g g

g g
g g g

> < > < (106) 

Для нас важным будет выполнение первого нера-
венства, все другие неравенства в (106), как пра-
вило, выполняются для известных решений ОТО. 

Неравенство 00 0g >  часто воспроизводится 
авторами монографий и учебников исходя из не-
сколько других соображений. Например, в учеб-
нике [36] условие 00 0g >  получено из выражения 
для собственного времени 

00 .d g dtτ =                    (107) 

В нашей работе мы используем решения 
уравнения типа Шредингера (47) с эффективными 
потенциалами (50). Волновые функции ( )Fψ ρ  – 
квадратично-интегрируемые с нулевыми значе-
ниями при 0ρ =  и на горизонтах событий , .+ −ρ ρ  
Важным является использование вещественных 
радиальных функций, обеспечивающих нулевые 
значения радиальных токов фермионов в соответ-
ствующих областях определения волновых функ-
ций. В результате, это приводит к автоматическому 
выполнению условия 00 0g >  для всех рассмот-
ренных областей определения волновых функций: 

• наличие горизонтов событий ( , ,+ −ρ ρ  
2 2 )Qα > α  

[ ) ( ], , 0, ;+ −ρ∈ ρ ∞ ρ∈ ρ  
• экстремальное поле RN ( ,+ −ρ + ρ = α  

2 2 )Qα = α  

( ] [ )0, , , ;ρ∈ α ρ∈ α ∞  

• голая сингулярность RN ( )2 2 ,Qα < α  

( )0, .ρ∈ ∞  
 
 
8. Вырожденные состояния и частицы темной 

материи 
 

При наличии горизонтов событий ,+ −ρ ρ  
атомные системы с фермионами в стационарных 

связанных состояниях в поле RN могут являться 
кандидатами на роль частиц темной материи. 

Действительно, рассмотрим, например, реше-
ние (37) .em −ε = α ρ  Если при образовании кол-
лапсара RN возникла атомная система со связан-
ными фермионами, находящимися вблизи внут-
ренней окрестности горизонта событий ,−ρ  и если 
при этом заряд источника поля RN скомпенсиро-
ван суммарным зарядом связанных фермионов, то 
для внешнего мира такая атомная система взаимо-
действует с другими объектами лишь гравитаци-
онным образом. Из-за отсутствия квантовых пере-
ходов между состояниями с различными κ (или j, l) 
такая система не излучает и не поглощает свет и дру-
гие излучения. Обнаружить такую систему можно 
только через гравитационное взаимодействие. 

Второй атомной системой может рассматри-
ваться система связанных фермионов в поле RN 
с энергией .em +ε = α ρ  В этом случае фермионы 
с подавляющей вероятностью (см. Приложение 2) 
находятся вблизи внешней окрестности +ρ  и при 
компенсации заряда источника поля RN суммар-
ным зарядом связанных фермионов такая атомная 
система взаимодействует с другими внешними 
объектами лишь гравитационным образом. Как 
и в первом случае, атомная система не излучает 
и не поглощает свет и другие излучения. В данной 
атомной системе обнаружить заряд источника по-
ля RN можно лишь «выбив» часть фермионов со 
своих орбит внешним воздействием. 

В качестве кандидатов в частицы темной мате-
рии возможны другие атомные системы с энергией 
связанных фермионов частично с ,em +ε = α ρ  
частично с .em −ε = α ρ  Массы таких систем 
должны выбираться из условия наилучшего согла-
сия со Стандартной космологической моделью. 
Выше рассмотрение атомных систем проведено в 
рамках применимости одночастичной квантовой 
механики. 
 

9. Заключение 
 

В результате рассмотрения решений уравне-
ния типа Шредингера с эффективными потенциа-
лами в квантовой механике движения фермионов 
в классическом поле Райсснера–Нордстрёма полу-
чены следующие результаты: 

1. При наличии двух горизонтов событий 
,+ −ρ ρ  существуют регулярные решения с энер-

гиями , .em em

+ −

α α
ε = ε =

ρ ρ
 Эти решения представ-
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ляют собой вырожденные стационарные связан-
ные состояния заряженных фермионов с квад-
ратично-интегрируемыми волновыми функциями 
и с областями определения [ ) ( ), , 0, .+ −ρ∈ ρ ∞ ρ∈ ρ  
Волновые функции слабо зависят от j, l и обра-
щаются в нуль на горизонтах событий. Фермионы в 
связанных состояниях с подавляющей вероят-
ностью расположены вблизи горизонтов событий. 
Максимумы плотностей вероятности отстоят от 
горизонтов событий на расстоянии от долей до 
единиц комптоновской длины волны фермионов. 

2. Для экстремального поля RN с единствен-
ным горизонтом событий + −ρ = ρ = α  доказано 
отсутствие стационарных связанных состояний 
частиц со спином ½ c 1.ε <  

3. Для поля голой сингулярности RN ( )2 2
Qα < α  

при определенных значениях физических пара-
метров анализ эффективных потенциалов и пря-
мые численные решения уравнения типа Шредин-
гера показали существование стационарных свя-
занных состояний заряженных фермионов поля 
RN. Связанные состояния существуют также для 
электрически незаряженных фермионов; эти со-
стояния реализуются только за счет сил гравита-
ционного взаимодействия. 

4. Для любой квантово-механической частицы 
со спином ½ независимо от наличия и знака элек-
трического заряда голая сингулярность RN отде-
лена бесконечно большим потенциальным барье-

ром 2
3 1~ ,
8 r

 что согласуется с выводами [7] приме-

нительно к движению бесспиновых частиц. Нали-
чие отталкивающего барьера, прикрывающего син-
гулярность, не несет угрозы космической цензуре. 

5. Электрически нейтральные атомные систе-
мы с определенным числом фермионов, находя-

щихся в связанных состояниях с ,em

+

α
ε =

ρ
 

,em

−

α
ε =

ρ
 могут рассматриваться в Стандартной 

космологической модели в качестве частиц тем-
ной материи. Атомные системы такого типа не 
поглощают и не испускают свет и другие излуче-
ния и взаимодействуют с окружающей средой 
только гравитационным образом. 

Регулярные решения для связанных состояний 
с энергиями фермионов 0ε =  [1] – метрика 

Шварцшильда и ,em em

+ −

α α
ε = ε =

ρ ρ
 – метрика 

Райсснера–Нордстрёма, получены с использова-
нием уравнения типа Шредингера (47) с эффек-
тивными потенциалами (50). Волновая функция 
уравнения (47) связана с одной из радиальных 
функций уравнения Дирака неунитарным преобра-
зованием (39). В результате волновые функции 
уравнения типа Шредингера для вырожденных 
стационарных связанных состояний в отличие от 
радиальных функций уравнения Дирака становят-
ся квадратично-интегрируемыми в окрестности 
горизонтов событий , .+ −ρ ρ  Очевидно, уравнение 
типа Шредингера (47) может быть получено квад-
рированием ковариантного уравнения Дирака–Фока 
в неэвклидовом пространстве-времени с перехо-
дом от биспинорной к спинорной волновой функ-
ции и с проведением соответствующего неунитар-
ного преобразования. 

Для плоского пространства-времени Минков-
ского ковариантное уравнение второго порядка 
для фермионов, движущихся во внешних электро-
магнитных полях, предложено П. Дираком еще в 
30-е годы прошлого века [37]. 

Наше рассмотрение показывает, что исполь-
зование уравнения типа Шредингера (47) расши-
ряет возможности получения регулярных решений 
квантовой механики движения частиц со спином ½ 
во внешних гравитационных полях. 
 

Авторы благодарят М. В. Горбатенко, Е. Ю. По-
пова за плодотворные дискуссии и А. Л. Новоселову 
за существенную техническую помощь в подго-
товке статьи. 
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Приложение 1 
Эффективный потенциал поля RN в уравнении типа Шредингера 

 
В соответствии с (43) – (46), (49), (50) можно получить 

( )
22

2 2
3 1 3 1 1 ,
8 8 2

R N R N
R N R N

R N R NR N R N

f fdB f f
d f fB f f

− −
− −

− −− −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞′⎛ ⎞ ⎪ ⎪′ ′⎢ ⎥= − ω+ + ω +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ω+ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
        (П1.1) 

( ) ( ) ( )
2

2
2 3 2

1 1 1 2 1
4 4

R N
R N R N R N R N

R N R N R N

fd B f f f f
B fd f f

−
− − − −

− − −

⎡
′ ′′− = − ω+ − ω+ −⎢

ω+ρ ⎢⎣
 

( )2
2 3 2
2 1 ,

2 2 4
R NR N R N

R N
R N R NR N R N R N

ff f
f

f ff f f
−− −

−
− −− − −

⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ′′ ′′ ⎥⎜ ⎟′ ′ ′′− ω + + ω + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦
                         (П1.2) 

( ) 3 2 1 22
1 1 1 ,
4 2 2

R N

R N R N

fd A D
d f f

−

− −

⎡ ⎤′κ
− = + +⎢ ⎥

ρ ρ ρ⎢ ⎥⎣ ⎦
                                             (П1.3) 

( )
1 2

1 1 ,
4 22

R N R N

R N R N R NR N

A D f fdB
B d f f ff

− −

− − −−

⎛ ⎞⎛ ⎞− ′ ′κ ′⎜ ⎟− = − + ω +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ω+ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠
                         (П1.4) 

( )
2

2
2

1 ,
8 2 R N

A D
f −

κ
− =

ρ
                                                        (П1.5) 

( )2
2

1 1 .
2 2 R N

R N
BC f

f −
−

= − ω −                                                     (П1.6) 

В (П1.1)–(П1.6) 
2

2
21 ;Q

R Nf −
αα

= − +
ρ ρ

 
2

2 3

22 ;QR N
R N

dff
d
−

−
αα′ ≡ = −

ρ ρ ρ
 

22

2 3 4

64 ;QR N
R N

dff
d

−
−

αα′′ ≡ = − +
ρ ρ ρ

 

,emα
ω= ε −

ρ
 2 ,emd

d
αω′ω ≡ =

ρ ρ
 

2

2 3
2

.emd
d

αω′′ω ≡ = −
ρ ρ

 

Сумма выражений SchrE  и (П1.1)–(П1.6) приводит к выражению для эффективного потенциала F
effU  

(50). 
 

Приложение 2 

Расчетные значения вероятностей  
обнаружения частиц в зависимости  

от , ,Q emα α α  и κ для энергий em +ε = α ρ  
 

В табл. П2.1 – П2.5: maxw  – максимум норми-
рованной плотности вероятности; 

maxwρ  – коорди-

ната max ;w  0,95Δρ  – координата достижения инте-

гральной вероятности ( ) 0,95;W ρ =  0,95Δρ  – отре-

зок 8
0,9510 , ;−

+⎡ ⎤ρ + ρ⎣ ⎦  в расчетах минимальное 

расстояние от горизонта событий выбиралось рав-
ным 810 .−

+ρ − ρ =  

1: 0, 1 2;l jκ = − = =   1: 1, 1 2,l jκ = = =  
2 : 1, 3 2;l jκ = − = =   2 : 2, 3 2;l jκ = + = =  
3 : 2, 5 2;l jκ = − = =   3 : 3, 5 2.l jκ = + = =  

 

Т а б л и ц ы  П2.1 
10; 5; 18,66Q +α = α = ρ =  

Таблица П2.1.1 
 0,9999; 18,658emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 29,60 3,10⋅10–3 0,12 
+1 29,68 3,09⋅10–3 0,12 
–2 29,81 3,08⋅10–3 0,12 
+2 29,98 3,06⋅10–3 0,12 
–3 30,19 3,04⋅10–3 0,12 
+3 30,45 3,02⋅10–3 0,12 
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Таблица П2.1.2 
 0,5; 9,33emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 29,67 3,10⋅10–3 0,12 
+1 29,72 3,09⋅10–3 0,12 
–2 29,90 3,08⋅10–3 0,12 
+2 30,00 3,07⋅10–3 0,12 
–3 30,30 3,04⋅10–3 0,12 
+3 30,45 3,02⋅10–3 0,12 

 

Таблица П2.1.3 
 0; 0emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 29,71 3,10⋅10–3 0,12 
+1 29,72 3,10⋅10–3 0,12 
–2 29,96 3,07⋅10–3 0,12 
+2 29,98 3,07⋅10–3 0,12 
–3 30,38 3,03⋅10–3 0,12 
+3 30,40 3,03⋅10–3 0,12 

 

Таблица П2.1.4 
 0,5; 9,33emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 29,71 3,09⋅10–3 0,12 
+1 29,68 3,10⋅10–3 0,12 
–2 29,98 3,07⋅10–3 0,12 
+2 29,91 3,07⋅10–3 0,12 
–3 30,42 3,02⋅10–3 0,12 
+3 30,32 3,03⋅10–3 0,12 

 

Таблица П2.1.5 
 0,9999; 18,658emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 29,68 3,09⋅10–3 0,12 
+1 29,6 3,10⋅10–3 0,12 
–2 29,97 3,06⋅10–3 0,12 
+2 29,81 3,08⋅10–3 0,12 
–3 30,44 3,02⋅10–3 0,12 
+3 30,20 3,04⋅10–3 0,12 

 
Т а б л и ц ы  П2.2 

1; 0,5; 1,866Q +α = α = ρ =  
Таблица П2.2.1 

 0,9999; 1,8658emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 3,17 2,76⋅10–2 1,22 
+1 4,14 2,14⋅10–2 0,94 
–2 4,94 1,73⋅10–2 0,83 
+2 6,96 1,27⋅10–2 0,57 
–3 8,49 1,01⋅10–2 0,48 
+3 11,53 0,77⋅10–2 0,34 

 

Таблица П2.2.2 
 0,5; 0,933emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 3,72 2,60⋅10–2 0,88 
+1 4,42 2,19⋅10–2 0,76 
–2 5,50 1,63⋅10–2 0,67 
+2 6,95 1,33⋅10–2 0,52 
–3 9,07 0,96⋅10–2 0,43 
+3 11,21 8,11⋅10–3 0,34 

 

Таблица П2.2.3 
 0; 0emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 3,93 2,49⋅10–2 0,82 
+1 4,36 2,30⋅10–2 0,74 
–2 5,84 1,54⋅10–2 0,62 
+2 6,68 1,41⋅10–2 0,53 
–3 9,59 0,91⋅10–2 0,41 
+3 10,72 0,86⋅10–2 0,35 

 

Таблица П2.2.4 
 0,5; 0,933emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 3,94 2,38⋅10–2 0,86 
+1 4,03 2,44⋅10–2 0,81 
–2 6,11 1,44⋅10–2 0,62 
+2 6,18 1,51⋅10–2 0,58 
–3 10,15 0,86⋅10–2 0,39 
+3 10,01 0,91⋅10–2 0,37 

 

Таблица П2.2.5 
 0,9999; 1,8658emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 3,84 2,24⋅10–2 1,05 
+1 3,36 2,66⋅10–2 1,14 
–2 6,48 1,32⋅10–2 0,64 
+2 5,34 1,66⋅10–2 0,74 
–3 10,95 0,79⋅10–3 0,37 
+3 9,03 0,98⋅10–3 0,44 

 
Т а б л и ц ы  П2.3 

0,1; 0,05; 0,1866Q +α = α = ρ =  
Таблица П2.3.1 

 0,9999; 0,18658emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 0,45 6,45⋅10–2 12,26 
+1 8,70 7,11⋅10–3 1,18 
–2 13,99 4,17⋅10–3 0,83 
+2 37,81 2,16⋅10–3 0,13 
–3 51,95 1,53⋅10–3 0,1 
+3 84,36 1,03⋅10–3 0,05 
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Таблица П2.3.2 
 0,5; 0,0933emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 1,77 4,14⋅10–2 1,61 
+1 8,64 8,22⋅10–3 0,68 
–2 15,79 3,84⋅10–3 0,5 
+2 35,11 2,37⋅10–3 0,14 
–3 54,87 1,43⋅10–3 0,09 
+3 79,56 1,10⋅10–3 0,05 

 

Таблица П2.3.3 
 0; 0emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 2,04 3,46⋅10–2 1,4 
+1 7,68 9,90⋅10–3 0,67 
–2 17,64 3,43⋅10–3 0,44 
+2 31,84 2,65⋅10–3 0,15 
–3 59,1 1,33⋅10–3 0,09 
+3 74,06 1,19⋅10–3 0,06 

 

Таблица П2.3.4 
 0,5; 0,0933emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 2,02 2,4⋅10–2 1,58 
+1 6,02 1,29⋅10–2 0,81 
–2 20,99 2,92⋅10–3 0,41 
+2 27,63 3,03⋅10–3 0,17 
–3 65,76 1,21⋅10–3 0,08 
+3 67,51 1,3⋅10–3 0,06 

 

Таблица П2.3.5 
 0,9999; 0,18658emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 3,37 9,79⋅10–3 5,31 
+1 2,01 2,04⋅10–2 5,99 
–2 30,74 2,36⋅10–3 0,21 
+2 20,97 3,58⋅10–3 0,29 
–3 77,41 1,07⋅10–3 0,06 
+3 58,96 1,44⋅10–3 0,08 

 
Т а б л и ц ы  П2.4 

0,1; 0,09; 0,1436Q +α = α = ρ =  
Таблица П2.4.1 

 0,9999; 0,14359emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 0,28 2,80⋅10–2 24,12 
+1 14,23 3,82⋅10–3 0,98 
–2 30,7 1,96⋅10–3 0,43 
+2 71,41 1,11⋅10–3 0,07 
–3 108,28 7,46⋅10–4 0,05 
+3 163,66 5,14⋅10–4 0,03 

 

Таблица П2.4.2 
 0; 0emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 2,4 1,57⋅10–2 1,38 
+1 12,03 5,48⋅10–3 0,55 
–2 37,63 1,62⋅10–3 0,26 
+2 59,62 1,37⋅10–3 0,08 
–3 122,65 6,51⋅10–4 0,04 
+3 143,3 6,06⋅10–4 0,03 

 
Т а б л и ц ы  П2.5 

0,1; 0,01; 0,1995Q +α = α = ρ =  
Таблица П2.5.1 

 0,9999; 0,19948emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 0,49 0,1995 10,73 
+1 7,88 8,04⋅10–3 1,22 
–2 12,02 4,86⋅10–3 0,92 
+2 33,26 2,47⋅10–3 0,15 
–3 44,81 1,76⋅10–3 0,11 
+3 73,8 1,18⋅10–3 0,06 

 

Таблица П2.5.2 
 0; 0emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 1,99 3,89⋅10–2 1,40 
+1 7,03 1,11⋅10–2 0,7 
–2 15,25 3,98⋅10–3 0,49 
+2 28,10 3,03⋅10–3 0,17 
–3 51,02 1,53⋅10–3 0,10 
+3 64,83 1,37⋅10–3 0,06 

 

Таблица П2.5.3 
 0,9999; 0,19948emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 3,06 1,51⋅10–2 4,9 
+1 1,98 2,25⋅10–2 5,42 
–2 26,43 2,73⋅10–3 0,24 
+2 18,59 4,09⋅10–3 0,33 
–3 66,93 1,24⋅10–3 0,07 
+3 51,68 1,65⋅10–3 0,09 

 
 

Приложение 3 

Расчетные значения вероятностей  
обнаружения частиц в зависимости  

от , ,Q emα α α  и κ для энергий em −ε = α ρ  
 

В табл. П3.1 – П3.2: maxw  – максимум нормиро-
ванной плотности вероятности; 

maxwρ  – координата 
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max ;w  0,95Δρ  – координата достижения интегральной 

вероятности ( ) 0,95W ρ =  при интегрировании от −ρ  к 

~ 0;ρ  0,95Δρ  – отрезок 8
0,95, 10 ;−

−⎡ ⎤ρ ρ −⎣ ⎦  в расчетах 

минимальное расстояние от горизонта событий выби-
ралось равным 810 .−

−ρ − ρ =  
1: 0, 1 2;l jκ = − = =   1: 1, 1 2,l jκ = = =  
2 : 1, 3 2;l jκ = − = =   2 : 2, 3 2;l jκ = + = =  
3 : 2, 5 2;l jκ = − = =   3 : 3, 5 2.l jκ = + = =  

 
Т а б л и ц ы  П3.1 

10; 5; 1,3398Q −α = α = ρ =  

Таблица П3.1.1 
 0,9999; 1,3397emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 2,30 8,38⋅10–2 0,73 
+1 2,57 6,86⋅10–2 0,69 
–2 2,27 8,18⋅10–2 0,73 
+2 2,85 5,61⋅10–2 0,66 
–3 2,33 7,28⋅10–2 0,73 
+3 3,24 4,42⋅10–2 0,63 

 
Таблица П3.1.2 

 0; 0emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 2,28 8,47⋅10–2 0,73 
+1 2,52 7,21⋅10–2 0,70 
–2 2,28 8,04⋅10–2 0,73 
+2 2,75 5,98⋅10–2 0,67 
–3 2,36 6,94⋅10–2 0,73 
+3 3,11 4,75⋅10–2 0,64 

 
Таблица П3.1.3 

 0,9999; 1,3397emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 2,28 8,41⋅10–2 0,73 
+1 2,47 7,39⋅10–2 0,7 
–2 2,29 7,8⋅10–2 0,73 
+2 2,70 6,24⋅10–2 0,68 
–3 2,40 6,59⋅10–2 0,73 
+3 0,30 5,00⋅10–2 0,64 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Т а б л и ц ы  П3.2 
10; 9; 5,6411Q −α = α = ρ =  

Таблица П3.2.1 
 0,9999; 5,6405emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 4,46 1,74⋅10–2 1,25 
+1 4,87 1,66⋅10–2 1,01 
–2 4,87 1,61⋅10–2 1,13 
+2 5,62 1,49⋅10–2 0,81 
–3 5,69 1,43⋅10–2 0,89 
+3 6,70 1,29⋅10–2 0,63 

 
Таблица П3.2.2 

 0; 0emε = α =  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 4,74 1,71⋅10–2 1,08 
+1 4,88 1,69⋅10–2 0,97 
–2 5,25 1,56⋅10–2 0,94 
+2 5,51 1,54⋅10–2 0,81 
–3 6,14 1,36⋅10–2 0,75 
+3 6,47 1,34⋅10–2 0,65 

 
Таблица П3.2.3 

 0,9999; 5,6405emε = − α = −  

κ maxw  maxwρ  0,95Δρ  

–1 4,62 1,69⋅10–2 1,21 
+1 4,62 1,72⋅10–2 1,11 
–2 5,23 1,53⋅10–2 1,01 
+2 5,20 1,58⋅10–2 0,91 
–3 6,24 1,32⋅10–2 0,77 
+3 6,12 1,39⋅10–2 0,71 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         Статья поступила в редакцию 06.06.2017 
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ОСОБЕННОСТИ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ СО СПИНОМ ½  
В АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ КЕРРА–НЬЮМЕНА 
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Для поля Керра–Ньюмена получен самосопряженный дираковский гамильтониан. 
Осуществлен переход к релятивистскому уравнению типа Шредингера. Для случая, ко-
гда угловые и радиальные переменные не разделяются, обобщен метод получения эф-
фективных потенциалов. Эффективные потенциалы имеют изолированные особенности 
на горизонтах событий, в окрестности начала координат и при определенных параметрах 
поля Керра–Ньюмена и фермиона в окрестности некоторых значений радиальной коор-
динаты. Для экстремального поля Керра–Ньюмена доказана невозможность существова-
ния стационарных связанных состояний частиц со спином ½. Для поля Керра–Ньюмена с 
«нулевой» гравитацией ( )0G →  при одноименных зарядах фермиона и источника поля на 
некотором расстоянии от начала координат существует непроницаемый барьер. Вид и распо-
ложение барьера не зависят от степени вращения источника поля Керра–Ньюмена. 
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ный гамильтониан, метод эффективных потенциалов, «нулевая» гравтация, сингулярно-
сти эффективных потенциалов. 
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1. Введение 
 

К настоящему времени существует множество 
исследований свойств и решений уравнения Дира-
ка в искривленном пространстве-времени (см., на-
пример, [1–25]). Работы [6, 9–18, 26–28], посвяще-
ны исследованию уравнения Дирака в простран-
стве-времени Керра–Ньюмена. В работах [29, 30] 
исследовался дираковский гамильтониан в поле 
Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией. 

Квантовую механику движения частиц со спи-
ном ½ во внешних полях можно анализировать, 
используя релятивисткое уравнение типа Шредир-
гера с эффективными потенциалами. В этом слу-
чае после разделения переменных система обык-
новенных дифференциальных уравнений первого 
порядка для радиальных волновых функций пре-

образуется в релятивистские уравнения типа Шре-
дингера с определенными эффективными потен-
циалами. Каждое такое уравнение относится толь-
ко к одной из двух радиальных волновых функ-
ций. При анализе уравнения типа Шредингера 
можно использовать огромный опыт исследова-
ний таких уравнений в нерелятивистской кванто-
вой механике. 

В работах [31–33] метод эффективных потен-
циалов применялся для анализа движения элек-
тронов и позитронов в кулоновском поле. В рабо-
тах [34–37] этот метод применялся к анализу дви-
жения дираковских частиц во внешних гравита-
ционных полях Шварцшильда, Райсснера–Норд-
стрёма и в поле голых сингулярностей статиче-
ской q-метрики [38]. 
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В настоящей работе метод эффективных по-
тенциалов применяется для исследования особен-
ностей движения частиц со спином ½ в заряжен-
ном аксиально-симметричном поле Керра–Нью-
мена. Анализу подвергались поля Керра–Ньюмена 
с наличием горизонтов событий, экстремальные 
поля Керра–Ньюмена с единственным горизонтом 
событий, голые сингулярности Керра–Ньюмена, 
поля Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией в 
пределе 0,G →  где G – гравитационная постоян-
ная. Для такого анализа получен самосопряженный 
дираковский гамильтониан и так же, как в [37], 
обобщен метод получения эффективных потен-
циалов в уравнении типа Шредингера на случай, 
когда радиальные и угловые переменные не раз-
деляются. 

В результате получено, что эффективные по-
тенциалы имеют изолированные особенности на 
горизонтах событий, в центре системы и при оп-
ределенных параметрах поля Керра–Ньюмена и 
дираковской частицы в некоторых промежуточ-
ных точках по радиусу. 

Важным обстоятельством является отсутствие 
каких-либо особенностей в самосопряженном га-
мильтониане, в радиальных уравнениях и в эф-
фективном потенциале, связанных с наличием эр-
госферы, в объеме которой 00g -компонента мет-
рического тензора меньше или равна нулю. 

Работа организована следующим образом. В раз-
деле 2 для связности изложения приводятся ос-
новные свойства метрики Керра–Ньюмена. В раз-
деле 3 обобщается самосопряженный гамильтони-
ан в поле Керра–Ньюмена с плоским скалярным 
произведением волновых функций. В разделе 4 обоб-
щен метод получения эффективных потенциалов 
в уравнении типа Шредингера. В разделах 5, 6 ис-
следуются особенности эффективных потенциа-
лов, в том числе и для поля Керра–Ньюмена с «ну-
левой» гравитацией. В Заключении кратко обсуж-
даются полученные результаты. 
 
 

2. Метрика Керра–Ньюмена 
 

Решение Керра–Ньюмена характеризуется то-
чечным источником с массой M и зарядом Q, вра-
щающимся с угловым моментом ,Mc=J a  где c - 
скорость света. Ниже мы будем, как правило, ис-
пользовать систему единиц 1;c= ==  сигнатура 
пространства Минковского выбрана равной 

[ ]1, 1, 1, 1 .diagαβη = − − −                (1) 

В (1) и ниже подчеркнутые индексы относятся к 
локальным. 

Метрику Керра–Ньюмена в координатах Бой-
ера-Линдквиста (t, r, θ, ϕ) можно представить в виде 

( )22
002 2 2

2 2

2
2 2 2

2
1 sin

QQ

K K

K
K

K N

a r r rr r r
ds dt dtd

r r

r dr r d
−

−⎛ ⎞−
⎜ ⎟= − + θ ϕ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − θ −
Δ

 

( )2 2
02 2 2 2 2

2 sin sin .
Q

K

a r r r
r a d

r

⎛ ⎞−
⎜ ⎟− + + θ θ ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (2) 

В (2) 2
0 2r GM c=  – гравитационный радиус (гори-

зонт событий) поля Шварцшильда; G – гравитацион-
ная постоянная; 2 ;Qr GQ c= 2 2 2 2cos ;Kr r a= + θ  

2 2
2 2 0

2 21 .Q
K N K N

rr ar f r
r r r− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ = = − + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Равенство нулю выражения для 00g  

2
0

00 21 0Q

K

r r r
g

r

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  (3) 

определяет внешнюю и внутреннюю поверхности 
эргосферы поля Керра–Ньюмена. В объеме эрго-
сферы, ограниченной поверхностями (3), 

00 0.g ≤                              (4) 

При 0Q =  ( )0Qr =  решение Керра–Ньюмена пе-

реходит в решение Керра. 

1. Если 2 2
0 2 ,Qr a r> +  то 

1 1 ,K N
r rf
r r
+ −

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

              (5) 

где r±  – радиусы внешнего и внутреннего гори-
зонтов событий поля Керра–Ньюмена 

2
2 20 0 .

2 4 Q
r rr a r± = ± − −                (6) 

2. Случай 2 2 0
0 2 ,

2Q
rr a r r r+ −= + = =  соответ-

ствует экстремальному полю Керра–Ньюмена. 
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3. Случай 2 2
0 2 Qr a r< +  соответствует голой 

сингулярности поля Керра–Ньюмена. В этом слу-
чае 0K Nf − >  и областью определения волновых 
функций является область ( )0, .r∈ ∞  

Ниже мы будем анализировать поведение эф-
фективных потенциалов в уравнении типа Шре-
дингера в поле Керра–Ньюмена. Уравнение типа 
Шредингера с самосопряженным гамильтонианом 
получается при квадрировании уравнения Дирака, 
записанного в гамильтоновой форме. При этом 
исходный дираковский гамильтониан должен 
быть также самосопряженным. 
 
 
 

3. Самосопряженный гамильтониан частицы 
со спином ½ в поле Керра–Ньюмена 

 
Искомый гамильтониан можно определить с 

помощью алгоритмов получения самосопряжен-
ных дираковских гамильтонианов во внешних гра-
витационных полях с использованием методов 
псевдоэрмитовой квантовой механики [21–23]. 
Ранее в [23] такой гамильтониан был получен для 
метрики Керра с 0Q = . В работе [24] для метрики 
Керра доказана эквивалентность гамильтониана 
работы [23] в представлении с плоским скалярным 
произведением волновых функций с гамильтониа-
ном Чандрасекара [4, 5] в представлении с весо-
вым множителем Паркера [39] в скалярном произ-
ведении волновых функций. 

Гамильтониан для метрики Керра–Ньюмена 
легко обобщается из выражения гамильтониана 
для метрики Керра [23] заменой 00 00

K Ng g −→  и 
,K K N−Δ →Δ  где 

( )2 2
000 2 2 2

2
1 sin ,

Q
K N

K N K

a r r r
g r a

r−
−

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= + + θ
⎜ ⎟Δ
⎝ ⎠

   (7) 

2 2
2 0

21 .Q
K N K N

a rrr f
r r− −

⎛ ⎞+
⎜ ⎟Δ = − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

           (8) 

Для заряженных частиц гамильтониан должен 
быть дополнен слагаемым, обязанным кулонов-
скому взаимодействию частицы с источником 
электрического поля Керра–Ньюмена. 

В итоге самосопряженный гамильтониан 
H H +
η η=  для поля Керра–Ньюмена в представле-

нии с плоским скалярным произведением волно-
вых функций имеет вид 
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Δ
+ γ γ 00 2
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0 00 2

sin

sin .
4
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K N
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r
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i r eQg ar
r rg r
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− −

⎛ ⎞∂
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⎛ ⎞Δ ∂
− γ γ θ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ⎝ ⎠

 

(9) 
В (9) μγ  – матрицы Дирака с локальными индек-
сами, удовлетворяющие стандартным антикомму-
тационным соотношениям .vv vμ μ μγ γ + γ γ = η  Урав-
нение Дирака с гамильтонианом (9) имеет вид 

( ) ( ),
, .

t
i H t

t η
∂Ψ

= Ψ
∂

r
r               (10) 

 
 
 

4. Эффективные потенциалы  
для поля Керра–Ньюмена 

 
Из выражения (9) гамильтониана видно, что 

радиальные и угловые переменные ( ),r θ  в урав-
нении (10) не разделяются. Необходимо обобще-
ние стандартного метода получения эффективных 
потенциалов квадрированием уравнений Дирака 
для вещественных радиальных волновых функций. 

Волновую функцию ( ),tΨ r  в (10) представим 
в виде 

( )
( ) ( )
( ) ( )3

,
, .

,
imiEtr

t e e
i r

ϕϕ−
⎛ ω θ ξ θ ⎞
⎜ ⎟Ψ =
⎜ ⎟− χ θ σ ξ θ⎝ ⎠

r      (11) 

В (11) E – энергия дираковской частицы, mϕ  – 

магнитное квантовое число, спинор ( )ξ θ =  

( )

( )
1

2

1
2

Y

Y

−

+

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟= ⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 представляет сферические гармоники 
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для спина ½. Явный вид ( )ξ θ  можно представить 
в виде [40]  

( )
( )

( )

( )
( )
( )

1
2

1
2

1
2

cos sin!1 2 21
4 ! sin cos2 2

jm

jm

m

Y

Y

j m

j m

ϕ

ϕ

ϕ

−

ϕ+

ϕ

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟ξ θ = =⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ θ⎛ ⎞− ⎜ ⎟= − ×
⎜ ⎟θ θπ + −⎝ ⎠

 

( )

( )

1
2

1
2

1
2 .

m
l

m
l

m P

P

ϕ

ϕ

−
ϕ

+

⎛ ⎞⎛ ⎞κ − + θ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠×⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

          (12) 

В (12) выражение после квадратного корня в круг-
лых скобках является двумерной матрицей; 

1
2m

lP ϕ±  – присоединенные функции Лежандра; j, l – 
квантовые числа полного углового и орбитального 
моментов дираковской частицы, , 1... .m j j jϕ = − − +  

Далее отметим два обстоятельства: 
1. Поскольку переменные ( ),r θ  в (10) не раз-

деляются, функции ( ),rω θ  и ( ),rχ θ  зависят от r  
и от θ. 

2. Для получения вещественных эффективных 
потенциалов необходимо, чтобы функции ( ),rω θ  
и ( ),rχ θ  тоже были вещественными. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

После подстановки (11) уравнение (10) будет 

содержать спиноры ( ) ,ξ θ  ( ) ,
d

d
ξ θ
θ

 функции 

( ), ,rω θ  ( ),rχ θ  и их производные по r и θ. 
Если в гамильтониане (9) провести эквива-

лентную замену 

1 3 3 2 2 1, , ,γ → γ γ → γ γ → γ            (13) 

то производную ( )d
d
ξ θ
θ

 в (10) можно устранить , 

используя уравнение Брилла и Уиллера [41]  

( ) ( )2 11 ctg .
2 sin

m
i ϕ⎡ ⎤∂⎛ ⎞σ + θ + σ ξ θ = κξ θ⎢ ⎥⎜ ⎟∂θ θ⎝ ⎠⎣ ⎦

  (14) 

В (14) 1 2,σ σ  – матрицы Паули; 

( ) 11 ,
21, 2... .
1,
2

l j l

l j l

⎧− + = +⎪⎪κ = = ⎨
⎪ = −
⎪⎩

∓ ∓          (15) 

В результате, учитывая (11) и определение 

спинора∗ ( )
( )

( )
1

2

1
2

,
Y

Y

−

+

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟ξ θ = ⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 уравнение (10) можно 

записать в виде системы четырех уравнений 
 
 

                                                           
∗ В отличие от (12) здесь и ниже для краткости в 

обозначениях ( )1
2
Y θ∓  убраны индексы , .j mϕ  
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 100 00 00 002 2 2

1 1 100 00 00 002 2 2

1 1, , ,
2

1 1 1 1 1, , ,
2 sin

K N K N

K N K K N K K N K K N

K K N K K N K N K N K K N

mYE r Y r Y r
r r rg r g r g r g

m
Y r Y r Y r

r g r g g r g

− −
− − −

− − − −

ϕ
+ + +

− − − − −

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟ω θ = ω θ − + − + χ θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ χ θ + χ θ + − χ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ θΔ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )

( ) ( )
00

0
1 1 000 2 00 22 2

1, sin ,
4

K N K N

K N K K N K K N K K N

ar rm g rY r Y ar r
rg r r g r

ϕ − −
− +

− − − −

θ +

⎛ ⎞Δ ∂
+ ω θ + θ ω θ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂Δ Δ⎝ ⎠

 

( ) ( )
00

1 0 100 22 2

1 sin , , ;
4

K N K N

K K N K K N

g r eQY ar r Y r
rr g r

− −
− −

− −

⎛ ⎞Δ ∂
− θ ω θ + ω θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ⎝ ⎠

                      (16) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 100 00 00 002 2 2

1 1 1 0000 00 002 2 2

1 1, , ,
2

1 1 1 1 1, , ,
2 sin

K N K N

K N K K N K K N K K N

K N K NK K N K K N K K N

mYE r Y r Y r
r r rg r g r g r g

m
Y r Y r Y r

gr g r g r g

− −
+ + +

− − − −

ϕ
− − −

− −− − −

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟ω θ = ω θ − + − + χ θ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− χ θ − χ θ + − χ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ θΔ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )

( ) ( )
00

0
1 1 000 2 00 22 2

1, sin ,
4

K N K N

KK N K K N K N K K N

ar rm g rY r Y ar r
r rg r g r

ϕ − −
+ −

− − − −

θ +

⎛ ⎞Δ ∂
+ ω θ + θ ω θ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂Δ Δ⎝ ⎠

 

( ) ( )
00

1 0 100 22 2

1 sin , , ;
4

K N K N

K K N K K N

g r eQY ar r Y r
rr g r

− −
+ +

− −

⎛ ⎞Δ ∂
+ θ ω θ + ω θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ⎝ ⎠

                       (17) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 100 00 00 002 2 2

1 1 1 0000 00 002 2 2

1 1, , ,
2

1 1 1 1 1, ,
2 sin

K N K N

K N K K N K K N K K N

K N K NK K N K K N K K N

mYE r Y r Y r
r r rg r g r g r g

m
Y r Y r Y r

gr g r g r g

− −
− − −

− − − −

ϕ
+ + +

− −− − −

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟χ θ = − χ θ + + + + ω θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ω θ + ω θ + − ω
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ θΔ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )

( ) ( )
00

0
1 1 000 2 00 22 2

,

1, sin ,
4

K N K N

KK N K K N K N K K N

ar rm g rY r Y ar r
r rg r g r

ϕ − −
− +

− − − −

θ +

⎛ ⎞Δ ∂
+ χ θ − θ χ θ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂Δ Δ⎝ ⎠

 

( ) ( )
00

1 0 100 22 2

1 sin , , ;
4

K N K N

K K N K K N

g r eQY ar r Y r
r rg r

− −
− −

− −

⎛ ⎞Δ ∂
− θ χ θ + χ θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ⎝ ⎠

                       (18) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 100 00 00 002 2 2

1 1 1 0000 00 002 2 2

1 1, , ,
2

1 1 1 1 1, ,
2 sin

K N K N

K N K K N K K N K K N

K N K NK K N K K N K K N

mYE r Y r Y r
r r rg r g r g r g

m
Y r Y r Y r

gr g r g r g

− −
+ + +

− − − −

ϕ
− − −

− −− − −

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟χ θ = − χ θ + + + + ω θ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ω θ − ω θ + − ω
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ θΔ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )

( ) ( )
00

0
1 1 000 2 00 22 2

,

1, sin ,
4

K N K N

KK N K K N K N K K N

ar rm g rY r Y ar r
r rg r g r

ϕ − −
+ −

− − − −

θ +

⎛ ⎞Δ ∂
+ χ θ − θ χ θ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂Δ Δ⎝ ⎠

 

( ) ( )
00

1 0 100 22 2

1 sin , , .
4

K N K N

K K N K K N

g r eQY ar r Y r
r rg r

− −
+ +

− −

⎛ ⎞Δ ∂
+ θ χ θ + χ θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ⎝ ⎠

                        (19) 
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Далее в (16)–(19) можно избавиться от произ-

водных ( ),r∂
ω θ

∂θ
 и ( ), .r∂

χ θ
∂θ

 Для этого уравне-

ние (16) умножаем на ( )1
2

,Y
−

θ  уравнение (17) 

умножаем на ( )1
2
Y

+
θ  и складываем их. Аналогич-

но поступаем с уравнениями (18), (19). Получаем 
 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

00 00 00 00

1 1
2 2

00 2 200
1 1

2 2

0
00 2

1 1, , ,
2

21 1 ,
sin

,

K N K N

K N K K N K K N K K N

K N K N K K N

K N K K N

mE r r r
r r rg r g r g r g

Y Ym
r

g r g Y Y

ar rm
r

g r

− −

− − − −

− +ϕ

− − −
− +

ϕ

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟ω θ = ω θ − + − + χ θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟+ − χ θ +

⎜ ⎟ θΔ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ ω θ
Δ

( )

( )

00 1 1
2 2

0 00 2 2 2

1 1
2 2

2 2

00 1 1
2 2

0 00 2 2 2

1 1
2 2

21 sin ,
4

1 sin , ,
4

K N K N

K K N K K N

K N K N

K K N K K N

Y Yg rar r
r r g r Y Y

Y Yg r eQar r r
r rg r

Y Y

− +− −

− −
− +

− +− −

− −
− +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞Δ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠+ θ ω θ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞Δ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− θ ω θ + ω⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( );θ

     (20) 

 
 

( ) ( ) ( )

( )

00 00 00 00

1 1
2 2

00 2 200
1 1

2 2

0
00 2

1 1, , ,
2

21 1 ,
sin

,

K N K N

K N K K N K K N K K N

K N K N K K N

K N K K N

mE r r r
r r rg r g r g r g

Y Ym
r

g r g Y Y

ar rm
r

g r

− −

− − − −

− +ϕ

− − −
− +

ϕ

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ∂ κ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟χ θ = − χ θ + + + + ω θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟+ − ω θ +

⎜ ⎟ θΔ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ χ
Δ

( ) ( )

( )

00 1 1
2 2

0 00 2 2 2

1 1
2 2

2 2

00 1 1
2 2

0 00 2 2 2

1 1
2 2

21 sin ,
4

1 sin ,
4

K N K N

K K N K K N

K N K N

K K N K K N

Y Yg rar r
r r g r Y Y

Y Yg r eQar r r
r rg r

Y Y

− +− −

− −
− +

− +− −

− −
− +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞Δ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠θ − θ χ θ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞Δ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− θ χ θ + χ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ), .θ

    (21) 
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Уравнения (20), (21) можно использовать для 
стандартной процедуры получения эффективных 
потенциалов. Угол θ и энергия частицы E в этом 
случае являются параметрами. 

Ниже выражения будем записывать в безраз-
мерных переменных 

0
2, , ,

2

, ,

.

c c P

fsQ
Q a

c P c

em fs

rr E GMm Mm
l m l c M

r GQm Q am
l c M e l

eQ Q
c e

ρ = ε = α = = =

α
α = = = α =

α = = α

=

=

=

  (22) 

Здесь cl mc
=
=  – комптоновская длина волны ди-

раковской частицы; 52,2 10 гP
cM

G
−= = ⋅

=  

19(1,2 10 ГэВ)−⋅  – планковская масса; 
2

fs
e

c
α = �

=
 

1
137
�  – электромагнитная постоянная тонкой 

структуры; , emα α  – гравитационная и электромаг- 

нитная константы связи; ,Q aα α  – безразмерные 
константы, характеризующие соответственно ис-
точник электромагнитного поля и степень враще-
ния в метрике Керра–Ньюмена. 

Величины 2 00, ,K K N K Ng− −ρ Δ  в безразмерных 
переменных имеют вид 

2 2 2 2cos ,K aρ = ρ + α θ                  (23) 
2 2 22 ,K N a Q−Δ = ρ − αρ + α + α           (24) 

( )2 2
00 2 2 2

2

21 sin .
a Q

K N a
K N K

g −
−

⎛ ⎞α αρ −α
⎜ ⎟= ρ + α + θ
⎜ ⎟Δ ρ
⎝ ⎠

(25) 

Введем обозначения: 

( )( )00 2 2 2 2 2 2cosK N K N K a ab g − −= Δ ρ = ρ + α θ ρ + α +  

( )2 2 22 sin ,a Q+α αρ −α θ                   (26) 

( )2 2 2 2 2 22 2 cos 2 sin ,a a a
db
d

= ρ ρ + α + α θ + α α θ
ρ

  (27) 

( )2 2 2 22 sin 2 .a a Q
db
d

⎡ ⎤= −α ρ + α − αρ + α θ⎣ ⎦θ
    (28) 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 21 12
2 2

1 1
2 2
2 2 2 21 12
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2 2

1cos cos2 2
sin

1cos cos
2

m m
l l

m m
l l

P m PY Y
F

Y Y P m P

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ −

ϕ
− +

+ −
− + ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ − κ − + θ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠θ = = θ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ + κ − + θ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
2 2

2 21 12
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1 cos cos
22cos ,

1cos cos
2

m m
l l

m m
l l

m P P

P m P

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− +

ϕ

+ −

ϕ

⎛ ⎞κ − + θ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠+ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ + κ − + θ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                               (29) 
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1 cos cos
2
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2
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l l

m P PY Y
G
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ϕ ϕ

− +

ϕ
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟κ − + θ − θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠θ = = θ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟κ − + θ + θ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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1 1
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2 21 12
2 2

1 cos cos
22sin .

1 cos cos
2

m m
l l

m m
l l

m P P

m P P

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− +

ϕ

− +

ϕ

⎛ ⎞κ − + θ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠+ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟κ − + θ + θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                 (30) 
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С учетом (22)–(30) уравнения (20), (21) можно за-
писать в виде 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,
, , ,

,
, , .

r
A r B r

r
r

C r D r
r

∂ω θ
= ω θ + χ θ

∂
∂χ θ

= ω θ + χ θ
∂

        (31) 

где 

( )1 1 1
4K NK N

bA
b−−

κ ∂
= − − − ρ − α + −

ρ Δ ∂ρΔ
 

( )
2 1 ,

sin
K

K N K N

m
F

b
ϕ

− −

⎛ ⎞ρ
− − θ⎜ ⎟⎜ ⎟ θΔ Δ⎝ ⎠

        (32) 

( )2

2

1 sin 1
2

em aK

K N K NK N K N

a
K N K

b bB m
b

b F
b

ϕ
− −− −

−

α αα ρρ
= ε + − − −
Δ Δ ρΔ Δ

⎛ ⎞ρ ∂
− αα θ − θ −⎜ ⎟∂ρΔ ρ ⎝ ⎠

 

( )2
1 sin ,
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a

K N K

b G
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αα ρ ∂
− θ θ

∂θΔ ρ
          (33) 

( )2

2

1 sin 1
2

em aK

K N K NK N K N

a
K N K

b bC m
b

b F
b

ϕ
− −− −

−

α αα ρρ
= − ε + + + +

Δ Δ ρΔ Δ

⎛ ⎞ρ ∂
+ αα θ − θ −⎜ ⎟∂ρΔ ρ ⎝ ⎠

 

( )2
1 sin ,

2
a

K N K

b G
b−

αα ρ ∂
− θ θ

∂θΔ ρ
            (34) 

( )1 1 1
4K NK N

bD
b−−

κ ∂
= − + − ρ −α + +

ρ Δ ∂ρΔ
 

( )
2 1 .

sin
K

K N K N

m
F

b
ϕ

− −

⎛ ⎞ρ
+ − θ⎜ ⎟⎜ ⎟ θΔ Δ⎝ ⎠

        (35) 

Далее кратко напомним процедуру получения 
эффективных потенциалов. Из уравнений (31) по-
лучим уравнение второго порядка для функции 

( ), ,ωψ ρ θ  пропорциональной ( ), ,ω ρ θ  либо урав-
нение для функции ( ), ,χψ ρ θ  пропорциональной 

( ), .χ ρ θ  

( ) ( ) ( )
min

1, , exp , ,
2

A d
ρ

ω ω
ρ

⎛ ⎞
′ ′⎜ ⎟ψ ρ θ = ω ρ θ ρ θ ρ

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫    (36) 

( ) ( ) ( )
min

1, , exp , .
2

A d
ρ

χ χ
ρ

⎛ ⎞
′ ′⎜ ⎟ψ ρ θ = χ ρ θ ρ θ ρ

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫     (37) 

 

В (36) 

( ) 1, .BA A D
Bω
∂

ρ θ = − − −
∂ρ

              (38) 

В (37) 

( ) 1, .CA A D
Cχ
∂

ρ θ = − − −
∂ρ

              (39) 

В (36), (37) выбор нижнего предела интегрирова-
ния minρ  определяется конкретными условиями 
движения частиц со спином ½ в рассматриваемых 
полях Керра–Ньюмена. 

Релятивистские уравнения для ( ),ωψ ρ θ  и 

( ),χψ ρ θ  имеют вид уравнения Шредингера 

( )
2

2 2 0,Schr effE U ωω
ω

∂ ψ
+ − ψ =

∂ρ
         (40) 

( )
2

2 2 0.Schr effE Uχ χ
χ

∂ ψ
+ − ψ =

∂ρ
         (41) 

В уравнениях (40), (41) 

( )21 1 .
2SchrE = ε −                    (42) 

В (40) 

( ) ( )
2 2

2 2
3 1 1 1 1,
8 4 4eff

B BU A D
BB

ω ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
ρ θ = − + − −⎜ ⎟∂ρ ∂ρ∂ρ⎝ ⎠

 

( ) ( )21 1 1 .
4 8 2

A D B A D BC
B
− ∂

− + − +
∂ρ

       (43) 

В (41) 

( ) ( )
2 2

2 2
3 1 1 1 1,
8 4 4eff

C CU A D
CC

χ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
ρ θ = − − − +⎜ ⎟∂ρ ∂ρ∂ρ⎝ ⎠

 

( ) ( )21 1 1 .
4 8 2

A D C A D BC
C
− ∂

+ + − +
∂ρ

       (44) 

Уравнения (40), (41) и эффективные потен-
циалы (43), (44) переходят друг в друга при 

( ), , .em eme eε→ −ε κ→ −κ → − α → −α  Отсюда сле-
дует, что уравнения (40), (41) описывают движе-
ние дираковских частиц и античастиц. В данной 
работе для частиц используется уравнение (40) 
для функции ( ),ωψ ρ θ  с эффективным потенциа-

лом ( ),effU ϕ ρ θ  (43). Основанием для этого может 

служить нерелятивистский предел уравнения Ди-
рака с исчезающим при нулевом импульсе части-
цы ( )0=p  нижним спинором, пропорциональным 

( ), .χ ρ θ  Аналогично, нижний спинор с функцией 
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( ),χ ρ θ  исчезает для частицы при преобразовании 
Фолди–Ваутхайзена с любым значением импуль-
са p [42]. Наоборот, для античастицы в нереляти-
вистском пределе ( )0=p  и при преобразовании 
Фолди–Ваутхайзена исчезает верхний спинор бис-
пинорной волновой функции, пропорциональный 
( ), .ω ρ θ  
Снова отметим, что полярный угол θ в выра-

жениях (32) – (41), (43), (44) является параметром, 
изменяющимся в интервале [ ]0, .π  Энергия части-
цы ε в потенциалах (43), (44) также является па-
раметром. 

Эффективные потенциалы 

( ), , , , , , , , , ,eff Q emU l j mϕρ θ α α α κ ε  определяемые 

выражениями (43), (44), (32) – (35), имеют гро-
моздкий аналитический вид и могут быть рассчи-
таны, например, с помощью пакета программ 
«Maple». Однако основные особенности поведе-
ния потенциалов effU  можно анализировать вруч-
ную с помощью формул (32) – (44). 

Поскольку потенциалы effU  параметрически 
зависят от угла θ, однозначные выводы о характе-
ре квантово-механического движения частиц со спи-
ном ½ можно делать при условии получения конеч-
ных результатов, не зависящих от угла θ. В про-
тивном случае требуются более точные квантово-
механические расчеты. В этом проявляется ограни-
ченность использования метода эффективных по-
тенциалов в уравнении типа Шредингера с неразде-
ляющимися угловыми и радиальными переменными. 

5. Особенности эффективных потенциалов  
для поля Керра–Ньюмена 

 
Анализ выражений (32) – (35) и (43) показыва-

ет, что эффективный потенциал ( ),effU ω ρ θ  может 
иметь изолированные особенности с максималь-
ной степенью до второго порядка. Для экстре-
мального поля Керра–Ньюмена эта степень может 
повыситься до четвертого порядка. 
 

5.1. Важным обстоятельством является отсут-
ствие каких-либо особенностей в эффективном 
потенциале, связанных с наличием эргосферы 
(см. (3), (4)). Аналогично наличие эргосферы не 
проявляется в исходном самосопряженном га-
мильтониане (9) и в радиальных уравнениях (31). 
Таким образом, в квантовой механике уравнения 
Дирака и уравнения типа Шредингера в поле Кер-
ра–Ньюмена с представлением волновой функции 
в виде (11) не проявляется каким-либо образом 
присутствие эргосферы с 00 0.g ≤  
 

5.2. При наличии двух горизонтов событий 

( )2 2 2
a Qα > α + α  

( )( )
2 2 2

;K N

a Q

− + −

±

Δ = ρ −ρ ρ −ρ

ρ = α ± α −α −α
            (45) 

эффективный потенциал имеет полюса второго 
порядка при приближении к внешнему или внут-
реннему горизонту событий. 

 

( ) ( )

( )
( )

( )

2
4

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2
4

2

2 2 2 2

42 2 2

3 1 1 1 1 1 1 1
8 4 2 8

41 4

sin1

4 cos

em

eff

aem em
a

a

a

B BU BC
BB

m
b m

b

b

+

+
+

+
+ω

ρ→ρ
+ +

+ ϕ
+ + ϕρ

+ +ρ+

+

+ ρ

⎧⎡ ⎤⎛ ⎞α⎪⎢ ⎥ε − ρ⎜ ⎟ρ⎪⎛ ⎞∂ ∂ ⎢ ⎥⎝ ⎠− + = − + +⎨⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ρ ∂ρ⎝ ⎠ ρ − ρ ρ −α⎪⎢ ⎥
⎪⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩

⎡ α α ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞α α⎢+ ε − −ρ + − αα ρ ε − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎢ρ − α ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

α α ρ θ
−

ρ + α θ

�

( )
[ ]

( )

2
2

2 3
2

1 .b G
+

+
ρ +

⎫⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎪⎥∂ ⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟ θ + Ο⎬⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ⎪⎥ ρ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎦⎭

              (46) 
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В (46) b
+ρ

 и b

+ρ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂θ⎝ ⎠

 – значения величин в 

(26), (28) при .+ρ = ρ  Величина effU
−

ϕ
ρ→ρ

 получа-

ется заменой в (46) .+ −ρ →ρ  
При отсутствии вращения ( )0aα =  слагаемые 

во второй квадратной скобке (46) равны нулю. 
Слагаемые в первой квадратной скобке (46) сов-
падают с соответствующей частью потенциала для 
поля Райсснера–Нордстрёма [34, 35]. В этом слу-
чае для заряженных дираковских частиц при 

em ±ε ≠ α ρ  реализуются условия квантово-
механического «падения» на внешний или внут-
ренний горизонты событий. 

В присутствии вращения ( )0aα ≠  такого вы-
вода сделать нельзя из-за присутствия во второй 
квадратной скобке (46) слагаемых разного знака, в 
том числе зависящих от угла θ. Для окончательно-
го вывода о характере движения частиц со спином 
½ вблизи горизонтов событий необходимы более 
точные квантово-механические расчеты. 
 

5.3. Экстремальное поле Керра–Ньюмена 

( )2 2 2 , .a Q + −α = α + α ρ = ρ = α  В этом случае  

( )2 ,K N−Δ = ρ − α                   (47) 

( )22 2 ,ab ρ→α = α + α                (48) 

0.b

ρ→α

∂
=

∂θ
                       (49) 

Эффективный потенциал вблизи единственного 
горизонта событий ±ρ = α  равен 

( )

( )

4

222 2 2

1
2

4

eff

em em
a a

U

m

ω
ρ→α

ϕ

= − ×
ρ −α

⎡ α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞× α + α ε − − α α ε − +⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣

 

( ) ( )

4 2 2

2 32 2

4 1 .a

a

mϕ
⎤ ⎛ ⎞α α ⎥ ⎜ ⎟+ + Ο⎥ ⎜ ⎟ρ − αα + α ⎝ ⎠⎥⎦

            (50) 

Из-за полюса четвертого порядка движение 
дираковских частиц в экстремальном поле Керра-
Ньюмена осуществляется в режиме «падения» на 
горизонт событий .ρ = α  
 

Отсюда следует, что в экстремальном поле 
Керра–Ньюмена не существует стационарных свя-
занных состояний частиц со спином ½. 

Для экстремального поля Керра ( 2 2 ,aα = α  

)0,Q em + −α = α = ρ = ρ = α  выражение (50) можно 

переписать в виде 

( )

2
4

4
2 .

2
a

eff
m

U ϕω
ρ→α

⎛ ⎞α ⎜ ⎟= − ε −
⎜ ⎟αρ −α ⎝ ⎠

        (51) 

Для решения 

2
extr
K

mϕε =
α

                          (52) 

сингулярность ( )4~ 1 ρ −α  в эффективном потен-
циале (50) исчезает. Однако коэффициент при сле-
дующей ведущей особенности ( )3~ 1 ρ −α  зави-
сит от угла θ, и это не позволяет делать какие-то 
определенные выводы. Ранее в [43] доказано, что 
решение (52) является решением для стационар-
ных связанных состояний частиц со спином ½  
в экстремальном поле Керра. 
 

5.4. Если существуют значения параметров 

( ), , , , , , , , , ,Q a em l j mϕα α α α κ ε θ  при которых выра-

жение (33) для clρ = ρ  равно нулю 
( ) 0,clB ρ = ρ =                       (53) 

то в эффективном потенциале (43) из-за первого сла-
гаемого возникает полюс второго порядка с коэф-
фициентом 3 8,K =  обеспечивающим при clρ = ρ  
полностью непроницаемый для квантово-механи-
ческих частиц потенциальный барьер [44]. Ранее 
такие барьеры были установлены для дираковских 
частиц в отталкивающем кулоновском поле [33] и 
в поле Райсснера–Нордстрёма при определенных 
значениях физических параметров [35, 36]. 

В общем случае поля Керра–Ньюмена опреде-
лить значение (или значения) clρ  из уравнения (53) 
чрезвычайно сложно из-за необходимости реше-
ния уравнения (53) с полиномами высокой степе-
ни. Кроме того, последние два слагаемых в (34) 
зависят от угла θ. Ниже мы решим уравнение (53) 
для поля Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией. 
 

5.5. В общем случае в окрестности начала ко-
ординат ( )0ρ =  эффективный потенциал (43) за-

висит от θ и имеет полюс второго порядка 21 ρ∼  
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2
2 2 2

2

2 20 2

2

cos sin
1 1 .

8
2 1

Q
em

a
eff

Q

a

U ϕ
ρ→

⎡ ⎤⎛ ⎞α⎢ ⎥⎜ ⎟α θ − θ⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥ρ ⎛ ⎞α⎢ ⎥⎜ ⎟+
⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎣ ⎦

  (54) 

Отметим, что из-за разной топологии решений 
асимптотика (54) для поля Керра–Ньюмена при 
отсутствии вращения ( )0aα =  не переходит в 
асимптотику для поля Райсснера–Нордстрёма  

20

3 .
8

RN
effU

ρ→
=

ρ
                     (55) 

Для метрики Керра ( )0; 0em Qα = α =  

0
const.K

effU
ρ→

=                     (56) 

Поведение потенциала для метрики Керра при 
0ρ→  допускает существование стационарных 

связанных состояний дираковских частиц.  
 
 
6. Особенности эффективных потенциалов для 
поля Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией 
 

В этом случае 0; , 0QG → α α →  и 
2 2 2 ,a Qα < α + α  что соответствует условию сущест-

вования голой сингулярности Керра–Ньюмена. 
 

6.1. Для голой сингулярности Керра–Ньюмена 
с «нулевой» гравитацией из (54) следует, что  

2 2
20

1 1 1 cos .
8 2

ZKN
eff emU

ρ→

⎡ ⎤= − + α θ⎢ ⎥ρ ⎣ ⎦
      (57) 

Видно, что как и в общем случае (54), выра-
жение (57) зависит от угла θ. 
 

6.2. Для поля Керра–Ньюмена с «нулевой» 
гравитацией уравнение (53) легко разрешается 
относительно радиуса непроницаемого барьера clρ  

2 2 2

2 2

cos
1 0.cl a em

clcl a

ρ + α θ ⎛ ⎞α
ε + − =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠ρ + α

      (58) 

Для одинаковых знаков заряда дираковской 
частицы и источника поля Керра–Ньюмена 

0emα >  и 

.
1

em
cl

α
ρ =

ε +
                        (59) 

В размерных единицах 

2

2

1 .
1

cl
eQr Emc

mc

=
+

                   (60) 

В (60) E – энергия частицы в системе центра 
масс, m – приведенная масса дираковской части-
цы, 2eQ mc  – классический радиус частицы с за-
рядом e, находящейся в отталкивающем кулонов-
ском поле с зарядом источника поля Q. При боль-
ших значениях 2E mc>>  радиус непроницаемого 
барьера изменяется обратно пропорционально из-
менению энергии частицы. Непроницаемый барь-
ер можно представить в виде 

( )2
3 1 .
8cl

ZKN
eff

cl

U
ρ→ρ

=
ρ −ρ

           (61) 

Выражения (59) – (61) совпадают с получен-
ными ранее выражениями для отталкивающих ку-
лоновских полей [33] и для голой сингулярности 
Райсснера–Нордстрёма [35, 36] при определенных 
значениях физических параметров. Любая степень 
вращения источника поля Керра–Ньюмена с «ну-
левой» гравитацией не изменяет вида и располо-
жения непроницаемого барьера при одноименных 
зарядах частицы и источника поля. 

При существовании барьера (61) эффектив-
ный потенциал (43) не содержит потенциальных 
ям и в этом случае отсутствует возможность суще-
ствования стационарных связанных состояний ди-
раковских частиц. 
 
 

7. Заключение 
 

В работе для поля Керра–Ньюмена получен 
самосопряженный дираковский гамильтониан с пло-
ским скалярным произведением волновых функ-
ций. Поскольку этот гамильтониан не допускает 
разделения угловых и радиальных переменных, в 
данной работе аналогично [37] обобщен метод 
получения эффективных потенциалов при квадри-
ровании уравнения Дирака. В результате в ради-
альном уравнении типа Шредингера полярный 
угол θ является параметром. 

Полученные эффективные потенциалы имеют 
изолированные особенности на горизонтах собы-
тий, в начале координат ( )0ρ→  и при определен-
ных параметрах поля Керра–Ньюмена и дираков-
ской частицы в некоторых промежуточных точках 
по радиусу.  
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Важным наблюдением является отсутствие 
каких-либо особенностей в самосопряженном га-
мильтониане (9), в радиальных уравнениях (31) и 
в эффективном потенциале (43), связанных с на-
личием эргосферы (см. (3), (4)), где 00 0.g ≤  Таким 
образом, в квантовой механикеа уравнения Дирака 
и уравнения типа Шредингера во внешнем поле 
Керра–Ньюмена с представлением волновой функ-
ции в виде (11) не проявляется каким-либо обра-
зом присутствие эргосферы с 00 0.g ≤  

Основные результаты анализа эффективных 
потенциалов (43): 

7.1. При наличии горизонтов событий 

( )2 2 2
a Qα > α + α  эффективный потенциал имеет 

полюса второго порядка (46) при приближении 
снаружи к внешнему и внутри к внутреннему го-
ризонтам событий .±ρ  
 

7.2. Для экстремального поля Керра–Ньюмена 

( )2 2 2 ,a Q + −α = α + α ρ = ρ = α  эффективный потен-

циал вблизи единственного горизонта событий 
имеет полюс четвертого порядка (50). В этом слу-
чае движение дираковских частиц осуществляется 
в режиме «падения» на горизонт событий ,ρ = α  
что подразумевает невозможность существования 
стационарных связанных состояний частиц со 
спином ½. 
 

7.3. В окрестности начала координат 0ρ =  
эффективный потенциал (43) имеет полюс второго 
порядка 

2
2 2 2

2

2 20 2

2

cos sin
1 1 .

8
2 1

Q
em

aKN
eff

Q

a

U
ρ→

⎡ ⎤⎛ ⎞α⎢ ⎥⎜ ⎟α θ − θ⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎢ ⎥= − +
⎢ ⎥ρ ⎛ ⎞α⎢ ⎥⎜ ⎟+
⎢ ⎥⎜ ⎟α⎝ ⎠⎣ ⎦

 (62) 

Для голой сингулярности Керра–Ньюмена 

( )2 2 2
a Qα < α +α  из-за зависимости от угла θ невоз-

можно определить условия движения частиц вбли-
зи центра. Этот же вывод относится и к случаю 

( )0 0, 0 .QG → α = α =  В выражении (54) при 

0Qα =  остается зависимость от угла θ. 
Как известно (см., например, [45]), если коэф-

фициент в квадратных скобках (54) меньше или 
равен 1/8, то возможно существование связанных 

состояний дираковских частиц. Наоборот, если 
коэффициент больше 1/8, то частицы движутся в 
режиме «падения на центр». Для окончательного 
вывода нужны более точные квантово-механичес-
кие расчеты. 

Для метрики Керра ( )0, 0em Qα = α =  

0
constK

effU
ρ→

=  (см. (56)). 

В этом случае поведение потенциала допускает 
существование стационарных связанных состоя-
ний дираковских частиц. 
 

7.4. Для поля Керра–Ньюмена с «нулевой» 
гравитацией при одинаковых знаках заряда дира-
ковской частицы и источника поля ( )0emα >  воз-
никает непроницаемый барьер вида (61) 

( )2
3 1 ,
8cl

ZKN
eff

cl

U
ρ→ρ

=
ρ −ρ

 

где ( )1 .cl emρ = α ε +  
В размерных единицах 

2

2

1 .
1

cl
eQr Emc

mc

=
+

 

Здесь E – энергия частицы в системе центра масс, 
m – приведенная масса дираковской частицы, 

2eQ mc  – классический радиус частицы с заря-
дом e, находящейся в отталкивающем кулонов-
ском поле с зарядом источника поля Q. 

 Выражения для ,
cl

eff clU
ρ→ρ

ρ  и clr  совпадают 

с полученными ранее выражениями для отталки-
вающих кулоновских полей [33] и для голой син-
гулярности Райсснера–Нордстрёма [35] при опре-
деленных значениях физических параметров. Лю-
бая степень вращения источника поля Керра–Нью-
мена с «нулевой» гравитацией не изменяет вида 
и расположения непроницаемого барьера. При 
существовании непроницаемого барьера эффек-
тивный потенциал уравнения типа Шредингера не 
содержит потенциальных ям и в этом случае от-
сутствует возможность существования стационар-
ных связанных состояний частиц со спином ½. 
 

Авторы благодарят за большую техническую 
помощь в подготовке работы А. Л. Новоселову. 
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАЧИ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ 

 

В. А. Жмайло, В. Н. Софронов, Ю. В. Янилкин  
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Представлен обзор по тестовым задачам магнитной гидродинамики. Эти тесты есте-

ственным образом разделяются на две большие группы. К первой группе относятся зада-

чи для идеальной бесконечно проводящей плазмы. Ко второй группе – задачи, в которых 

учитываются диссипативные процессы в виде теплопроводности, магнитной диффузии и 

эффекта Холла. 

 

Ключевые слова: магнитная гидродинамика, диссипативные процессы, тестовые задачи. 
 

 

Введение 
 

Численное моделирование магнитной гидродинамики (МГД) представляет собой важную и слож-

ную проблему, решению которой посвящено много работ (см., например, [1, 2]). Задача тем более ус-

ложняется при использовании многопотоковых моделей, учитывающих относительное движение и взаи-

модействие частиц различной природы (электроны, ионы разных сортов, нейтральные атомы и молеку-

лы) между собой и с внешним магнитным полем.  

Стандартным методом решения задач этого класса является метод дробных шагов, основанный на 

представлении сложных операторов в виде произведения операторов более простой структуры. Таким обра-

зом, в рамках метода расщепления счет одного шага по времени состоит из последовательного выполне-

ния нескольких, более простых процедур. Естественно, что разностные схемы для каждого этапа расще-

пления должны по возможности сохранять свойства соответствующих дифференциальных уравнений. 

Отметим, что построение эталонных решений, учитывающих весь спектр физических процессов, 

является сложной (часто невыполнимой) задачей. Существующие тесты позволяют оценить точность 

расчетов не всей задачи в целом, а только некоторых этапов расщепления. 

Задачи магнитной гидродинамики естественным образом разделяются на две большие группы – за-

дачи для идеальной бесконечно проводящей плазмы и задачи, в которых учитываются диссипативные 

процессы в виде теплопроводности и магнитной вязкости.  

Система дифференциальных уравнений идеальной МГД для задач первой группы принадлежит к 

гиперболическому типу и допускает разрывы в решениях, поэтому для таких уравнений предпочтитель-

нее консервативные разностные схемы. Известно, что использование неконсервативных схем в магнит-

ной гидродинамике приводит к очень большим погрешностям даже в расчетах стационарных ударных 

волн. Примером таких трудных для моделирования ударных волн могут служить волны выключения и 

включения, являющиеся пределом медленных МГД волн при уменьшении поперечной компоненты поля 

за фронтом волны либо пределом быстрых МГД волн при уменьшении поперечной компоненты поля 

перед фронтом волны.    

В газовой динамике (с уравнениями состояния, удовлетворяющими условиям Бэте – Вейля) все 

ударные волны сжатия эволюционны, так как для них выполнено условие неубывания энтропии. Нали-

чие магнитного поля приводит к дополнительным ограничениям на параметры разрывов, так что вы-

полнение энтропийного принципа не гарантирует эволюционность разрыва. Неэволюционная волна 

распадается на серию эволюционных волн. Более того, этот распад зависит от постановки численных 

расчетов и от особенностей разностной схемы. По этой причине в качестве тестов предъявлены только 
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те решения, для которых это условие (эволюционности) выполнено. В газовой динамике такой допол-

нительной проверки не требуется.  

Важным качеством разностных схем при расчете многомерных течений является сохранение в 

разностном решении нулевой дивергенции магнитного поля. Невыполнение этого условия означает по-

явление «математического» магнитного заряда. Неприятной особенностью этого дефекта является не-

физичный перенос вещества в направлении, ортогональном полю H  [2]. Для оценки точности разност-

ных схем в многочисленных публикациях [3–11] предложены двумерные тесты, в которых учитывается 

взаимное влияние гидродинамических и магнитных эффектов. К сожалению, для данных тестов отсут-

ствуют аналитические решения, которые можно было бы объявить эталоном. В таких ситуациях этало-

ном выступает численное решение, полученное с использованием разностных схем высокого разреше-

ния на предельно большом количестве ячеек.  

Отметим, что при решении диффузионных задач требования к разностным схемам по сохранению ну-

левой дивергенции еще более ужесточаются. Так нарушение этого свойства приводит к накоплению оши-

бок и к потере структуры решения в первую очередь в задачах с большими градиентами проводимости.  

Численные расчеты некоторых из представленных тестов получены с использованием разработанного во 

ВНИИЭФ пакета программ EGAK [12, 13]. В этом пакете реализована лагранжево-эйлерова методика 

расчета многокомпонентных сжимаемых сред. 

 

 

1. Задачи идеальной магнитной гидродинамики 

Система уравнений идеальной магнитной гидродинамики (МГД) может быть записана в следующей 

консервативной форме (знаком ⊗ обозначено тензорное произведение векторов): 

( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

div 0, div 8 0, 8 ;

div 0, , , , ;

div 4 0, 2 .

H H

H H

u
u u u P P I H H P H

t dt

H
u H H u P P T T

t

P P u H uH u P
t

∂ρ ∂ρ
+ ρ = + ρ ⊗ + + − ⊗ π = = π

∂

∂
+ ⊗ − ⊗ = = ρ ε = ε ρ

∂
∂Ξ ⎛ ⎞+ ε + + − π = Ξ = ρ ε + +⎜ ⎟
∂ ⎝ ⎠

             (1.1) 

 

1.1. Стационарные ударные и вращательные волны в магнитной гидродинамике 

Определим параметры ударных волн для уравнений идеальной МГД (1.1). Для плоской волны, рас-

пространяющейся вдоль выделенного направления (например, оси x), справедливо одномерное приближение  

0,
U F

t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                                       (1.2) 

где векторы консервативных и потоковых переменных имеют вид:  

( ), , , , , , , ;
x y z x y z

U u u u H H Hρ ρ ρ ρ Ξ  

( )
( )

2

2
( , , , ,

8 8 8

,0, , )
4

x yx x z
x x H x y x z

H x x x y y x x z z x

H HH H H
F u u P P u u u u

uH

P P u H u H u H u H u H

ρ ρ + + − ρ − ρ −
π π π

Ξ + + − − −
π

 

Следствием законов сохранения (1.2) являются следующие соотношения на разрывах 

:D U F⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦                                                                        (1.3) 

D – скорость стационарной ударной волны. Выберем систему координат так, чтобы газ перед фронтом 

волны был неподвижен ux0 

= uy0 

= uz0 

= 0. Ограничимся рассмотрением совершенных газов, тогда эн-
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тальпия может быть записана в виде: h = ε + PV = γε = γPV/(γ–1). Пусть M = (D – ux)/V = = D/V0 – поток 

массы через разрыв, V – удельный объем, ( )0, , ,
y z

u u uτ =  ( )0, ,
y z

H H Hτ =  – проекции массовой скоро-

сти и напряженности поля на плоскость разрыва. Запишем соотношения на разрывах (1.3) с учетом вы-

бранного уравнения состояния и условий перед фронтом волны:  

( ) ( )2 2 2

0 0 0
8 0;P P M V V H H

τ τ
− + − + − π =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0
1 0,5 0,5 4 4 0;

x
PV PV M V V u VH V H H H u Mτ ττ τ τ

γ − γ − + − + + − π + π =      (1.4) 

( ) ( )0 4 0,
x

u H H H Mτ ττ + − π =  ( ) ( )2 2 2 2
0 0

4 4 .
x x

H H M V H H M Vτ τ− π = − π  

Соотношений (1.4) недостаточно для получения физически допустимых разрывов. Такие разрывы 

должны удовлетворять требованиям эволюционности. Эти требования возникают из условий однознач-

ной разрешимости задачи о взаимодействии ударной волны с малыми возмущениями. Расчет эволюции 

возмущений возможен, если количество приходящих на разрыв характеристик на единицу больше числа 

уравнений системы (1.2), т. е. равно 9. В газовой динамике (с выпуклыми уравнениями состояния) все 

ударные волны, удовлетворяющие условию неубывания энтропии, автоматически эволюционны. В маг-

нитной гидродинамике требования эволюционности могут приводить к дополнительным ограничениям на 

параметры волны, поэтому выполнение энтропийного принципа не гарантирует эволюционность разрыва. 

Для системы (1.4) эволюционными являются два типа ударных волн – медленные и быстрые МГД 

волны [1, 2, 14]. Условия эволюционности этих двух типов волн имеют соответственно вид: 

( )
22 2

0 0 0
,

s x
A MV A< <    ( )

2 2
,

s
MV A<                                                    (1.5) 

( )
22

0 0
,fA MV<    ( )

22 2
,x fA MV A< <                                                    (1.6) 

где 2 2 2
, ,f s xA A A  – квадраты быстрой, медленной и альфвеновской  скоростей звука. 

( )( )( ( )( )
2

2 2 2 2 2 2
0,5 4 0,25 4 4 ,f x x xA V P H H P H H PH

τ τ

⎞
= γ + + π + γ + + π − γ π ⎟⎟

⎠
 

( )( )( ( )( )
2

2 2 2 2 2 2
0,5 4 0,25 4 4 ,

s x x x
A V P H H P H H PH

τ τ

⎞
= γ + + π − γ + + π − γ π ⎟⎟

⎠
 

2 2
4 .

x x
A H V= π  

Рассмотрим некоторые частные случаи решения системы уравнений (1.4). Будем использовать 

уравнение состояния с показателем адиабаты γ = 2 и начальными данными V0 

= 1, P0 

= 0,5. Параметры 

поля перед фронтом волны варьируются. Уравнения (1.4) вырождаются для двух значений потока 

4 ,
x

M H V= π  
0

4 .
x

M H V= π  Этим значениям соответствуют ударные волны включения и вы-

ключения 

 
1.1.1. Перпендикулярные волны 

Для волн этого класса компонента поля в направлении движения волны равна нулю – Hx 

= 0, так что 

вектор напряженности магнитного поля перпендикулярен этому направлению. Если Hx 

= 0, то медлен-

ная скорость звука fA  обращается в нуль как перед фронтом так и за фронтом волны. По этой причине 

перпендикулярные волны всегда являются быстрыми МГД волнами. Условие эволюционности прини-

мает вид: 

( )2 2 2 2

0 0 0 0 0 04 .fM A V P V H V
τ

> = γ + π                                              (1.7) 
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Несложные выкладки показывают, что условие (1.7) будет выполнено, если V < V0, что эквивалент-

но запрету на ударные волны разрежения. Пусть 0 0 0 2 ,
y z

H H H= = = π  тогда условие эволюционности 

примет вид M
2

 > 2. Выпишем параметры ударной волны для значения потока M = 2. 

0
2,D MV= =  ( ) ( )2 2

0 0 03 4 8 3 2 3,V V P H M
τ

= + + π =  ( )0
2 3,

x
u M V V= − =   0,

y z
u u= =  

( ) ( )2 2 2 2 2

0 0 0 0
8 29 24,P P M V V H V V V

τ
= + − − − π =  0 0 3 2 2.

y z
H H V H V= = = π  

 

1.1.2. Параллельные волны 

Пусть вектор напряженности магнитного поля параллелен вектору нормали к поверхности разрыва. 

Если 0 0,H Hτ τ= =  то отсутствует и поперечная компонента скорости 0 0.u uτ τ= =  В этом случае усло-

вия на разрыве приобретают тот же вид, что и соотношения Гюгонио для уравнений газовой динамики. 

Отличия заключаются в условии эволюционности. 

Выпишем параметры за фронтом ударной волны, движущейся с заданной скоростью D = MV0: 

( ) ( ) ( )( )20 0
1 1 2 1 ,V V P M= γ − γ + + γ γ +  ( )2

0 0
,P P M V V= + −  ( )0

.

x
u M V V= −             (1.8) 

Условие эволюционности зависит от соотношения альфвеновской и гидродинамической скоростей 

звука в невозмущенном газе. Если 2

0 0 0
4 ,

x
PV V Hγ > π  то могут реализоваться только быстрые МГД вол-

ны с условием эволюционности (1.7). В противном случае допустимыми могут быть как медленные, так 

и быстрые МГД волны. Условия эволюционности для этого варианта принимают соответственно вид: 

( )
2 2

0 0 0 0
4 ,

x
PV MV V Hγ < < π                                                         (1.9) 

( ) ( )( ) ( )
2 2

0 0 01 4 2 1 .
x

MV V H P> γ + π − γ γ −                                            (1.10) 

Таким образом, в диапазоне значений потока ( ) ( )( ) ( )
22 2

0 0 0 0
4 1 4 2 1

x x
V H MV V H Pπ < < γ + π − γ γ −  не 

существует эволюционных волн. Пусть 
0 0 0

2 5 , 0,
x y z

H H H= π = =  тогда интервалы эволюционности 

принимают вид: 1 < M
2
 < 5 и M

2
 > 13. Выберем значение потока M = 2 из первого интервала. Этому зна-

чению соответствуют следующие параметры медленной МГД волны: 

0
2,D MV= =   ( )20 03 4 3 1 2,V V P M= + =   ( )0

1,
x
u M V V= − =   ( )2

0 0
5 2.P P M V V= + − =  

Выпишем параметры быстрой МГД волны для M = 4 из второго интервала эволюционности: 

0
4,D MV= =   ( )20 0

3 4 3 3 8,V V P M= + =   ( )0
5 2,

x
u M V V= − =   ( )2

0 0
21 2.P P M V V= + − =  

Значению M = 3 соответствуют параметры неэволюционной волны: 

0 3,D MV= =   ( )20 0
3 4 3 11 27,V V P M= + =   ( )0

16 9,
x
u M V V= − =   ( )2

0 0 35 6.P P M V V= + − =  

Неэволюционная ударная волна будет распадаться на несколько эволюционных волн, если в чис-

ленном расчете отсутствуют какие-либо ограничения на движение среды в поперечном (к фронту волны) 

направлении. Если постановка численных расчетов такова, что поперечные возмущения не могут реали-

зоваться, то волна остается устойчивой. 

 

1.1.3. Ударные волны выключения 

Если поперечная компонента поля при переходе через фронт скачком меняется от 0
0
≠

τ
H
�

 до нуле-

вого значения 0,H
τ
=

�

 то такая волна называется волной выключения. Волны этого класса движутся от-

носительно невозмущенного фона с альфвеновской скоростью звука и поэтому являются медленными 
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МГД волнами. Из условий (1.5) следует, что все ударные волны выключения – эволюционны. Для на-

чальных данных 
0 0 0 0

4
x y z

H H H H= = = = π  получим следующие параметры ударной волны:  

0
2,D MV= =   ( )20 0

3 4 3 1 2,V V P M= + =   ( )0
1,

x
u M V V= − =   

0 0
4 2,

y z
u u H V= = π =  

( )
0

2 2

0 0 8 13 2.P P M V V H
τ

= + − + π =  

Волны выключения можно рассматривать как предел медленных МГД волн при уменьшении попе-

речных компонент поля за фронтом волны 0.H
τ
→  Результаты расчетов таких волн в сильной степени 

зависят от консервативных свойств разностных схем.  

 
1.1.4. Ударные волны включения 

Для ударных волн включения поперечная компонента поля при переходе через фронт скачком ме-

няется от нулевого значения 
0

0H
τ
=

�

 до 0.H
τ
≠

�

 Волны этого класса могут быть только быстрыми МГД 

волнами, так как скорость фронта совпадает с альфвеновской скоростью звука за фронтом волны. Усло-

вие эволюционности (2.7) при заданных параметрах газа перед фронтом волны имеет вид [1]: 

( ) ( )( ) ( )
22 2

0 0 0 0
4 1 4 2 1 .

x x
V H MV V H Pπ < < γ + π − γ γ −  

Из соотношений на разрыве 

2 2
,

x
V H M=   4 ,u H V

τ τ
= − π  ( )0

,
x
u M V V= −  ( )2 2

0 0
8 ,P P M V V H

τ
= + − − π  

( ) ( ) ( )( )2 2 2

0 0 08 1 8 0.5 1
x

H V V H P V M V
τ

π = − γ + π− γ − γ −  

следует, что параметры за фронтом волны определены с точностью до поворота поперечной компонен-

ты поля. Для начальных данных 
0 2 5 ,

x
H = π  

0 0
0

y z
H H= =  условие эволюционности примет вид: 

5 < M
2 

< 13. Выпишем параметры ударной волны для значения потока M = 3 из этого интервала эволю-

ционности: 

0
3,D MV= =   ( )2 2

0
4 5 9,

x
V H M= π =   8 5,H

τ
= π   2 4 2 5,

y z
H H H

τ
= = = π  

( )0
4 3,

x
u M V V= − =   

0
8 2 2 3,

y z
u u H V

τ
= = − π = −   ( )2 2

0 0
8 29 10.P P M V V H

τ
= + − − π =  

 Волны включения можно рассматривать как предел быстрых МГД волн при уменьшении попереч-

ных компонент поля перед фронтом волны 
0

0.H H
τ τ
>> →  Для этого варианта быстрых МГД волн, 

как и другого предела (медленных волн), представленного в подразделе 1.1.3, существует сильная зави-

симость численного решения от консервативных свойств разностных схем.  

 

 

1.2. Альфвеновские волны вращения 

1.2.1. Разрывная волна 

Для волн этого класса на разрывах испытывают скачок ортогональные к траектории фронта компо-

ненты скорости u
τ

 и магнитного поля .H
τ

 При переходе через фронт непрерывны нормальная компо-

нента скорости, термодинамические параметры среды, нормальная компонента и модуль поперечной 

компоненты магнитного поля 0,
x

u =  
0 0 0 0
, , , .

x x
V V P P H H H H

τ τ
= = = =  Вращательный разрыв рас-

пространяется с альфвеновской скоростью звука. Поперечная компонента поля поворачивается на произ-

вольный угол ϕ, не меняясь по абсолютной величине, поэтому имеет место однопараметрическое семей-

ство решений системы (1.4):  

( )2 2
4 ,

x
M H V= π  ( )0 4 .u H H V

τ τ τ
= − − π                                            (1.11) 
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В газовой динамике все сдвиговые течения являются неустойчивыми. Магнитное поле оказывает стаби-

лизирующее влияние на развитие возмущений. Условия устойчивости для таких течений имеют вид [14]: 

( )2 2 2

0
2 0,V H H u

τ τ τ
+ − π >                                                          (1.12) 

( )2 2 2

0 02 0.V H H H u H u
τ τ τ τ τ τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤× − π × + × ≥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦                                           (1.13) 

С учетом решения (1.11) второе неравенство выполнено автоматически, а первое принимает вид: 

( )2
1 cos 0.VH

τ
+ ϕ >  Особым случаем является поворот поля на угол ϕ = π. Для этого параметра левая 

часть неравенства (1.12) обращается в нуль, поэтому первое условие не выполнено. Выяснилось [1], что 

такой вращательный разрыв становится неэволюционным.  

Для начальных данных 
0 0

4 ,
x

H H= = π  
0 0

4 2
x

M H V= π =  выпишем параметры альфвеновской 

волны (эволюционной с поворотом поля на угол ϕ = π/4, Hy0 

= Hz0 

= H0/2 и неэволюционной с поворо-

том на угол ϕ = π, Hy0 = Hz0 = H0) из однопараметрического семейства решений (1.11): 

4,ϕ = π  
0

2,D MV= =  2 2 , 0,
y z

H H= π =  ( )0 0
4 1 2,

y y y
u V H H= − π − = −  

( )0 0
4 1,

z z z
u V H H= − π − =  

,ϕ = π  
0

2,D MV= =  4 ,
y z

H H= = − π  

( )0 0
4 4,

y y y
u V H H= − π − =   ( )0 0

4 4.
z z z

u V H H= − π − =  

Результаты расчетов двух вариантов альфвеновской волны представлены на рис. 1.1. Использова-

лась сетка с размерами ячеек hx 

= hy 

= hz 

= h = 0,01 и минимальным их числом в поперечном направле-

нии Ny 

= Nz 

= 3. На боковых гранях заданы периодические граничные условия, на левой грани – пара-

метры втекающего потока, соответствующие состоянию за фронтом волны. 
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4
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x

P
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a                                                                 б                                                          в 

Рис. 1.1. Профили поперечной компоненты магнитного поля и давления в расчете эволюционной (a)  

и неэволюционной (б, в) волны 
 

С учетом проводимости и вязкости структура вращательного разрыва определяется диффузионными 

уравнениями, поэтому ширина разрыва увеличивается пропорционально ~ .t  В численных расчетах в 

отсутствие физических механизмов размазывания вращательного разрыва структура волны определяет-

ся аппроксимационной вязкостью. Из рисунка следует, что эта вязкость недостаточна для получения 

монотонного решения. Тем не менее, положение фронта в расчете эволюционной волны с хорошей точ-

ностью совпадает с эталоном. Эталонное решение с поворотом поля на угол ϕ = π не является эволюци-

онным и поэтому не может реализоваться в численных расчетах. В отсутствие поперечных возмущений 

этот разрыв распадается на центрированные волны разрежения, распространяющиеся в разные стороны 

от поверхности разрыва, и ударную волну. При увеличении числа ячеек в направлении, перпендикуляр-

ном оси x, альфвеновская волна будет распадаться на эволюционные волны другого типа из-за роста по-

перечных возмущений. 
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1.2.2. Гладкая волна 

 Рассматривается задача о распространении гладкой альфвеновской волны вдоль вектора 

( )cos , sin , 0
x y z

n n n n= α = α =  [3, 4, 8]. Заданы возмущения ортогональных к вектору n  компонент поля 

и массовой скорости: 

( ) ( )0
, 0 cos 2 ,

x y y x
u x t u n u n u x L
⊥

′ ′= = − + = π  ( ) ( )0
, 0 sin 2 ,

z
u x t u x L′ ′= = π  

0
0,1,u =  ,

x y
x xn yn′ = +  

( ) ( )0, 0 cos 2 ,
x y y x

H x t H n H n H x L
⊥

′ ′= = − + = π  ( ) ( )0
, 0 sin 2 ,

z
H x t H x L′ ′= = π   

0
0.1 4 ,H = π   1.L =  

Невозмущенными являются компоненты поля и скорости, направленные вдоль вектора ,n  а также 

термодинамические параметры  

0,
x x y y

u u n u n= + =�   0 1 4 ,
x x y y n

H H n H n H= + = = π�   
0

1,V V= =   
0

1,P P= =   5 3.γ =  

Пусть вектор n  направлен вдоль оси x, а волна распространяется вдоль этой оси с альфвеновской 

скоростью звука 
0 0

4 1.
x n
A V H= π =  Решение зависит от автомодельной переменной ξ = x – Axt. В 

расчетах  использовалась сетка с минимальным числом ячеек в поперечном направлении Ny = Nz = 3. Чис-

ло ячеек в продольном направлении Nx = N варьировалось. На всех гранях заданы периодические гра-

ничные условия. Результаты расчетов представлены в табл. 1.1. Норма погрешности, как и в работе [6], 

вычислялась по формуле: 

( )0,5 ,
y z

u u uδ = δ + δ  ,

N E E
y y y yu u u u

γ γ
γ γ

δ = −∑ ∑  .

N E E

x x x x
u u u u

γ γ
γ γ

δ = −∑ ∑  

Здесь суммирование осуществляется по всем узлам (γ) сетки. Индексами N и E помечены соответст-

венно численное и эталонное решение, вычисленное в узлах сетки. Порядок сходимости вычислен по фор-

муле ( ) ( )1 1
ln ln

i i i i
m u u h h

+ =
= δ δ  с использованием двух соседних значений из табл. 1.1. 

                                                                          Т а б л и ц а  1.1 

Зависимость нормы погрешности и порядка сходимости от размера сетки в расчетах EGAK  

гладкой альфвеновской волны 

h = 1/N
 

0,125 0,0625 0,03125 0,015625 7,8125·10
–3 

9,7656·10
–4 

δu, % 5,8231 2,0778 1,0678 0,5867 0,3165 0,0429 

m 1,4867 0,9604 0,8640 0,8902 0,9605  

 

 

1.3. Гравитационное развитие малых 2D возмущений в однородном магнитном поле 

Магнитное поле оказывает стабилизирующее влияние на развитие возмущений при гравитационной 

неустойчивости. Пусть в начальный момент времени поле параллельно границе раздела двух сред  

и принимает значение 
1
H  в среде с плотностью 

1
ρ  и соответственно значение 

2
H  в среде с плотностью 

2
.ρ  

Сила тяжести направлена вдоль оси Z: ( )0,0, .g g= −  

g

H1

ρ2=3

ρ1=1

y

 

Рис. 1.2. Начальная геометрия и начальные данные  

для задачи о гравитационном развитии малых возмущений 
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В начальный момент среда находится в равновесии. Давление зависит от вертикальной координаты.  

( )

( )

2

2 2 2 0 0 2

1 1 0 1 0 1

, 0,0,0 , 0,5 , 0

, 0, ,0 , , 0

H P P P H g z z

H H P P P g z z

ρ = ρ = = = + −ρ >

ρ = ρ = = = −ρ <

 

В [15] получено решение для роста малых возмущений в виде периодических функций 

( ) ( ) ( )( )( ), , , Re exp ,
x y

x y z t z i k x k y tξ = ς + +ω   2 2
.

x y
k k k= +  

Скорость роста возмущений определяется выражением [15]: 

( ) ( )
( )

2 2

1 22 2 1

2 1 2 1

.

4

H k H k
g k

+ρ −ρ
ω = − +

ρ + ρ π ρ + ρ
                                                (1.14) 

Неустойчивость развивается при ω
2

 < 0. В соответствии с (1.14) магнитное поле замедляет рост воз-

мущений только при выполнении условия ( ) ( )
2 2

1 2
0.H k H k+ >  Если магнитное поле перпендикулярно 

волновому вектору 
1
H k⊥  и 

2
,H k⊥  то магнитные силовые линии не возмущаются, поэтому поле не 

влияет на рост возмущений. 

Численное моделирование проведено в расчетной области: L×L×2L, L = hN = 1, N = 100 с парамет-

рами ρ1 = 1, ρ2 = 3, P0 = 30, g = 1, βH 

= 8πP0/H0

2 = 10
3
. На боковых гранях расчетной области заданы пе-

риодические граничные условия, нижняя и верхняя грани (z = –L, z = L) – жесткие стенки. Значение фо-

нового давления P0 выбрано так, чтобы гарантировать условия близости к несжимаемому течению 

ρgL << P0. В начальный момент времени заданы возмущения плотности в слое, прилегающем к границе раз-

дела (h – размер ячейки): 

( ) ( ) ( )( )2
, , , 0 1 cos cos , 0 , 2 , 2 .

x y x x y y
x y z t k x k y z h k N L k N Lρ = = ρ + < < = π = π  

В табл. 1.2 представлены скорости роста возмущения на линейной стадии для различных мод на-

чального возмущения при отсутствии и наличии магнитного поля. В последнем случае параметр β вы-

бран так, чтобы магнитное поле оказывало заметное стабилизирующее влияние на развитие неустойчи-

вости. Предполагается также, что длины мод существенно больше размера ячеек L/Nx 

>> h, L/Ny 

>> h.  

                                                       Т а б л и ц а  1.2 

Скорость роста линейных возмущений при моделировании  

гравитационной неустойчивости 

Nx 0 0 3 5 3 3 

Ny 3 5 0 0 5 3 

Im(ω), βH 

= 10
3
 2,02 0,95 3,07 3,96 1,87 3,60 

Im(ω), H0 = 0 (βH→∞) 3,07 3,96 3,07 3,96 4,28 4,28 

 

Результаты расчетов для одномодового начального возмущения Nx = 0, Ny = 3 изображены на рис. 1.3. 

Получено хорошее совпадение теории и численного эксперимента для декремента возмущений. Расчеты 

демонстрируют сохранение двумерности возмущения на линейной и нелинейной стадии. 
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Рис. 1.3. Профили вертикальной компоненты скорости в сечении x = 0,5 (а);  

зависимость амплитуды возмущения плотности от времени (б) 
 

 

1.4. Задача о сильном взрыве в однородной проводящей атмосфере 

Рассмотрим задачу о точечном взрыве при наличии однородного магнитного поля, направленного 

(для определенности) вдоль оси z (Hz 

= Hz0 = 0,01) для идеально – проводящей атмосферы [16]. Началь-

ные данные выбраны так, чтобы поле не оказывало влияния на движение среды. ( )
3 2

0 2 1 0 0
.

z
r r Hε >> ρ  

Используя условие вмороженности магнитного поля и автомодельное решение задачи о точечном 

взрыве [17], вычислим компоненты поля в момент t > 0. Запишем уравнение индукции для сферической 

системы координат. 

,

r r r
H H ud

dt r

⎛ ⎞ ∂
=⎜ ⎟ρ ρ ∂⎝ ⎠

 ,

r
H H ud

dt r

ϑ ϑ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

 .

r
H H ud

dt r

ϕ ϕ⎛ ⎞
=⎜ ⎟

ρ ρ⎝ ⎠
 

Проинтегрируем выписанную систему уравнений: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2

0 0 0
, , , cos , , , , sin , , , 0, , , ,

, , , ,  , 0

r z r z r
H r t H h r t H r t H h r t H r t h r t r r t r

h r t r t r r t r h r t

ϑ ϑ ϕ

ϑ ϕ

ϑ = ϑ ϑ = ϑ ϑ = =

= − ρ ρ =
  (1.15) 

Здесь функции ( )0
, ,r r t  ( ),r tρ  определяются из автомодельного решения задачи о точечном взрыве [20]. 

В декартовой системе координат решение (1.15) принимает вид: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
3

00 0

0 0 0

, ,

, , , , ,

, ,

z z

x

r r t r tH xz H xz
H x y z t r t

rr r t rr r t r

⎛ ⎞⎛ ⎞ ρ⎜ ⎟= Φ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
3

00 0

0 0 0

, ,

, , , , ,

, ,

z z

y

r r t r tH yz H yz
H x y z t r t

rr r t rr r t r

⎛ ⎞⎛ ⎞ ρ⎜ ⎟= Φ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

                           (1.16) 

( )
( )

( )
( )2 20

0 0

,

, , , , .

,

z

z

r tH
H x y z t r z r t

rr r t

⎛ ρ ⎞
= + Φ⎜ ⎟

ρ⎝ ⎠
 

Магнитные силовые линии могут быть получены интегрированием уравнений 

( )

( ) ( )2 2

0

,

,

, ,

xz r tdx

dz r r t z r t

Φ
=

ρ ρ + Φ
  

( )

( ) ( )2 2

0

,

.

, ,

yz r tdy

dz r r t z r t

Φ
=

ρ ρ + Φ
                          (1.17) 

Сравнение численного и эталонного решений для компонент поля удобно проводить с использова-

нием функций, зависящих от одной пространственной координаты. Эта процедура основана на вычис-

лении некоторых комбинаций сеточных функции Hx, Hy, Hz в соответствии с формулами: 
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( ) ( )
( ) ( )

0 0

, , , , , ,1
, , , , ,
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x yr
r z

z z

xH x y z t yH x y z tH
h r t H x y z t

H H z

+⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟ϑ ⎝ ⎠

 

( ) ( )
( ) ( )( )

2 2
0 0

, , , , , ,1
, , , , ,

sin

x y

z

z z

z xH x y z t yH x y z tH
h r t H x y z t

H H r z

ϑ
ϑ

⎛ ⎞+
⎜ ⎟= = − −
⎜ ⎟ϑ −⎝ ⎠

 

( )
( ) ( )

0 0

, , , , , ,1
, 0.

sin

x y

z z

yH x y z t xH x y z tH
h r t

H H r

ϕ

ϕ

− +⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ϑ ⎝ ⎠

 

Постановка расчетов. В качестве области энерговыделения выбран шар радиусом r1 

= 0,1, в кото-

ром заданы начальная удельная энергия единицы массы – ε = ε0 = 10
7
 и начальная плотность – ρ = ρ0 = 1 

[18]. В сферическом слое r1 < R < r2 = 15 удельная энергия и плотность соответственно равны – ε = 0, 

ρ = ρ0 = 1. Уравнение состояния – идеальный газ P = ρ(γ – 1)ε, γ = 1,4.  

Рассматривается стадия процесса, при которой численный расчет выходит на автомодельный ре-

жим. В этом случае ударная волна значительно (по сравнению с размером зоны энерговыделения) уда-

лена от центра взрыва. Так, в момент окончания счета t = 3 фронт волны расположен на расстоянии 

RF = 13,467. 

Расчетная область для задач в трехмерной постановке – куб L×L×L, L = 15. Граничные условия – 

жесткая стенка для всех граней счетной области.  
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Рис. 1.4. Магнитные силовые линии в момент  

времени t = 3 на плоскости y = 0. Пунктирной линией  

отмечено положение фронта ударной волны 

 

Для данной задачи параметры течения зависят от одной пространственной переменной – r, а ком-

поненты поля – от двух переменных – r, θ. Можно ограничиться рассмотрением любой из плоскостей, 

проходящих через ось z. Магнитные силовые линии на плоскости y = 0 в момент t = 3 изображены на 

рис. 1.4. Профили компонент поля Hy, Hz вдоль линии x = z на этой плоскости – на рис. 1.5. 
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Рис. 1.5. Профили компонент поля (а – Hx, б – Hz) вдоль линии x = z, y = 0  

в момент времени t = 3 
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Автомодельные функции газодинамических параметров, радиальной и угловой компонент поля hr, hθ за-

висят от одной пространственной переменной r. Эти функции представлены на рис. 1.6, 1.7. При тестирова-

нии численных методов на рисунки могут быть нанесены значения сеточных функций для всех ячеек рас-

четной области. Такое сравнение эталонного решения с численным позволяет судить о сохранении сфе-

рической симметрии в численных расчетах. 
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Рис. 1.6. Профили (а – плотности, б – давления) в момент t = 3 
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Рис. 1.7. Профили (а – радиальных hr, б – угловых hθ) компонент обезразмеренного  

поля в момент t = 3 
 

 

1.5. Тест 2D MGD blast wave 

Существуют различные варианты постановки задачи о взрыве заряда конечного объема в среде  

с противодавлением (2D MHD blast wave) [4–6, 8, 11]: 

� при наличии сильного либо слабого однородного магнитного поля,  

� при наличии плоской либо осесимметрической симметрии. 

Рассматривается плоская задача о взрыве цилиндрического заряда в среде с противодавлением при 

наличии сильного и слабого однородного магнитного поля.  

 
1.5.1. Взрыв в среде с сильным магнитным полем 

В исходной постановке [6, 8] задача сформулирована так, что магнитное поле оказывает существен-

ное влияние на симметрию движения. Уравнение состояния – идеальный газ P = ρ(γ – 1)ε, γ = 1,4. Рас-

четная область – единичный квадрат L×L, L = 1. Начальные данные:  

( ) ( ), , 0 , , 0 0,
x y

u x y t u x y t= = = =  ( ), , 0 1,x y tρ = =  ( ) 0
, , 0 100,

x x
H x y t H= = =  ( ), , 0 0,

y
H x y t = =  

( ) ( ) ( )
2 2

0

0

1000, 0,5 0,5 0,1,
, , 0

0,1,

r x L y L r
P x y t

r r

⎧⎪ = − + − < =
= = ⎨

⎪ >⎩

 

Граничные условия – жесткая стенка для всех граней счетной области. Конец счета t = 0,01. 

Для данного теста в качестве эталона выбрано численное решение, полученное с использованием 

разностной схемы высокого разрешения на адаптивной движущейся сетке [8]. В цитируемой работе [8] 

приведены данные двух типов на контрольный момент времени t = 0,01:  
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• профили плотности и магнитного давления вдоль линии x = 0,5,  

• изолинии плотности, газодинамического и магнитного давления на плоскости x, y. 

Расчеты EGAK получены на неподвижной эйлеровой сетке, поэтому результаты сравнения с дан-

ными [8] можно считать удовлетворительными (см. рис. 1.8, 1.9). 

Под действием сильного магнитного поля теряется симметрия течения. Скорость фронта ударной 

волны зависит от направления ее движения. Так при движении вдоль оси y скорость фронта перпенди-

кулярна фоновому полю. Такая волна всегда является быстрой. Вслед за первой (быстрой МГД волной) 

формируется вторая ударная волна, которая также движется вдоль оси y. Двухволновые профили плот-

ности и магнитного давления видны на рис. 1.6. Соответственно вдоль оси x движется параллельная 

МГД волна. Эта волна является медленной. При этом расщепления волны не происходит. 

Изолинии сеточных функций ρ, P, PH [8] изображены на рис. 1.9. Следует отметить, что движение 

газа в направлении перпендикулярном к фоновому полю значительно ослаблено, так что зона повышен-

ного давления оказывается вытянутой вдоль магнитных силовых линий. 
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Рис. 1.8. Профили плотности (a) и магнитного давления (б) вдоль линии x = 0,5  

в расчете задачи 2D MHD blast wave [8] в момент t = 0,01 
 

 

а                                                               б                                                         в 

Рис. 1.9. Изолинии плотности (a), газодинамического (б) и магнитного (в) давления в расчете задачи 2D MHD blast 

wave [8] в момент t = 0,01 (30 линий в интервале от минимального до максимального значений) 

 

1.5.2. Взрыв в среде со слабым магнитным полем 

Уменьшим интенсивность фонового поля на 3 порядка. В этом случае магнитное поле не будет влиять на 

движение среды. В постановке задачи из подразд. 1.5.1 изменим один параметр: Hx(x, y, t = 0) = Hx0= 0.1. 

Для этой задачи с ослабленным полем можно получить эталонное решение. Так как поле не влияет 

на движение среды, то параметры течения будут зависеть от одной пространственной переменной – r. 

Решение задачи получено по одномерной программе [19] на сетке с числом узлов N = 16000. 

Компоненты магнитного поля вычислим, используя условие вмороженности поля и предельное 

численное решение для параметров газа. Как и ранее, выпишем уравнение индукции для цилиндриче-

ской системы координат. 

,
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Проинтегрируем выписанную систему уравнений. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

0 0

0 0 0

, , , cos , , , , sin ,  , , 0,

, , , , , , ,   , 0,

r x r x z

r z

H r t H h r t H r t H h r t H r t

h r t r r t r h r t r t r r r t h r t

φ φ

φ

φ = φ φ = φ φ =

= = − ρ ρ =
 

где 
0
,r r  – соответственно лагранжева и эйлерова координаты. Предполагается, что функции ( )0

, ,r r t  

( ),r tρ  определены с помощью предельного численного решения одномерной задачи. Вернемся в декар-

товую систему координат. Выпишем решение для компонент поля. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2

0, , 0,5 , 0,5 , ,
x x r
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H x y t H x L y L h r t h r t rφ= − − +  

Магнитные силовые линии могут быть получены интегрированием уравнения 
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Положение этих линий на плоскости (x, y) в момент времени t = 0,01 изображено на рис. 1.10. 
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Рис. 1.10. Магнитные силовые линии в момент 

времени t = 0,01 для эталонного решения.  

Пунктирными линиями отмечено положение 

фронта ударной волны и контактной границы 

 

Для данной задачи, как и для задачи из подраздела 1.4, параметры течения зависят от одной про-

странственной переменной – r, а компоненты поля – от двух переменных – r,θ. На рис. 1.11 приведены 

профили компонент поля Hy, Hz при фиксированном значении угла θ = 45o (линия x = y).  
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Рис. 1.11. Профили компонент поля (а – Hx, б – Hz) вдоль линии x = z в момент времени t = 0,01 
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Сравнение численного и эталонного решений удобно проводить с использованием функций, зави-

сящих от одной пространственной координаты. Такими функциями являются приведенные радиальная и 

угловая компоненты поля.  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )0 0

0,5 , , 0,5 , ,
, ,

cos 0,5

x yr

r

x x

x L H x y t y L H x y tH
h r t

H x L H

− + −
= =

φ −
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )0 0

0,5 , , 0,5 , ,
, .

sin 0,5

x y

x x

y L H x y t x L H x y tH
h r t

H y L H

ϕ

ϕ

− − + −
= =

φ −
 

Автомодельные функции газодинамических параметров и приведенных компонент поля hr, hθ зави-

сят от одной пространственной переменной r. Эти функции представлены на рис. 1.12–1.14. При тести-

ровании численных методов на рисунки могут быть нанесены значения сеточных функций для всех ячеек 

расчетной области. Такое сравнение позволяет судить о сохранении симметрии в численных расчетах 

при слабом магнитном поле. 
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Рис. 1.12. Профили плотности (а), давления (б) в момент t = 0,01 
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Рис. 1.13. Профили массовой скорости (а), магнитного давления (б) в момент t = 0,01 
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Рис. 1.14. Профили (а – радиальных 
r
h , б – угловых )hφ  компонент обезразмеренного поля  

в момент t = 0,01 
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2. Задачи неидеальной магнитной гидродинамики 

Система уравнений магнитной гидродинамики (МГД) в однотемпературном приближении, модифи-

цированная эффектом Холла, может быть записана в следующей консервативной форме [2]: 

( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2

2

2

div 0, div 0, 8 ,
8

div rot rot rot , div ,
4 4

div grad 0, 2 , , , , .
4

H H

e

e

e

H H

u H H
u u u P P I P H

t dt

nH c c
u H H u H H H n u

t en t

H uH

P P u T u P P P T T
t

⎛ ⎞∂ρ ∂ρ ⊗
+ ρ = + ρ ⊗ + + − = = π⎜ ⎟

∂ π⎝ ⎠

⎛ ⎞ ∂∂ ⎡ ⎤+ ⊗ − ⊗ = − + × + = Σ⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟∂ πσ π ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂Ξ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ ε + + − − κ = Ξ = ρ ε + + = ρ ε = ε ρ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ π ⎝ ⎠
⎝ ⎠

  (2.1) 

Здесь ( )2
4cν = πσ  – коэффициент магнитной вязкости, κ – коэффициент теплопроводности, 

( )4
e

b c en= π  – локальный параметр обмена [2], e, ne – заряд и плотность электронов, источник Σ описы-

вает процессы рождения и гибели электронов. В дальнейшем предполагается Σ = 0. При записи уравне-

ний (2.1) предполагаются пренебрежимо малыми токи смещения и инерция электронов [2]. Система 

(2.1) отличается от соответствующей системы идеальной МГД (1.1) наличием диффузионных слагаемых 

в уравнениях энергии и индукции магнитного поля. 
 

 

2.1. Плоская диффузионная волна с учетом эффекта Холла 

Пусть компоненты магнитного поля зависят только от одной координаты z, т. е. H =  

( ) ( )( )0, , , , .
x y z

H t z H t z H=  Движением среды пренебрегаем.  Тогда уравнение для поля записано в сле-

дующем покомпонентном виде: 

2 22 2

2 2 2 2
, ,

y y yx x x
H dH HdH H H

dt dtz z z z

∂ ∂∂ ∂
= ν +β = ν −β

∂ ∂ ∂ ∂
  

0
0, .z

z

dH
bH

dt
= β=                    (2.2) 

Рассмотрим задачу о распространении плоской диффузионной волны в неограниченной среде при за-

данных граничных и начальных условиях: 

( ) ( )0 0
, 0 , , 0 ,

x x y y
H t z H H t z H= = = =   ( ) 0

, 0 ,
z z

H t z H= =                            (2.3) 

( ) ( ), 0, , 0,
x y

H t z H t z→∞ = →∞ =   ( ) 0
, ,

z z
H t z H→∞ =                             (2.4) 

( ) ( )0, 0, 0, 0,
x y

H t z H t z= = = =   ( ) 0
0, .

z z
H t z H= =                                 (2.5) 

Введем обозначения 2 2
.γ = ν +β  Общее решение уравнений (2.2) для автомодельной переменной 

4z tξ = γ  имеет вид: 

( ) ( )0 1 2 ,
x x

H H C C= + Φ ξ + Ψ ξ ( ) ( )0 1 2 ,
y y

H H C C= + Ψ ξ − Φ ξ  
0
,

z z
H H=  

где ( ) ( ) ( )2 2

0

exp sin ,x x dx

ξ

Φ ξ = −ν γ β γ∫  ( )Ψ ξ =  ( ) ( )2 2

0

exp cos .x x dx

ξ

= −ν γ β γ∫  

Так как  

( )
( )1

,
2 2 2

π γ − νγ − ν⎛ ⎞Φ ∞ = Γ =⎜ ⎟ γ γ⎝ ⎠
  ( )

( )1
,

2 2 2

π γ + νγ + ν⎛ ⎞Ψ ∞ = Γ =⎜ ⎟ γ γ⎝ ⎠
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то константы C1, C2 с учетом граничных условий будут определяться из уравнений 

( ) ( )

( ) ( )
0 0

1 0 0

2
,

2 2

x y

x y

H H
C H H

− Φ ∞ − Ψ ∞ ⎛ ⎞γ − ν γ + ν
= = − +⎜ ⎟⎜ ⎟Φ ∞ +Ψ ∞ γ γπ ⎝ ⎠

 

( ) ( )

( ) ( )
0 0

2 0 0

2
.

2 2

x y

x y

H H
C H H

− Ψ ∞ + Φ ∞ ⎛ ⎞γ + ν γ − ν
= = − −⎜ ⎟⎜ ⎟Φ ∞ +Ψ ∞ γ γπ ⎝ ⎠

 

Постановка расчетов. Начальные данные определены уравнениями (2.5). Рассматривается ограни-

ченная счетная область 0 < z < L, L = 1. По этой причине на правой границе z = L навязано значение маг-

нитного поля, взятое из аналитического решения: 

( ) ( ) ( )1 2
, 1 4 4 ,

x
H t z L C L t C L t= = + Φ γ + Ψ γ   ( ) ( ) ( )1 2

, 1 4 4 ,
y

H t z L C L t C L t= = + Ψ γ − Φ γ  

( ), 1.
z

H t z L= =  

На левой границе z = 0 компоненты поля в соответствии с (2.3) принимают постоянные значения. 

В расчетах по двумерным и трехмерным программам на боковых гранях ставятся граничные условия – 

0H n∂ ∂ =  (n  – вектор нормали к соответствующей грани). 

Варьируя параметры ν и β, можно исследовать влияние диффузионного и холловского слагаемых 

в (2.2) на параметры диффузионной волны. Рассмотрим вариант с преобладанием эффекта Холла над 

эффектом диффузии ν = 0, β = 1, Hx0 

= Hy0  

= Hz0 

= 1. Профили компонент магнитного поля Hx, Hy на мо-

мент времени t = 0,01 представлены на рис. 2.1. Имеет место сходимость к эталону при измельчении сетки. 
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а                                                                   б 

Рис. 2.1. Профили компонент поля (а – Hx, б – Hy) в момент времени t = 0,01 
 

 

2.2. Диффузия магнитного поля в неподвижный плоский слой плазмы с учетом джоулева  

нагрева и его влияния на коэффициенты диффузии и теплопроводности 

Задача о диффузии магнитного поля в плоский слой вещества имеет много практических приложе-

ний [19]. В наиболее полной постановке эта задача рассматривалась в работе [19] для полей мегагаусс-

ного уровня. Учитывалось гидродинамическое движение, магнитная диффузия, электронная теплопро-

водность, лучистый теплообмен в приближении «вперед-назад». Так как для такой задачи достаточно 

проблематично получение эталонного решения, то требуется некоторое упрощение исходной постанов-

ки. Автомодельные решения данной задачи с использованием упрощающих предположений получены 

также в [20]. 

Рассматривается модельная задача при следующих предположениях: 

• плазма неподвижна, имеет постоянную теплоемкость,  

• проводимость плазмы – кулоновская, 

• теплопроводность отсутствует. 

В этих предположениях задача сводится к решению уравнений  

( )rot rot ,
dH

H
dt

= − ν    ( ) ( )1 rot rot ,
dT

H H
dt

ρ = γ − ν ⋅                                               (2.6) 
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где ( )2

0
4 , / , 3 2, 1 , 1, 1,5,

V V
c T Ry R C R C

α

ν = πσ σ = σ α = γ − = = =  ρ – плотность плазмы, γ – показа-

тель адиабаты, 
0σ  

– проводимость при T = Ry (выражается через атомные константы), Ry – число Рид-

берга. Для температуры выбраны энергетические единицы.  

В начальный момент t = 0 все величины зависят от одной пространственной координаты. Предпола-

гается, что магнитное поле имеет только одну компоненту ( )0,0, .
z

H H=  Рассматривается решение за-

дачи с начальными (2.7) и граничными (2.8) условиями: 

( )
0

0       0,
, 0

     0,
z

if x
H x t

H if x

<⎧
= = ⎨

>⎩
  ( ) 0

, 0 ,T x t T= =   ( ) 0
, 0 ,x tρ = = ρ                       (2.7) 

( ), 0,
z

H x t→−∞ =  ( ) 0
, ,

z
H x t H→∞ =   ( ) 0

, .T x t T→±∞ =                         (2.8) 

Для безразмерных переменных 
0 ,

z z
h H H=  

0T Tτ =  уравнения (2.6) приводятся к виду: 

( ) ,

z z
dh h

dt x x

∂∂
= ν τ
∂ ∂

 ( )
2

,

z
hd

dt x

∂τ ⎛ ⎞= ην τ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
  ( ) 0 ,

−α

ν τ = ν τ  
2

0

0

0

,

4

Tc

Ry

α

⎛ ⎞
ν = ⎜ ⎟

πσ ⎝ ⎠
  ( )

2

0

0

1 .
H

T
η = γ −

ρ
   (2.9) 

Для задачи в безграничной области ( )x−∞ < <∞  существует автомодельное решение, зависящее от 

переменной 
0

.x tξ = ν  Соответствующее решение может быть получено интегрированием системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений  

0,
2

z z
dh dhd

d d d

−α
⎛ ⎞ξ

+ τ =⎜ ⎟ξ ξ ξ⎝ ⎠
  

2

0
2

z
dhd

d d

−α
⎛ ⎞ξ τ

+ ητ =⎜ ⎟ξ ξ⎝ ⎠
                             (2.10) 

с граничными условиями 

( ) ( ) ( )0, 1, 1.
z z
h hξ→ −∞ = ξ→∞ = τ ξ→ ±∞ =                                (2.11) 

Отметим, что для линейного варианта α = 0 можно получить решение уравнений (2.10), (2.11) в 

квадратурах 

( ) ( ) ( )( )0,5 1 sign 2
z

h erfξ = + ξ ξ      ( ) ( )2
1 4 .

4
Ei

η
τ ξ = − −ξ

π
                    (2.12) 

Так как ( )
( )1

ln ,
!

i i

i

x
Ei x C x

i i

−

− = + +

⋅
∑  то температура в окрестности контактной границы ξ

2 
~ 0 для 

линейного варианта α = 0 имеет логарифмический профиль ( ) 2
ln 4 .τ ξ −η ξ π∼  

В общем случае α > 0 не удается установить асимптотический закон для температуры в окрестности 

ξ
2 

~ 0, так как отсутствуют интегральные кривые уравнений (2.10), удовлетворяющие граничным усло-

виям на бесконечности (2.11). 

Приступим к построению эталонного решения этой задачи при учете теплопроводности. В этом 

случае температура вблизи контактной границы принимает конечное значение. 

Рассматриваются уравнения диффузии магнитного поля и уравнение энергии с учетом джоулевого 

нагрева и теплопроводности. Как и ранее, предполагается, что  все величины зависят от одной про-

странственной координаты, а магнитное поле имеет только одну компоненту ( )0,0, .
z

H H=  Для безраз-

мерных переменных hz = Hz/H0, τ = T/T0 уравнения приводятся к виду: 

0 ,

z z
dh h

dt x x

−α
∂∂

= ν τ
∂ ∂

    

2

0 0
.

z
hd

dt x x x

−α β∂τ ∂ ∂τ⎛ ⎞= ην τ + κ τ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
                              (2.13) 

Автомодельное решение, зависящее от переменной 
0

,x tξ = ν  может быть получено интегрирова-

нием системы обыкновенных дифференциальных уравнений  

0,
2

z z
dh dhd

d d d

−α
⎛ ⎞ξ

+ τ =⎜ ⎟ξ ξ ξ⎝ ⎠
   

2

0

0

0, ,
2

z
dhd d d

a a
d d d d D

−α β κ⎛ ⎞ξ τ τ
+ ητ + τ = =⎜ ⎟ξ ξ ξ ξ⎝ ⎠

                    (2.14) 
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с граничными условиями 

( ) ( ) ( )0, 1, 1.
z z
h hξ→ −∞ = ξ→∞ = τ ξ→ ±∞ =                                            (2.15) 

Для получения эталонного решения удобно перейти от системы второго порядка (2.14) к системе 

первого порядка за счет увеличения числа неизвестных. Система первого порядка относительно перемен-

ных , , ,
z z
h dh d

−ατ ψ = τ ξ  w a d d
β

= − τ τ ξ  примет вид: 

, , ,

2

z
dh d w d

d d a d

−β α
α τ τ ψ ξψτ

= ψτ = − = −
ξ ξ ξ

  2
.

2

dw w

d a

−β
αξ τ

= − +ηψ τ
ξ

                         (2.16) 

Будем рассматривать решение уравнений (2.16) для правой полуплоскости (0 < ξ < ∞). Решение  

в левой полуплоскости (–∞ < ξ < 0) следует из условий симметрии:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , , , .
z z
h h w w−ξ = − ξ τ −ξ = τ ξ Ψ −ξ = Ψ ξ −ξ = − ξ  

Рассмотрим численное решение уравнений (2.16) в ограниченной области ( )10 .< ξ < ξ  Для поста-

новки граничных условий в этой ограниченной области требуется установить асимптотическое поведе-

ние функций при ξ→∞. Асимптотические законы могут быть получены, если положить a = 0,5. В этом 

случае краевые условия принимают вид: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1

2 2

2 1

0,5 1 2 , 1, exp 4 ,

exp 2 .

z
h erf c

w c c

ξ→∞ = + ξ τ ξ→∞ = ψ ξ→∞ = −ξ

ξ→∞ = +ηξ −ξ
                 (2.17) 

Константы C1, C2 выбираются так, чтобы были выполнены условия на левой границе счетной об-

ласти 

( ) ( )0 0,5, 0 0.
z
h wξ = = ξ = =  

Ограничимся рассмотрением варианта a = 0,5. С учетом граничных условий (2.17) введем новые 

переменные ( ) ( ) ( )2exp 4 ,Ψ ξ = ψ ξ ξ  ( ) ( ) ( )2exp 2 .W wξ = ξ −ξ  После замены переменных получим сис-

тему уравнений 

( ) ( )2 2
2

1 1
exp , exp , , ,

4 2 2 2

z

Wdh d W d dW

d d a d d a

α −β
−β

α α
ξΨ − τ ξ − τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ξ τ τ ξ Ψ

= Ψτ − = − − = − = + ηΨ τ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ ξ ξ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (2.18) 

с граничными условиями 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2

1 1 1 2 1 1

0,5 1 2 , 1,

, ,

0 0.5, 0 0.

z

z

h erf

c W c c

h w

ξ = ξ = + ξ τ ξ = ξ =

Ψ ξ = ξ = ξ = ξ = + ηξ

ξ = = ξ = =

                                      (2.19) 

Система (2.18), (2.19) решалась численно с использованием методов автоматического выбора шага 

интегрирования. В расчете использовались следующие значения параметров: ξ1 

= 10, η = 20/3, α = 3/2, 

D0 

= 1, k0 

= aD0 

= 1/2. Получены следующие значения констант: C1 = 0,10231, C2 

= 1,79474, удовлетво-

ряющих граничным условиям (2.19). Так как поведение функций вблизи правой границы соответствует 

асимптотическим законам (2.17), то уменьшение параметра ξ1 c ξ1 = 10 до ξ1 = 1 не влияет на результаты 

расчетов. 

Результаты расчетов представлены на рис. 2.2, 2.3. При таком способе регуляризации (с включени-

ем процесса теплопроводности) температура в центре счетной области принимает конечное значение. 

Отметим, что при t = 1/ν0 пространственная координата совпадает с автомодельной переменной x = ξ.  
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Рис. 2.2. Профиль автомодельной функции W (а), профиль автомодельной функции Ψ (б) 
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Рис. 2.3. Профиль магнитного поля (а), профиль температуры (б) 

 

 

2.3. Точечный взрыв в идеально – непроводящей атмосфере 

Задача отличается от задачи, представленной в подразд. 1.4, тем, что рассматривается взрыв в иде-

ально – непроводящей атмосфере. Предполагается, что за фронтом ударной волны из-за эффектов иони-

зации среда становится идеально-проводящей. Если известно автомодельное решение задачи о точечном 

взрыве, то, как и ранее, можно вычислить компоненты магнитного поля в произвольный момент време-

ни t > 0. 

Во внешней области ( )( )F
r r t>  вектор – потенциал магнитного поля является решением стационар-

ного уравнения ( )rot rot 0.Ψ =  С учетом условий на бесконечности это решение принимает вид [21]: 

( ), , 0,
r

r tΨ ϑ =   ( ) ( )( )30
, , 0,5 1 sin ,

z
r t H r C t r

ϕ
Ψ ϑ = − ϑ   ( ), , 0.r t

ϑ
Ψ ϑ =                 (2.20) 

Здесь неизвестная константа ( ) ( )3

F
C t br t=  определяется из условий сопряжения с решением во 

внутренней области ( )( ).F
r r t<  Выпишем компоненты магнитного поля rot :H = Ψ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )3 3

0 0
, , 1 sin , , , 0, , , 1 0,5 cos .

r z z
H r t H C t r H r t H r t H C t rϕ ϑϑ = − ϑ ϑ = ϑ = − + ϑ  

Решение во внутренней области ( )( )F
r r t<  определяется из условия вмороженности магнитного поля: 

, , .

r r r r r

H HH HH H u u ud d d

dt r dt r dt r

ϕ ϕϑ ϑ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ ∂ ρ ρ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Интегрирование этих уравнений с учетом решения во внешней области (2.20) дает 

( ) ( )0
, , , cos ,

r z r
H r t H h r tϑ = ϑ   ( ) ( ) ( )0, , , sin ,   , , 0,

z
H r t H h r t H r tϑ ϑ ϕϑ = ϑ ϑ =              (2.21) 
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где 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

3

2

0

1 , ,

,

,
1 , ,

F

F

r

F

r t
r r t

r
h r t

r r t
r r t

r

⎧ ⎛ ⎞
⎪ −β >⎜ ⎟
⎪⎪ ⎝ ⎠

= ⎨
⎪ ⎛ ⎞

−β ≤⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠⎩

  ( )

( )
( )

( ) ( )

( )( )
( )

3

0 0

1 , ,
2

,
, 1

1 , ,
2 , 1

F

F

F

r t
r r t

r
h r t

r t r
r r t

r r t

ϑ

⎧ ⎛ ⎞β⎪ − − >⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠= ⎨

ρ γ −β⎪ ⎛ ⎞− + ≤⎜ ⎟⎪ ρ γ +⎝ ⎠⎩

 

Неизвестная константа β может быть определена из условия соленоидальности магнитного поля во 

внутренней области. Отметим, что для внешней области это условие выполнено автоматически. 

( )
22

0 0 0

0 2 2
0 0

1 1
div cos 2 2 cos 1 1 0.

2 1

zr

z

h H r rr h
H H

r r rr r r

ϑ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂∂ β ρ γ −⎛ ⎞= ϑ + = ϑ −β − + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ρ γ +∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Так как 
2

0 0

2
0

,

r r

r r

∂ρ
=

ρ ∂
 то 

1
1 1 .

2 1

β γ −⎛ ⎞−β = +⎜ ⎟ γ +⎝ ⎠
 Поэтому 

4
.

3 1
β=

γ +
 

В декартовой системе координат решение (2.21) принимает вид: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0

2 2
, , , , , , , , , , , ,

z z

x r y r

H xz H yz
H x y z t h r t h r t H x y z t h r t h r t

r r
ϑ ϑ= + = +  

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

0 2
, , , , , , .

z z r

z
H x y z t H h r t h r t h r t

r
ϑ ϑ

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Сравнение численного и эталонного решений удобно проводить с использованием приведенных 

компонент поля, зависящих от одной пространственной координаты: 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

, , , , , ,1
, , , , ,

cos

x yr

r z

z z

xH x y z t yH x y z tH
h r t H x y z t

H H z

⎛ + ⎞
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟ϑ ⎝ ⎠

 

( ) ( )
( ) ( )( )

2 2
0 0

, , , , , ,1
, , , , ,

sin

x y

z

z z

z xH x y z t yH x y z tH
h r t H x y z t

H H r z

ϑ

ϑ

⎛ ⎞+
⎜ ⎟= = − −
⎜ ⎟ϑ −
⎝ ⎠

              (2.23) 

( )
( ) ( )

0 0

, , , , , ,1
, 0.

sin

x y

z z

yH x y z t xH x y z tH
h r t

H H r

ϕ

ϕ

⎛ − + ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ϑ ⎝ ⎠

 

Магнитные силовые линии могут быть получены интегрированием уравнений 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )2 2

, ,

,

, , ,

r

r

xz h r t h r tdx

dz r h r t z h r t h r t

ϑ

ϑ ϑ

+

=

− + +

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )2 2

, ,

.

, , ,

r

r

yz h r t h r tdy

dz r h r t z h r t h r t

ϑ

ϑ ϑ

+

=

− + +

          (2.24) 

Постановка расчетов. Начальные данные приведены в подразд. 1.4. В данной задаче (в отличие от 

задачи подразд. 1.4) требуется учитывать диффузию магнитного поля во внешней (вне фронта ударной 

волны) области. Предполагается, что за фронтом ударной волны из-за эффектов ионизации среда стано-

вится идеально-проводящей. Магнитная вязкость аппроксимируется зависимостью: 

( ) ( )

5

12

1 1 1

1

10 , 0,

1 , 0 1,
4

0, .

c

⎧ ν = ε ≤
⎪

ν ε = = ν − ε ε < ε < ε =⎨
πσ ⎪ ε ≤ ε⎩

                                              (2.25) 

Параметр 
1
ε  выбран так, чтобы за фронтом ударной волны магнитная вязкость всегда обращалась в 

нуль, т. е. было выполнено условие ε1 

< εF(t) � ε0(r0/rF(t))
3
, t ≤ tk = 3. Учет диффузии во внешней области 

приводит к необходимости увеличивать по сравнению с задачей из подразд. 1.4 размер счетной область 

для того, чтобы на боковых гранях можно было поставить граничные условия, соответствующие на-

(2.22) 
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чальному невозмущенному состоянию. Таким образом, размер счетной области должен быть увеличен 

примерно в 5 раз 75.L ≈  

Магнитные силовые линии эталонного решения для одной из плоскостей y = 0, проходящей через 

ось симметрии, в момент времени t = 3 изображены на рис. 2.4. Из рисунка следует, что силовые линии 

вытягиваются вдоль оси z и таким образом препятствуют разлету газа в направлении перпендикулярном 

к этой оси. В данной задаче этот эффект мал ввиду малости поля. При увеличении интенсивности поля зо-

на повышенного давления будет терять сферическую форму ввиду появления выделенного направления. 
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Рис. 2.4. Магнитные силовые линии  

в момент времени t = 3 на плоскости  

y = 0. Пунктирной линией отмечено  

положение фронта ударной волны 

 

Профили автомодельных функций ( ), ,
r
h r t  ( ), ,h r t

ϑ
 а также компонент поля ,

x z
H H  вдоль линии 

x = z, y = 0 представлены на рис. 2.5, 2.6. 
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Рис. 2.5. Профили (а – радиальных hr, б – угловых hθ) компонент обезразмеренного поля в момент t = 3 
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Рис. 2.6. Профили компонент поля (а – Hx , б – Hz) вдоль линии x = z, y = 0  в момент времени t = 3 
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2.4. Диффузия магнитного поля в сферическое облако плазмы 

Постановка задачи и ее аналитическое решение взяты из [21]. В отличие от этой работы рассмотрим 

диффузионную задачу (движением облака плазмы пренебрегаем): 

( )
2

rot rot rot , , .
4 4

e

H c c
H b H H b

t en

∂
⎡ ⎤= − ν + × ν = =⎣ ⎦∂ πσ π

                           (2.26) 

Предполагается, что магнитное поле на бесконечности является однородным и направленным вдоль 

оси z – ( )0
0,0, 2H H =  (см. рис. 2.7). Коэффициент магнитной вязкости является постоянным внутри и 

вне облака ( ) 1 0

2 0

, 1,

, .

r r

r

r r

ν < =⎧
ν = ⎨

ν >⎩
   

 
Рис. 2.7. Задача о диффузии поля  

в облако плазмы [21] 

 

2.4.1. Диффузия магнитного поля в отсутствие эффекта Холла 

Будем предполагать, что вклад эффекта Холла пренебрежимо мал 
0

1.bH ν�  Запишем уравнение 

диффузии относительно вектор – потенциала rot .H = Ψ   

rot rot .

t

∂Ψ
= −ν Ψ

∂
                                                                 (2.27) 

Задача является осесимметричной, поэтому удобно перейти в полярную систему координат (r, ϑ, 

ϕ). В отсутствие эффекта Холла и с учетом условий на бесконечности начальные данные для вектор-

потенциала принимают вид [21]: 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0 0, , , 0 0, , , 0 , 0 sin ,
r

r t r t r t rf r tϑ ϕΨ ϑ = = Ψ ϑ = = Ψ ϑ = = = ϑ                    (2.28) 

( )
( )( )

0
0

3

0 0

0 ,

, 0
1 .2

r r
H

f r t
r r r r

<⎧
⎪

= = ⎨
− >⎪⎩

                                                (2.29)  

Решение векторного уравнения (2.27) с начальными данными (2.28) сводится к решению скалярного 

уравнения (2.30) с начальными данными (2.29) и граничными условиями (2.31) 

( ) 4

4
,

rdf f
r

dt r rr

ν ∂ ∂
=

∂ ∂
                                                              (2.30) 

( )0, 0,
f

r t
r

∂
= =

∂
 ( ), 0

f
r t

r

∂
→∞ =

∂
                                                      (2.31) 

и имеет вид:  

( ) ( ) ( ) ( ), , 0 0, , , 0, , , , sin .
r

r t r t r t rf r t
ϑ ϕΨ ϑ = = Ψ ϑ = Ψ ϑ = ϑ                                   (2.32) 

В работе [21] рассматривается взаимодействие облака плазмы с магнитным полем вакуума, поэтому 

полагалось 
2

.ν →∞  Для этого частного случая получено решение уравнения (2.30) в квадратурах, кото-

рое имеет вид 

H0 
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( )

( )

( )
( )

( )
( )

2 2
1 00

2 2
1

16 sin
1 cos , 0 1,

,
2 6 1

1 , 1 ,

n

n

n

n

n

n r
T t n

n rnH
f r t

T t
n

∞

=

∞

=

⎧ − ⎛ ⎞π ζ
⎪ − π ζ − < ζ = <⎜ ⎟π ζζ⎪ ⎝ ⎠π

= ⎨
⎪ − < ζ⎪ ζ π⎩

∑

∑

   ( ) ( )
2 1

2

0

exp .
n

t
T t n

r

⎛ ⎞ν
= − π⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (2.33) 

Для конечных значений проводимости во внешней области 
2

0ν >  в качестве эталонного решения 

исходной задачи принималось предельное численное решение одномерного уравнения (2.30).  

Компоненты магнитного поля rotH = Ψ  определяются дифференцированием вектор-потенциала (2.32). 

При известной функции f(r,t) эти компоненты вычисляются по формулам: 

( ) ( ), , , cos ,
r r

H r t h r tϑ = ϑ  ( ) ( ), , , sin ,H r t h r t
ϑ ϑ

ϑ = − ϑ  ( ), , sinH r t h
ϕ ϕ

ϑ = ϑ               (2.34) 

( ) ( ), 2 , ,
r

h r t f r t=  ( ) 2
, ,h r t r f r r

ϑ
= ∂ ∂  ( ), 0.h r t

ϕ
=  

Компоненты поля в декартовой системе координат имеют вид: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2
, , , , , , ,

z r

z
H x y z t h r t h r t h r t

r
ϑ ϑ= + −                                          (2.35) 

( ) ( ) ( )( )
2

, , , , , ,
y r

zy
H x y z t h r t h r t

r
ϑ= − ( ) ( ) ( )( )

2
, , , , , .

x r

xz
H x y z t h r t h r t

r
ϑ= −  

Так как задача является осесимметричной, то для вычисления магнитных силовых линий можно 

выбрать любую из плоскостей, проходящих через ось z. Например, для плоскости y = 0 дифференциаль-

ное уравнение, определяющее наклон силовых линий, имеет вид: 

( )

( )2 2
.

r

r

xz h hdx

dz r h z h h

ϑ

ϑ ϑ

−

=

+ −

 

Магнитные силовые линии эталонного решения в момент времени t = 0,01 изображены на рис. 2.8.  
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Рис. 2.8. Магнитные силовые линии в эталонном решении  

с параметрами ν1 

= 1, ν2→∞. Пунктирной линией обозначено  

положение облака плазмы 

 

Следствием (2.35) являются формулы для радиальной и угловых компонент поля, зависящих от од-

ной пространственной координаты: 

( ) ( )
( ) ( ), , , , , ,

, , , , ,

x y

r z

xH x y z t yH x y z t
h r t H x y z t

z

+

= +  ( ) ( )
( ) ( )( )

2 2

, , , , , ,

, , , , ,

x y

z

z xH x y z t yH x y z t
h r t H x y z t

r z
ϑ

+

= −

−

 

( )
( ) ( ), , , , , ,

, 0.
y x

xH x y z t yH x y z t
h r t

r
ϕ

−

= =  
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На рис. 2.9, 2.10 представлены профили компонент поля для различных значений магнитной вязко-

сти во внешней (r > r0) области. Отметим, что вариант с конечным значением этого параметра ν2 

= 50 

мало отличается от варианта с ν2→∞, соответствующего расчету взаимодействия облака плазмы с маг-

нитным полем вакуума ν2→∞. Для задачи с ν2→∞
 

 приведены профили обезразмеренных компонент по-

ля для начальной фазы диффузии t < r0
3
/ν1 (см. рис. 2.11). 
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Рис. 2.9. Профили (а – радиальных hr, б – угловых hθ) компонент обезразмеренного поля в момент t = 0,1 
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Рис. 2.10. Профили компонент поля (а – Hx, б – Hz) вдоль линии x = z, y = 0 в момент времени t = 0,1 
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Рис. 2.11. Эволюция (а – радиальных hr, б – угловых hθ) компонент обезразмеренного поля  

в тестовой задаче с параметрами ν1 

= 1, ν2→∞ 

 

Постановка расчетов. Счетная область ( )0,5 0,5 , 0,5x L y L z L≤ ≤ ≤  представляет собой куб  

с размером ребер L = 10. На боковых гранях поставлены граничные условия для компонент поля 

( ) ( ), , 0 ,
r

H r t H r t
∈Γ

= =
�

� �

� �

 соответствующие начальному невозмущенному состоянию. Начальные данные 

могут быть заданы либо для компонент магнитного поля (2.36), либо для компонент вектор-потенциа-

ла (2.37).  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
, , , 0 2 , 0 1 , 0 ,

, , , 0 , 0 , , , , 0 , 0 ,

z

y x

H x y z t f r t z rf r t r

H x y z t xyf r t r H x y z t xzf r t r

′= = = + + =

′ ′= = = = = =

                      (2.36) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , 0 0, , , , 0 , 0 , , , , 0 , 0 .
z y x

x y z t x y z t zf r t x y z t yf r tΨ = = Ψ = = − = Ψ = = =           (2.37) 
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В программе EGAK используется схема, сохраняющая дивергенцию поля на одном шаге, так как 

разностные операторы DIV,ROT (div,rot) [22], определенные соответственно в узлах и ячейках сетки, 

удовлетворяют тождествам векторного анализа: DIVrot = 0, ROTdiv = 0.  

Выяснилось, что для первого варианта начальных данных норма дивергенции зависит от погрешно-

стей, вносимых начальным распределением компонент поля H  в окрестности сферы r = r0. Хотя разно-

стная схема не изменяет дивергенцию магнитного поля, начальные погрешности приводят к существен-

ному искажению численного решения (рис. 2.12). 
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Рис. 2.12. Расчет диффузии магнитного поля в сферическое облако плазмы для первого (2.36) варианта  

начальных данных. Профили радиальной (a) и угловой компонент поля (б) в момент t = 0,1 

 

Во втором случае компоненты магнитного поля определяются с использованием оператора числен-

ного дифференцирования вектор-потенциала и поэтому норма дивергенции магнитного поля равна ну-

лю в начальный и во все последующие моменты времени. Для этого варианта получено хорошее совпа-

дение расчетов с эталоном даже на самой грубой сетке (рис. 2.13). 
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Рис. 2.13. Расчет диффузии магнитного поля в сферическое облако плазмы для второго (2.37) варианта  

начальных данных. Профили радиальной (а) и угловой компонент поля (б) в момент t = 0,1 

 

 

2.4.2. Диффузия магнитного поля при слабом влиянии эффекта Холла 

Предположим, что вклад эффекта Холла мал 
0

1,bH ν�  но конечен. По этой причине требуется 

учитывать холловское слагаемое в уравнении диффузии 

rot rot rot rot rot .b
t

∂Ψ
⎡ ⎤= −ν Ψ − Ψ× Ψ⎣ ⎦∂

�

� � �

 

Наличие эффекта Холла ведет к появлению азимутальной компоненты поля H
ϕ

 в области плазмы [21]: 

( ) ( ), , , cos ,
r r

H r t h r tϑ = ϑ  ( ) ( ), , , sin ,H r t h r tϑ ϑϑ = − ϑ  ( ), , sin ,H r t h
ϕ ϕ

ϑ = ϑ  

( ) ( ), 2 , ,
r

h r t f r t=  ( ) 2
, ,h r t r f r r

ϑ
= ∂ ∂  ( ) ( ), , .h r t r t r

ϕ
= ψ  
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Ввиду малости параметра 
0 1

bH ν  для определения функции f(r,t), как и ранее, имеем уравнения 

(2.30), (2.31), а вычисление малой добавки ψ сводится к решению следующей краевой задачи: 

2 4

2 4

6
2 ,

d b f
fr r

dt r r r r rr r

ψ ∂ ∂ψ νψ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ν − − ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

( ), 0 0,r tψ = =  ( )0, 0,r tψ = =  ( ), 0.r tψ →∞ =  

На рис. 2.14 представлены профили обезразмеренной азимутальной компоненты поля hϕ  на ранние 

моменты времени 2

0 1
.t r< ν  При малых значениях параметра 

0 1
bH ν  две другие компоненты ,

r
h h

ϑ
 не 

меняют своего значения, они приведены на рис. 2.9. Отметим, что как показано в [21], при учете движе-

ния плазмы эффект Холла может приводить к появлению азимутальной скорости, т. е. вращению облака 

плазмы. 

Переход в декартовую систему координат осуществляется по формулам: 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
, , , , , , ,

z r
H x y z t h r t z h r t h r t rϑ ϑ= + −  

( ) ( ) ( )( ) ( )2
, , , , , , ,

y r
H x y z t zy h r t h r t r xh r t rϑ ϕ= − +  

( ) ( ) ( )( ) ( )2
, , , , , , .

x r
H x y z t xz h r t h r t r yh r t rϑ ϕ= − −  

Постановка расчетов. Начальные данные приведены в предыдущем разделе. В данной задаче тре-

буется учитывать эффект Холла. Локальный параметр обмена принимает значение b = 0,01. 
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Рис. 2.14. Профили азимутальной компоненты  

обезразмеренного поля в тестовой задаче 

с параметрами 1 21, , 0,01bν = ν → ∞ =  

 

 

Заключение 

В многочисленных публикациях (см., например, [3–11]), посвященных построению разностных ме-

тодов решения задач идеальной МГД, в качестве тестов обычно используется стандартный набор задач. 

В этот список входят: задача о распространении одномерных альфвеновских волн под различными уг-

лами к линиям сетки, задача Римана о распаде произвольного разрыва для МГД уравнений, а также раз-

личные варианты двумерных задач, в которых учитывается  наличие однородного магнитного поля. Мы 

посчитали возможным расширить этот список. При выборе дополнительных тестов предпочтение отда-

валось ударно-волновым задачам. Особый класс представляют задачи со слабым магнитным полем, не 

влияющим на движение среды. Если существует эталонное решение соответствующей гидродинамиче-

ской задачи, то принцип «вмороженности» магнитного поля  позволяет определить компоненты поля 

( ), ,
x y z

H H H H  в любой момент времени при известных смещениях среды ( )0
, .X X X t=  

Следует признать, что проблема тестирования диссипативного этапа  МГД уравнений отражена в 

публикациях значительно хуже. Возможно, это связано со сложностью задач, в которых требуется учи-

тывать взаимное влияние ударно – волновых процессов, теплопроводности, диффузии магнитного поля 

и Джоулева нагрева. 
 

Авторы считают своим приятным долгом поблагодарить Егужову М. Ю. за проведение ряда расче-

тов по методике EGAK, представленных в данной работе. 
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РЕФЕРАТЫ  
 
УДК 514.83;  539.1.01 
 

ЧАСТИЦЫ СО СПИНОМ ½ И 11-МЕРНОЕ РИМАНОВО ПРОСТРАН-
СТВО / М. В. Горбатенко // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 
2017. Вып. 2. С. 3–11. 

Доказывается, что среди многомерных моделей частиц со спином ½ 
модель в 11-мерном римановом пространстве с сигнатурой ( ) ( )1 &10− +  
выделена тем, что удовлетворяет принципу причинности, допускает воз-
можность формулировки теории в терминах октонионов, а также форму-
лировки на решетках 8E  и 24.Λ  
 
УДК 530.145.7; 514.764.2 
 

СТАЦИОНАРНЫЕ СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ ФЕРМИОНОВ В ПОЛЕ 
РАЙССНЕРА–НОРДСТРЁМА / В. П. Незнамов, И. И. Сафронов, В. Е. Ше-
марулин // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2017. Вып. 2. 
С. 12–40. 

После перехода от уравнения Дирака к релятивистскому уравнению 
типа Шредингера с эффективным потенциалом поля Райсснера–Норд-
стрёма (RN) с двумя горизонтами событий для заряженных и незаряжен-
ных фермионов доказано существование вырожденных стационарных свя-
занных состояний с вещественными квадратично-интегрируемыми ради-
альными волновыми функциями. Фермионы в таких состояниях локали-
зованы вблизи горизонтов событий в интервалах от нуля до долей или 
нескольких единиц комптоновской длины фермиона в зависимости от ве-
личин гравитационной и электромагнитной констант связи и от величин 
углового и орбитального моментов j, l. В случае экстремальных полей RN 
с одним горизонтом событий подтверждено отсутствие стационарных свя-
занных состояний для любых значений гравитационной и электромагнитной 
констант связи. Для голой сингулярности RN в случае заряженных фермио-
нов при определенных значениях физических параметров показано сущест-
вование дискретного энергетического спектра. Дискретный спектр сущест-
вует также для незаряженных фермионов. Голая сингулярность RN в кванто-
вой механике частиц со спином ½ не несет угрозы космической цензуре, так 
как она прикрыта бесконечно большим потенциальным барьером. Электри-
чески нейтральные системы атомного типа (коллапсары RN с определенным 
числом фермионов, находящихся в вырожденных связанных состояниях) 
предложены для рассмотрения в качестве частиц темной материи. 

 
УДК 530.145.7; 514.764.2 
 

ОСОБЕННОСТИ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ СО СПИНОМ ½ В АКСИАЛЬ-
НО-СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ КЕРРА–НЬЮМЕНА / В. П. Незнамов,  
В. Е. Шемарулин // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2017. 
Вып. 2. С. 41–54. 

Для поля Керра–Ньюмена получен самосопряженный дираковский га-
мильтониан. Осуществлен переход к релятивистскому уравнению типа Шре-
дингера. Для случая, когда угловые и радиальные переменные не разделя-
ются, обобщен метод получения эффективных потенциалов. Эффективные 
потенциалы имеют изолированные особенности на горизонтах событий, в 
окрестности начала координат и при определенных параметрах поля Кер-
ра–Ньюмена и фермиона в окрестности некоторых значений радиальной 
координаты. Для экстремального поля Керра–Ньюмена доказана невоз-
можность существования стационарных связанных состояний частиц со спи-
ном ½. Для поля Керра–Ньюмена с «нулевой» гравитацией ( )0G →  при 
одноименных зарядах фермиона и источника поля на некотором расстоянии от 
начала координат существует непроницаемый барьер. Вид и расположение 
барьера не зависят от степени вращения источника поля Керра–Ньюмена. 



 

УДК 533.9 
 

ТЕСТОВЫЕ ЗАДАЧИ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ / В. А. Жмайло, 
В. Н. Софронов, Ю. В. Янилкин // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная 
физика. 2017. Вып. 2. С. 55–81. 

Представлен обзор по тестовым задачам магнитной гидродинамики. 
Эти тесты естественным образом разделяются на две большие группы.  
К первой группе относятся задачи для идеальной бесконечно проводящей 
плазмы. Ко второй группе – задачи, в которых учитываются диссипативные 
процессы в виде теплопроводности, магнитной диффузии и эффекта Холла. 
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Particles with spin ½ and the 11-dimension Riemannian space / M. V. Gor-
batenko // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2017, N 2. P. 3–11. 

It’s proved that among all many dimensional models of particles with spin ½, 
a model in the 11-dimension Riemannian space with signature ( ) ( )1 &10− +  is 
separating for its some properties: it satisfies the causality principle, admits a possi-
bility of a statement in octonion terms and a statement on the lattices 8E  and 24.Λ  
 
 
Stationary bound states of fermions in the Reissner-Nordström field / V. P. Nez-
namov, I. I. Safronov, V. E. Shemarulin // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 
2017, N 2. P. 12–40. 

After transition from the Dirac equation to the relativistic Schrödinger-type 
equation with the effective potential of the Reissner-Nordström (RN) field with 
two event horizons for charged and uncharged fermions, we proved the existence 
of degenerate stationary bound states with real square-integrable radial wave 
functions. Fermions in such states are confined in the neighborhood of event ho-
rizons within the range from zero to several fractions or units of the Compton 
length of fermions as a function of gravitational and electromagnetic coupling 
constants and the values of angular and orbital moments , .j l  In case of extreme 
RN fields with one event horizon, absence of stationary bound states was con-
firmed for any value of gravitational and electromagnetic coupling constants. Ex-
istence of the discrete energy spectrum is proved for the RN naked singularity in 
case of charged fermions at definite values of physical parameters. The discrete 
spectrum is also available for uncharged fermions. The RN naked singularity in 
quantum mechanics of half-spin particles poses no threat to the cosmic censor-
ship because it is covered with an infinitely high potential barrier. Electrically 
neutral atomic-type systems (RN collapsars with the definite number of fermions 
in degenerate bound states) are proposed to consider as particles of dark matter. 
 
 
Singularities of half-spin particle motion in the Kerr-Newman axial symmetric 
field / V. P. Neznamov, V. Ye. Shemarulin // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 
2017, N 2. P. 41–54. 

In the paper, the self-adjoint Dirac Hamiltonian was obtained for the Kerr-
Newman field. The transition to the Schrödinger-type relativistic equation was 
implemented. For the case when angular and radial variables are not separated, 
the method of obtaining effective potentials is generalized. Effective potentials 
have isolated singularities on event horizons in the vicinity of the origin of coor-
dinates and with determined parameters of the Kerr–Newman field and a fermion 
in the neighborhood of some values of radial coordinates. For the extreme Kerr-
Newman field, the existence impossibility was proved for stationary bound half-
spin particles. For the Kerr–Newman field with “zero” gravitation ( )0 ,G →  at 
the like charges of the fermion and the field source at some distance from the 
origin of coordinates, there exists an impermeable barrier. The view and position 
of the barrier are independent of the rotation degree of the Kerr-Newman field 
source. 
 
 
Magnetohydrodynamic test problems / V. A. Zhmailo, V. N. Sofronov, 
Yu. V. Yanilkin // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2017, N 2. P. 55–81. 

The paper presents an overview of magnetohydrodynamic test problems. 
These tests are naturally divided into two large groups. The first group includes 
tests for an ideal infinitely conducting plasma. The second group includes tests 
accounting for dissipative processes in the form of heat conduction, magnetic 
diffusion and the Hall effect. 
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