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1. Введение 
 
 

В квантовой механике частиц со спином ½ 
общепринятым является использование уравнения 
Дирака первого порядка с биспинорной волновой 
функцией. Практически одновременно Дираком 
было предложено также уравнение второго поряд-
ка во внешнем электромагнитном поле [1]. С ис-
пользованием соотношения между верхним и ниж-
ним спинорами дираковского биспинора уравне-
ние второго порядка можно записать в виде двух 
отдельных уравнений со спинорными волновыми 
функциями. При этом для самосопряженности 
уравнений второго порядка необходимо для каж-
дого из них проводить соответствующие неуни-
тарные преобразования (см., например, [2]). В ре-
зультате при использовании самосопряженных 
уравнений второго порядка со спинорными волно-
выми функциями в квантовой механике частиц со 
спином ½ во внешних электромагнитных и грави-
тационных полях могут возникать новые физиче-
ские следствия. 
 

В данной работе получены в единой методо-
логии самосопряженные уравнения второго по-
рядка для движения частиц со спином ½ в полях 
Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра и 
Керра–Ньюмена. Из этих уравнений при отсутст-
вии гравитации можно получить в пространстве 
Минковского уравнения второго порядка для дви-
жения фермионов в кулоновском поле. 

Работа организована следующим образом. В раз-
делах 2, 3 рассматриваются уравнения Дирака и по-
лучены уравнения второго порядка в полях Шварц-
шильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра и Кер- 
ра–Ньюмена.  

В Заключении проводится краткое обсуждение 
и для информации сообщается об известных к на-
стоящему времени физических следствиях, полу-
ченных в результате использования при решении 
физических проблем самосопряженных уравнений 
второго порядка со спинорными волновыми функ-
циями. 

В Приложении 1 приведен явный вид эффек-
тивных потенциалов в полученных уравнениях 
второго порядка во внешних гравитационных и 
электромагнитных полях. 
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2. Уравнение Дирака и уравнение второго  

порядка в полях Шварцшильда  
и Райсснера–Нордстрёма 

 
В работе, как правило, используется система 

единиц 1;c= ==  сигнатура метрики плоского про-
странства-времени выбрана равной 

[ ]diag 1, 1, 1, 1 .αβη = − − −               (1) 

В (1) и ниже подчеркнутые индексы являются 
локальными. 

Индексы с греческими буквами принимают 
значения 0, 1, 2, 3 …; индексы с латинскими бук-
вами – значения 1, 2, 3 …. Используется стандарт-
ное правило суммирования по повторяющимся 
индексам. 
 

2.1. Метрика Райсснера–Нордстрёма 
 

Статическая метрика Райсснера–Нордстрёма 
(RN) характеризуется точечным источником с 
массой M и зарядом Q 

( )
2

2 2 2 2 2 2sin .R N
R N

drds f dt r d d
f−

−
= − − θ + θ ϕ   (2) 

В (2) 00
00

1, ,R N
R N

g f g
f−

−
= =  R Nf − =  

2
0

21 ,Qrr
r r

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0 2
2GMr

c
=  – гравитационный ра-

диус поля Шварцшильда, 2 ,Q
GQr
c

=  G – гравита-

ционная постоянная, с – скорость света. 
1. Если 2 2

0 4 ,Qr r>  то 

1 1 ,R N
r rf
r r
+ −

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

                (3) 

где r±  – радиусы внешнего и внутреннего гори-
зонтов событий 

2
20 0 .

2 4 Q
r rr r± = ± −                    (4) 

2. Случай 2 2
0 4 Qr r=  соответствует экстремаль-

ному полю RN с единственным горизонтом собы-
тий 0 2.r r± =  

3. Случай 2 2
0 4 Qr r<  соответствует «голой» 

сингулярности. В этом случае 0,R Nf − >  и обла-
стью определения волновых функций является 

область ( )0, .r∈ ∞  
4. При 0Q =  метрика RN переходит в метри-

ку Шварцшильда с 01 .R N S
r

f f
r− = = −  

Ниже будут рассмотрены релятивистские 
уравнения второго порядка для спинорных волно-
вых функций. Эти уравнения получаются при 
квадрировании уравнения Дирака, записанного в 
гамильтоновой форме. При этом исходный дира-
ковский гамильтониан должен быть самосопря-
женным. 

Алгоритмы получения самосопряженных ди-
раковских гамильтонианов во внешних гравитаци-
онных полях с помощью методов псевдоэрмито-
вой квантовой механики представлены в [3–5]. 
 

2.2. Самосопряженный гамильтониан 
 
Уравнение Дирака в гамильтоновой форме для 

частицы со спином ½, массой m и зарядом q  
в поле RN имеет вид 

( ) ( )
,

, ,
t

i H t
t

η
η η

∂Ψ
= Ψ

∂

r
r               (5) 

H H +
η η=  – самосопряженный гамильтониан с пло-

ским скалярным произведением волновых функций. 
Для диагональных метрических тензоров gμν  

гамильтониан Hη  легко находится из полученно-
го в [5] равенства 

( )1 ;
2 red redH H H +

η = +� �                 (6) 

0 0 0
00 00 .k

red k
m iH qA

g g x
∂

= γ − γ γ +
∂

� � � �      (7) 

В равенствах (5) – (7) приняты следующие 
обозначения: «+» – эрмитово сопряжение, «~» над 
величинами означает, что они получены с исполь-
зованием тетрадных векторов в калибровке Швин-

гера [6], 0 QA
r

=  – скалярный электромагнитный 

потенциал для метрики RN, ( )0,1,2,3μγ μ =�  – мат-
рицы Дирака с мировыми индексами. Величины 
μγ�  через тетрадные векторы в калибровке Швин-

гера связаны с матрицами βγ  ( ).H βμ μ
βγ = γ��  Нену-

левые тетрадные векторы в калибровке Швингера 
для метрики RN равны 

0 1 2 3
0 1 2 3

1 1 1; ; ; .
sinR N

R N
H H f H H

r rf −
−

= = = =
θ

(8) 
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Принимая во внимание (6) – (8), в сферических 
координатах ( ), ,r θ ϕ  можно получить следующее 
выражение для самосопряженного гамильтониана 

:H H +
η η=  

0 0 1 0
2

0 2 0 3

1
2

1 1 1ctg .
2 sin

R N R N

R N

r
H f m i f

r r r
qQi f

r r

η − −

−

∂⎛ ⎞
= γ − γ γ + − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞− γ γ + θ + γ γ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (9) 

В (9) 0 , kγ γ  – матрицы Дирака с локальными ин-
дексами. Если 0,Q =  то выражение (9) представля-
ет собой самосопряженный дираковский гамиль-
тониан в поле Шварцшильда. Выражение в га-
мильтониане (9), содержащееся в квадратных 
скобках, зависит только от угловых координат, 
остальные слагаемые зависят только от радиаль-
ной координаты. 
 
 

2.3. Разделение переменных 
 
Для разделения переменных представим бис-

пинор ( ),tηΨ r  в виде 

( )
( ) ( )
( ) ( )3, , , im iEtF r

r t e e
iG r

ϕϕ −
η

⎛ ξ θ ⎞
⎜ ⎟Ψ θ ϕ =
⎜ ⎟− σ ξ θ⎝ ⎠

   (10) 

и используем уравнение Брилла–Уилера [7]  

( ) ( )2 11 1ctg .
2 sin

i m iϕ
⎡ ⎤∂⎛ ⎞−σ + θ + σ ξ θ = κξ θ⎜ ⎟⎢ ⎥∂θ θ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (11) 

Чтобы использовать уравнение (11), удобно 
произвести эквивалентную замену матриц в га-
мильтониане (9): 

1 3 3 2 2 1, , .γ → γ γ → γ γ → γ          (12) 

В равенствах (10), (11): ( )ξ θ  – сферические 

гармоники для спина 1/2, kσ  – двумерные матри-
цы Паули, E – энергия дираковской частицы, 

, 1,...m j j jϕ = − − +  – азимутальная компонента уг-
лового момента j, κ  – квантовое число уравнения 
Дирака: 

( ) 11 , ,21, 2...
1, ,2

l j l

l j l

⎧− + = +⎪κ = = ⎨
= −⎪⎩

∓ ∓        (13) 

,j l  – квантовые числа полного углового и орби-
тального моментов дираковской частицы. 

( )ξ θ  можно представить в виде [8]. 

( )
( )

( )

( )
( )
( )

1
2

1
2

1
2

cos sin!1 2 21
4 ! sin cos2 2

jm

jm

m

Y

Y

j m

j m

ϕ

ϕ

ϕ

−

ϕ+

ϕ

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟ξ θ = =⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ θ⎛ ⎞− ⎜ ⎟= − ×
⎜ ⎟θ θπ + −⎝ ⎠

 

( )

( )

1
2

1
2

1
2 .

m
l

m
l

m P

P

ϕ

ϕ

−
ϕ

+

⎛ ⎞⎛ ⎞κ − + θ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠×⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

                          (14) 

В (14) выражение после квадратного корня в круг-
лых скобках является двумерной матрицей, 

( )
1

2m
lP ϕ± θ  – присоединенные полиномы Лежандра. 

В результате разделения переменных при 
0R Nf − >  получаем уравнения для вещественных 

радиальных функций ( ) ( ), :F Gρ ρ  

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2

2

1

0,

1

0.

R N
R N

em
R N

R N
R N

em
R N

fdF
f F

d

f G

fdG
f G

d

f F

−
−

−

−
−

−

⎛ ⎞+ κρ α
+ − ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠

α⎛ ⎞
− ε − + ρ =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞− κρ α
+ − ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠

α⎛ ⎞
+ ε − − ρ =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

   (15) 

В (15) введены безразмерные переменные 

0
2 2; ; ,

2

; .

c c P

fsQ
Q em fs

c P

rr E GMm Mm
l l cmc M

r GQm Q qQ q Qm
l c M e c e e

ρ = ε = α = = =

α
α = = = α = = α

=

= =

(16) 

Здесь cl mc
=
=  – комптоновская длина волны ди-

раковской частицы; 52,2 10 гP
cM

G
−= == ⋅

=  

( )191,2 10 ГэВ⋅  – планковская масса; 
2

fs
e

c
α = ≈

=
 

1
137

≈  – электромагнитная постоянная тонкой 

структуры; , emα α  – гравитационная и электро-
магнитная константы связи; Qα  – безразмерная 
константа, характеризующая источник электро-
магнитного поля в метрике RN. 
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В обозначениях (16) 
2

2
21 .Q

R Nf −
αα

= − +
ρ ρ

               (17) 

При наличии внешнего и внутреннего горизонтов 
событий: 2 2

Qα > α  и  

( )( )
2 ,R Nf + −

−
ρ − ρ ρ −ρ

=
ρ

           (18) 

где  
2 2 .Q±ρ = α ± α −α                (19) 

Для экстремального поля RN: 2 2 ,Qα = α  

+ −ρ = ρ = α  и  

( )2
2 .R Nf −

ρ −α
=

ρ
                  (20) 

Случай голой сингулярности RN реализуется при 
2 2 .Qα < α  

Далее, из уравнений (15) вводим обозначения 

( ) 2
11 ,R N

R N

f
A

f
−

−

⎛ ⎞+ κ α
ρ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

       (21) 

( ) 1 ,em
R N

R N
B f

f −
−

α⎛ ⎞
ρ = ε − +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

        (22) 

 

( ) 1 ,em
R N

R N
C f

f −
−

α⎛ ⎞
ρ = − ε − −⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

      (23) 

( ) 2
11 ,R N

R N

f
D

f
−

−

⎛ ⎞− κ α
ρ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

     (24) 

( ) 1 ,F
dBA A D

B d
ρ = − − −

ρ
            (25) 

( ) 1 .G
dCA A D

C d
ρ = − − −

ρ
           (26) 

 
2.4. Самосопряженные уравнения второго  
порядка для спинорных волновых функций  

фермионов в гравитационных полях  
Шварцшильда и Райсснера–Нордстрёма 

 
Обозначим в (9) в безразмерных переменных 

( )1 ,H H Vη = + ρ  где ( ) .emV α
ρ =

ρ
       (27) 

С учетом (10) и (27) уравнение (5) имеет вид 

( )( ) ( )1 , , 0.V H ηε − ρ − Ψ ρ θ ϕ =           (28) 

Умножим слева уравнение (28) на оператор 
( )( )1 .V Hε − ρ +  Тогда 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 , , 0.V H V H ηε − ρ + ε − ρ − Ψ ρ θ ϕ =  (29) 
 

 

( )

( )

2
2 2

2
3

2 2 2

0 3 3

1 1

1 1 1 1ctg ctg
2 2 sinsin

R N R N R N

R N

R N R N R N

V f f f

f i

Vi f i f f

− − −

−

− − −

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ α ∂ α⎪ ε − − + + − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎨
∂ρ ρ ∂ρ ρρ ρ⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + θ + θ + + Σ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕρ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∂ ∂

+ γ γ − γ +
∂ρ ∂ρ

 

( )2 11 1 1ctg , , 0.
2 sinR N R Nf f i i− − η

⎫⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ Σ + θ − Σ Ψ ρ θ ϕ =⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ρ ρ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎭
                       (30) 

В (30), как и ранее, произведена эквивалентная замена матриц (12), 
0

.
0

k
k

k

⎛ ⎞σ
Σ = ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

 

Уравнения Дирака для верхних и нижних компонент биспинора 

( )
( )
( )

, ,
, , ,

, ,
i tU

t e
W

− ε
η

⎛ ⎞ρ θ ϕ
Ψ ρ θ ϕ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ θ ϕ⎝ ⎠

                                                         (31) 

 
 
 



Самосопряженные уравнения второго порядка для фермионов в гравитационных и электромагнитных полях… 
 

 47

имеют вид  

( )

( )( )

3 1 2
2

3 1 2
2

1 1 1 1 1ctg ,
2 sin

1 1 1 1 1ctg .
2 sin

R N R N R N R N

R N R N R N R N

V f U i f i f i f W

V f W i f i f i f U

− − − −

− − − −

⎛ ⎛ ⎞ ⎞∂ α ∂ ∂⎛ ⎞ε − − = − σ + − − σ + θ − σ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ρ ρ ρ ∂θ ρ θ ∂ϕρ ⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠⎝
⎛ ⎛ ⎞ ⎞∂ α ∂ ∂⎛ ⎞ε − ρ + = − σ + − − σ + θ − σ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ρ ρ ρ ∂θ ρ θ ∂ϕρ ⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠⎝

(32) 

В результате с учетом (32) уравнение (30) можно записать для одного из спиноров ( ), ,U ρ θ ϕ  или 

( ), , .W ρ θ ϕ  Для спинора ( ), ,U ρ θ ϕ  уравнение (30) имеет вид 

( )
2 2 2

2 3
2 2 2 2

2 1

1 1 1 1ctg
2 sinsin

1 1 1ctg
2 sin

1

R N
R N R N

R N R N

R N R N R N R
R N

fV f f i

f f i i
r

Vf f f f
V f

−
− −

− −

− − − −
−

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ α ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε − − + + − + + θ + + σ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ ρ ∂θ ∂θ θ ∂ϕρ ρ θ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩
⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ σ + θ − σ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ρ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎛ ⎞∂ ∂
+ − −⎜ ⎟∂ρ ∂ρ ε − +⎝ ⎠ 2

1
N

⎡ ∂ α
− + −⎢ ∂ρ ρ ρ⎣

 

( )2 11 1 1 1ctg , , 0.
2 sinR N R Ni f i f U− −

⎫⎤∂ ∂⎛ ⎞− σ + θ + σ ρ θ ϕ =⎬⎜ ⎟ ⎥ρ ∂θ ρ θ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎦⎭
                                                      (33) 

Далее можно произвести разделение переменных. Из представления (10) следует  

( ) ( ) ( ), , .imU r F e ϕϕθ ϕ = ρ ξ θ                                                           (34) 

Используя уравнение Брила–Уиллера (11) и его квадрированное представление [8]  

( ) ( )
2 2

3 2
2 2

1 1 1ctg ,
2 sinsin

im imi e eϕ ϕϕ ϕ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ θ + + σ ξ θ = −κ ξ θ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ θ ∂ϕθ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
               (35) 

получаем уравнение второго порядка для радиальной функции ( )F r  

( )

( )

2 2
2

2 2
1 1

1

R N
R N R N R N R N

R N
R N R N R N

R N

fV f f f f

fVf f f
f

−
− − − −

−
− − −

−

⎧ ⎛ ⎞ κ ⎛ ⎞∂ α ∂⎪ ε − − + + − − + κ −⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟∂ρ ρ ∂ρ ρρ ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪⎩

κ⎛ ⎞∂ ∂
− − −⎜ ⎟∂ρ ∂ρ ρε +⎝ ⎠

 

( ) ( )2
1 1 0.R N R N R N R N

R N

Vf f f f F
f− − − −

−

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ α ⎪− − + − ρ =⎜ ⎟⎬⎜ ⎟∂ρ ∂ρ ∂ρ ρε + ρ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎭
                      (36) 

 
 
В уравнении (36) третье и последнее слагаемые не 
являются самосопряженными. Для самосопряжен-
ности (36) проведем неунитарное преобразование 

( ) ( ) ,gFΦ ρ = ρ                      (37) 
где 

( ) ( )1exp .
2 Fg A d′ ′ρ = ρ ρ∫          (38) 

Выражение ( )FA ρ  определено равенствами 
(21) – (23), (25). 

В результате для функции ( )Φ ρ  получаем ре-
лятивистское уравнение второго порядка типа 
Шредингера с эффективным потенциалом .RN

effU  

( )
2

2 2 0,RN
Schr eff

d E U
d
Φ
+ − Φ =

ρ
          (39) 

где 

( )21 1 ,
2SchrE = ε −                    (40) 
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( )
22

2
1 1 3 1 1 1
4 8 4

RN
eff

d B dB dBU A D
B B d B dd

⎛ ⎞
= − + + − −⎜ ⎟ρ ρρ ⎝ ⎠

 

( ) ( )21 1 1 .
2 8 2 Schr

d A D A D BC E
d

− − + − + +
ρ

   (41) 

При 0Q =  получаем эффективный потенциал 

для поля Шварцшильда .S
effU  При 0, 0Qα = α =  

получается эффективный потенциал для кулонов-
ского поля в плоском пространстве-времени. Яв-
ный вид эффективных потенциалов в полях Райс-
снера–Нордстрёма, Шварцшильда и в кулонов-
ском поле (плоское пространство-время) приведен 
в Приложении. 
 
 

3. Уравнение Дирака и уравнение второго  
порядка в полях Керра и Керра–Ньюмена 

 
3.1. Метрика Керра–Ньюмена 

 
Стационарная метрика Керра–Ньюмена харак-

теризуется точечным источником с массой M, за-
рядом Q, вращающимся с угловым моментом 

.Mc=J a  Метрику Керра–Ньюмена в координатах 
Бойера–Линдквиста ( ), , ,t r θ ϕ  можно представить 
в виде 

( )22
002 2 2

2 2

2
2 2 2

2
1 sin

QQ

K K

K
K

K N

a r r rr r r
ds dt dtd

r r

r dr r d
−

−⎛ ⎞−
⎜ ⎟= − + θ ϕ−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − θ −
Δ

 

( )2 2
02 2 2 2 2

2 sin sin .
Q

K

a r r r
r a d

r

⎛ ⎞−
⎜ ⎟− + + θ θ ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (42) 

В (42) 2 2 2 2 2cos ;K K N K Nr r a r f− −= + θ Δ = =  
2 2

2 0
21 ;Qr ar

r
r r

⎛ ⎞+
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 остальные обозначения та-

кие же, как и для метрики Райсснера–Нордстрёма 
(см. раздел 2). 

1. Если 2 2
0 2 ,Qr a r> +  то 

1 1 ,K N
r rf
r r
+ −

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

              (43) 

где r±  – радиусы внешнего и внутреннего гори-
зонтов событий поля Керра–Ньюмена 

2
2 20 0 .

2 4 Q
r rr a r± = ± − −                    (44) 

2. Случай 2 2
0 02 , 2Qr a r r r r+ −= + = =  соот-

ветствует экстремальному полю Керра–Ньюмена. 

3. Случай 2 2
0 2 Qr a r< +  соответствует голой 

сингулярности поля Керра–Ньюмена. В этом слу-
чает 0.K Nf − >  

4. При 0Q =  метрика Керра–Ньюмена пере-
ходит в метрику Керра с 

2
0

21 .K
r af
r r

= − +                     (45) 

 
 

3.2. Самосопряженное уравнение Дирака 
 

Чандрасекар для метрики Керра получил 
уравнение Дирака и провел разделение перемен-
ных [9, 10]. Пейдж обобщил работы Чандрасекара 
для метрики Керра–Ньюмена и в уравнении Дира-
ка также провел разделение переменных [11]. Если 
записать уравнения Дирака в гамильтоновой фор-
ме, то гамильтонианы Чандрасекара и Пейджа бу-
дут псевдоэрмитовыми с весовыми множителями 
Паркера [12] в скалярных произведениях волновых 
функций. Самосопряженные гамильтонианы с пло-
скими скалярными произведениями волновых 
функций можно получить с использованием мето-
дов псевдоэрмитовой квантовой механики [3–5]. В 
работах [5, 13] такие гамильтонианы были полу-
чены для метрик Керра и Керра-Ньюмена. В [14] 
для метрики Керра доказана эквивалентность са-
мосопряженного гамильтониана в [5] и гамильто-
ниана Чандрасекара в [9, 10]. Недостатком гамиль-
тониана в [5] является невозможность проведения 
разделения переменных. Ниже для метрик Керра и 
Керра–Ньюмена впервые получены самосопря-
женные уравнения Дирака, допускающие разделе-
ние переменных. 

 Начнем с уравнений Дирака для метрик Керра 
и Керра-Ньюмена, полученных в работах Чандра-
секара, Пейджа и записанных в форме [15]. 

( )
( )

( )

0
ˆ0

0.ˆ 0
0

m
m

G m m
a m

+ +

− −

− +

− +

− α β⎛ ⎞
⎜ ⎟− β ε Δ α⎜ ⎟− Ψ = Ψ =⎜ ⎟ε Δ α −β −
⎜ ⎟⎜ ⎟−β −⎝ ⎠

 (46) 

В (46) Ψ  – биспинорная волновая функция. 
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( )22

sin1 ctg cos
2 2

a
a

KK

i i i±
⎛ ⎞α θ∂ θ

β = + + ρ − α θ ±⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ ρρ ⎝ ⎠
 

2

1 1sin ,
sina

K
t

⎛ ⎞∂ ∂
± α θ +⎜ ⎟∂ θ ∂ϕ⎝ ⎠ρ

          (47) 

( )22

sin1 ctg cos
2 2

a
a

KK

i i i±
⎛ ⎞α θ∂ θ

β = + − ρ + α θ ±⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ ρρ ⎝ ⎠
 

2

1 1sin ,
sina

K
t

⎛ ⎞∂ ∂
± α θ +⎜ ⎟∂ θ ∂ϕ⎝ ⎠ρ

         (48) 

( ) ( )2 2
2

ˆ K N
a a em

K K N

i i
t

−
±

−

ε Δ ⎛ ⎞∂ ∂
α = − ρ +α + α +α ρ ±⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎝ ⎠ρ Δ

 

( )2 2 cos .
2 2

K N
a

K NK K

ii i i−

−

⎛ ⎞Δ ∂ ρ−α
± + + ρ− α θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ Δρ ρ⎝ ⎠

 (49) 

( ) ( )2 2
2

ˆ K N
a a em

K K N

i i
t

−
±

−

ε Δ ⎛ ⎞∂ ∂
α = − ρ +α + α +α ρ ±⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎝ ⎠ρ Δ

 

( )2 2 cos .
2 2

K N
a

K NK K

ii i i−

−

⎛ ⎞Δ ∂ ρ−α
± + + ρ+ α θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ Δρ ρ⎝ ⎠

 (50) 

Выражения (47)–(50) записаны в безразмерных 
переменных 

0
2

2

; ; ;
2

;

; .

c c P

fsQ
Q

c P

a em fs
c

rr E GMm
l m l M

r GQm Qm
l c M e
a qQ qQ
l c e

ρ = ε = α = =

α
α = = =

α = α = = α

=

=

      (51) 

Здесь cl mc
=
=  – комптоновская длина волны час-

тицы со спином 1/2; 52,2 10 гP
cM

G
−= = ⋅

=  

( )191,2 10 ГэВ⋅  – планковская масса; 
2

fs
e

c
α = ≈

=
 

1
137

≈ – электромагнитная постоянная тонкой 

структуры; , emα α  – гравитационная и электро-
магнитная константы связи; ,Q aα α  – безразмер-
ные константы, характеризующие источник элек-
тромагнитного поля и степень вращения в метрике 
Керра–Ньюмена соответственно. 

Величины 2 ,K K N−ρ Δ  в безразмерных пере-
менных имеют вид 

2 2 2 2cos ,K aρ = ρ + α θ                     (52) 

2 2
2 2

2
21 .a Q

K N K Nf− −

⎛ ⎞α + αα⎜ ⎟Δ = ρ = ρ − +
⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

    (53) 

В (49), (50) ˆ( )xε  – функция Хевисайда 

1 0
ˆ( ) .

1 0
x

x
x
≥⎧

ε = ⎨− <⎩
                     (54) 

Для получения более симметричного вида уравне-
ния (46) в соответствии с [15] проведем некоторые 
преобразования. Пусть ( ),S ρ θ  и ( ),Γ ρ θ  – диаго-
нальные матрицы вида 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1 14 2 2 2 2diag cos , cos , cos , cos ,

diag cos , cos , cos , cos .

a a a aK N

a a a a

S i i i i

i i i i i

−
⎛ ⎞= Δ ρ − α θ ρ − α θ ρ + α θ ρ + α θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Γ = − ρ + α θ − ρ + α θ − ρ − α θ ρ − α θ
        (55) 

Тогда преобразованная волновая функция 
ˆ SΨ = Ψ                                                                               (56) 

удовлетворяет уравнению 
( ) ( )1 ˆ ˆ 0,S G m S R A−Γ − Ψ = + Ψ =                                                       (57) 

где 

( )
( )

0 0

ˆ0 0
,

ˆ 0 0

0 0

K N

K N K N

K N K N

K N

im D

im D
R

D im

D im

− +

− − −

− − −

− +

⎛ ⎞ρ Δ
⎜ ⎟
⎜ ⎟− ρ ε Δ Δ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ε Δ Δ − ρ⎜ ⎟
⎜ ⎟Δ ρ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                   (58) 
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cos 0 0
0 cos 0

.0 cos 0
0 0 cos

a

a

a

a

L
L

A L
L

+

−

+

−

−α θ⎛ ⎞
⎜ ⎟α θ −⎜ ⎟= ⎜ ⎟−α θ
⎜ ⎟⎜ ⎟− α θ⎝ ⎠

                                             (59) 

 
В (58), (59) 

( )2 21 ,a a em
K N

D i
t±

−

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ρ + α + α − α ρ⎜ ⎟∂ρ Δ ∂ ∂ϕ⎝ ⎠

∓ (60) 

1 1ctg sin .
2 sinaL i

t±
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + θ α θ +⎜ ⎟∂θ ∂ θ ∂ϕ⎝ ⎠
∓      (61) 

Оператор R зависит только от радиальной пере-
менной ,ρ  а оператор A – только от угловых пере-
менных ( ), .θ ϕ  

Если представить функцию Ψ̂  в виде 

( ) ( )ˆ ˆ, , , , ,imi tt e e ϕϕ− εΨ ρ θ ϕ = Φ ρ θ         (62) 
где 

( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

ˆ , ,

R S

R S

R S

R S

− −

+ +

+ −

− +

⎛ ⎞ρ θ
⎜ ⎟

ρ θ⎜ ⎟
Φ ρ θ = ⎜ ⎟ρ θ⎜ ⎟

⎜ ⎟ρ θ⎝ ⎠

            (63) 

то можно получить системы уравнений Чандрасе-
кара–Пейджа отдельно для радиальных функций 

( )R± ρ  и отдельно для угловых сфероидальных 
гармоник ( ).S± θ  

Уравнения Дирака (46), (57) получены при ис-
пользовании матриц Дирака с локальными индек-
сами в спинорном представлении (представлении 
Вейля) 

0

0

0 1 0
; ;

1 0 0

0
.

0

k
k

W W k

k
k k
W W W k

⎛ ⎞σ⎛ ⎞
γ = − γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ −σ⎝ ⎠

⎛ ⎞σ
α = γ γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟− σ⎝ ⎠

        (64) 

Для гамильтонианов в полях Шварцшильда, Райс-
снера–Нордстрёма мы использовали матрицы в 
представлении Дирака–Паули 

0

0

1 0 0
; ;

0 1 0

0
.

0

k
k

D P D P k

k
k k
D P D P D P k

− −

− − −

⎛ ⎞σ⎛ ⎞
γ = γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ − σ⎝ ⎠

⎛ ⎞σ
α = γ γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

   (65) 

Матрицы в представлении Дирака–Паули свя-
заны с матрицами в представлении Вейля унитар-
ным преобразованием 

1; ,D P WM M M Mμ μ + + −
−γ = γ =           (66) 

I -I1 .
I I2

M
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                    (67) 

В (67) I – двумерная единичная матрица. 
Проведем унитарное преобразование (67) с вол-

новой функцией (62), (63) и с уравнением Дирака 
(57). Преобразованная функция ˆ

D P−Φ  имеет вид 

( )

( )
( )
( )
( )

1ˆ ˆ , .
2D P

R R S

R R S
M

R R S

R R S

− + −

+ − +
−

− + −

− + +

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
Φ = Φ ρ θ = ⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎜ ⎟+⎝ ⎠

     (68) 

Далее учтем свойство анзаца радиальных волно-
вых функций Чандрасекара–Пейджа [16]  

( ) ( )
( ) ( )

*

*

,R R

R R
− +

+ −

ρ = ρ

ρ = ρ
                      (69) 

и введем вещественные радиальные функции 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

,

.

g R R

f i R R
− +

+ −

ρ = ρ + ρ

ρ = + ρ − ρ
             (70) 

С учетом (70) функцию ˆ
D P−Φ  можно записать 

в виде 
( ) ( )
( ) ( )

31ˆ .
2

K N
D P

K N

f i

g
−

−
−

⎛ ⎞ρ σ ξ θ
⎜ ⎟Φ =
⎜ ⎟ρ ξ θ⎝ ⎠

         (71) 

Спинор ( )K N−ξ θ  равен 

( )
( )
( )

,K N
S

S
−

−
+

⎛ ⎞θ
ξ θ = ⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

                (72) 

( )S θ∓  – сфероидальные гармоники для спина ½, 
подчиняющиеся угловым уравнениям Чандрасека-
ра–Пейджа. В отсутствии вращения 0aα =  

( ) ( )
( )

( )
1

2

1
2

,K N

Y

Y

−

−
+

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟ξ θ = ξ θ = ⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ( ) ( )1 1
2 2

,Y Y− +θ θ  – сферические гармоники 

для спина ½ (см. (14)). 
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Спинор ( )K N−ξ θ  удовлетворяет уравнению 

2 11 ctg sin
2 sina

m
i ϕ⎛ ⎛ ⎞∂⎛ ⎞σ + θ + σ −α ε θ + −⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂θ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

 

) ( ) ( )3 cos .a K N K N− −−σ α θ ξ θ = −λξ θ      (73) 

Из (73) следуют угловые уравнения Чандрасека-
ра–Пейджа для сфероидальных гармоник ( )S θ∓  

( )

( )

1 ctg sin cos ,
2 sin

1 ctg sin cos .
2 sin

a a

a a

m
S S S

m
S S S

ϕ
+ + −

ϕ
− − +

⎛ ⎞∂⎛ ⎞+ θ − α ε θ − = − λ −α θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞∂⎛ ⎞+ θ + α ε θ− = λ + α θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(74) 
В отличие от полей Шварцшильда, Райсснера–

Нордстрёма константа разделения λ в (73) зависит 
от , , , .a j mϕε α  

Преобразованное уравнение Дирака (57) для 
функции ˆ

D P−Ψ  будет иметь вид 

( ) ( )3 1 ˆ 0.D Pi M R A M −
−γ + Ψ =          (75) 

В (75) для удобства преобразованное уравнение 
слева умножено на матрицу 3 .iγ  Кроме того, для 
сравнения с уравнением Дирака в полях Шварц-
шильда и Райсснера–Нордстрёма в уравнении (75) 
будем использовать волновую функцию 

ˆ
.D P

K N
K Nf
−

−
−

Ψ
Ψ =

ρ
                  (76) 

Перед тем как написать уравнение (75) с уче-
том (76) в явном виде, отметим, что при использо-
вании вещественных радиальных волновых функ-
ций ( ) ( ),f gρ ρ  будут использоваться положи-
тельные значения 0, 0.K N K Nf− −Δ ≥ ≥  В этом 
случае ( )ˆ 1.ε Δ =  При наличии горизонтов событий 
условие 0K N−Δ ≥  исключает из области определе-
ния волновых функций сферическую область меж-
ду внешним и внутренним горизонтами событий. 

В результате уравнение Дирака для K N−Ψ  
(76) имеет вид 

( )0 0 3
2

0 5 0 1

1

1cos ctg
2

K N K N K N

K N
a

f i f

f
i i

− − −

−

⎧ ⎛ ⎞∂ α⎪ω− γ Ψ = − γ γ + − +⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟∂ρ ρ ρ⎪ ⎝ ⎠⎩

∂⎛ ⎞⎡+ − γ γ α θ− γ γ + θ −⎜ ⎟⎣ρ ∂θ⎝ ⎠

 

0 2 sin .
sina K N
mϕ

−
⎫⎤⎛ ⎞ ⎪−γ γ εα θ− Ψ⎥⎜ ⎟ ⎬

θ ⎥⎝ ⎠ ⎪⎦⎭
           (77) 

В (77) 5 0 1
.

1 0
⎛ ⎞

γ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2

2 21 .aa emmϕ⎛ ⎞ αα α
ω = ε + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ρρ ρ⎝ ⎠

            (78) 

Уравнение (77) является самосопряженным и в от-
сутствие вращения ( )0aα =  совпадает с уравнением 
Дирака в поле Райсснера–Нордстрёма (см. (9) и (10)). 
 

3.3. Разделение переменных 
 

Для уравнения (77) допустима стандартная 
процедура разделения переменных. Сначала мы 
записываем (77) в виде системы уравнений для 
верхнего и нижнего спинора функции .K N−Ψ  Затем 
используем уравнение (73) для ( ).K N−ξ θ  В итоге 
мы получаем уравнения для вещественных ради-

альных функций ( ) ( )( ) , ( )
K N K N

f g
F G

f f− −

ρ ρ
ρ = ρ =

ρ ρ
 

(см. (70), (76)). 

( )

( )

( )

( )

2

2

2 2

2

2

2 2

1

1 0,

1

1 0.

K N
K N

aa em
K N

K N
K N

aa em
K N

f
f F

m
f G

f
f G

m
f F

−
−

ϕ
−

−
−

ϕ
−

⎛ ⎞λ∂ α
+ − + ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ ρ ρρ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ αα α⎜ ⎟− ε + − − + ρ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞λ∂ α

+ − − ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ ρ ρρ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ αα α⎜ ⎟+ ε + − − − ρ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

(79) 

Уравнения (79) по своей структуре схожи с 
уравнениями (15) для поля Райсснера–Нордстрёма. 
При 0aα =  (отсутствие вращения) уравнения (79) 
совпадают с системой уравнений (15). 
 

3.4. Самосопряженные уравнения второго  
порядка для спинорных волновых функций  
фермионов в гравитационных полях Керра  

и Керра–Ньюмена 
 

Учитывая сходство уравнений Дирака (9), (10), 
(15) с уравнениями (78), (79), искомые уравнения 
второго порядка можно получить, не используя 
этапы подраздела 2.4. 

Первоначально введем обозначения 

2
11 ,K N

K N
K N

f
A

f
−

−
−

⎛ ⎞+ λ α
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

       (80) 
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2

2 2
1 1 ,aa em

K N K N
K N

m
B f

f
ϕ

− −
−

⎛ ⎞⎛ ⎞ αα α⎜ ⎟= ε + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠
(81) 

2

2 2
1 1 ,aa em

K N K N
K N

m
C f

f
ϕ

− −
−

⎛ ⎞⎛ ⎞ αα α⎜ ⎟= − ε + − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠
(82) 

2
11 ,K N

K N
K N

f
D

f
−

−
−

⎛ ⎞− λ α
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

       (83) 

( ) 1 ,K N
F K N K N

K N

dBA A D
B d

−
− −

−
ρ = − − −

ρ
    (84) 

( ) 1 .K N
G K N K N

K N

dC
A A D

C d
−

− −
−

ρ = − − −
ρ

   (85) 

Далее проводим преобразования, аналогичные 
(27) – (38). В результате получаем самосопряжен-
ное релятивистское уравнение второго порядка с 
эффективным потенциалом :K N

effU −  

( )
2

2 2 0,K NK N
Schr eff K N

d E U
d

−−
−

Φ
+ − Φ =

ρ
    (86) 

где ( )21 1 .
2SchrE = ε −  

( )

( ) ( )

22

2 2

2

1 1 3 1
4 8

1 1
4

1 1
2 8

K N K N K N
eff

K N K N

K N
K N K N

K N

K N K N K N K N

d B dBU
B dd B

dBA D
B d

d A D A D
d

− − −

− −

−
− −

−

− − − −

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟ρρ ⎝ ⎠

+ − −
ρ

− − + − +
ρ

 

1 .
2 K N K N SchrB C E− −+ +                   (87) 

В отсутствие вращения ( )0aα =  K N
effU −  стано-

вится равным RN
effU  для поля Райсснера–Норд-

стрёма. Явный вид эффективных потенциалов в ак-
сиально-симметричных полях Керра и Керра–Нью-
мена приведен в Приложении. 
 
 
 

4. Заключение 
 

Для описания движения частиц со спином ½  
в гравитационных и электромагнитных полях 
Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра и Кер-

ра–Ньюмена в единой методологии получены са-
мосопряженные уравнения второго порядка со спи-
норными волновыми функциями. 

Для каждого из полей при получении уравне-
ний осуществлялись следующие три этапа: 

1. Получение самосопряженного гамильто-
ниана или получение самосопряженного уравне-
ния Дирака. 

2. Переход в уравнениях второго порядка от 
биспинорных к спинорным волновым функциям. 

3. Проведение неунитарных преобразований 
подобия для обеспечения самосопряженности 
уравнений второго порядка со спинорными волно-
выми функциями. 

В качестве аргументов в пользу применения 
уравнений второго порядка для фермионов при 
решении физических проблем приведем некото-
рые результаты, полученные к настоящему време-
ни автором и его коллегами. 

1. Спинорные волновые функции водородопо-
добного атома для состояний 1 1

2 2
1 , 2 ,S P  вычис-

ленные с помощью уравнений второго порядка, 
являются регулярными в окрестности начала ко-
ординат ( )0 .r =  Как известно, для уравнения Ди-
рака первого порядка биспинорные волновые 
функции для этих состояний являются нерегуляр-
ными [17]. 

2. При анализе уравнения типа Шредингера  
с эффективным кулоновским потенциалом доста-
точно просто выделить три области при изменении 
Z в исходном кулоновском поле ( ) 2 :V r Ze r= −  
Для основного состояния 1

2
1S  в первой области 

137 31 118,7
2

ZZ ⋅
≤ < ≈  при 0r →  существует 

положительный барьер 2~ 1 r  с последующей по-
тенциальной ямой. Во второй области изменения 

( )119 137Z Z≤ ≤  остается потенциальная яма 
2~ ,K r  где коэффициент 1 8,K ≤  что допускает 

возможность существования фермионных стацио-
нарных связанных состояний. В третьей области с 

137Z >  существует потенциальная яма с коэффи-
циентом 1 8,K >  что свидетельствует о реализа-
ции режима «падения» частицы на центр. 

3. Рассмотрение движения заряженных час-
тиц со спином ½ в отталкивающем кулоновском 
поле с помощью уравнения второго порядка с 
эффективным кулоновским потенциалом вы-
явило существование неисследованного ранее  
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непроницаемого потенциального барьера. Для 
частиц в покое с приведенной массой m радиус 
барьера равен половине классического радиуса 

2

2
1 ;
2cl

er Z
mc

=  радиус барьера уменьшается с уве-

личением энергии частицы 
2

2 21 .cl
e Er Z

mc mc
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4. Вещественные радиальные волновые функ-
ции уравнения Дирака во внешних гравитацион-
ных полях Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, 
Керра и Керра–Ньюмена являются квадратично-
неинтегрируемыми вблизи горизонтов событий. 
При переходе к уравнению типа Шредингера с 
эффективными потенциалами радиальные волно-
вые функции становятся квадратично-интегрируе-
мыми во всех допустимых областях определения, 
причем волновые функции на горизонтах событий 
равны нулю. 

5. В начале координат метрики Райсснера–
Нордстрёма при использовании уравнения второго 
порядка однозначно выделяется одно из двух квад-
ратично-интегрируемых решений, существующих 
для уравнения Дирака первого порядка [18]. 

6. При использовании уравнения второго по-
рядка голая сингулярность Райсснера–Нордстрёма 
отделена бесконечно большим потенциальным 

барьером 2
3 1~ .
8 r

 Барьер существует для любой 

квантово-механической частицы со спином ½, не-
зависимо от наличия и знаков электрических заря-
дов частицы и метрики Райсснера–Нордстрёма. 
Присутствие потенциального барьера, покрываю-
щего сингулярность, не несет угрозы космической 
цензуре. Данный вывод согласуется с выводами 
[19], применительно к движению бесспиновых 
частиц. 

Таким образом наше рассмотрение показыва-
ет, что использование самосопряженных уравне-
ний второго порядка со спинорными волновыми 
функциями расширяет возможности квантовой 
механики движения частиц со спином ½ во внеш-
них гравитационных и электромагнитных полях. 
 

Автор благодарит А. Л. Новоселову за сущест-
венную техническую помощь в подготовке статьи. 
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Приложение 
 

Эффективные потенциалы гравитационных  
и электромагнитных полей в самосопряженных уравнениях второго порядка 

 
1. Поле Керра–Ньюмена. 
В соответствии с (80) – (87) можно получить: 

( )
22

2 2
3 1 3 1 1 ,
8 8 2

K N K N K N
K N K N K N K N

K N K N K NK N K N K N

dB f f
f f

d f fB f f
− − −

− − − −
− − −− − −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞′⎛ ⎞ ⎪ ⎪′ ′⎢ ⎥= − ω + + ω +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ω + ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
  (П1) 

( ) ( ) ( )
2

2
2 3 2

1 1 1 2 1
4 4

K N K N
K N K N K N K N K N K N

K N K N K N K N K N

d B f
f f f f

B fd f f
− −

− − − − − −
− − − − −

⎡
′ ′′− = − ω + − ω + −⎢

ω +ρ ⎢⎣
 

( )2
2 3 2
2 1 ,

2 2 4
K NK N K N

K N K N K N
K N K NK N K N K N

ff f
f

f ff f f
−− −

− − −
− −− − −

⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ′′ ′′ ⎥⎜ ⎟′ ′ ′′− ω + + ω + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦
                       (П2) 

( ) 3 2 1 22
1 1 1 ,
4 2 2

K N

K N K N

fd A D
d f f

−

− −

⎡ ⎤′κ
− = + +⎢ ⎥

ρ ρ ρ⎢ ⎥⎣ ⎦
                                               (П3) 

( )
1 2

1 1 ,
4 22

K N K N
K N

K N K N K N K NK N

A D f fdB
B d f f ff

− −
−

− − − −−

⎛ ⎞⎛ ⎞− ′ ′κ ′⎜ ⎟− = − + ω +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ω +ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠
                    (П4) 

( )
2

2
2

1 ,
8 2 K N

A D
f −

κ
− =

ρ
                                                            (П5) 

( )2
2

1 1 .
2 2 K N K N

K N
BC f

f − −
−

= − ω −                                                      (П6) 

В (П1) – (П6) 
2 2

2
21 ;a Q

K Nf −
α + αα

= − +
ρ ρ

 
( )2 2

2 3

22 ;
a QK N

K N
df

f
d
−

−

α + αα′ ≡ = −
ρ ρ ρ

 
2

2
K N

K N
dff
d

−
−′′ ≡ =

ρ
 

( )2 2

3 4

64 ;
a Qα + αα

= − +
ρ ρ

 
2

2 21 ,aa em
K N

mϕ
−

⎛ ⎞ αα α
ω = ε + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ρρ ρ⎝ ⎠

 3 3 2

22 ,aK N a em
K N

md
d

ϕ−
−

αω εα α′ω ≡ = − + +
ρ ρ ρ ρ

 

2 2

2 4 4 3

66 2
.aK N a em

K N
md

d
ϕ−

−
αω εα α′′ω ≡ = − −

ρ ρ ρ ρ
 

Сумма выражений SchrE  и (П1) – (П6) приводит к выражению для эффективного потенциала K N
effU −  (87). 

Для остальных рассматриваемых в работе электромагнитных и гравитационных полей структура выра-
жений для эффективных потенциалов не изменяется. Изменяются лишь выражения для , , ,f f f′ ′′  

, , .′ ′′ω ω ω  

2. Поле Керра ( )0, 0 :Q emα = α =  
2

2
21 ;a

Kf
αα

= − +
ρ ρ

 
2

2 3
22 ;a

Kf
αα′ = −

ρ ρ
 

2

3 4
64 ;a

Kf
αα′′ = − +

ρ ρ
 

2

2 21 ;aa
K

mϕ⎛ ⎞ αα
ω = ε + −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

  

3 3

22
;aa

K
mϕαεα′ω = − +

ρ ρ
 

2

4 4

66 .aa
K

mϕαεα′′ω = −
ρ ρ
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3. Поле Райсснера–Нордстрёма ( )0 :aα =  
2

2
21 ;Q

R Nf −
αα

= − +
ρ ρ

 
2

2 3

22 ;Q
R Nf −

αα′ = −
ρ ρ

 
2

3 4

64 ;Q
R Nf −

αα′′ = − +
ρ ρ

 ;em
R N−

α
ω = ε −

ρ
 

2 ;em
R N−

α′ω =
ρ

 3
2 .em

R N−
α′′ω = −
ρ

 

4. Поле Шварцшильда ( )0, 0, 0 :Q em emα = α = α =  

21 ;Sf
α

= −
ρ

 2
2 ;Sf
α′ =
ρ

 3
4 ;Sf
α′′ = −
ρ

 ;Sω = ε  0.S S′ ′′ω = ω =  

5. Кулоновское поле (плоское пространство-время, 0, 0, 0) :Q emα = α = α =  

1;Cf =  0;C Cf f′ ′′= =  ;em
C

α
ω = ε −

ρ
 2 ;em

C
α′ω =
ρ

 3
2

.em
C

α′′ω = −
ρ
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