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При исследовании квантовой механики взаимодействия фермионов с внешними 

гравитационными полями Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра, Керра–
Ньюмена ранее была показана возможность существования коллапсаров без пересече-
ния частицами горизонтов событий. В работе такие неиспаряющиеся коллапсары со свя-
занными фермионами и без них предложены в качестве частиц темной материи. Область 
масс коллапсаров, свободных от теоретических и наблюдательных ограничений, нахо-
дится в интервале 145 10 г,PM M≤ < ⋅  PM  – планковская масса. Нижняя граница смы-
кается с областью существования реликтовых стабильных черных дыр планковской 
массы. 

 
Ключевые слова: уравнение Дирака, вещественные радиальные функции, стацио-

нарные связанные состояния фермионов, неиспаряющиеся коллапсары, темная материя. 
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1. Введение 
 

Астрономическими наблюдениями установле-
но, что видимая Вселенная состоит из темной 
энергии (68,4 %), темной материи (26,7 %) и нор-
мального вещества (4,9 %) [1]. К настоящему вре-
мени для носителей темной материи предложено 
достаточно много кандидатов. Основными из них 
являются аксионы, слабо взаимодействующие мас-
сивные частицы (WIMPs), массивные компактные 
галообъекты (MACHOs) и первичные черные ды-
ры (BHs). Историю теоретических и эксперимен-
тальных работ по поиску носителей темной мате-
рии можно найти, например, в [2–6]. После безус-
пешных многолетних поисков аксионов и слабо 
взаимодействующих массивных частиц все боль-
шее число исследователей обращаются к идее, что 
темной материей являются космические объекты 
MACHOs и черные дыры промежуточной массы 
(IMBHs), см., например, [2, 7, 8] с соответствую-
щими ссылками в этих работах. Однако для суще-
ствования этих объектов в качестве темной мате-

рии имеется большое количество теоретических и 
наблюдательных ограничений [8]. С течением 
времени просматривается тенденция к росту этих 
ограничений [8]. Не исключено, что в ближайшем 
будущем на шкале масс MACHOs и IMBHs огра-
ничения закроют все окна существования предпо-
лагаемых носителей темной материи. 

В настоящей работе предложен новый канди-
дат в носители темной материи, свободный в оп-
ределенном диапазоне масс от упоминаемых выше 
ограничений. Ниже речь будет идти о первичных 
неиспаряющихся коллапсарах без и со связанными 
фермионами, теоретически рассмотренных ранее 
для метрик Шварцшильда и Райсснера–
Нордстрёма в [9, 10]. В работе [9] были также 
анонсированы энергии стационарных связанных 
состояний фермионов для метрик Керра и Керра–
Ньюмена. В этом случае (при наличии вращения) 
неиспаряющиеся коллапсары со связанными фер-
мионами и без них могут также рассматриваться в 
качестве частиц темной материи. 
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Ниже будет, как правило, использоваться сис-
тема единиц 1.c= ==  Сигнатура пространства 
Минковского выбрана равной 

[ ]diag 1, 1, 1, 1 .αβη = − − −                   (1) 

Принятые обозначения: 
– поле Шварцшильда с точечной массой M: 

2
0 2r GM c=  – радиус горизонта событий, без-
размерные переменные 0, 2 ,c cr l r lρ = = α  

2 ,PGMm c Mm Mα = ==  PM  – планковская масса, 

cl mc= =  – комптоновская длина волны фермио-
на, ,m E  – масса и энергия фермиона, ;E mε =  

– поле Райсснера–Нордстрёма (RN) с массой M 
и зарядом Q: 2 , ,Q c Q Q cr GQ c r l r l= ρ = α = =  

, ,emGQM c eQ c e= α == =  – электрический 

заряд фермиона; ( ) 2 2 2 ,QRN±ρ = α ± α −α  ( )RN±ρ – 

безразмерные радиусы внешнего и внутреннего 
горизонтов событий при 2 2 ;Qα > α  

– поля Керра с массой M, моментом J и Кер-
ра–Ньюмена с массой M, моментом J и зарядом Q: 

, , ,c a ca J Mc r l a l= ρ = α = ( ) 2 2 2 ,aK±ρ = α ± α −α  

( )K±ρ  – безразмерные радиусы внешнего и 

внутреннего горизонтов событий при 2 2 ,aα > α  

( ) 2 2 2 2 ,a QKN±ρ = α ± α −α −α  ( )KN±ρ  – безраз-

мерные радиусы внешнего и внутреннего горизон-
тов событий при 2 2 2 .a Qα > α + α  
 
 

2. Неиспаряющиеся коллапсары 

При рассмотрении проблемы существования 
стационарных связанных состояний фермионов 
для вакуумных решений ОТО обычно использует-
ся ковариантное уравнение Дирака–Фока. Для раз-
деления переменных в случае центрально-симмет-
ричных метрик Шварцшильда и Райсснера–Норд-
стрёма биспинорную волновую функцию можно 
представить в виде 

( )
( ) ( )
( ) ( )3, , , im iEtF r

r t e e
iG r

ϕϕ −
⎛ ξ θ ⎞
⎜ ⎟Ψ θ ϕ =
⎜ ⎟− σ ξ θ⎝ ⎠

     (2) 

и использовать уравнение Брилла–Уилера [11]  

( ) ( )2 11 1ctg .
2 sin

i m iϕ
⎡ ⎤∂⎛ ⎞−σ + θ + σ ξ θ = κξ θ⎜ ⎟⎢ ⎥∂θ θ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3) 

В формулах (2), (3): ( )ξ θ  – спинорное пред-
ставление сферических гармоник для спина ½ [12], 

kσ  – двумерные матрицы Паули, mϕ  – азимуталь-
ная компонента углового момента j, κ – квантовое 
число уравнения Дирака: 

( ) 11 , ;21, 2...
1, ,2

l j l

l j l

⎧− + = +⎪κ = = ⎨
= −⎪⎩

∓ ∓            (4) 

,j l  – квантовые числа углового и орбитального 
моментов фермиона. 

Если в формуле (2) использовать комплексные 
радиальные функции ( ) ( ), ,F r G r  то радиальный 
ток дираковских частиц отличен от нуля, в том 
числе и на горизонтах событий. В квантово-
механических расчетах реализуется сток частиц в 
сингулярность начала координат. В этих случаях 
возможны лишь квазистационарные связанные 
состояния фермионов, распадающиеся со време-
нем (см., например, [13, 14]). Такой подход прева-
лирует в литературе, а квазистационарные состоя-
ния фермионов ассоциируются с состояниями в 
окрестностях черных дыр. 

Однако если в формуле (2) использовать ве-
щественные радиальные функции ( ) ( ), ,F r G r  то 
радиальный ток частиц со спином ½ строго равен 
нулю во всей области определения волновых 
функций. Квантово-механические частицы не мо-
гут пересекать горизонты событий, и в этом слу-
чае коллапсары не испаряются по Хокингу [15]. 
Очевидно в этом случае коллапсары без взаимо-
действия с фермионами сами по себе являются 
неиспаряющимися. Отметим, что требование ве-
щественности для радиальных функций 
( ) ( ),F r G r  не является экзотичным. Использова-

ние представления (2) и уравнения (3) приводит к 
вещественности радиальных функций уравнения 
Дирака при описании движения электронов и по-
зитронов в кулоновских полях [16]. Использова-
ние вещественных радиальных функций в полях 
Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма приводит к 
областям определения волновых функций, в кото-
рых выполняется принцип причинности Гильберта 

00 0g <  [17]. 
Проведенный в [9, 10] анализ показал, что, во-

первых, вещественные радиальные функции ( ) ,F r  

( )G r  являются квадратично-неинтегрируемыми и, 
во-вторых, при их использовании в уравнении Ди-
рака для метрик Шварцшильда и Райсснера–Норд 
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стрёма реализуется режим «падения» частиц на 
горизонты событий [18]. Исключением являются 
решения 

– для метрики Шварцшильда 

[ )0, 2 , ;Sε = ρ∈ α ∞                       (5) 

– для метрики Райсснера–Нордстрёма 

( ) ( ) )
( ) ( )(

, , ;

, 0, .

RN em RN RN

RN em RN RN

+ +

− −

⎡ε = α ρ ρ∈ ρ ∞⎣
⎤ε = α ρ ρ∈ ρ ⎦

     (6) 

Аналогичным образом можно получить реше-
ния для полей Керра и Керра–Ньюмена: 

– метрика Керра 

( )
( ) )

( )
( )(

22

22

, , ;

, 0, ;

a
K K

a K

a
K K

a K

m

m

ϕ
+

+

ϕ
−

−

α
⎡ε = ρ∈ ρ ∞⎣α + ρ

α
⎤ε = ρ∈ ρ ⎦α + ρ

        (7) 

– метрика Керра–Ньюмена 

( )
( )

( ) )

( )
( )

( )(

22

22

, , ;

, 0, .

a em KN
KN KN

a KN

a em KN
KN KN

a KN

m

m

ϕ +
+

+

ϕ −
−

−

α + α ρ
⎡ε = ρ∈ ρ ∞⎣α + ρ

α + α ρ
⎤ε = ρ∈ ρ ⎦α + ρ

   (8) 

После перехода к релятивистскому уравнению 
второго порядка со спинорной волновой функцией 
решения (5) – (8) становятся регулярными с квад-
ратично-интегрируемыми волновыми функциями, 
обращающимися в нуль на горизонтах событий. 

Таким образом, при квантово-механическом 
описании взаимодействия фермионов с внешними 
гравитационными полями с помощью релятивист-
ских уравнений типа Шредингера с эффективными 
потенциалами предсказано существование коллап-
саров без пересечения частицами горизонтов со-
бытий. В результате такие коллапсары, если они 
существуют, являются неиспаряющимися. 
 
 

3. Неиспаряющиеся первичные коллапсары – 
кандидаты в частицы темной материи 

Первичные черные дыры начальной массы M 
после своего образования будут испаряться по-
средством излучения Хокинга [15]. К настоящему 
времени возраста Вселенной выживают черные 
дыры с массой 14

* 5 10 гM M> ≈ ⋅  [19]. Для неис-
паряющихся первичных коллапсаров это ограни-

чение снимается, и на шкале масс коллапсаров от-
крывается окно 

*.PM M M≤ <                          (9) 

Нижняя граница смыкается с областью суще-
ствования реликтовых стабильных черных дыр 
планковской массы [20–28]. 

Для области существования (9) неиспаряю-
щиеся первичные коллапсары являются естествен-
ными кандидатами в носители темной материи. 

Приведем некоторые примеры. 
 

3.1. Рассмотрим решение для поля Шварц-
шильда 0.Sε =  Если пренебречь гравитационным 
взаимодействием незаряженных дираковских час-
тиц, то для коллапсара Шварцшильда с массой M 
возможна система атомного типа связанных час-
тиц со спином ½ и 0.Sε =  Заполнение вырожден-
ных состояний с различными значениями mϕ  
должно осуществляться с учетом принципа Паули. 
Аналогией, например, является атом водорода с 
вырожденными состояниями по значениям орби-
тального момента l. 

Атомная система – неиспаряющийся коллап-
сар Шварцшильда с незаряженными дираковскими 
частицами с 0Sε =  – взаимодействует с другими 
объектами лишь гравитационным образом. Из-за 
отсутствия квантовых переходов между состоя-
ниями с различными ,j l  такая система не излуча-
ет и не поглощает свет и другие излучения. Обна-
ружить такую систему можно только через грави-
тационное взаимодействие. 
 

3.2. Решения для поля Райсснера–
Нордстрёма 

Рассмотрим решение .em −ε = α ρ  Если при 
образовании неиспаряющегося коллапсара RN 
возникла атомная система со связанными фермио-
нами, находящимися вблизи внутренней окрестно-
сти горизонта событий ,−ρ  и если при этом заряд 
источника поля RN скомпенсирован суммарным 
зарядом связанных фермионов, то для внешнего 
мира такая атомная система взаимодействует с 
другими объектами лишь гравитационным обра-
зом. Из-за отсутствия квантовых переходов между 
состояниями с различными κ (или , )j l  такая сис-
тема не излучает и не поглощает свет и другие из-
лучения. Обнаружить такую систему можно толь-
ко через гравитационное взаимодействие. 

Второй атомной системой может рассматри-
ваться система связанных фермионов в поле RN 
с энергией .em +ε = α ρ  В этом случае фермионы с  
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                                           а                                               б                                                        в 

Рис. 1. Коллапсар: а – Шварцшильда; б –Шварцшильда со связанными фермионами; в – Керра 
 

                        
                                          а                                                    б                                                     в 

                         
                                          г                                                     д                                                   е 

Рис. 2. Коллапсары со связанными фермионами: а, б, в – Райсснера–Нордстрёма; 
г, д, е –Керра-Ньюмена 

 
 
подавляющей вероятностью находятся вблизи 
внешней окрестности +ρ  и при компенсации заря-
да источника поля RN суммарным зарядом свя-
занных фермионов такая атомная система взаимо-
действует с другими внешними объектами лишь 
гравитационным образом. Как и в первом случае, 
атомная система не излучает и не поглощает свет 
и другие излучения. В данной атомной системе 
обнаружить заряд источника поля RN можно лишь 
«выбив» часть фермионов со своих орбит внеш-
ним воздействием. 

В качестве кандидатов в частицы темной ма-
терии возможны другие атомные системы с энерги-
ей связанных фермионов частично с ,em +ε = α ρ  
частично с .em −ε = α ρ   

3.3. В присутствии вращения (поле Керра, 
Керра–Ньюмена) ситуация качественно не меняет-
ся (рис. 1, 2). 

3.4. Электрически нейтральные коллапсары 
Шварцшильда и Керра без связанных фермионов 
также могут рассматриваться в качестве частиц 
темной материи.  

Распределение по массам рассмотренных сис-
тем должно выбираться из условия наилучшего со-
гласия со Стандартной космологической моделью 
с учетом новой области существования (9) и на-
блюдательных ограничений для масс *M M>  [8]. 
 
 

4. Заключение 

В результате рассмотрения решений реляти-
вистских уравнений типа Шредингера с эффек-
тивными потенциалами в квантовой механике 
движения фермионов в классических полях 
Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма получены 
следующие результаты: 

1. При наличии горизонтов событий 
( ) ( )2 , ,RN RN+ −α ρ ρ  существуют регулярные реше-

ния с энергиями 0Sε =  (поле Шварцшильда), 
( ) ( ),RN em emRN RN+ −ε = α ρ ε = α ρ  (поле RN). 

Эти решения представляют собой стационарные 
связанные состояния заряженных и незаряженных 
фермионов с квадратично-интегрируемыми вол-

( )RN
ρ−

,M Q

( )RN
ρ+

( )RN
ρ+

,M Q

( )RN
ρ− ( )RN

ρ+

,M Q

( )RN
ρ−

( )KN
ρ−

, ,M Q J

( )KN
ρ+

( )KN
ρ+

, ,M Q J

( )KN
ρ− ( )KN

ρ+

, ,M Q J

( )KN
ρ−

2α
M 2αM

( )_ K
ρ

,M J
( )K
ρ+
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новыми функциями и с областями определения 
[ ) ( ) ) ( )(2 , , , , 0, .RN RN+ −⎡ ⎤ρ∈ α ∞ ρ∈ ρ ∞ ρ∈ ρ⎣ ⎦  Вол-

новые функции обращаются в нуль на горизонтах 
событий. Фермионы в связанных состояниях с по-
давляющей вероятностью расположены вблизи 
горизонтов событий. Максимумы плотностей ве-
роятности отстоят от горизонтов событий на рас-
стоянии от долей до единиц комптоновской длины 
волны фермионов. 

2. При наличии вращения также существуют 
регулярные решения уравнения типа Шредингера 
с энергиями стационарных связанных состояний 
фермионов: 

( )22
a

K
a K

mϕ

±

α
ε =

α + ρ
 – поле Керра, 

( )
( )22

a em KN
KN

a KN

mϕ

±

α + α ρ
ε =

α + ρ

∓  – поле Керра–Ньюмена. 

3. Обращение в нуль вещественных радиаль-
ных волновых функций на горизонтах событий 
коллапсаров Шварцшильда, Райсснера–Нордстрё-
ма, Керра, Керра–Ньюмена не допускает пересе-
чение горизонтов квантово-механическими части-
цами со спином ½. Такие объекты не испаряются 
по Хокингу и на шкале масс коллапсаров сущест-
вует область существования *,PM M M≤ <  

14
* 5 10 г,M ⋅�  отсутствующая для испаряющихся 

черных дыр. 
4. Электрически нейтральные атомные систе-

мы с определенным числом фермионов, находя-
щихся в вырожденных связанных состояниях в 
полях Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, Кер-
ра, Керра–Ньюмена могут рассматриваться в 
Стандартной космологической модели в качестве 
частиц темной материи. Атомные системы такого 
типа не поглощают и не испускают свет и другие 
излучения и взаимодействуют с окружающей сре-
дой только гравитационным образом. Неиспа-
ряющиеся коллапсары Шварцшильда и Керра без 
связанных фермионов также могут рассматривать-
ся в качестве частиц темной материи. Массы кол-
лапсаров в рассмотренных системах должны вы-
бираться с учетом новой области существования 
из-за отсутствия их испарения по Хокингу и с уче-
том наблюдательных ограничений для *.M M>  
 

Автор благодарит за большую техническую 
помощь в подготовке работы А. Л. Новоселову. 
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ВОЗМОЖНЫЙ СПОСОБ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА СУЩЕСТВОВАНИЯ ЧЕРНЫХ ДЫР 
 

М. В. Горбатенко 
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
 

В гравитационном поле, описываемом решением Шварцшильда, красное смещение 
становится сколь угодно большим по мере приближения источника к горизонту собы-
тий. Экспериментальная регистрация этого факта была бы прямым доказательством су-
ществования черных дыр, предсказываемых общей теорией относительности. 

 
Ключевые слова: черные дыры, коллапс, гравитационное красное смещение. 

 
 
 

1. Введение 
 

Черные дыры как феномены, предсказывае-
мые общей теорией относительности (ОТО), вве-
дены в физику Уилером (историю вопроса см., 
например, в [1]). Но до сих пор не получено пря-
мого доказательства существования таких фено-
менов. Пока все известные доказательства носят 
модельно зависимый характер. В настоящее время 
по-прежнему актуальной является задача прямого 
доказательства факта существования в природе 
черных дыр [2], несмотря на большое число за-
фиксированных кандидатов в такие феномены.  

В данной работе предлагается доказать суще-
ствование черных дыр с помощью измерения 
красного смещения от источников излучения, на-
ходящихся на различных расстояниях от горизон-
та событий вблизи от него. Особый интерес имеют 
измерения при значении красного смещения 

0,225,z ≈ −  соответствующего пребыванию ис-
точников на ближайшей к коллапсару устойчивой 
круговой орбите. 

Наблюдаемое экспериментально смещение 
спектральных линий излучения атомов обычно 
характеризуется величиной z , определяемой как 

набл пр пр

набл набл
1 .z

ν − ν ν
= = −

ν ν
             (1) 

Здесь наблν  – частота исследуемого излучения, 

прν  – частота излучения, с помощью которого в 
приемнике проводится исследование. Если 0,z >  

смещение будет фиолетовым, если 0,z <  смеще-
ние будет красным. Атомы в источнике и в прием-
нике считаются тождественными. 

Обычно различают три механизма смещения 
спектральных линий излучения атомов:  

1) из-за эффекта Доплера; 
2) космологического происхождения;  
3) гравитационного происхождения. 
Первый механизм обусловлен движением ис-

точника излучения относительно приемника. Вто-
рой механизм обусловлен расширением Вселенной, 
и он обычно сводится к первому. Регистрируемые 
значения красного смещения космологического 
происхождения достигают нескольких единиц. 
Третий механизм связан с характером взаимодей-
ствия электромагнитного сигнала с гравитацион-
ным полем в процессе прохождения сигнала от 
источника к приемнику. Регистрируемые значения 
красного смещения гравитационного происхожде-
ния обычно сравнительно невелики. В данной ра-
боте именно механизм смещения гравитационного 
происхождения будет предметом рассмотрения. 

Измерение смещений спектральных линий из-
лучения атомов гравитационного происхождения 
изначально считалось одним из трех классических 
экспериментов, подтверждающих ОТО. К сожале-
нию, экспериментальные возможности пока ограни-
чивались регистрацией малых значений 1z <<  [3], 
которые могут быть объяснены и в рамках ньюто-
новской механики, если использовать закон со-
хранения энергии. Что касается больших величин 
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смещения ~ 1z  или 1,z >  то их регистрация бы-
ла бы прямой проверкой ОТО и ряда феноменов, 
предсказываемых ОТО (горизонты событий, чер-
ные дыры, геодезическая неполнота, сингулярно-
сти инвариантов тензора Римана и др.).  

В работе находится выражение для величины 
смещения спектральных линий излучения атомов 
в центрально-симметричных статических полях 
гравитации, являющихся решениями уравнений 
ОТО. Выражение является точным и не ограничи-
вается областью слабых полей. Доказывается, что 
красное смещение может принимать сколь угодно 
большие значения по мере приближения источни-
ка излучения к горизонту событий. Именно этот 
факт и должен быть положен в основу прямого спо-
соба доказательства существования черных дыр. 

Все рассуждения в работе ведутся строго в 
рамках ОТО. 
 
 
 

2. Красное смещение в статических  
центрально-симметричных гравитационных 

полях 
 

Предполагаем, что метрика определяется квад-
ратом интервала 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2sin .drds F r dt r d d
F r

⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦  (2) 

На рис. 1 показана схема размещения источ-
ника и приемника сигнала в центрально симмет-
ричном статическом (ЦСС) гравитационном поле. 
Источник и приемник размещаются на одном ра-
диусе. Сигнал представляет собой цуг электромаг-
нитных волн из 1N  колебаний. Начало сигнала 
соответствует времениподобной координате (ВП) 

0,t =  а конец – координате  ( )ист .t t= Δ  

Величины истN  и ( )истtΔ  связаны с периодом 

колебаний 0τ  соотношением 

( ) ( )1 ист
ист

0
,

F r t
N

Δ
=

τ
                 (3) 

поскольку истинное время определяется произве-
дением координатного интервала ( )истtΔ  на вели-

чину 00g−  в месте размещения источника, т. е. в 

нашем случае на ( )1 .F r  
Найдем величину T – разность ВП координа-

ты, соответствующей отправке и приему начала 
сигнала. Уравнение траектории света, идущего по 
радиусу, определяется уравнениями 

( )
.drdt

F r
= ±                               (4) 

Отсюда следует, что 

( ) ( )
2

10
.

rT

r

drT dt r
F r

= + =∫ ∫                    (5) 

Величина T, как следует из (5), зависит только от 
радиальных координат источника и приемника 
сигнала. Другими словами, значение T не зависит 
от момента отправки начала сигнала. Отсюда, в 
свою очередь, следует, что если начало сигнала 
пришло через интервал T, то и конец сигнала при-
дет через интервал T после его отправки. Таким 
образом, интервал ВП координаты ( )пр ,tΔ  в тече-

ние которого приемник принимает сигнал, совпа-
дает с интервалом ( )ист ,tΔ  

( ) ( )пр ист .t tΔ = Δ                     (6) 

Интервал ВП координаты ( )прtΔ  в приемнике 

соответствует интервалу «истинного» времени 

( ) ( )2 .прt F rΔ                         (7) 

За этот интервал «истинного» времени в приемни-
ке произойдет число колебаний, равное пр ,N   

( ) ( )2пр
пр

0
.

t F r
N

Δ
=

τ
                 (8) 

 

                    
Рис. 1. Схема размещения источника и приемника сигнала в ЦСС гравитационном поле 
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сигнала 
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Получается, что приходящий сигнал состоит 
из 1N  колебаний, а за время прихода сигнала в 
приемнике происходит 2N  колебаний. Оба сигна-
ла длятся в приемнике в течение одного и того же 
интервала ВП координаты, равного  ( )пр .tΔ  Час-

тота колебаний в приемнике равна 

( )
пр

пр
пр

.
N
t

ν =
Δ

                          (9) 

Пришедший сигнал будет иметь частоту 

( )
ист

набл
пр

.N
t

ν =
Δ

                     (10) 

Подставляя в (1) выражения (9) и (10) и учи-
тывая (6), получаем 

пр

ист
1 .

N
z

N
= −                        (11) 

Теперь используя выражения (3) и (8), получим 

( )
( )

2

1
1 .

F r
z

F r
= −                       (12) 

Формула (12) показывает, что в ЦСС решении (2) 
красное смещение сигнала, приходящего от ис-
точника к приемнику в случае расположения ис-
точника и приемника по схеме рис. 1, определяет-
ся соотношением (12) и носит чисто гравитацион-
ную природу.   

Под сделанный вывод подпадает целый класс 
ЦСС решений. Например, решение Шварцшильда, 
Нордстрема–Райсснера и др. 
 
 

3. Красное смещение в гравитационном поле 
Шварцшильда 

 
В гравитационном поле Шварцшильда функ-

ция ( )F r  имеет вид 

( ) 01 .
r

F r
r

= −                         (13) 

Подстановка (13) в (12) приводит к следующему 
выражению для красного смещения: 

0 0

2 1
1 1 1 .r rz

r r
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

            (14) 

В случае, если радиальные координаты 1 2,r r  
удовлетворяют неравенствам 

1 0 2 0, ,r r r r>> >>                    (15) 
 

формула (14) принимает вид 

( )0 2 1

1 22
r r r

z
r r
−

= −                        (16) 

и совпадает с формулой (3.6.22) в [4]. Однако 
формула (16) является приближенной, справедли-
вой при выполнении условий (15). А формула (14) 
является точной.  

Из формулы (14) следует, что при приближе-
нии источника к поверхности Шварцшильда гра-
витационное смещение является красным и может 
достигать сколь угодно большой  величины. Клю-
чевым моментом здесь является наличие горизон-
та событий, т. е. поверхности радиуса 0 ,r  на кото-
рой компонента 00g  обращается в нуль.  

Запишем величину z как функцию расстояния 
R от источника до приемника. Согласно общим 
правилам вычисления расстояния между точками с 
координатами r и r + dr в случае метрики Шварц-
шильда имеем 

0
.

1

drdR
r
r

=
−

                        (17) 

С учетом (17) находим, что ( )1 2,R r r  должна вы-
числяться по формуле 

( )
2

1

1 2
0

, .
1

r

r

drR r r
r
r

=
−

∫                   (18) 

После интегрирования получаем: 

( ) 0 0
1 2 2 1

2 1
, 1 1r rR r r r r

r r
= − − − +  

2 1
0 0

0 0
arcsinh 1 arcsinh 1.r rr r

r r
+ − − −       (19) 

При 1 0r r→  величина ( )1 2,R r r  имеет конечный 
предел, равный 

( )
1 0

0 2
1 2 2 0

2 0
, 1 arcsinh 1.

r r
r rR r r r r
r r→

⎯⎯⎯→ − + −   (20) 

В качестве примера на рис. 2 приведен график 
( )1 0,100R r r  при приближении 1r  к 0 ,r  а на рис. 3 

показан график красного смещения, фиксируемого 
наблюдателем, находящимся при значении ради-
альной координаты 2 0100 ,r r=  при приеме элек-
тромагнитного сигнала от источника, находящего-
ся при значении радиальной координаты в диапа-
зоне ( )1 0 0,5 .r r r=  
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Наряду с расстоянием (18) в принципе можно 
ввести в рассмотрение разность ВП координаты 
между моментами отправки сигнала от источника 
до приема сигнала приемником. Это разность сов-
падает с величиной ( )1 2, ,T r r  вычисляемой по 
формуле (5). В случае метрики Шварцшильда 

( )
2

1

2 1 2 1
1 2

0 0 00 0
, ln 1 1 .

1

r

r

r r r rdrT r r
r r rr r
r

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫  

(21) 

В отличие от функции ( )1 2,R r r  функция ( )1 2,T r r  
при приближении 1r  к 0r  расходится. На рис. 4 
приведена разность ВП координаты ( )1 2 0,T r r r  
при значении радиальной координаты 2 0100 .r r=  

 
Рис. 2. Расстояние от наблюдателя, находящегося при 
значении радиальной координаты 2 0100 ,r r=  до источ-
ника, находящегося при значении радиальной коорди-
наты  
                                        ( )1 0 0,3r r r=  

 
 

 
Рис. 3. Красное смещение, фиксируемое наблюдателем, 
находящимся при значении радиальной координаты 

2 0100 ,r r=  при приеме электромагнитного сигнала от 
источника, находящегося при значении радиальной  
               координаты в диапазоне ( )1 0 0,5r r r=  
 

 
Рис. 4. Разность ВП координаты между моментами 
отправки сигнала от источника, находящегося при 
значении радиальной координаты ( )1 0 0,3 ,r r r= до прихо-
да к наблюдателю, находящемуся при значении радиаль-
ной  
                          координаты 2 0100r r=   
 

Разность ВП координаты ( )1 2,T r r  при при-
ближении источника к горизонту расходится по 
логарифмическому закону (формула (21)), а сме-
щение – по закону 1 01 r r−  (формула (14)). В ре-
зультате если модуль величины красного смеще-
ния изобразить как функцию ( )1 2, ,T r r  то получит-
ся график типа того, что приведен на рис. 5. 

 
Рис. 5. Величина –z как функция разности ВП коорди-
наты между моментами отправки сигнала от источника, 
находящегося при значении радиальной координаты 
в диапазоне ( )1 0 0,3 ,r r r=  до прихода к наблюдателю, 
находящемуся при значении радиальной координаты  
                                           2 0100r r=   
 
 

4. Возможный тест на существование  
черных дыр 

 
Существенное следствие графиков на рис. 2–5 

состоит в том, что модуль величины красного 
смещения стремится к бесконечности независимо 
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от того, к чему относить величину z: к радиальной 
координате 1,r  расстоянию ( )1 2,R r r  или к разно-
сти ВП координаты ( )1 2, .T r r  

Этот факт является строгим следствием ОТО и 
может быть использован в качестве прямого дока-
зательства существования горизонта событий. 
Точнее, не самого горизонта событий, а процесса 
приближения к нему источника излучения. Для 
такого доказательства необходимо измерить вели-
чину z от однотипных источников, либо движу-
щихся вблизи горизонта событий по направлению 
к центру, либо обращающихся по круговой орбите 
вокруг коллапсара.    

В первом случае красное смещение увеличи-
вается по модулю из-за Доплер-эффекта по мере 
приближения к горизонту событий аккрецитируе-
мого вещества. Увеличение может быть учтено 
стандартным образом – см. § 102 в [5].  

Во втором случае следует ожидать наиболь-
шую интенсивность излучения с величиной крас-
ного смещения 

0,225.z ≈ −                            (22) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Такая величина смещения получается, если в фор-
муле (14) положить 2 ,r = ∞  а 1 03 .r r=  Радиус ис-
точника 1 03r r=  соответствует радиусу ближайшей 
к коллапсару устойчивой орбиты – см. задачу 1 к 
§ 102 в [5]. 
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В рамках стандартных уравнений Эйнштейна общей теории относительности пло-

ские ротационные кривые вращения галактик не могут быть объяснены без привлечения 
гипотезы о темной материи, частицы которой пока не идентифицированы. Вакуумное 
центрально-симметричное решение уравнений конформной гравитации является известной 
метрикой Маннгейма–Казанаса, на основе которой эти кривые получают чисто геомет-
рическое объяснение. В статье показано, что метрика Маннгейма–Казанаса является ре-
шением не только уравнений Баха, получаемых из конформно-инвариантного лагранжиана 
Вейля, но и решением уравнений конформной геометродинамики при ненулевом векторе 
Вейля. В связи с этим формулируется гипотеза, что космическое пространство на галакти-
ческих масштабах может описываться не геометрией Римана, а геометрией Вейля. 

 
Ключевые слова: конформные обобщения общей теории относительности, ротаци-

онные кривые вращения галактик. 
 
 

1. Введение 
 

Известно, что загадка темной материи (ТМ) до 
сих пор не решена. О ее существовании свиде-
тельствуют многочисленные наблюдательные 
данные, касающиеся, в частности, плоских рота-
ционных кривых вращения галактик. Ситуация 
выглядит так, как будто наряду с видимой (свет-
лой) материей по объему галактик распределена 
еще темная материя, присутствие которой прояв-
ляется только в виде дополнительной силы тяготе-
ния, действующей на видимую материю. 

Ротационная кривая вращения звезд, водорода 
и других видов светлой материи вокруг центра 
спиральной галактики начиная с радиуса пример-
но 01,2R  имеет, как говорят, плоский вид, т. е. ско-
рости орбитального движения в широком диапа-
зоне радиусов не уменьшаются с расстоянием. 
Здесь 0R  – толщина оптического диска галактики. 
Ротационная кривая для галактики NGC7331 пока-
зана на рис. 1, заимствованном из [1]. Аналогич-
ные ротационные кривые имеют и другие галакти-
ки (см., например, [1–5]).  

Известно [1–6], что ротационные кривые хо-
рошо описываются эмпирической зависимостью 
скорости вращения звезд v от радиуса вида 

2 ,aNv bNR cR
R

= + +                        (1) 

где R – расстояние до центра галактики, N – число 
звезд в галактике, a, b, c – феноменологические 
параметры. В этой формуле помимо первого нью-
тоновского слагаемого есть и слагаемые, пропор-
циональные радиусу. Эти слагаемые не следуют из 
общей теории относительности (ОТО) Эйнштейна, 
но именно они приводят к плоской форме ротаци-
онных кривых.   

 
Рис. 1. Скорости орбитальных вращений видимой мате-
рии (в км/с) вокруг центра галактики NGC7331 в зави-
симости от отношения 0/ ,R R  где 0R  – толщина опти-
ческого диска, R – расстояние от центра галактики. 
Штрихованные линии – вклад ньютоновской компоненты. 
Штрих-пунктирная линия – вклад линейного потенциала.  
    Сплошная линия – суммарная кривая. Данные из [1] 
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Для объяснения наличия плоских участков 
привлекаются гипотезы двух типов. Наиболее из-
вестна гипотеза, основанная на предположении о 
существовании темной материи (ТМ). В рамках 
этой гипотезы ведется поиск материальных носи-
телей ТМ. Имеется много гипотез относительно 
природы материальных носителей ТМ [6], однако 
ни одна из них пока не вышла на уровень экспе-
риментального подтверждения. Этот факт делает 
актуальным поиск альтернативных способов объ-
яснения происхождения плоских ротационных 
кривых. Другое, альтернативное, направление по-
иска является по существу геометрическим, т. е. 
таким, при котором наблюдаемые эффекты (в дан-
ном случае плоские ротационные кривые) являют-
ся следствием решений уравнений модифициро-
ванной некоторым образом теории гравитации. 
Прогресс в направлении геометрического объяс-
нения ротационных кривых осуществлен в работе 
Маннгейма–Казанаса [7], в которой получено точ-
ное решение уравнений конформной гравитации с 
лагранжианом Вейля. Оказалось, что метрика про-
странства в этом решении содержит член, пропор-
циональный радиусу, способный объяснить пло-
ские ротационные кривые галактик на чисто гео-
метрическом пути, без гипотезы о существовании 
ТМ. Динамические уравнения пространства при 
этом должны записываться не в виде стандартных 
уравнений ОТО, а в более общем виде – в виде 
уравнений гравитации, обобщенных с учетом тре-
бований конформной инвариантности. Одним из 
способов такого обобщения является использова-
ние квадратичного по тензору Вейля лагранжиана 
в пространстве Римана. Получающиеся при этом 
уравнения будем называть, следуя [8], уравнения-
ми Баха. Именно точное решение уравнений Баха 
в вакууме и было получено в [7]. 

Квадратичный вариант конформного обобще-
ния уравнений ОТО не является единственно воз-
можным. В работах [9, 10] предложен более про-
стой вариант такого обобщения в случае про-
странства Вейля. Возникающие при этом уравне-
ния в [10] названы уравнениями конформной гео-
метродинамики (КГ). Они имели вид стандартных 
уравнений ОТО, но со специфическим тензором 
энергии-импульса, построенным из нового гео-
метрического объекта ,Aα  который будем назы-
вать вектором Вейля. В случае, когда вектор Вейля 
сводится к градиенту от некоторого скалярного 
поля, уравнения КГ совпадают с уравнениями 
Бранса–Дикке [11] при значении параметра 

3 / 2.ω = −  Если добавить к этим уравнениям еще  
 

тензор энергии-импульса материи, то эти уравне-
ния совпадут с теми уравнениями, которые пред-
ложены в [12] в качестве масштабно-инвариантной 
теории гравитации.  

Представляет интерес вопрос о том, является 
ли решение Маннгейма–Казанаса из [7] решением 
уравнений КГ [9, 10], которые, как сказано выше, 
также являются конформно-инвариантными. Вы-
яснение этого вопроса и представляет предмет 
рассмотрения в данной работе. Будет показано, 
что ответ на указанный вопрос является положи-
тельным. 

Особенность полученного результата состоит 
в том, что он расширяет возможности интерпрета-
ции решения Маннгейма–Казанаса. Дело в том, 
что в случае КГ эффективный тензор энергии-
импульса конструируется на основе вектора Вей-
ля, т. е. из геометрических характеристик самого 
пространства. Такой тензор энергии-импульса 
можно анализировать так же, как это делается в 
ОТО. В работе проводится анализ, который при-
водит к выводу об аномальности термодинамиче-
ских свойств полученной геометродинамической 
среды. Одно из свойств, подтверждающее ано-
мальность эффективного тензора энергии-импуль-
са, состоит в отрицательности плотности энергии 
при достаточно малых значениях радиальной пе-
ременной. В Заключении обсуждаются результаты 
проведенного анализа.  
 
 
 

2. Решение Маннгейма–Казанаса 
 

В основе квадратичного конформно-инва-
риантного обобщения уравнений общей теории 
относительности лежит тензор Вейля ,Cαβμν  оп-
ределяемый через тензор кривизны Римана ,Rαβμν  

тензор Риччи R g Rμν
αβ μανβ=  и свернутый тензор 

Риччи R g Rμν
μν=  следующим образом: 

C Rαβμν αβμν= −  

( )1
2

g R g R g R g Rαμ βν βν αμ αν βμ βμ αν− + − − +  

( )1 .
6

R g g g gαμ βν αν βμ+ −                   (2) 

Известно [7, 8], что используя скаляр  

( )L C Cαβμν
αβμν=                         (3) 
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в качестве лагранжиана, в результате стандартной 
вариационной процедуры получаются уравнения 
Баха 

(1) (2) 0,B B Bαβ αβ αβ= + =                     (4) 
где 

(1) ; ;
; ; ; ; ; ; ; ;

2 1 ,
3 6

B R R R R g Rν ν ν ν
αβ ν α β ν β α ν α β αβ ναβ = − + + − +  

(5) 

(2) 22 1 12 .
3 6 2

B RR R R R g g R Rν μν
αβ αν β αβ αβ μναβ = − − +  

(6) 

Отличительные особенности уравнений (4)-(6) со-
стоят в следующем: 

1. Они записаны в терминах только в терми-
нах величин ,Rαβ  R и метрики. 

2. В уравнения входят производные четверто-
го порядка от метрики. 

3. Уравнения инвариантны относительно кон-
формных преобразований метрики 

( )2* .xg g g e σ
αβ αβ αβ→ =                    (7) 

В решении Маннгейма и Казанаса [7] квадрат 
интервала записывается в виде 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2sin ,drds B r dt r d d
B r

⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦    (8) 

а функция ( )B r  – в виде 

( ) ( ) ( ) 22 3
1 3 .B r r r

r
β − βγ

= − βγ − + γ − κ       (9) 

Здесь β, γ, κ – некоторые константы интегрирования.  
Решение (8), (9) оказалось плодотворным с 

точки зрения объяснения плоских ротационных 
кривых вращения галактик и понимания природы 
темной материи. По этому вопросу имеется боль-
шое число публикаций – см., например, [1–5].  
 
 

3. Точное решение для уравнений КГ 
 

Известно, что статическим решением уравне-
ний ОТО  

1
2

R g R gαβ αβ αβ− = λ                       (10) 

в случае центрально-симметричной задачи являет-
ся решение Шварцшильда в пространстве де Сит-
тера∗, которое имеет следующий вид:  

                                                           
∗ Это решение в некоторых публикациях называет-

ся решением Коттлера. 

2 2 2 2 2 2 2sin ,ds e dt e dr r d dγ −γ ⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦   (11) 

где 
20 01 .

3
r

e r
r

γ λ
= − +                        (12) 

Здесь 0r  – гравитационный радиус, 0 сonstλ =  – 
лямбда-член.  

Уравнения (10) являются частным случаем 
уравнений КГ 

2
;

1 2 2
2

R g R A A g A g Aν
αβ αβ α β αβ αβ ν− = − − − +  

; ;A A gα β β α αβ+ + + λ                     (13) 

и получаются из них, если вектор Aα  положить 
равным нулю. Если рассматривать (11) как реше-
ние уравнений (13), то его следует записать как 

2 2 2 2 2 2 2

20 0
0

sin ,

1 , 0, сonst.
3

ds e dt e dr r d d

re r A
r

γ −γ

γ

⎫⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦ ⎪
⎬λ
⎪= − + = λ = λ =
⎭

  (14) 

Предполагаем, что в случае ЦСС задачи у вектора 
Aα  единственной отличной от нуля компонентой 
является радиальная компонента, которая в (14) 
обозначена как A. 

Уравнения (13) инвариантны относительно 
конформных преобразований 

* 2

*
,

* 2

,

,

.

g g g e

A A A

e

σ
αβ αβ αβ

α α α α

− σ

⎫→ =
⎪⎪→ = −σ ⎬
⎪

λ → λ = λ ⎪⎭

                 (15) 

В конформные преобразования (15) вовлекается не 
только метрика, но и вектор Вейля ,Aα  а также 
лямбда-член λ. Поэтому если выражения (14) пре-
образовать согласно (15), то преобразованные вы-
ражения также будут решением исходных уравне-
ний (13). Воспользуемся этим свойством и под-
вергнем решение (14) конформному преобразова-
нию с конформным фактором ( )exp 2 ,r⎡ σ ⎤⎣ ⎦  в ко-

тором функция ( )rσ  зависит только от радиаль-
ной переменной. Новое решение будет снова цен-
трально-симметричным и статическим и иметь 
следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2*2 2 2

2 2 2 2 2

2* *
0

sin ,

, .

r r r r

r

r

ds e dt e dr

e r d d

A d r dr e

γ + σ −γ + σ

σ

− σ

⎫= − + +⎪
⎪⎡ ⎤+ θ + θ ϕ ⎬⎣ ⎦ ⎪
⎪= − σ λ = λ ⎭

    (16) 
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Далее сделаем координатное преобразование – 
заменим радиальную координату r на координату R 
так, чтобы новая координата стала яркостной.  
То есть положим 

( ) .rR r eσ= ⋅                           (17) 
Дифференциалы старой и новой координат связа-
ны, как следует из (17), соотношением 

( )

( )( )
.

1

rdR edr
r r

−σ⋅
=

′+ σ
                      (18) 

После подстановки (17), (18) в (16) получаем 

( )

( )( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2
2*2 2 20 0

220 0

2 2 2 2

2* *
0

1
3 1 1

3

sin ,

, .
1

r

r
r

r dRds e r dt
rr r r r
r

R d d

eA d r dr e
r r

σ

−σ
− σ

⎫λ⎛ ⎞′ = − − + + +⎪⎜ ⎟ λ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎪′− + + σ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠
⎪⎪⎡ ⎤+ θ + θ ϕ ⎬⎣ ⎦ ⎪
⎪

′ ′= − σ λ = λ ⎪
′+ σ ⎪

⎪⎭

 

(19) 
В (19) величину r следует рассматривать как 
функцию новой радиальной переменной R, т. е. 
как функцию r(R), определяемой из уравнения (18). 
На данном этапе неопределенной остается функ-
ция ( ).rσ  Выберем ее таким образом, чтобы вы-
полнялось соотношение 

* *
00 11 1.g g′ ′ = −                         (20) 

Для удовлетворения соотношения (20) должно, 
как следует из (19), выполняться соотношение 

( )

( )( )

2

2 1.
1

re

r r

σ

=
′+ σ

                     (21) 

Интересно заметить, что соотношение (21) полу-
чается одним и тем же независимо от вида исход-
ной функции ( ).reγ  Извлекаем квадратный корень 
из обеих частей (21) и получаем дифференциальное 
уравнение для нахождения функции ( )rσ  в виде 

( ) ( )( )1 ,re r r−σ ′+ σ = η                   (22) 
где  

1.η = ±                               (23) 

Решением уравнения (22) является 

( )

0
.r re

R
−σ ⎛ ⎞

= η+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     (24) 

Здесь 0R  – некоторая константа с размерностью 
длины. Из условия положительности экспоненты  
 

( )reσ  устанавливаем, что параметр η должен быть 
равным  

1,η = +                             (25) 
а величина 0R  должна быть положительной, 

0 0.R >                             (26) 
В результате получаем 

( )

0

1 .
1

re
r

R

σ =
⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

                     (27) 

С учетом (17) это приводит к следующей связи 
между r и R: 

0 0

, .
1 1

r RR r
r R

R R

= =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

           (28) 

В результате найден конформный фактор ( )reσ  и 
выражение для новой радиальной переменной R. 
Введем обозначение 

( ) *
00.F R g′= −                        (29) 

Решение (19) запишется теперь как 

( ) ( )

( ) ( )

2
*2 2 2 2 2 2

2
* * 0 0

2
0 0

sin ,

1 , .

dRds F R dt R d d
F R

R
A

R R R R

⎫
⎡ ⎤′ = − + + θ + θ ϕ ⎪⎣ ⎦ ⎪

⎬
λ ⎪′ ′= λ = ⎪− − ⎭

 (30) 

Здесь F(R) имеет вид 
2 2

0 0 0

0 0
( ) 1 1 .

3
r r RRF R

R R R
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ λ

= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (31) 

Рассмотрим предельные случаи. 
Решение Шварцшильда. Получается, если в 

(30), (31) положить 0 0λ =  и устремить 0 .R →∞  
Решение Коттлера. Получается, если в (30), (31) 

устремить 0 .R →∞  
Решение Маннгейма–Казанаса. Квадрат ин-

тервала в этом решении имеет вид∗ 

( ) ( )2 2 2
MK MK

ds e dt e dRγ −γ= − + +  

2 2 2 2sin ,R d d⎡ ⎤+ θ + θ ϕ⎣ ⎦                 (32) 

где  

( ) ( ) ( ) 22 3
1 3 .

MK
e R R

R
γ β − βγ

= − βγ − + γ − κ     (33) 

                                                           
∗ Радиальная переменная, которая в решении Ман-

нгейма–Казанаса (8), (9) обозначалась как r, здесь обо-
значена как R. 
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Если учесть тождественность функции ( )MK
eγ  в 

(33) и функции F(R) в (31) и связать параметры β, 
γ, κ с параметрами 0 0,r R  следующим образом: 

0

00 0 0
2

0 00 0
0

0

2 3
1, , 1 ,

3
2 3

r
Rr r

R Rr RR
R

⎫⎛ ⎞
+ ⎪⎜ ⎟ ⎛ ⎞ λ ⎪⎝ ⎠β = γ = − κ = − + + ⎬⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎪+⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎭

 

(34) 

то станет очевидным, что (30), (31) является реше-
нием из класса решений Маннгейма–Казанаса. В 
самом деле: 

– оба решения относятся к классу централь- 
но-симметричных статических решений, в которых 
используется яркостная радиальная переменная; 

– в 00-компоненту метрики в обоих решениях 
входят члены со степенями 1 0 1 2, , , ;R R R R−  

– приравнивание коэффициентов при одина-
ковых степенях радиальной переменной приводит 
к четырем соотношениям. Из трех соотношений 
получаем связь (34) между параметрами. Четвер-
тое соотношение удовлетворяется автоматически. 
 
 

4. Свойства геометродинамической среды 
 

С точки зрения уравнений ОТО решение (30), 
(31) является решением с ненулевым тензором энер-
гии-импульса. Отличные от нуля компоненты тен-
зора Tαβ  могут быть найдены из уравнений ОТО 

1 ,
2

R R Tβ β β
α α α− δ =                         (35) 

записанных для статического центрально-симмет-
ричного случая (см., например, [13, 14]). Эти урав-
нения приводят к следующим формулам: 

0
0 2 2

1 1 ,T e
R R R

γ ′γ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
                (36) 

1
1 2 2

1 1 ,T e
R R R

γ ′γ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
                (37)  

2
2

2 .
2 2

T e
R

γ ⎡ ⎤′′ ′ ′γ γ γ
= + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
                  (38) 

Компоненты тензора энергии-импульса определя-
ются, как следует из (36)–(38), только через функ-
цию .eγ  Используя формулы (30), (31), получаем: 

0 0 0 0
0 02 2

0 0 0 00
1

1

2 0 0
2 02

0 0 00

3 2 1 11 2 3 3

,

3 1 11 2 3 .

R

r r r
U T

R R R R RR R

P T U

r r
P T

R R R RR
θ

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = = + − + + + λ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪
⎪

= = − ⎬
⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪= = + − + + λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

 

(39) 

При малых значениях радиальной переменной 
геометродинамическая среда, описываемая тензо-
ром Tαβ  (39), имеет следующие аномалии в урав-
нениях состояния:  

• отрицательная плотность энергии 0,U <  
• не равные между собой компоненты тензора 

напряжений ,RP Pθ≠  
• радиальное давление равно плотности энер-

гии с обратным знаком, .RP U= −  
 
 

5. Обсуждение 
 

Основные результаты работы сводятся к сле-
дующему. 

∗ Показано, что центрально-симметричное 
статическое решение Маннгейма–Казанаса явля-
ется решением не только уравнений Баха (4)–(6), 
но и решением уравнений конформной геометро-
динамики (13). 

∗ Из уравнений КГ следует, что скалярное по-
ле, входящее в конформный фактор, порождает 
ненулевой тензор энергии-импульса с компонен-
тами (36)–(38). 

∗ Анализ тензора (36)–(38) показывает, что 
при малых значениях радиальной переменной 
геометродинамическая среда для данного решения 
КГ имеет аномальные уравнения состояния: отри-
цательную плотность энергии 0,U <  не равные 
между собой компоненты тензора напряжений 

,rP Pθ≠  при этом радиальное давление положи-
тельно и по модулю равно плотности энергии, 

.rP U= −  
В работах [1–5, 15] отмечается, что в рамках 

стандартной ОТО невозможно объяснить много-
численные данные наблюдений, касающиеся пло-
ских ротационных кривых вращения галактик, без 
привлечения гипотезы о темной материи. Матери-
альные носители темной материи пока не найде-
ны, и это делает актуальным поиск альтернатив-
ного объяснения данных наблюдений. Естествен-
ное объяснение эти данные получают в рамках  
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решения Маннгейма–Казанаса (8), (9). Но это ре-
шение не является решением уравнений ОТО в 
стандартной форме. В то же время оно является 
решением как уравнений Баха четвертого порядка, 
так и уравнений КГ второго порядка (которые об-
ладают конформной инвариантностью и связаны с 
пространством Вейля). Уравнения Баха [16], по-
лучаемые из квадратичного по тензору Вейля дей-
ствия, являются наиболее известным вариантом 
конформно-инвариантного обобщения уравнений 
ОТО. Уравнения КГ на основе геометрии Вейля 
[9, 10] меньше используются как альтернатива 
ОТО (см., впрочем, [17, 18]), но они являются бо-
лее простым  вариантом реализации конформной 
инвариантности, так как в них обобщение произ-
водится путем введения в уравнения ОТО так на-
зываемого компенсирующего векторного поля Aα  
при сохранении порядка получающихся диффе-
ренциальных уравнений. Эта процедура аналогич-
на той, которая используется в физике при введе-
нии калибровочных полей. Получающиеся при 
этом уравнения КГ допускают анализ свойств 
геометродинамической среды, зависящей от ком-
пенсирующего векторного поля, в терминах неко-
торого эффективного тензора энергии-импульса. 

Замена уравнений ОТО на уравнения КГ [10] 
ведет к переходу от пространства Римана к про-
странству Вейля, а это требует пересмотра кон-
цептуальных свойств пространства. Пространство 
остается 4-мерным с сигнатурой ( ).− + + +  Но в 
пространстве Вейля требуется фиксировать не 
только систему отсчета, но и эталон длины (вре-
мени). Эта процедура аналогична калибровке век-
тор-потенциала в электродинамике Максвелла. 
Выбор единого по пространству эталона соответ-
ствует обращению в нуль вектора .Aα  Решение 
Маннгейма–Казанаса принимает при этом форму 
решения Шварцшильда. Возможен и другой вы-
бор эталона длины, при котором квадрат интерва-
ла имеет общее выражение (14). Этот выбор одно-
значным образом приводит к решению Маннгей-
ма–Казанаса (8), (9). Зависимость интерпретации 
решения уравнений КГ от выбора калибровки век-
тора Aα  в пространстве Вейля носит общий ха-
рактер. Можно предположить, что в диапазоне 
длин от характерных размеров элементарных час-
тиц вплоть до размеров звездных систем этой за-
висимостью можно пренебречь и пользоваться по-
стоянным эталоном,  т. е.  полагать  0.Aα ≈  Но 
начиная с галактических расстояний ситуация ме-
няется, на что указывают плоские ротационные  
 

кривые вращения галактик. Можно сделать вывод, 
что без привлечения концепции темной материи 
реальность на галактических масштабах лучше 
описывают не уравнения ОТО в стандартной фор-
ме, а уравнения гравитации в конформно-инва-
риантной форме. 
 
 

Приложение 1 

Связь между решениями уравнений Баха  
и решениями уравнений  КГ 

 

Вопрос о соответствии между решениями урав-
нений Баха и уравнений КГ рассматривался в [16]. 
Здесь мы этот вопрос рассмотрим другим спосо-
бом и покажем, что любое решение уравнений КГ 
для пустого пространства автоматически является 
решением и уравнений Баха.  

При конформном преобразовании (7) символы 
Кристоффеля преобразуются по правилу 

; ; ; .g gλ λ λε
α β β α αβ ε

λ λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
→ + δ σ + δ σ − σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟αβ αβ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (40) 

Поскольку тензор кривизны Римана записывается 
через символы Кристоффеля как 

, ,
,R gμναβ μλ

α β

⎧ ⎫λ λ λ ε λ ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪= − + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟βν αν αε βν βε αν⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
 

(41) 
то при конформном преобразовании (7) тензор кри-
визны претерпевает следующее преобразование: 

; ; ; ;
ˆR R R g gμναβ μναβ μναβ αμ ν β βν μ α→ = − σ − σ +

 ; ; ; ; ; ; ; ;g g g gαν μ β βμ ν α αμ β ν βν α μ+ σ + σ + σ σ + σ σ −

 ; ; ; ;g gαν β μ βμ α ν− σ σ − σ σ −

 ( )( ); ; .g g g g gτρ
τ ρ αμ βν αν βμ− σ σ −            (42) 

Вместе с тензором Римана претерпевают преобра-
зования тензор Риччи 

( ); ; ; ;
ˆ 2R R R g gμν

αβ αβ αβ α β αβ μ ν→ = + σ + σ −  

( ); ; ; ;2 g gμν
α β αβ μ ν− σ σ − σ σ                (43) 

и свернутый тензор Риччи 

( ) ( ); ; ; ;
ˆ 6 6 .R R R g gμν μν

μ ν μ ν→ = + σ − σ σ  (44) 

Построим тензор Ĉμναβ  так, чтобы он выра-

жался через величины ˆ ˆ ˆ, ,R R Rμναβ αβ  подобно то-
му, как тензор Вейля Cμναβ  выражается через 

, , ,R R Rμναβ αβ  т. е. по правилу 



М. В. Горбатенко, С. Ю. Седов 
 

 20

( )1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2

C R g R g R g R g Rαβμν αβμν αμ βν βν αμ αν βμ βμ αν= − + − − +  

( )1 ˆ .
6

R g g g gαμ βν αν βμ+ −                   (45) 

Если в правую часть (45) подставить выражения 
(42)–(44), то мы обнаружим, что 

ˆ .C Cμναβ μναβ=                          (46) 

Равенство (46) означает, что тензор Вейля инвариан-
тен относительно конформных преобразований (7). 
При построении лагранжиана (3) априори мы не 
можем знать, через какие из величин , ,R R Rμναβ αβ  

или ˆ ˆ ˆ, ,R R Rμναβ αβ  выражается тензор Вейля. Это 
означает, что уравнения Баха могут быть записаны 
не только в виде (4)–(6), но и в виде 

(1) (2)ˆ ˆ ˆ 0,B B Bαβ αβ αβ= + =                      (47) 
где 

(1) ; ;
; ; ; ; ; ; ; ;

2 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
3 6

B R R R R g Rν ν ν ν
αβ ν α β ν β α ν α β αβ ναβ = − + + − +  

(48) 

(2) 22 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 .
3 6 2

B RR R R R g g R Rν μν
αβ αν β αβ αβ μναβ = − − +  

(49) 

Если мы найдем метрику ( )g xαβ  и поле скаляр-

ной функции ( )xσ  такими, чтобы выполнялось 
соотношение  

ˆ 0,Rαβ =                                 (50) 

то очевидно, что эта метрика ( )g xαβ  и поле ска-

лярной функции ( )xσ  будут решением уравнений 
Баха в форме (47)–(49). Но что представляет собой 
соотношение (50)? Это соотношение равносильно 
уравнениям КГ (13). Другими словами, любое ре-
шение уравнений КГ с вектором Вейля градиент-
ного типа автоматически является решением урав-
нений Баха. Именно к этому типу решений отно-
сится решение Маннгейма–Казанаса. 

Заметим здесь, что уравнения Баха в принципе 
могут иметь решения, не являющиеся решениями 
уравнений КГ.   
 
 

Приложение 2 

Вид уравнений Баха для центрально-
симметричной статической метрики 

 
Лагранжиан Вейля L в случае квадратичной 

гравитации записывается в виде: 

1 ,
2

L g C Cμνρσ
μνρσ= α − ⋅ ⋅             (51) 

где Cμνρσ  – тензор Вейля, α – безразмерная посто-
янная. Тензор Баха удобно записать в виде: 

1 .
2

B R Cρ σ ρσ
μν μρνσ

⎛ ⎞= ∇ ∇ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

             (52) 

Вакуумное решение Маннгейма–Казанаса [7] на-
ходится из решения уравнений Баха: 

0Bμν =                               (53) 

в центрально-симметричном статическом случае. 
Возьмем метрику в форме (10): 

( )2 2 2 2 2 2 2sinds e dt e dr r d dγ −γ= − + + θ + θ ϕ =  

( )
2

2 2 2 2 2( ) sin .
( )

drB r dt r d d
B r

= − + + θ + θ ϕ  

Приведем ненулевые значения коэффициентов 
Кристоффеля:  

21
( ) sin ,

33
B r r

⎛ ⎞
= − θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

1
( ) ,

22
B r r

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

21
( ) sin ,

33
B r r

⎛ ⎞
= − θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1 1 ( ) ( ),
00 2

B r B r
⎛ ⎞ ′=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
2 1 ,
12 r
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2
sin cos ,

33
⎛ ⎞

= − θ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
3 1 ,
13 r
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 cos ,
23 sin
⎛ ⎞ θ

=⎜ ⎟ θ⎝ ⎠
 

0 1 ( ) .
10 2 ( )

B r
B r
′⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Приведем ненулевые компоненты тензора Вейля: 

1313 1331
1212 1221 2 2

2 2

1010 1001 2112 2121

( ) ( ) ( ) ( )
sin sin

( ) ( )
2 2

C C
B r C B r C B r B r

r rC C B r C B r C

= − = = − =
θ θ

= = − = − = =

 

2323 2332 2020 2002
2 2 2 2

3113 3131 3223
2 2 2 2

( ) ( )2 sin 2 sin

( ) ( )
sin sin 2r sin

C C C C
B r B rr r

C C CB r B r

= − = = − = =
θ θ

= − = = =
θ θ θ

 

3232 3030 3003
2 2 2 2

2 2
0220 0202

0110 0101

0330 0303
2 2

2

2r sin B(r)sin B(r)sin

2 2 ( ) ( )

( )sin ( )sin

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2.

C C C

C Cr rC C
B r B r

C C
B r B r

r B r rB r B r

= − = − = =
θ θ θ

= − = = = − =

= = − =
θ θ

′′ ′= − + −
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Приведем ненулевые компоненты тензора Риччи: 

( )00 1 ( ) 2B (r) ,
2 ( )

R rB r
rB r

′′ ′= +  

( )11 ( ) ( ) 2 ( ) ,
2

B rR rB r B r
r

′′ ′= − +  

22 2 33
4

( ) 1 ( ) sin .rB r B rR R
r

′− + −
= = θ⋅  

Приведем ненулевые компоненты тензора Баха: 
24 4 3 2

4 4 4
00 4 3 2

23 2 2
3 3 2 2

3 2 2

2

24 4 2
( )

12 4 4 4

8 4 4,

r d B dB d B d BB r B r r
B r drdr dr dr

d B dB d B d B dBr B r r B r
dr drdr dr dr

dBrB B
dr

⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − +

 

23 2
4 4 4

11 3 2

3 2 2
3 3 2

3 2 2

2
2 2

24 ( ) 2

4 4 4

4 8 4 4,

dB d B d Br B r B r r
dr dr dr

d B dB d B d Br B r r B
drdr dr dr

dB dBr rB B
dr dr

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ − + +

⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4 3
2 2 4 433

22 2 4 3

22 3 2 2
4 3 3 2

2 3 2 2

2
2 2

24 24 2 2
sin

4 4 4

4 8 4 4.

B d B dB d Br B r r B r
drdr dr

d B d B dB d B d Br r B r r B
drdr dr dr dr

dB dBr rB B
dr dr

= = + −
θ

⎛ ⎞
− + + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

Решение Маннгейма–Казанаса (8), т. е. явный 
вид функции ( )B r  находится как решение уравне-
ния 11 0,B =  причем при решении удобно исполь-
зовать подстановки [7]: 

2( ) ( )B r r f r=  и 4
( ) ( ) .df r y r

dr r
=  

 
 

Приложение 3 

Радиальное ускорение пробной частицы  
и условие движения ее по окружности 

 
В пространстве Вейля ковариантная произ-

водная от вектора Y α  с вейлевским весом n запи-
сывается в виде 

, .Y Y Y nA Yα α α β α
λ λ λ β λ∇ = + Γ +            (53) 

Здесь α
λ βΓ  – связность, равная 

( ) .A A g A gα α α αμ
λ β λ β β λ μ λβ

α⎛ ⎞
Γ = + δ + δ −⎜ ⎟λβ⎝ ⎠

    (54) 

Вектор ,uα  как следует из условия его нормиров-
ки 1,g u uμ ν

μν = −  имеет вейлевский вес –1. Поэтому 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

,

,

;

; .

u u u A u

u A A g A g u

A u u A u A u g A g u

A u u A u g A g u

α α α β α
λ λ λ β λ

α α α αμ β
λ λ β β λ μ λβ

α α α β α αμ β
λ λ λ β λ μ λβ

α α β α αμ β
λ λ β λ μ λβ

∇ = + Γ − =

⎛ α ⎞⎛ ⎞
= + + δ + δ − −⎜ ⎟⎜ ⎟λβ⎝ ⎠⎝ ⎠

− = + + δ − −

− = + δ −

 (55) 

4-вектор ускорения wα  определяется в вейлевском 
пространстве через ковариантную производную, 
т.е. как 

( ).w u uα β α
β= ∇                     (56) 

С учетом (55) имеем 

( ) ( )( )( ); .w u u A u g A g uα λ α β α αμ β
λ β λ μ λβ= + δ −   (57) 

Найдем выражение для радиальной компонен-
ты 4-вектора ускорения. Из (56) следует, что 

( ) ( )1 0 1 2 1
0 2

0 11 0
00

1
0

w u u u u

u u g Ag uν

= ∇ + ∇ =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟ν⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2 11 2
22

1
.

2
u u g Ag uν⎛ ⎞⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ν⎝ ⎠⎝ ⎠
              (58) 

 

Здесь учтено, что ( ) 0.A uνν =  Из всех символов 

Кристоффеля в соотношение (58) входят только 
 

21 11 , .
00 222

e reγ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= γ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

            (59) 

 

Подстановка (59) в (58) дает 
 

( ) ( )
( )

1 0 1 2 1
0 2

0 2 0 2 0 2 2 2 21
2

w u u u u

u e u e Au u re u r e Auγ γ γ γ

= ∇ + ∇ =

⎛ ⎞′= γ + + − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )2 20 2 2 2 21 .
2

u e e A u re r e Aγ γ γ γ⎛ ⎞′= γ + + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (60) 
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Подставляем в (60) выражения для компонент 
4-скорости. 

2

2 2 2 2
, 0, , 0 .

1 1

eu
r r

−γ
α ⎛ ⎞θ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− θ − θ⎝ ⎠

       (61) 

Для радиальной компоненты вектора ускорения 
получаем 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 21 0 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2 2 2

1
2

1 .
21 1

w u e e A u re r e A

e e e A re r e A
r r

γ γ γ γ

−γ
γ γ γ γ

⎛ ⎞′= γ + + − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ⎛ ⎞′= γ + + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠− θ − θ

 

(62) 
 

После тождественных преобразований это дает 
 

( )
1 2 2

2 2

1 1
2 .

11

e A A
rw r

r A
r

γ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′+ γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= − θ
⎛ ⎞⎢ ⎥− θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

      (63) 

 

Если частица движется по окружности, то резуль-
тирующая компонента 1w  должна быть равной 
нулю. Из этого условия находим, что для движе-
ния по окружности квадрат скорости должен 
удовлетворять условию 
 

2 2

1
2 .

1

A
r

A
r

⎛ ⎞′γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠θ =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                      (64) 

 

Последнее соотношение можно использовать для 
оценки параметров метрики Маннгейма–Казанаса 
при описании плоского участка ротационных кри-
вых звезд в галактиках. 
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РЕШЕНИЕ МАННГЕЙМА–КАЗАНАСА,  КОНФОРМНАЯ ГЕОМЕТРОДИНАМИКА  
И ТЕМНАЯ МАТЕРИЯ 

 
М. В. Горбатенко, С. Ю. Седов 

 
ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
В рамках стандартных уравнений Эйнштейна общей теории относительности пло-

ские ротационные кривые вращения галактик не могут быть объяснены без привлечения 
гипотезы о темной материи, частицы которой пока не идентифицированы. Вакуумное 
центрально-симметричное решение уравнений конформной гравитации является извест-
ной метрикой Маннгейма–Казанаса, на основе которой эти кривые получают чисто гео-
метрическое объяснение. В статье показано, что метрика Маннгейма–Казанаса является 
решением не только уравнений Баха, получаемых из конформно-инвариантного лагран-
жиана Вейля, но и решением уравнений конформной геометродинамики при ненулевом 
векторе Вейля. В связи с этим формулируется гипотеза, что космическое пространство на 
галактических масштабах может описываться не геометрией Римана, а геометрией Вей-
ля. 

 
Ключевые слова: конформные обобщения общей теории относительности, ротаци-

онные кривые вращения галактик. 
 
 

1. Введение 
 

Известно, что загадка темной материи (ТМ) до 
сих пор не решена. О ее существовании свиде-
тельствуют многочисленные наблюдательные 
данные, касающиеся, в частности, плоских рота-
ционных кривых вращения галактик. Ситуация 
выглядит так, как будто наряду с видимой (свет-
лой) материей по объему галактик распределена 
еще темная материя, присутствие которой прояв-
ляется только в виде дополнительной силы тяготе-
ния, действующей на видимую материю. 

Ротационная кривая вращения звезд, водорода 
и других видов светлой материи вокруг центра 
спиральной галактики начиная с радиуса пример-
но 01,2R  имеет, как говорят, плоский вид, т. е. ско-
рости орбитального движения в широком диапа-
зоне радиусов не уменьшаются с расстоянием. 
Здесь 0R  – толщина оптического диска галактики. 
Ротационная кривая для галактики NGC7331 пока-
зана на рис. 1, заимствованном из [1]. Аналогич-
ные ротационные кривые имеют и другие галакти-
ки (см., например, [1–5]).  

Известно [1–6], что ротационные кривые хо-
рошо описываются эмпирической зависимостью 
скорости вращения звезд v от радиуса вида 

2 ,aNv bNR cR
R

= + +                        (1) 

где R – расстояние до центра галактики, N – число 
звезд в галактике, a, b, c – феноменологические 
параметры. В этой формуле помимо первого нью-
тоновского слагаемого есть и слагаемые, пропор-
циональные радиусу. Эти слагаемые не следуют из 
общей теории относительности (ОТО) Эйнштейна, 
но именно они приводят к плоской форме ротаци-
онных кривых.   

 
Рис. 1. Скорости орбитальных вращений видимой ма-
терии (в км/с) вокруг центра галактики NGC7331 в за-
висимости от отношения 0/ ,R R  где 0R  – толщина оп-
тического диска, R – расстояние от центра галактики. 
Штрихованные линии – вклад ньютоновской компоненты. 
Штрих-пунктирная линия – вклад линейного потенциала.  
    Сплошная линия – суммарная кривая. Данные из [1] 
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Для объяснения наличия плоских участков 

привлекаются гипотезы двух типов. Наиболее из-
вестна гипотеза, основанная на предположении о 
существовании темной материи (ТМ). В рамках 
этой гипотезы ведется поиск материальных носи-
телей ТМ. Имеется много гипотез относительно 
природы материальных носителей ТМ [6], однако 
ни одна из них пока не вышла на уровень экспе-
риментального подтверждения. Этот факт делает 
актуальным поиск альтернативных способов объ-
яснения происхождения плоских ротационных 
кривых. Другое, альтернативное, направление по-
иска является по существу геометрическим, т. е. 
таким, при котором наблюдаемые эффекты (в дан-
ном случае плоские ротационные кривые) являют-
ся следствием решений уравнений модифициро-
ванной некоторым образом теории гравитации. 
Прогресс в направлении геометрического объяс-
нения ротационных кривых осуществлен в работе 
Маннгейма–Казанаса [7], в которой получено точ-
ное решение уравнений конформной гравитации с 
лагранжианом Вейля. Оказалось, что метрика про-
странства в этом решении содержит член, пропор-
циональный радиусу, способный объяснить пло-
ские ротационные кривые галактик на чисто гео-
метрическом пути, без гипотезы о существовании 
ТМ. Динамические уравнения пространства при 
этом должны записываться не в виде стандартных 
уравнений ОТО, а в более общем виде – в виде 
уравнений гравитации, обобщенных с учетом тре-
бований конформной инвариантности. Одним из 
способов такого обобщения является использова-
ние квадратичного по тензору Вейля лагранжиана 
в пространстве Римана. Получающиеся при этом 
уравнения будем называть, следуя [8], уравнения-
ми Баха. Именно точное решение уравнений Баха 
в вакууме и было получено в [7]. 

Квадратичный вариант конформного обобще-
ния уравнений ОТО не является единственно воз-
можным. В работах [9, 10] предложен более про-
стой вариант такого обобщения в случае про-
странства Вейля. Возникающие при этом уравне-
ния в [10] названы уравнениями конформной гео-
метродинамики (КГ). Они имели вид стандартных 
уравнений ОТО, но со специфическим тензором 
энергии-импульса, построенным из нового гео-
метрического объекта ,Aα  который будем назы-
вать вектором Вейля. В случае, когда вектор Вейля 
сводится к градиенту от некоторого скалярного 
поля, уравнения КГ совпадают с уравнениями 
Бранса–Дикке [11] при значении параметра 

3 / 2.ω = −  Если добавить к этим уравнениям еще 

тензор энергии-импульса материи, то эти уравне-
ния совпадут с теми уравнениями, которые пред-
ложены в [12] в качестве масштабно-инвариантной 
теории гравитации.  

Представляет интерес вопрос о том, является 
ли решение Маннгейма–Казанаса из [7] решением 
уравнений КГ [9, 10], которые, как сказано выше, 
также являются конформно-инвариантными. Вы-
яснение этого вопроса и представляет предмет 
рассмотрения в данной работе. Будет показано, 
что ответ на указанный вопрос является положи-
тельным. 

Особенность полученного результата состоит 
в том, что он расширяет возможности интерпрета-
ции решения Маннгейма–Казанаса. Дело в том, 
что в случае КГ эффективный тензор энергии-
импульса конструируется на основе вектора Вей-
ля, т. е. из геометрических характеристик самого 
пространства. Такой тензор энергии-импульса 
можно анализировать так же, как это делается в 
ОТО. В работе проводится анализ, который при-
водит к выводу об аномальности термодинамиче-
ских свойств полученной геометродинамической 
среды. Одно из свойств, подтверждающее ано-
мальность эффективного тензора энергии-импуль-
са, состоит в отрицательности плотности энергии 
при достаточно малых значениях радиальной пе-
ременной. В Заключении обсуждаются результаты 
проведенного анализа.  
 
 
 

2. Решение Маннгейма–Казанаса 
 

В основе квадратичного конформно-инва-
риантного обобщения уравнений общей теории 
относительности лежит тензор Вейля ,Cαβμν  оп-
ределяемый через тензор кривизны Римана ,Rαβμν  

тензор Риччи R g Rμν
αβ μανβ=  и свернутый тензор 

Риччи R g Rμν
μν=  следующим образом: 

C Rαβμν αβμν= −  

( )1
2

g R g R g R g Rαμ βν βν αμ αν βμ βμ αν− + − − +  

( )1 .
6

R g g g gαμ βν αν βμ+ −                   (2) 

Известно [7, 8], что используя скаляр  

( )L C Cαβμν
αβμν=                         (3) 
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в качестве лагранжиана, в результате стандартной 
вариационной процедуры получаются уравнения 
Баха 

(1) (2) 0,B B Bαβ αβ αβ= + =                     (4) 
где 

(1) ; ;
; ; ; ; ; ; ; ;

2 1 ,
3 6

B R R R R g Rν ν ν ν
αβ ν α β ν β α ν α β αβ ναβ = − + + − +  

(5) 

(2) 22 1 12 .
3 6 2

B RR R R R g g R Rν μν
αβ αν β αβ αβ μναβ = − − +  

(6) 

Отличительные особенности уравнений (4)-(6) со-
стоят в следующем: 

1. Они записаны в терминах только в терми-
нах величин ,Rαβ  R и метрики. 

2. В уравнения входят производные четверто-
го порядка от метрики. 

3. Уравнения инвариантны относительно кон-
формных преобразований метрики 

( )2* .xg g g e σ
αβ αβ αβ→ =                    (7) 

В решении Маннгейма и Казанаса [7] квадрат 
интервала записывается в виде 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2sin ,drds B r dt r d d
B r

⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦    (8) 

а функция ( )B r  – в виде 

( ) ( ) ( ) 22 3
1 3 .B r r r

r
β − βγ

= − βγ − + γ − κ       (9) 

Здесь β, γ, κ – некоторые константы интегрирования.  
Решение (8), (9) оказалось плодотворным с 

точки зрения объяснения плоских ротационных 
кривых вращения галактик и понимания природы 
темной материи. По этому вопросу имеется боль-
шое число публикаций – см., например, [1–5].  
 
 

3. Точное решение для уравнений КГ 
 

Известно, что статическим решением уравне-
ний ОТО  

1
2

R g R gαβ αβ αβ− = λ                       (10) 

в случае центрально-симметричной задачи являет-
ся решение Шварцшильда в пространстве де Сит-
тера∗, которое имеет следующий вид:  

                                                           
∗ Это решение в некоторых публикациях называет-

ся решением Коттлера. 

2 2 2 2 2 2 2sin ,ds e dt e dr r d dγ −γ ⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦   (11) 

где 
20 01 .

3
r

e r
r

γ λ
= − +                        (12) 

Здесь 0r  – гравитационный радиус, 0 сonstλ =  – 
лямбда-член.  

Уравнения (10) являются частным случаем 
уравнений КГ 

2
;

1 2 2
2

R g R A A g A g Aν
αβ αβ α β αβ αβ ν− = − − − +  

; ;A A gα β β α αβ+ + + λ                     (13) 

и получаются из них, если вектор Aα  положить 
равным нулю. Если рассматривать (11) как реше-
ние уравнений (13), то его следует записать как 

2 2 2 2 2 2 2

20 0
0

sin ,

1 , 0, сonst.
3

ds e dt e dr r d d

re r A
r

γ −γ

γ

⎫⎡ ⎤= − + + θ + θ ϕ⎣ ⎦ ⎪
⎬λ
⎪= − + = λ = λ =
⎭

  (14) 

Предполагаем, что в случае ЦСС задачи у вектора 
Aα  единственной отличной от нуля компонентой 
является радиальная компонента, которая в (14) 
обозначена как A. 

Уравнения (13) инвариантны относительно 
конформных преобразований 

* 2

*
,

* 2

,

,

.

g g g e

A A A

e

σ
αβ αβ αβ

α α α α

− σ

⎫→ =
⎪⎪→ = −σ ⎬
⎪

λ → λ = λ ⎪⎭

                 (15) 

В конформные преобразования (15)  вовлекается 
не только метрика, но и вектор Вейля ,Aα  а также 
лямбда-член λ. Поэтому если выражения (14) пре-
образовать согласно (15), то преобразованные вы-
ражения также будут решением исходных уравне-
ний (13). Воспользуемся этим свойством и под-
вергнем решение (14) конформному преобразова-
нию с конформным фактором ( )exp 2 ,r⎡ σ ⎤⎣ ⎦  в ко-

тором функция ( )rσ  зависит только от радиаль-
ной переменной. Новое решение будет снова цен-
трально-симметричным и статическим и иметь 
следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2*2 2 2

2 2 2 2 2

2* *
0

sin ,

, .

r r r r

r

r

ds e dt e dr

e r d d

A d r dr e

γ + σ −γ + σ

σ

− σ

⎫= − + +⎪
⎪⎡ ⎤+ θ + θ ϕ ⎬⎣ ⎦ ⎪
⎪= − σ λ = λ ⎭

    (16) 
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Далее сделаем координатное преобразование – 
заменим радиальную координату r на координату R 
так, чтобы новая координата стала яркостной. То 
есть положим 

( ) .rR r eσ= ⋅                           (17) 
Дифференциалы старой и новой координат связа-
ны, как следует из (17), соотношением 

( )

( )( )
.

1

rdR edr
r r

−σ⋅
=

′+ σ
                      (18) 

После подстановки (17), (18) в (16) получаем 

( )

( )( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2
2*2 2 20 0

220 0

2 2 2 2

2* *
0

1
3 1 1

3

sin ,

, .
1

r

r
r

r dRds e r dt
rr r r r
r

R d d

eA d r dr e
r r

σ

−σ
− σ

⎫λ⎛ ⎞′ = − − + + +⎪⎜ ⎟ λ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎪′− + + σ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠
⎪⎪⎡ ⎤+ θ + θ ϕ ⎬⎣ ⎦ ⎪
⎪

′ ′= − σ λ = λ ⎪
′+ σ ⎪

⎪⎭

 

(19) 
В (19) величину r следует рассматривать как 
функцию новой радиальной переменной R, т. е. 
как функцию r(R), определяемой из уравнения (18). 
На данном этапе неопределенной остается функ-
ция ( ).rσ  Выберем ее таким образом, чтобы вы-
полнялось соотношение 

* *
00 11 1.g g′ ′ = −                         (20) 

Для удовлетворения соотношения (20) должно, 
как следует из (19), выполняться соотношение 

( )

( )( )

2

2 1.
1

re

r r

σ

=
′+ σ

                     (21) 

Интересно заметить, что соотношение (21) полу-
чается одним и тем же независимо от вида исход-
ной функции ( ).reγ  Извлекаем квадратный корень 
из обеих частей (21) и получаем дифференциальное 
уравнение для нахождения функции ( )rσ  в виде 

( ) ( )( )1 ,re r r−σ ′+ σ = η                   (22) 
где  

1.η = ±                               (23) 

Решением уравнения (22) является 

( )

0
.r re

R
−σ ⎛ ⎞

= η+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     (24) 

Здесь 0R  – некоторая константа с размерностью 
длины. Из условия положительности экспоненты  
 

( )reσ  устанавливаем, что параметр η должен быть 
равным  

1,η = +                             (25) 
а величина 0R  должна быть положительной, 

0 0.R >                             (26) 
В результате получаем 

( )

0

1 .
1

re
r

R

σ =
⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

                     (27) 

С учетом (17) это приводит к следующей связи 
между r и R: 

0 0

, .
1 1

r RR r
r R

R R

= =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

           (28) 

В результате найден конформный фактор ( )reσ  и 
выражение для новой радиальной переменной R. 
Введем обозначение 

( ) *
00.F R g′= −                        (29) 

Решение (19) запишется теперь как 

( ) ( )

( ) ( )

2
*2 2 2 2 2 2

2
* * 0 0

2
0 0

sin ,

1 , .

dRds F R dt R d d
F R

R
A

R R R R

⎫
⎡ ⎤′ = − + + θ + θ ϕ ⎪⎣ ⎦ ⎪

⎬
λ ⎪′ ′= λ = ⎪− − ⎭

 (30) 

Здесь F(R) имеет вид 
2 2

0 0 0

0 0
( ) 1 1 .

3
r r RRF R

R R R
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ λ

= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (31) 

Рассмотрим предельные случаи. 
Решение Шварцшильда. Получается, если в 

(30), (31) положить 0 0λ =  и устремить 0 .R →∞  
Решение Коттлера. Получается, если в (30), (31) 

устремить 0 .R →∞  
Решение Маннгейма–Казанаса. Квадрат ин-

тервала в этом решении имеет вид∗ 

( ) ( )2 2 2
MK MK

ds e dt e dRγ −γ= − + +  

2 2 2 2sin ,R d d⎡ ⎤+ θ + θ ϕ⎣ ⎦                 (32) 

где  

( ) ( ) ( ) 22 3
1 3 .

MK
e R R

R
γ β − βγ

= − βγ − + γ − κ     (33) 

                                                           
∗ Радиальная переменная, которая в решении Ман-

нгейма–Казанаса (8), (9) обозначалась как r, здесь обо-
значена как R. 
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Если учесть тождественность функции ( )MK
eγ  в 

(33) и функции F(R) в (31) и связать параметры β, 
γ, κ с параметрами 0 0,r R  следующим образом: 

0

00 0 0
2

0 00 0
0

0

2 3
1, , 1 ,

3
2 3

r
Rr r

R Rr RR
R

⎫⎛ ⎞
+ ⎪⎜ ⎟ ⎛ ⎞ λ ⎪⎝ ⎠β = γ = − κ = − + + ⎬⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎪+⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎭

 

(34) 

то станет очевидным, что (30), (31) является реше-
нием из класса решений Маннгейма–Казанаса. В 
самом деле: 

– оба решения относятся к классу централь- 
но-симметричных статических решений, в которых 
используется яркостная радиальная переменная; 

– в 00-компоненту метрики в обоих решениях 
входят члены со степенями 1 0 1 2, , , ;R R R R−  

– приравнивание коэффициентов при одина-
ковых степенях радиальной переменной приводит 
к четырем соотношениям. Из трех соотношений 
получаем связь (34) между параметрами. Четвер-
тое соотношение удовлетворяется автоматически. 
 
 

4. Свойства геометродинамической среды 
 

С точки зрения уравнений ОТО решение (30), 
(31) является решением с ненулевым тензором энер-
гии-импульса. Отличные от нуля компоненты тен-
зора Tαβ  могут быть найдены из уравнений ОТО 

1 ,
2

R R Tβ β β
α α α− δ =                         (35) 

записанных для статического центрально-симмет-
ричного случая (см., например, [13, 14]). Эти урав-
нения приводят к следующим формулам: 

0
0 2 2

1 1 ,T e
R R R

γ ′γ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
                (36) 

1
1 2 2

1 1 ,T e
R R R

γ ′γ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
                (37)  

2
2

2 .
2 2

T e
R

γ ⎡ ⎤′′ ′ ′γ γ γ
= + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
                  (38) 

Компоненты тензора энергии-импульса определя-
ются, как следует из (36)–(38), только через функ-
цию .eγ  Используя формулы (30), (31), получаем: 

0 0 0 0
0 02 2

0 0 0 00
1

1

2 0 0
2 02

0 0 00

3 2 1 11 2 3 3

,

3 1 11 2 3 .

R

r r r
U T

R R R R RR R

P T U

r r
P T

R R R RR
θ

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = = + − + + + λ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪
⎪

= = − ⎬
⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪= = + − + + λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

 

(39) 

При малых значениях радиальной переменной 
геометродинамическая среда, описываемая тензо-
ром Tαβ  (39), имеет следующие аномалии в урав-
нениях состояния:  

• отрицательная плотность энергии 0,U <  
• не равные между собой компоненты тензора 

напряжений ,RP Pθ≠  
• радиальное давление равно плотности энер-

гии с обратным знаком, .RP U= −  
 
 

5. Обсуждение 
 

Основные результаты работы сводятся к сле-
дующему. 

∗ Показано, что центрально-симметричное 
статическое решение Маннгейма–Казанаса явля-
ется решением не только уравнений Баха (4)–(6), 
но и решением уравнений конформной геометро-
динамики (13). 

∗ Из уравнений КГ следует, что скалярное по-
ле, входящее в конформный фактор, порождает 
ненулевой тензор энергии-импульса с компонен-
тами (36)–(38). 

∗ Анализ тензора (36)–(38) показывает, что 
при малых значениях радиальной переменной 
геометродинамическая среда для данного решения 
КГ имеет аномальные уравнения состояния: отри-
цательную плотность энергии 0,U <  не равные 
между собой компоненты тензора напряжений 

,rP Pθ≠  при этом радиальное давление положи-
тельно и по модулю равно плотности энергии, 

.rP U= −  
В работах [1–5, 15] отмечается, что в рамках 

стандартной ОТО невозможно объяснить много-
численные данные наблюдений, касающиеся пло-
ских ротационных кривых вращения галактик, без 
привлечения гипотезы о темной материи. Матери-
альные носители темной материи пока не найде-
ны, и это делает актуальным поиск альтернатив-
ного объяснения данных наблюдений. Естествен-
ное объяснение эти данные получают в рамках 
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решения Маннгейма–Казанаса (8), (9). Но это ре-
шение не является решением уравнений ОТО в 
стандартной форме. В то же время оно является 
решением как уравнений Баха четвертого порядка, 
так и уравнений КГ второго порядка (которые об-
ладают конформной инвариантностью и связаны с 
пространством Вейля). Уравнения Баха [16], по-
лучаемые из квадратичного по тензору Вейля дей-
ствия, являются наиболее известным вариантом 
конформно-инвариантного обобщения уравнений 
ОТО. Уравнения КГ на основе геометрии Вейля 
[9, 10] меньше используются как альтернатива 
ОТО (см., впрочем, [17, 18]), но они являются бо-
лее простым  вариантом реализации конформной 
инвариантности, так как в них обобщение произ-
водится путем введения в уравнения ОТО так на-
зываемого компенсирующего векторного поля Aα  
при сохранении порядка получающихся диффе-
ренциальных уравнений. Эта процедура аналогич-
на той, которая используется в физике при введе-
нии калибровочных полей. Получающиеся при 
этом уравнения КГ допускают анализ свойств гео-
метродинамической среды, зависящей от компен-
сирующего векторного поля, в терминах некото-
рого эффективного тензора энергии-импульса. 

Замена уравнений ОТО на уравнения КГ [10] 
ведет к переходу от пространства Римана к про-
странству Вейля, а это требует пересмотра кон-
цептуальных свойств пространства. Пространство 
остается 4-мерным с сигнатурой ( ).− + + +  Но в 
пространстве Вейля требуется фиксировать не 
только систему отсчета, но и эталон длины (вре-
мени). Эта процедура аналогична калибровке век-
тор-потенциала в электродинамике Максвелла. 
Выбор единого по пространству эталона соответ-
ствует обращению в нуль вектора .Aα  Решение 
Маннгейма–Казанаса принимает при этом форму 
решения Шварцшильда. Возможен и другой выбор 
эталона   длины,  при   котором  квадрат  интерва-
ла имеет общее выражение (14). Этот выбор одно-
значным образом приводит к решению Маннгей-
ма–Казанаса (8), (9). Зависимость интерпретации 
решения уравнений КГ от выбора калибровки век-
тора Aα  в пространстве Вейля носит общий ха-
рактер. Можно предположить, что в диапазоне 
длин от характерных размеров элементарных час-
тиц вплоть до размеров звездных систем этой за-
висимостью можно пренебречь и пользоваться  
постоянным эталоном, т. е.  полагать  0.Aα ≈  Но  
начиная с галактических расстояний ситуация ме-
няется, на что указывают плоские ротационные 

кривые вращения галактик. Можно сделать вывод, 
что без привлечения концепции темной материи 
реальность на галактических масштабах лучше 
описывают не уравнения ОТО в стандартной фор-
ме, а уравнения гравитации в конформно-инва-
риантной форме. 
 
 

Приложение 1 

Связь между решениями уравнений Баха  
и решениями уравнений  КГ 

 

Вопрос о соответствии между решениями урав-
нений Баха и уравнений КГ рассматривался в [16]. 
Здесь мы этот вопрос рассмотрим другим спосо-
бом и покажем, что любое решение уравнений КГ 
для пустого пространства автоматически является 
решением и уравнений Баха.  

При конформном преобразовании (7) символы 
Кристоффеля преобразуются по правилу 

; ; ; .g gλ λ λε
α β β α αβ ε

λ λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
→ + δ σ + δ σ − σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟αβ αβ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (40) 

Поскольку тензор кривизны Римана записывается 
через символы Кристоффеля как 

, ,
,R gμναβ μλ

α β

⎧ ⎫λ λ λ ε λ ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪= − + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟βν αν αε βν βε αν⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
 

(41) 
то при конформном преобразовании (7) тензор кри-
визны претерпевает следующее преобразование: 

; ; ; ;
ˆR R R g gμναβ μναβ μναβ αμ ν β βν μ α→ = − σ − σ +

 ; ; ; ; ; ; ; ;g g g gαν μ β βμ ν α αμ β ν βν α μ+ σ + σ + σ σ + σ σ −

 ; ; ; ;g gαν β μ βμ α ν− σ σ − σ σ −

 ( )( ); ; .g g g g gτρ
τ ρ αμ βν αν βμ− σ σ −            (42) 

Вместе с тензором Римана претерпевают преобра-
зования тензор Риччи 

( ); ; ; ;
ˆ 2R R R g gμν

αβ αβ αβ α β αβ μ ν→ = + σ + σ −  

( ); ; ; ;2 g gμν
α β αβ μ ν− σ σ − σ σ                (43) 

и свернутый тензор Риччи 

( ) ( ); ; ; ;
ˆ 6 6 .R R R g gμν μν

μ ν μ ν→ = + σ − σ σ  (44) 

Построим тензор Ĉμναβ  так, чтобы он выра-

жался через величины ˆ ˆ ˆ, ,R R Rμναβ αβ  подобно то-
му, как тензор Вейля Cμναβ  выражается через 

, , ,R R Rμναβ αβ  т. е. по правилу 
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( )1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2

C R g R g R g R g Rαβμν αβμν αμ βν βν αμ αν βμ βμ αν= − + − − +  

( )1 ˆ .
6

R g g g gαμ βν αν βμ+ −                   (45) 

Если в правую часть (45) подставить выражения 
(42)–(44), то мы обнаружим, что 

ˆ .C Cμναβ μναβ=                          (46) 

Равенство (46) означает, что тензор Вейля инвариан-
тен относительно конформных преобразований (7). 
При построении лагранжиана (3) априори мы не 
можем знать, через какие из величин , ,R R Rμναβ αβ  

или ˆ ˆ ˆ, ,R R Rμναβ αβ  выражается тензор Вейля. Это 
означает, что уравнения Баха могут быть записаны 
не только в виде (4)–(6), но и в виде 

(1) (2)ˆ ˆ ˆ 0,B B Bαβ αβ αβ= + =                      (47) 
где 

(1) ; ;
; ; ; ; ; ; ; ;

2 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
3 6

B R R R R g Rν ν ν ν
αβ ν α β ν β α ν α β αβ ναβ = − + + − +  

(48) 

(2) 22 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 .
3 6 2

B RR R R R g g R Rν μν
αβ αν β αβ αβ μναβ = − − +  

(49) 

Если мы найдем метрику ( )g xαβ  и поле скаляр-

ной функции ( )xσ  такими, чтобы выполнялось 
соотношение  

ˆ 0,Rαβ =                                 (50) 

то очевидно, что эта метрика ( )g xαβ  и поле ска-

лярной функции ( )xσ  будут решением уравнений 
Баха в форме (47)–(49). Но что представляет собой 
соотношение (50)? Это соотношение равносильно 
уравнениям КГ (13). Другими словами, любое ре-
шение уравнений КГ с вектором Вейля градиент-
ного типа автоматически является решением урав-
нений Баха. Именно к этому типу решений отно-
сится решение Маннгейма–Казанаса. 

Заметим здесь, что уравнения Баха в принципе 
могут иметь решения, не являющиеся решениями 
уравнений КГ.   
 
 

Приложение 2 

Вид уравнений Баха для центрально-
симметричной статической метрики 

 
Лагранжиан Вейля L в случае квадратичной 

гравитации записывается в виде: 

1 ,
2

L g C Cμνρσ
μνρσ= α − ⋅ ⋅             (51) 

где Cμνρσ  – тензор Вейля, α – безразмерная посто-
янная. Тензор Баха удобно записать в виде: 

1 .
2

B R Cρ σ ρσ
μν μρνσ

⎛ ⎞= ∇ ∇ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

             (52) 

Вакуумное решение Маннгейма–Казанаса [7] на-
ходится из решения уравнений Баха: 

0Bμν =                               (53) 

в центрально-симметричном статическом случае. 
Возьмем метрику в форме (10): 

( )2 2 2 2 2 2 2sinds e dt e dr r d dγ −γ= − + + θ + θ ϕ =  

( )
2

2 2 2 2 2( ) sin .
( )

drB r dt r d d
B r

= − + + θ + θ ϕ  

Приведем ненулевые значения коэффициентов 
Кристоффеля:  

21
( ) sin ,

33
B r r

⎛ ⎞
= − θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

1
( ) ,

22
B r r

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

21
( ) sin ,

33
B r r

⎛ ⎞
= − θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1 1 ( ) ( ),
00 2

B r B r
⎛ ⎞ ′=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
2 1 ,
12 r
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2
sin cos ,

33
⎛ ⎞

= − θ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
3 1 ,
13 r
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 cos ,
23 sin
⎛ ⎞ θ

=⎜ ⎟ θ⎝ ⎠
 

0 1 ( ) .
10 2 ( )

B r
B r
′⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Приведем ненулевые компоненты тензора Вейля: 

1313 1331
1212 1221 2 2

2 2

1010 1001 2112 2121

( ) ( ) ( ) ( )
sin sin

( ) ( )
2 2

C C
B r C B r C B r B r

r rC C B r C B r C

= − = = − =
θ θ

= = − = − = =

 

2323 2332 2020 2002
2 2 2 2

3113 3131 3223
2 2 2 2

( ) ( )2 sin 2 sin

( ) ( )
sin sin 2r sin

C C C C
B r B rr r

C C CB r B r

= − = = − = =
θ θ

= − = = =
θ θ θ

 

3232 3030 3003
2 2 2 2

2 2
0220 0202

0110 0101

0330 0303
2 2

2

2r sin B(r)sin B(r)sin

2 2 ( ) ( )

( )sin ( )sin

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2.

C C C

C Cr rC C
B r B r

C C
B r B r

r B r rB r B r

= − = − = =
θ θ θ

= − = = = − =

= = − =
θ θ

′′ ′= − + −
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Приведем ненулевые компоненты тензора Риччи: 

( )00 1 ( ) 2B (r) ,
2 ( )

R rB r
rB r

′′ ′= +  

( )11 ( ) ( ) 2 ( ) ,
2

B rR rB r B r
r

′′ ′= − +  

22 2 33
4

( ) 1 ( ) sin .rB r B rR R
r

′− + −
= = θ⋅  

Приведем ненулевые компоненты тензора Баха: 
24 4 3 2

4 4 4
00 4 3 2

23 2 2
3 3 2 2

3 2 2

2

24 4 2
( )

12 4 4 4

8 4 4,

r d B dB d B d BB r B r r
B r drdr dr dr

d B dB d B d B dBr B r r B r
dr drdr dr dr

dBrB B
dr

⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − +

 

23 2
4 4 4

11 3 2

3 2 2
3 3 2

3 2 2

2
2 2

24 ( ) 2

4 4 4

4 8 4 4,

dB d B d Br B r B r r
dr dr dr

d B dB d B d Br B r r B
drdr dr dr

dB dBr rB B
dr dr

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ − + +

⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4 3
2 2 4 433

22 2 4 3

22 3 2 2
4 3 3 2

2 3 2 2

2
2 2

24 24 2 2
sin

4 4 4

4 8 4 4.

B d B dB d Br B r r B r
drdr dr

d B d B dB d B d Br r B r r B
drdr dr dr dr

dB dBr rB B
dr dr

= = + −
θ

⎛ ⎞
− + + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

Решение Маннгейма–Казанаса (8), т. е. явный 
вид функции ( )B r  находится как решение уравне-
ния 11 0,B =  причем при решении удобно исполь-
зовать подстановки [7]: 

2( ) ( )B r r f r=  и 4
( ) ( ) .df r y r

dr r
=  

 
 

Приложение 3 

Радиальное ускорение пробной частицы  
и условие движения ее по окружности 

 
В пространстве Вейля ковариантная произ-

водная от вектора Y α  с вейлевским весом n запи-
сывается в виде 

, .Y Y Y nA Yα α α β α
λ λ λ β λ∇ = + Γ +            (53) 

Здесь α
λ βΓ  – связность, равная 

( ) .A A g A gα α α αμ
λ β λ β β λ μ λβ

α⎛ ⎞
Γ = + δ + δ −⎜ ⎟λβ⎝ ⎠

    (54) 

Вектор ,uα  как следует из условия его нормиров-
ки 1,g u uμ ν

μν = −  имеет вейлевский вес –1. Поэтому 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

,

,

;

; .

u u u A u

u A A g A g u

A u u A u A u g A g u

A u u A u g A g u

α α α β α
λ λ λ β λ

α α α αμ β
λ λ β β λ μ λβ

α α α β α αμ β
λ λ λ β λ μ λβ

α α β α αμ β
λ λ β λ μ λβ

∇ = + Γ − =

⎛ α ⎞⎛ ⎞
= + + δ + δ − −⎜ ⎟⎜ ⎟λβ⎝ ⎠⎝ ⎠

− = + + δ − −

− = + δ −

 (55) 

4-вектор ускорения wα  определяется в вейлевском 
пространстве через ковариантную производную, 
т.е. как 

( ).w u uα β α
β= ∇                     (56) 

С учетом (55) имеем 

( ) ( )( )( ); .w u u A u g A g uα λ α β α αμ β
λ β λ μ λβ= + δ −   (57) 

Найдем выражение для радиальной компонен-
ты 4-вектора ускорения. Из (56) следует, что 

( ) ( )1 0 1 2 1
0 2

0 11 0
00

1
0

w u u u u

u u g Ag uν

= ∇ + ∇ =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟ν⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2 11 2
22

1
.

2
u u g Ag uν⎛ ⎞⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ν⎝ ⎠⎝ ⎠
              (58) 

 

Здесь учтено, что ( ) 0.A uνν =  Из всех символов 

Кристоффеля в соотношение (58) входят только 
 

21 11 , .
00 222

e reγ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= γ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

            (59) 

 

Подстановка (59) в (58) дает 
 

( ) ( )
( )

1 0 1 2 1
0 2

0 2 0 2 0 2 2 2 21
2

w u u u u

u e u e Au u re u r e Auγ γ γ γ

= ∇ + ∇ =

⎛ ⎞′= γ + + − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )2 20 2 2 2 21 .
2

u e e A u re r e Aγ γ γ γ⎛ ⎞′= γ + + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (60) 
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Подставляем в (60) выражения для компонент 
4-скорости. 

2

2 2 2 2
, 0, , 0 .

1 1

eu
r r

−γ
α ⎛ ⎞θ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− θ − θ⎝ ⎠

       (61) 

Для радиальной компоненты вектора ускорения 
получаем 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 21 0 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2 2 2

1
2

1 .
21 1

w u e e A u re r e A

e e e A re r e A
r r

γ γ γ γ

−γ
γ γ γ γ

⎛ ⎞′= γ + + − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ⎛ ⎞′= γ + + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠− θ − θ

 

(62) 
 

После тождественных преобразований это дает 
 

( )
1 2 2

2 2

1 1
2 .

11

e A A
rw r

r A
r

γ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′+ γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= − θ
⎛ ⎞⎢ ⎥− θ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

      (63) 

 

Если частица движется по окружности, то резуль-
тирующая компонента 1w  должна быть равной 
нулю. Из этого условия находим, что для движе-
ния по окружности квадрат скорости должен 
удовлетворять условию 
 

2 2

1
2 .

1

A
r

A
r

⎛ ⎞′γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠θ =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                      (64) 

 

Последнее соотношение можно использовать для 
оценки параметров метрики Маннгейма–Казанаса 
при описании плоского участка ротационных кри-
вых звезд в галактиках. 
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УДК 621.324 
 
МОЛЕКУЛЯРНО-ДИНАМИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА САМОЗАТАЧИВАНИЯ 

УДАРНИКА ИЗ W ПРИ ПРОНИКАНИИ В МИШЕНЬ ИЗ Fe 
 

М. В. Ветчинников, М. А. Демина, А. Н. Анисимов, С. А. Грушин, А. Г. Кечин,  
В. П. Фомин, В. А. Дегтярев  

 
ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Приведены результаты МД моделирования проникания различных ударников из 

вольфрама в мишень из железа. Моделирование проводилось как для монокристалличе-
ских, так и поликристаллических образцов. По результатам расчетов видно, что процесс 
самозатачивания для ударников из вольфрама имеет пороговый характер и начинается 
со скорости ∼2,1 км/с. Приведено сравнение с имеющимися экспериментальными дан-
ными. Расчеты проведены с помощью комплекса классической молекулярной динамики 
MoDyS, развиваемого в ИТМФ. В моделировании использовались многочастичные по-
тенциалы погружного типа (ЕАМ). 

 
Ключевые слова: молекулярная динамика, вольфрам, железо, пробитие, ударник, ми-

шень, самозатачивание, адиабатические полосы сдвига, ЕАМ потенциалы, поликристалл. 
 
 

Введение 
 

Проблема замены сердечников из обедненного 
урана (DU – от английского depleted U) на анало-
гичный по эффективности, но нерадиоактивный 
материал существует достаточно давно. И одним 
из первых кандидатов на эту роль был выбран 
вольфрам и его сплавы (WHA – от английского 
Wolframium Heavy Alloys).  

Эффективность пробития сердечниками из 
обедненного U связана с эффектом самозатачива-
ния сердечника в процессе прохождения брони, 
позволяющим ему проникать глубже [1].  

Динамическое разрушение многих материалов 
при импульсных нагружениях обычно проявляется 
в виде сдвигов материала, возникающих при обра-
зовании больших локальных градиентов скоро-
стей. Во многих случаях эти большие сдвиговые 
деформации появляются в очень узких зонах, ко-
торые назвали адиабатическими полосами сдвига 
(ASB – Adiabatic Shear Band). Этот механизм раз-
рушения, являющийся результатом развития тер-
момеханической неустойчивости, считается од-
ной из наиболее общих мод разрушения мате-
риалов при скорости динамической нагрузки 
порядка 103 с-1 и выше [2]. В последнее время вы-

яснилось, что помимо термической неустойчивости, 
в некоторых металлах основным механизмом, от-
ветственным за возникновение полос сдвига, являет-
ся механизм динамической рекристаллизации [2, 
3]. Соотношение между двумя источниками зави-
сит не только от металла, но и от хронологии обо-
их процессов [4]. 

Для вольфрама эффект самозатачивания имеет 
пороговый характер, т.е. он возникает при превы-
шении определенной скорости на входе в броню 
~ 2 ÷ 2,1 км/с [5]. Данная скорость является слиш-
ком высокой для современных орудий [1]. Поэто-
му во многих лабораториях мира, так или иначе 
связанных с вооружением, ведутся поиски путей к 
повышению восприимчивости WHA или чистого 
вольфрама к образованию ASB до уровня, близко-
го к DU, тем самым снижая необходимую началь-
ную скорость ударника.   

Согласно данным из открытых зарубежных 
научных публикаций исследования в этой области 
идут по четырем направлениям: 

1. Поиск легирующих добавок. 
2. Получение ультрамелкозернистых сплавов 

методами порошковой металлургии с применени-
ем электрического тока, химической, микроволно-
вой, плазменной и других обработок. 
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3. Механическая обработка – изменение струк-
туры, уменьшение размеров и создание направ-
ленной ориентации зерен. 

4. Создание композитов на основе матриц из 
металлических стекол [6]. 

Молекулярная динамика (МД) – уникальный 
инструмент для исследования динамики поведения 
вещества на атомарном уровне. При этом для опи-
сания процессов разрушения и создания новых 
межатомных связей, изменения структуры веще-
ства, фазовых переходов и других подобных явле-
ний нужен только потенциал межатомного взаи-
модействия. Такие потенциалы разрабатываются 
на основе квантово-механических расчетов и эм-
пирических данных об основных макроскопиче-
ских свойствах исследуемого вещества. 

Известно, что основные термодинамические 
параметры веществ (объемный модуль упругости, 
упругие константы, модуль сдвига, температура 
плавления, коэффициент теплового расширения, 
коэффициент фононной теплопроводности, тензор 
вязкости) можно получить из результатов МД мо-
делирования, используя при этом всего лишь от 
нескольких сотен до нескольких тысяч атомов.  

Но наиболее интересными являются задачи МД 
моделирования поведения вещества в динамике при 
различных нагрузках. В этом случае при моделиро-
вании нет необходимости использовать различные 
феноменологические модели, без которых не может 
обойтись континуальное моделирование. Понятно, 
что поведение любой конструкции на макроуровне 
состоит из совокупности поведения его атомов, чем 
и занимается МД. Но решать “в лоб” подобные за-
дачи не позволяет современная вычислительная тех-
ника. На данный момент при существующих вычис-
лительных мощностях МД моделирование ограни-
чено пространственно-временными рамками, в луч-
шем случае это микроны и десятки наносекунд. 

Одним из способов решения этой проблемы яв-
ляется создание гибридных моделей, использующих 
в параллельном или последовательном режимах мо-
лекулярно-динамический и континуальный подхо-
ды.  

Напрямую распространить на макроуровень 
результаты МД моделирования можно, по нашему 
мнению, только если для моделируемых процес-
сов применимо масштабирование.  

В данной работе представлены результаты рас-
четов проникания различных сердечников из 
вольфрама в мишень из железа, основанные толь-
ко на классической МД. Моделирование велось по 
комплексу MoDyS (классическая молекулярная 
динамика), развиваемом в ИТМФ. 

При моделировании проникания ударника из 
вольфрама в мишень из железа мы преследовали 
несколько целей: 

1) проверить, может ли эффект самозатачива-
ния проявляться на размерах порядка нескольких 
тысяч Å; 

2) проверить, что эффект самозатачивания 
имеет пороговый по скорости характер; 

3) в соответствии с пунктом 3 направлений 
исследований убедиться, что механическая обра-
ботка (в данном случае аналог равноуглового про-
тягивания) чистого вольфрама повышает его про-
бивную способность; 

4) получить численные характеристики полос 
сдвига: пространственное распределение компо-
нент тензора напряжений, температуры. Дело в том, 
что в натурных баллистических экспериментах 
невозможно получить данные о ASB, МД в этом 
отношении – уникальный инструмент, позволяю-
щий получить их в процессе прохождения ударни-
ком вещества.  
 
 

1. Постановка численного эксперимента 
 

На рис. 1 представлена плоская схема числен-
ного эксперимента.  
 

 

L 

2L 

~ 2L

D 

y 

z
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Рис. 1. Двумерная схема численного эксперимента:  
1 – ударник из W; 2 – мишень из Fe 

 
В этой работе для вольфрама использовали 

ЕАМ потенциал Finnis and Sinclair [7], доработан-
ный Ackland and Thetford [8], ЕАМ потенциал для 
железа брали из работы [9], а методику получения 
Fe-W потенциала брали из работы [10]. 

Вольфрам и жeлезо имеют объемно-центри-
ческую кубическую (ОЦК) решетку, постоянная 
решетки W – a0 = 3,1652 (Å), Fe – a0 = 2,8553 (Å). 

Поперечный размер мишени определяется из 
условия отсутствия влияния возмущений из-за пе-

1

2 
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риодических граничных условий, накладываемых 
на боковые стенки. Временной шаг для интегри-
рования уравнений движения составляет 1 фс. На-
чальная температура ударника и мишени 300 К. 
На первом этапе моделирования проводилась ре-
лаксация образца. Время начальной релаксации 
атомов в решетке 5 пс.  

На втором этапе моделирования в момент t = 0 
ударнику мгновенно придавалась скорость в на-
правлении оси x. 

У ударника все границы свободные; у мишени 
на всех боковых гранях – периодические гранич-
ные условия, лицевая плоскость – свободные грани-
цы, задняя плоскость – также свободные границы. 

Во всех задачах, на всех рисунках, показы-
вающих процесс проникания ударника в мишень, 
красным цветом окрашены атомы железа, синим – 
атомы вольфрама. Время отсчитывается от момен-
та запуска ударника. Как только массовая скорость 
ударника сравнивается с массовой скоростью ми-
шени, ударник считается застывшим. 

2. Моделирование с монокристаллическими  
образцами 

 
Основная цель первой серии расчетов – полу-

чить в численном эксперименте на микроуровне 
эффект самозатачивания ударника из вольфрама 
при проникании его в железо. При этом убедиться, 
что он имеет пороговый по скорости характер. 

Начальные данные проведенных расчетов, а 
также полученные глубины проникания в мишень 
приведены в табл. 1.  
 

2.1. Задачи 1 и 2 
 
Начальные скорости ударников составляли – 

1,6 км/с и 1,9 км/с соответственно. На рис. 2,а  
и 2,б приведены разрезы по плоскости симметрии 
задачи на момент остановки ударников. В обоих 
случаях носики ударников имеют классическую 
грибообразную форму, характерную для пласти-
ческой деформации ударника [1]. 

 
Т а б л и ц а  1 

Начальные данные для моделирования взаимодействия ударника из W с мишенью из Fe,  
представлены также полученные глубины проникания в мишени 

Номер 
задачи 

Размеры ударника 
(ОЦК W) (a0) 

Общее  
количество 
атомов 

Размеры мишени 
(ОЦК Fe) (a0) 

Начальная скорость 
ударника, км/с 

Глубина проникания 
ударника в мишень, Å 

1 L=200 
D=20 21 446 456 220×220×220 1,6 ~ 59 

2 L=200 
D=20 21 446 456 220×220×220 1,9 ~ 92 

3 L=200 
D=20 21 446 456 220×220×220 2,1 ~ 129 

4 L=400 
D=40 171 379 824 440×440×440 2,1 ~ 327 

 

                             
а                                                                      б 

Рис. 2. Разрез по центральной плоскости на момент остановки ударников:  
а – начальная скорость 1,6 км/с (t = 49,86 пс); б – начальная скорость 1,9 км/с (t = 67,98 пс) 
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2.2. Задача 3 
 

Начальная скорость ударника 2,1 км/с. Из рис. 3 
видно, что головка цилиндра превратилась в сво-
его рода заостренный наконечник стрелы. Отме-
тим, что мы проводили расчеты со скоростями 
ударников 2,3 и 2,5 км/с. Во всех случаях формы 
ударников были подобны представленной на рис. 3. 

 
Рис. 3. Разрез по центральной плоскости  

на момент времени t = 67,98 пс 
 

Отметим, что из рис. 2 и 3 видно, что характер 
деформации хвостовой части ударников имеет 
большое сходство. Это связано, скорее всего, с тем 
фактом, что в этих задачах использовался один и 
тот же ударник (менялась лишь его скорость) и 
одна и та же мишень. Таким образом, это, по-
видимому, влияние конкретной реализации и де-
терминированности МД.  
 

2.3. Задача 4 
 

В задаче 4 размеры мишени и ударника уве-
личены в 2 раза по сравнению с задачей 3, соот-
ношение L/D = 10 осталось прежним. На рис. 4 
представлен фрагмент разреза задачи по централь-
ной плоскости на момент остановки ударника. Со-
гласно табл. 1 глубина проникания при этом воз-
росла в 2,5 раза по сравнению с задачей 3. Это со-
гласуется с экспериментальными данными и вы-
водами, представленными в книге Rosenberg and 
Dekel [1], что в задачах с так называемыми эроди-
рующими ударниками (eroding penetrator), к числу 
которых относятся DU и WHA, геометрический 
скейлинг отсутствует. Если бы он существовал, то 
при увеличении размеров ударника, например в 2 
раза (при сохранении отношения L/D), отношение 
глубины проникания к длине ударника осталось 
бы приблизительно прежним. 

 
Рис. 4. Разрез по центральной плоскости  

на момент времени t = 86,11 пс 
 

Согласно [1] степень самозатачиваемости удар-
ника зависит от его размеров. Больший по разме-
рам ударник имеет бóльшую тенденцию к самоза-
тачиваемости, чем меньший, что означает отсутст-
вие геометрического скейлинга для WHA и DU 
ударников. Так для примера на рис. 5 приведены 
снимки двух восстановленных после пробивания 
стали WHA ударников с диаметрами 8 и 16 мм, 
для которых L/D = 10.  

 
Рис. 5. Формы двух восстановленных WHA ударников 

различных начальных размеров [1] 
 

Из рис. 6 видно, что диаметр деформирован-
ной головы малого стержня на 38 % больше, чем 
его собственный начальный диаметр, в то время 
как деформированная голова большего стержня 
только на 12 % больше, чем его первоначальный 
диаметр.  
 
 

3. Моделирование с поликристаллическими 
образцами 

 
В рассматриваемых в данном разделе задачах 5 

и 6 и ударник, и мишень являлись поликристалла-
ми. Задача 5 – стартовые размеры. Чтобы по мак-
симуму возможного увеличить размеры зерен в 
ударнике, был (по сравнению с задачей 4) увели-

D0 = 8 мм

D = 1,38 D0

D = 1,12 D0 

D0 = 16 мм



Молекулярно-динамическое моделирование процесса самозатачивания ударника из W при проникании в мишень из Fe 
 

 27

чен в два раза диаметр ударника (L/D = 5). Попе-
речные размеры мишени пришлось также уве-
личить (сравни данные из табл. 1 и 2). В задаче 6 
длина ударника была увеличена в 2 раза по срав-
нению с задачей 5, но при сохранении диаметров 
ударников одинаковыми, т. е. мы вернулись к со-
отношению L/D = 10, как в задаче 4. При этом же-
лательно было бы увеличить толщину мишени, но 
не позволили вычислительные ресурсы. Количест-
во атомов в задачах 5 и 6 было порядка 290·106 
частиц. В планах стояла и следующая задача, где 
диаметр ударника должен быть увеличен в два 
раза, чтобы сравниться с задачей 5, т. е. L/D = 5. 
Но это потребовало бы еще большего увеличения 
поперечных и продольных размеров мишени.  

Граничные условия на ударнике – везде сво-
бодные границы, на мишени – лицевая и обратная – 
свободные границы, остальные – периодика, на-
чальная скорость ударников – 2,1 км/с.  

В табл. 3 приведены начальные данные по 
мишени и ударнику, а также результаты по проби-
тию мишени для задач 5 и 6.  

Т а б л и ц а  3 
Начальные данные для моделирования  
взаимодействия ударника из ОЦК W  

с мишенью из ОЦК Fe 
Ударник  

из поликристал-
ла ОЦК W 

Мишень  
из поликристалла ОЦК Fe Но-

мер 
зада-
чи Размеры 

(a0) 
Размеры 

(a0) 

Глубина про-
никания 

ударника в 
мишень, Å 

5 
L = 400, D = 80, 

∅зерна ~ 20 
320 зерен 

440×600×600 
∅зерна ~ 20 

19800 зерен 

724 
на момент 
времени  

t = 145 пс 

6 
L = 800, D = 80, 

∅зерна ~ 20 
810 зерен 

440×600×600 
∅зерна ~ 20 

19800 зерен 

Ударник 
пробил ми-
шень на мо-
мент времени 

t = 177 пс 
 

В процессе моделирования производилась об-
работка на наличие дефектных структур в мишени 
и ударнике. На рис. 6,а, б представлен один из 
фрагментов деформированного ударника на мо-
мент 75 пс (невозмущенное тело мишени удале-
но), разрез в плоскости Y. Окрас атомов согласно 
принадлежности к соответствующей кристалличе-
ской решетке: желтый – ОЦК, синий – ГЦК, циан – 
ГПУ, красный – атомы, не принадлежащие к ука-
занным структурам, дефектные атомы, атомы в 
расплаве, поверхностные атомы. 

      а 

      б 
Рис. 6. Картина деформации ударника на момент 75 пс: 
а – ударник со всеми дефектными атомами (как мишени,  
         так и своими); б – только атомы ОЦК W  
 

На рис. 7,а, б приведен вид ударника на мо-
мент его остановки в мишени (t = 145 пс). Здесь и 
далее окрас атомов аналогичен рис. 6. На рис. 7,а 
приведен вид ударника со всеми отделившимися 
от него и мишени фрагментами. Пунктиром обо-
значена внутренняя часть канала, имеющая харак-
терную волнообразную форму, повторяющуюся во 
всех расчетах. На рис. 7,б приведен вид только 
ударника и отделившихся от него фрагментов. Го-
ловная часть уцелевшего ударника заострена и 
имеет скосы, составляющие угол приблизительно 
в 45°, что характерно для формирования сдвиго-
вых полос [1].  

На рис. 8 приведена двумерная картина рас-
пределения Y-компоненты массовой скорости 
движения ударника, его осколков и мишени на 
момент времени 75 пс. Для наглядности приведен 
контур ударника. Видно, что вынос осколков с 
головной части ударника происходит под углом к 
направлению распространения и с очень большой 
скоростью, порядка 300 – 400 м/с из центральной 
части к краям. 
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а 

 

 
б 

Рис. 7. Вид ударника в плоскости Y на момент остановки 
(145 пс): а – со всеми его отделившимися остатками  
и атомами мишени; б – вид частей ударника  
                               со структурой ОЦК  

 

  
Рис. 8. Двумерная картина распределения Y-компоненты 
массовой скорости ударника и мишени на момент 75 пс,  
                             разрез по Z плоскости  
 

В задаче 6, как мы отмечали в начале раздела, 
длина ударника увеличена в два раза по сравне-
нию с задачей 5, при сохранении диаметров оди-
наковыми. В данном случае ударник пробил ми-
шень на 177 пс. На рис. 9 приведен вид ударника 
на этот момент времени. Окрас по принадлежно-
сти атомов к ОЦК структуре. Головная часть удар-
ника также имеет характерный заостренный вид. 
 

 
Рис. 9. Вид ударника на момент пробития мишени 

(t = 177 пс), разрез в плоскости Y 
 

На рис. 10 приведено поведение массовой 
скорости носовой и хвостовой частей ударника 
(данные получены по методу Харди [11], усредне-
ние проводилось вдоль центральной оси ударника 
с носителем l = 4 a0). На рис. 11 приведены полу-
ченные из расчета зависимости поведения во вре-
мени глубины проникания и длины ударника из W 
при проникании его в мишень из Fe. Из этих ри-
сунков видно, что на 177 пс ударник пробил ми-
шень. Массовая скорость на вылете составила чуть 
меньше 1 км/с. 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

0 50 100 150 200 250
Время (пс)

V
м
ас
с(к

м
/с

)

Vмасс_носик
Vмасс_хвост

 
Рис. 10. Поведение во времени массовой скорости  

носовой (кривая 1) и концевой (кривая 2)  
частей ударника 
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Рис. 11. Поведение во времени глубины проникания 

(кривая 1) и длины ударника (кривая 2) из W  
при проникании его в мишень из Fe 
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На рис. 12 приведено положение в мишени и 
форма ударника на момент времени 251 пс.  

 
Рис. 12. Положение в мишени и форма ударника  

на момент времени 251 пс, синим цветом окрашены 
атомы W, красным – атомы Fe 

 
Для сравнения приведем изображения уце-

левших в баллистических экспериментах ударни-
ков из различных сплавов [12] (рис. 13). Способ-
ность к формированию ASB есть только у 80W–
14Cu–6Zn сплава (рис. 13,в). Форма головной час-
ти ударников из задач 5 и 6 совпадает с формой на 
рис. 13,в. 

 
Рис. 13. Остатки ударников, извлеченные из мишеней:  
a – 35CrMnSiA; б – 90W–7Ni–3Fe; в – 80W–14Cu–6Zn 

 
 

4. Моделирование проникания механически 
обработанного ударника 

 
Как упоминалось во введении, повысить эф-

фективность пробивания можно с помощью меха-
нической обработки увольфрама W к формирова-
нию ASB [13]. В данном разделе приведены ре-
зультаты сравнительного молекулярно-динамичес-
кого моделирования процесса проникания двух 
геометрически одинаковых поликристаллических 
ударников из вольфрама в мишень из железа. 
Один ударник имел обычные “природные” зерна 

(рис. 14,а), а другой – вытянутые вдоль ударника 
(рис. 14,б). Отношение поперечного размера зерна 
к продольному в среднем составляло приблизи-
тельно 5. Такая структура получается при равно-
угловом (ЕСАР) или горячем протягивании ударни-
ков из чистого вольфрама или его сплавов (рис. 15).  
 

     а 
 

     б 

Рис. 14. Начальная постановка задач для ударника  
с обычными зернами (а) и с вытянутыми по направлению  
  движения (б), разрез по плоскости симметрии задачи 
 

 
Рис. 15. TEM изображение продольной  
микроструктуры вольфрамовых частиц  
в сплаве 93W-4.9Ni-2.1Fe, выдавленном  

в соотношении 4:1 [14] 

б в а 
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Начальные данные для расчетов приведены в 
табл. 4.  

Т а б л и ц а  4 
Начальные данные для моделирования  
взаимодействия ударников из ОЦК W  

с мишенью из ОЦК Fe 

Номер 
расчета 

Размеры ударника 
(ОЦК W)  (a0) 

Размеры мишени 
(ОЦК Fe)  (a0) 

7 
L = 600, D = 80, 

средний ∅_зерна ~ 20, 
~ 400 зерен 

440×600×600, 
средний 

∅_зерна ~ 20, 
19800 зерен 

8 

L = 600, D = 80, 
средний ∅_зерна ~ 16, 
зерна вытянуты вдоль 

оси X, 
~ 140 зерен 

440×600×600, 
средний 

∅_зерна ~ 20, 
19800 зерен 

 
Граничные условия идентичны предыдущим 

задачам. Начальная скорость ударника 2,1 км/с. 
В задаче 7 в моделировании участвовало 

290 891 941 атомов (ударник состоял из 4 835 774 
атомов), в задаче 8 – 291 637 965 атомов (ударник 
состоял из 4 899 870 атомов), т. е. ударник с вытя-
нутыми зернами получился на 1,3 % тяжелее.  

Оба ударника пробили мишени. Но ударник с 
вытянутыми зернами (задача 8) на выходе из ми-
шени имел скорость 0,45 км/с, а с обычными зер-
нами – 0,14 км/с. 

На рис. 16, 17 приведены разрезы ударников 
с мишенями для задач 8 и 7 по принадлежности  
к металлам (рис. 16); по дефектам (рис. 17). Из 
рис. 16 и 17 видно, что диаметр канала в задаче 8 
уже, чем в задаче 7.  

На рис. 18 приведены распределения плотно-
стей и температур для задач 8 и 7 на один и тот же 
момент прохождения мишени, t = 122 пс. Сравне-
ние первых рисунков (распределение плотности) 
показало, что ударник с вытянутыми зернами ока-
зался менее подверженным эрозии при прохожде-
нии мишени, он прошел больший, чем ударник в 
задаче 7, путь и по длине превосходит ударник с 
обычными зернами.  

Распределение температур в задачах слегка 
отличается, но абсолютные значения близки 
друг к другу. Напомним, температура плавления 
железа составляет Tm = 1811 К, а вольфрама – 
Tm = 3695 К. Таким образом получается, что желе-
зо в ближней зоне вокруг ударников находится в 
расплавленном состоянии. 

 

                  
а                                                                   б 

Рис. 16. Сравнение форм и размеров ударников для задач 8 (а) и 7 (б) на момент 258 пс,  
разрезы по центральной плоскости симметрии задач, окрас по типу вещества 

 

                       
а                                                                                    б 

Рис. 17. Сравнение форм и размеров ударников в мишенях для задач 8 (а) и 7 (б) на момент 267 пс,  
разрезы по центральной плоскости симметрии задач, окрас по дефектам 
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 Задача 8 

 Задача 7 

 Задача 8 

 Задача 7 

Рис. 18. Распределение плотности и температуры в зада-
чах 8 и 7 на момент времени 122 пс, разрез по централь-
ной плоскости симметрии задачи, шкала плотностей  
                   (кг/м3) и температур (К) справа 

На рис. 19 приведены формы обоих ударников 
на момент окончания счета (t = 258 пс), разрез в 
плоскости Y, ударник в задаче 7 имеет можно ска-
зать “более классическую форму” с точки зрения 
реализации эффекта самозатачивания.  
 

 258 пс, задача 7 

 258 пс, задача 8 

Рис. 19. Сравнение форм ударников на момент окончания 
счета для задач 7 и 8, показаны только атомы W, окрас  
             по принадлежности к ОЦК структуре W 
 

Наиболее интересным моментом в моделиро-
вании является фиксация процесса возникновения 
полос сдвига, приводящих к явлению самозатачи-
вания. Это очень трудоемкая задача, поскольку 
приходится обрабатывать огромные массивы дан-
ных в поисках полос сдвига и начала их образова-
ния. В большинстве случаев мы получали просто 
картину распределения напряжений. 

На рис. 20,а приведен разрез для задачи 7 
(обычные зерна) на момент времени 122 пс, чер-
ным квадратом помечена область, для которой 
проводился расчет пространственного распреде-
ления полного тензора напряжений и температу-
ры. На рис. 20,б, в приведено соответствующее 
распределение сдвиговой компоненты тензора на-
пряжений σxy и температуры в этой области. 

Из рис. 20,б видно, что полоса напряжений 
идет под углом, близким к 45°, что характерно для 
возникновения сдвиговых полос, в том числе и адиа-
батических полос сдвига. Характер распределения 
температурного поля коррелирует со сдвиговым. 

На рис. 21 приведены аналогичные данные 
для задачи 8 также на момент 122 пс. В данном 
случае трудно сказать, что мы зафиксировали 
сдвиговую полосу. По величине значения напря-
жений для двух ударников имеют один порядок, 
но в задаче 8 они все же меньше. 
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                                                        а                                                                                                  б 

 
в 

Рис. 20. Изображение ударника (а) и картина распределения сдвиговых напряжений (σxy) в его носовой части (б)  
и температуры (в) в помеченной черным квадратом области на момент времени 122 пс для задачи 7. Шкала справа  
                                                                            в ГПа и К соответственно 
 

           
                                              а                                                                                                  б 

 
в 

Рис. 21. Изображение ударника (а) и картина распределения сдвиговых напряжений (σxy) в его носовой части (б)  
и температуры (в) в помеченной черным квадратом области на момент времени 122 пс для задачи 8. Шкала справа  
                                                                           в ГПа и К соответственно 
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В заключение отметим, что волнообразный 
характер канала в мишенях характерен и для на-
турных экспериментов (рис. 22). 

 
Рис. 22. Разрез стали с монокристаллическим [001]  

сердечником из W [15] 
 
 
 

Выводы 
 
В данной работе приведены результаты моле-

кулярно-динамического моделирования процесса 
проникания микроударника из вольфрама в ми-
шень из железа. В расчетах использовались мно-
гочастичные ЕАМ потенциалы для вольфрама и 
железа. На микроуровне промоделирован процесс 
самозатачивания ударников из чистого вольфрама 
при проникании в железо с начальной скоростью 
больше некоторой пороговой.  

Отметим, что несмотря на меньшие в ~ 105 раз 
размеры ударников по сравнению с реальными, в 
расчетах сохраняются основные характерные ка-
чественные и даже количественные особенности 
картины их проникания. Так, например, значение 
пороговой скорости, при которой возникает эф-
фект самозатачивания ударника, по нашим расче-
там составляет ≈ 2,1 км/с, что хорошо согласуется 
с полученным экспериментально. 

В работе представлены данные для зависимо-
сти глубины проникания от скорости и простран-
ственные распределения сдвиговых напряжений 
сердечника в процессе проникания в мишень.  
Приведены результаты сравнительного молеку-
лярно-динамического моделирования процесса 
проникания ударников из вольфрама в мишень из 
железа в случае, когда один ударник имел обыч-
ные “природные” зерна, а другой – вытянутые 
вдоль ударника. Отношение поперечного размера 
зерна к продольному составляло ≈ 5. Подобную  
 

структуру приобретает металл после горячего 
протягивания. 

Необходимо отметить, что в классической МД 
электроны, как независимые объекты, не модели-
руются, они учитываются лишь в потенциале меж-
атомного взаимодействия. Поэтому электронная 
теплопроводность отсутствует в классической МД. 
Для учета в МД электронной теплопроводности 
разработано несколько моделей, наиболее популяр-
ной является так называемая модель ТТМ [16, 17]. 
Модель ТТМ введена в MoDyS, поэтому в бли-
жайшее время планируется провести контрольный 
расчет с учетом электронной теплопроводности 
для корректировки распределения температуры. 

В ближайшее время нам предстоит изучить 
основные физические параметры обоих ударников, 
чтобы сделать конкретные выводы относительно 
полученной разницы в пробивной способности. 

В результате молекулярно-динамического мо-
делирования процесса проникания ударника из 
вольфрама в мишень из железа показано, что 
ударник из вольфрама с вытянутыми зернами име-
ет более высокую эффективность при пробивании 
мишени из железа по сравнению с ударником из 
обычных зерен, что качественно согласуется с вы-
водами из экспериментов на установках Kolsky [13]. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ МЕТОДИКИ РЕШЕНИЯ КИНЕТИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА, ПРОВЕДЕННОГО НА ЗАДАЧЕ  
ОБ ИСТЕЧЕНИИ ГАЗА В ВАКУУМ 
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ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Приведены результаты численного исследования методики решения кинетического 

уравнения Больцмана, проведенного на задаче об истечении газа в вакуум. 
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Введение 
 

Кинетическое уравнение Больцмана [1] со-
ставляет теоретическую основу динамики газов. 
Это нелинейное интегродифференциальное урав-
нение представляет в математическом отношении 
очень интересный объект для изучения и опробо-
вания различных идей и подходов, прежде всего 
численных. В связи с отсутствием общих аналити-
ческих подходов к решению нелинейных уравне-
ний удается только в частных случаях построить 
точное решение. Для общего случая решение ки-
нетического уравнения Больцмана возможно толь-
ко с помощью численных методов. Автор статьи 
занимается созданием методики для численного 
решения кинетического уравнения Больцмана, 
применяя проекционно-сеточный метод с полной 
аппроксимацией уравнения [2–5]. Разрабатывае-
мая методика положена в основу программы рас-
чета кинетического уравнения Больцмана для 
трехмерной геометрии в применении к газовой 
динамике. В [6] приведены результаты сравни-
тельных расчетов с точным решением задачи об 
однородной релаксации в простом газе, в качестве 
начальных данных была использована функция 
Максвелла. В [7] приведены результаты сравни-
тельных расчетов с точным решением задачи об 
однородной релаксации в простом газе, в качестве 
начальных данных использовались произвольно 
выбранные значения. В [8] приведены результаты 
математического моделирования неоднородной 

релаксации в смеси нейтральных газов, состоящей 
из метана и аргона. В [9] приведены результаты 
сжатия вещества потоком тяжелых молекул. В [10] 
приведены результаты численного исследования 
методики решения кинетического уравнения 
Больцмана проведенного на газодинамической 
задаче о распаде разрыва. В данной статье приве-
дены результаты расчетов задачи об истечении 
газа в вакуум. Расчеты проведены на модельной 
задаче с вакуумными и плотными слоями на не-
подвижной геометрии в многогрупповом кинети-
ческом приближении. На данном этапе исследова-
ния точности работы, как методики, так и про-
граммы решения уравнения Больцмана, получено 
вполне удовлетворительное описание динамики 
разреженного газа, связанного со свободным исте-
чением газа в вакуум. Результаты расчетов соот-
ветствуют ожидаемому поведению интересующих 
величин. Изменение скоростей, плотностей и чис-
ла частиц в процессе расчета задачи, приведенные 
в статье, дают основание сделать вывод о работо-
способности исследуемой методики.  
 
 

1. Постановка модельной задачи  
и результаты расчетов 

 
В кинетической теории газов обычно рассмат-

ривают молекулярные модели, которые учитыва-
ют молекулярное взаимодействие более или менее 
точно. Одна из них – это модель твердых сфер. 
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Другие модели представляются в виде материаль-
ных точек, взаимодействующих с центральными 
консервативными силами, и отличаются одна от 
другой лишь видом выражения для потенциала 
этих сил. Уравнение Больцмана для газа из твер-
дых сфер имеет вид: 

f f fX
t x

∂ ∂ ∂
+ ξ + =

∂ ∂ ∂ξ
 

* * *
1 ( ) ( , , ) ,f f f f B V d d d
m

′ ′= − θ σ θ ε ξ∫∫∫  

где * *( ),f f= ξ  * *( ),f f′ ′= ξ  ( ),f f′ ′= ξ  ′ξ = ξ −  

( ),n nV−  * * ( ),n nV′ξ = ξ +  *,V = ξ − ξ  ( , , )B Vθ σ =  
2 sin cosV= σ θ θ − сечение рассеяния, X – внешняя 

сила, *,ξ ξ − скорости молекул после столкновения, 

*,′ ′ξ ξ − скорости молекул перед столкновением, σ −  
диаметр молекулы, m – масса молекулы, n – еди-
ничный вектор, направленный вдоль линии, со-
единяющей центры молекул в момент столкнове-
ния, f – плотность шестимерного пространства 

( , ),x ξ  fdρ = ξ −∫ плотность вещества, 
fd

v
fd
ξ ξ

= −
ξ

∫
∫

 

массовая скорость, с v= ξ − − тепловая скорость. 
Плотность энергии задается выражением: 

21 .
2

E fd= ξ ξ∫  

Плотность внутренней энергии задается вы-
ражением: 

21 .
2внE c fd= ξ∫  

Для численного решения кинетического урав-
нения Больцмана применен проекционно-сеточный 
метод с полной аппроксимацией уравнения. Мето-
дические численные расчеты уравнения Больцмана 
проведены без учета внешней силы. Расчеты про-
ведены на модельной задаче с вакуумными и плот-
ными слоями на неподвижной геометрии в много-
групповом кинетическом приближении. В качестве 
модельной задачи взята сферическая одномерная 
задача, для которой рассчитана трехмерная про-
странственная сетка. Расчеты проведены на систе-
ме, которая состоит из четырех математических 
областей. В каждой области определена своя про-
странственная сетка, общее количество ячеек в 
системе равно 3700. Пространственная сетка со-
стоит из 10 листов, каждый лист содержит 10 сек-
торов. Диаметр молекулы = 3,1·10–8 см, масса мо-
лекулы = 0,166·10–22 г. 
 

Пятигрупповые скорости и весовые коэффициенты 
ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5 

0,5E-04 0,2505E-1 0,1025E+1 0,300E+1 0,5E+1 
К1 К2 К3 К4 К5 

0,1E-3 0,499E-1 0,195E+1 0,2E+1 0,2E+1 
 

Геометрия одного листа приведена на рис. 1.1. 

 
Рис. 1.1. Двумерная геометрия «листа» 

 
На каждом листе построение пространствен-

ной сетки осуществлялось равномерно по радиусу: 
область 1 – 15 интервалов, область 2 – 2 интерва-
ла, область 3 – 5 интервалов, область 4 – 15 интер-
валов. Сетка по скоростной переменной выбира-
лась равномерной. Области 1, 2, 4 – вакуумные 
слои. В области 3 в начальный момент времени в 
качестве начальных данных задавалась функция 
Максвелла таким образом, чтобы плотность веще-
ства соответствовала задаваемому значению. 

Использованы следующие обозначения: A – 
aтомная масса; V – массовая скорость (107 см/с); ξ – 
скорость частиц (107 см/с); t – время (10–7 с); N – 
масса частиц области, г; N1-N4 – масса частиц в 
областях 1–4, г; T – температура, кэВ; Ro – плот-
ность, г/см3. 

Рассчитывалась задача динамики разреженно-
го газа, связанная со свободным истечением газа в 
вакуум (такое течение наблюдается, например, 
при выходе газа через отверстие в камеру низкого 
давления). Эта простая, по сути, задача, не услож-
ненная эффектами взаимодействия газа с поверх-
ностью, охватывает почти весь спектр возможных 
течений: от континуального до околосвободномо-
лекулярного. На больших расстояниях от источ-
ника плотность становится столь   низкой, что 
процесс столкновения молекул уже не в состоянии 
поддерживать континуальный режим течения. 
Средняя энергия теплового движения, перпенди-
кулярного линиям тока, передается как среднему 
движению газа, так и тепловому движению вдоль 
линий тока, в результате чего ее величина посто-
янно убывает. Поскольку тепловое движение свя- 
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зано с температурой, то это обстоятельство приво-
дит к различному вкладу в температуру движения 
молекул вдоль и поперек линий тока и это являет-
ся причиной ускорения молекул вдоль линий тока. 
Поперечная температура стремится к нулю при 
удалении от источника, а продольная температура 
стремится к константе. Основной целью проводи-
мых расчетов было получение качественного со-
ответствия результатов расчетов с изученной фи-
зикой происходящих процессов. Для проведения 
численных сравнений расчетов описанного про-
цесса необходима близкая постановка задачи и 
наличие в настоящее время альтернативных ре-
зультатов счета. На данном этапе исследования 
точности работы, как методики, так и программы 
решения уравнения Больцмана, получено вполне 
удовлетворительное описание динамики разре-
женного газа, связанного со свободным истечени-
ем газа в вакуум. Результаты расчетов соответст-
вуют ожидаемому поведению интересующих ве-
личин. Изменение скоростей, плотностей и числа 
частиц в процессе расчета задачи, приведенные в 
статье на соответствующих графиках, дают осно-
вание сделать вывод о работоспособности иссле-
дуемой методики. 

В статье приводятся результаты расчетов двух 
задач, отличающихся параметрами счета. 
 

Задача 1. В области 3 в начальный момент 
времени в качестве начальных данных задавалась 
функция Максвелла таким образом, чтобы плот-
ность вещества равнялась 1 г/см3, А = 1, T = 0,001 
кэВ. Расчеты проводились с учетом интеграла 
столкновения в вакуумных областях с пятью груп-
пами, задача считалась до t = 6·10–7 с. Результаты 
расчетов приведены на рис. 1.2–1.17. 

На рис. 1.2 представлена общая картина изме-
нения плотностей в областях. Величины значений 
плотностей в областях на порядки отличаются 
друг от друга, поэтому ниже приведены графики 
плотностей для каждой области в задаче 1. 

 
Рис. 1.2. Зависимость плотности от времени  

в областях 1–4 в задаче 1 
 

На рис. 1.3 видно, что в процессе счета задачи 
в вакуумную область идет поток частиц, что при-
водит к последовательному увеличению плотности 
в первой области. 

 
Рис. 1.3. Зависимость плотности от времени в области 1 

в задаче 1 
 

На рис. 1.4 видно, что в процессе счета задачи 
во вторую вакуумную область идет поток частиц, 
что приводит к последовательному увеличению 
плотности до момента времени 0,167·10–7 с, после 
чего наступает «разгрузка». 

 
 

Рис. 1.4. Зависимость плотности от времени в области 2 
в задаче 1 

 
На рис. 1.5 видно, что в процессе счета задачи в 

области 3 происходит постепенное снижение 
плотности вещества, что объясняется выходом по-
тока частиц в соседние области. 

 
Рис. 1.5. Зависимость плотности от времени в области 3 

в задаче 1 
 

На рис. 1.6 видно, что в процессе счета задачи 
в область 4 идет поток частиц, что приводит к по-
следовательному увеличению плотности до мо-
мента времени 4,5·10–7 с, после чего плотность по-
степенно уменьшается в связи с выходом потока 
частиц через внешнюю границу системы. 
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Рис. 1.6. Зависимость плотности от времени в области 4 

в задаче 1 
 

 
Рис. 1.7. Зависимость массы частиц от скорости в об-

ластях 1–4 на конец счета задачи 1 
 

 
Рис. 1.8. Зависимость массы частиц от скорости  

в области 1 на конец счета задачи 1 
 

Как видно на рис. 1.8, в области 1 на конец сче-
та задачи имеются частицы с большими скоростями. 
 

 
Рис. 1.9. Зависимость массы частиц от скорости  

в области 2 на конец счета задачи 1 
 
 
 
 

Как видно на рис. 1.9, в области 2 на конец 
счета задачи частиц с большими скоростями мало. 
 

 

Рис. 1.10. Зависимость массы частиц от скорости  
в области 3 на конец счета задачи 1 

 
 

Как видно на рис. 1.10, в области 3 на конец 
счета задачи частиц с большими скоростями мало. 
 

 

Рис. 1.11. Зависимость массы частиц от скорости  
в области 4 на конец счета задачи 1 

 
Как видно на рис. 1.11, в области 4 на конец 

счета задачи имеются частицы с большими скоро-
стями. 
 
 

 
 
 
Рис. 1.12. Зависимость массовой скорости от радиуса  

на конец счета задачи 1 
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Рис. 1.13. Зависимость массовой скорости от радиуса  

на конец счета задачи 1 
 

 
 
Рис. 1.14. Зависимость массовой скорости от радиуса  

на конец счета задачи 1 
 

 
 
Рис. 1.15. Зависимость массовой скорости от радиуса  

на конец счета задачи 1 
 

 
 
Рис. 1.16. Зависимость массовой скорости от времени  

и от радиуса для задачи 1 
 
 

 
 
Рис. 1.17. Зависимость массовой скорости от времени  

и от радиуса для задачи 1 
 

Задача 2. Постановка задачи 2 отличается от 
задачи 1 значением начальных параметров. Так, в 
области 3 в начальный момент времени в качестве 
начальных данных задавалась функция Максвелла 
таким образом, чтобы плотность вещества равня-
лась 100 г/см3, А = 10, T = 1 кэВ. Расчеты проводи-
лись с учетом интеграла столкновения в вакуум-
ных областях с пятью группами, задача считалась 
до t = 0,5·10–7 с. Результаты расчетов приведены на 
рис. 1.18–1.29. Задача 2 отличается от задачи 1 
только параметрами счета, но поведение счетных 
величин в задаче 2 аналогично поведению счетных 
величин задачи 1. 

На рис. 1.18 представлена общая картина из-
менения плотностей в областях. Величины значе-
ний плотностей в областях на порядки отличаются 
друг от друга, поэтому ниже приведены графики 
плотностей для каждой области в задаче 2. 

 
Рис. 1.18. Зависимость плотности от времени  

в областях 1–4 в задаче 2 
 

 
 

Рис. 1.19. Зависимость плотности от времени  
в области 1 в задаче 2 
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На рис. 1.19 видно, что в процессе счета зада-
чи в вакуумную область идет поток частиц, что 
приводит к последовательному увеличению плот-
ности в первой области. 

На рис. 1.20 видно, что в процессе счета зада-
чи во вторую вакуумную область идет поток час-
тиц, что приводит к последовательному увеличе-
нию плотности до момента времени 0,0182·10–7 с, 
после чего наступает «разгрузка». 
 

 
 

Рис. 1.20. Зависимость плотности от времени  
в области 2 в задаче 2 

 
На рис. 1.21 видно, что в процессе счета зада-

чи в области 3 происходит постепенное снижение 
плотности вещества, что объясняется выходом по-
тока частиц в соседние области. 
 

 

Рис. 1.21. Зависимость плотности от времени  
в области 3 в задаче 2 

 
На рис. 1.22 видно, что в процессе счета зада-

чи в область 4 идет поток частиц, что приводит к 
последовательному увеличению плотности. 
 

 
 

Рис. 1.22. Зависимость плотности от времени  
в области 4 в задаче 2 

 

 
Рис. 1.23. Зависимость массы частиц от скорости  

в областях 1–4 на конец счета задачи 2 
 

 
 

Рис. 1.24. Зависимость массы частиц от скорости  
в области 1 на конец счета задачи 2 

 
Как видно на рис. 1.24, в области 1 на конец 

счета задачи имеются частицы с большими скоро-
стями. 
 

 
 

Рис. 1.25. Зависимость массы частиц от скорости  
в области 2 на конец счета задачи 2 

 
Как видно на рис. 1.25, в области 2 на конец 

счета задачи частиц с большими скоростями мало. 
 

 
 

Рис. 1.26. Зависимость массы частиц от скорости  
в области 3 на конец счета задачи 2 
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Как видно на рис. 1.26, в области 3 на конец 
счета задачи частиц с большими скоростями мало. 
 

 
 
 

Рис. 1.27. Зависимость массы частиц от скорости  
в области 4 на конец счета задачи 2 

 
Как видно на рис. 1.27, в области 4 на конец 

счета задачи имеются частицы с большими скоро-
стями. 
 

 
 

Рис. 1.28. Зависимость массовой скорости от времени  
и от радиуса для задачи 2 

 

 

Рис. 1.29. Зависимость массовой скорости от времени  
и от радиуса для задачи №2 

 
 

Заключение 
 

Автор, занимаясь созданием методики и про-
граммы расчета кинетического уравнения Больц-
мана, проводит последовательное исследование и 
тестирование как самой методики, так и програм-

мы. В данной статье приведены результаты расче-
тов задачи об истечении газа в вакуум. Расчеты 
проведены на модельной задаче с вакуумными и 
плотными слоями на неподвижной геометрии в 
многогрупповом кинетическом приближении.  На 
данном этапе исследования точности работы, как 
методики, так и программы решения уравнения 
Больцмана, получено вполне удовлетворительное 
описание динамики разреженного газа, связанного 
со свободным истечением газа в вакуум. Результа-
ты расчетов соответствуют ожидаемому поведе-
нию интересующих величин. Изменение скоро-
стей, плотностей и числа частиц в процессе расче-
та задачи, приведенные в статье, дают основание 
сделать вывод о работоспособности исследуемой 
методики. 
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1. Введение 
 
 

В квантовой механике частиц со спином ½ 
общепринятым является использование уравнения 
Дирака первого порядка с биспинорной волновой 
функцией. Практически одновременно Дираком 
было предложено также уравнение второго поряд-
ка во внешнем электромагнитном поле [1]. С ис-
пользованием соотношения между верхним и ниж-
ним спинорами дираковского биспинора уравне-
ние второго порядка можно записать в виде двух 
отдельных уравнений со спинорными волновыми 
функциями. При этом для самосопряженности 
уравнений второго порядка необходимо для каж-
дого из них проводить соответствующие неуни-
тарные преобразования (см., например, [2]). В ре-
зультате при использовании самосопряженных 
уравнений второго порядка со спинорными волно-
выми функциями в квантовой механике частиц со 
спином ½ во внешних электромагнитных и грави-
тационных полях могут возникать новые физиче-
ские следствия. 
 

В данной работе получены в единой методо-
логии самосопряженные уравнения второго по-
рядка для движения частиц со спином ½ в полях 
Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра и 
Керра–Ньюмена. Из этих уравнений при отсутст-
вии гравитации можно получить в пространстве 
Минковского уравнения второго порядка для дви-
жения фермионов в кулоновском поле. 

Работа организована следующим образом. В раз-
делах 2, 3 рассматриваются уравнения Дирака и по-
лучены уравнения второго порядка в полях Шварц-
шильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра и Кер- 
ра–Ньюмена.  

В Заключении проводится краткое обсуждение 
и для информации сообщается об известных к на-
стоящему времени физических следствиях, полу-
ченных в результате использования при решении 
физических проблем самосопряженных уравнений 
второго порядка со спинорными волновыми функ-
циями. 

В Приложении 1 приведен явный вид эффек-
тивных потенциалов в полученных уравнениях 
второго порядка во внешних гравитационных и 
электромагнитных полях. 
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2. Уравнение Дирака и уравнение второго  

порядка в полях Шварцшильда  
и Райсснера–Нордстрёма 

 
В работе, как правило, используется система 

единиц 1;c= ==  сигнатура метрики плоского про-
странства-времени выбрана равной 

[ ]diag 1, 1, 1, 1 .αβη = − − −               (1) 

В (1) и ниже подчеркнутые индексы являются 
локальными. 

Индексы с греческими буквами принимают 
значения 0, 1, 2, 3 …; индексы с латинскими бук-
вами – значения 1, 2, 3 …. Используется стандарт-
ное правило суммирования по повторяющимся 
индексам. 
 

2.1. Метрика Райсснера–Нордстрёма 
 

Статическая метрика Райсснера–Нордстрёма 
(RN) характеризуется точечным источником с 
массой M и зарядом Q 

( )
2

2 2 2 2 2 2sin .R N
R N

drds f dt r d d
f−

−
= − − θ + θ ϕ   (2) 

В (2) 00
00

1, ,R N
R N

g f g
f−

−
= =  R Nf − =  

2
0

21 ,Qrr
r r

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0 2
2GMr

c
=  – гравитационный ра-

диус поля Шварцшильда, 2 ,Q
GQr
c

=  G – гравита-

ционная постоянная, с – скорость света. 
1. Если 2 2

0 4 ,Qr r>  то 

1 1 ,R N
r rf
r r
+ −

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

                (3) 

где r±  – радиусы внешнего и внутреннего гори-
зонтов событий 

2
20 0 .

2 4 Q
r rr r± = ± −                    (4) 

2. Случай 2 2
0 4 Qr r=  соответствует экстремаль-

ному полю RN с единственным горизонтом собы-
тий 0 2.r r± =  

3. Случай 2 2
0 4 Qr r<  соответствует «голой» 

сингулярности. В этом случае 0,R Nf − >  и обла-
стью определения волновых функций является 

область ( )0, .r∈ ∞  
4. При 0Q =  метрика RN переходит в метри-

ку Шварцшильда с 01 .R N S
r

f f
r− = = −  

Ниже будут рассмотрены релятивистские 
уравнения второго порядка для спинорных волно-
вых функций. Эти уравнения получаются при 
квадрировании уравнения Дирака, записанного в 
гамильтоновой форме. При этом исходный дира-
ковский гамильтониан должен быть самосопря-
женным. 

Алгоритмы получения самосопряженных ди-
раковских гамильтонианов во внешних гравитаци-
онных полях с помощью методов псевдоэрмито-
вой квантовой механики представлены в [3–5]. 
 

2.2. Самосопряженный гамильтониан 
 
Уравнение Дирака в гамильтоновой форме для 

частицы со спином ½, массой m и зарядом q  
в поле RN имеет вид 

( ) ( )
,

, ,
t

i H t
t

η
η η

∂Ψ
= Ψ

∂

r
r               (5) 

H H +
η η=  – самосопряженный гамильтониан с пло-

ским скалярным произведением волновых функций. 
Для диагональных метрических тензоров gμν  

гамильтониан Hη  легко находится из полученно-
го в [5] равенства 

( )1 ;
2 red redH H H +

η = +� �                 (6) 

0 0 0
00 00 .k

red k
m iH qA

g g x
∂

= γ − γ γ +
∂

� � � �      (7) 

В равенствах (5) – (7) приняты следующие 
обозначения: «+» – эрмитово сопряжение, «~» над 
величинами означает, что они получены с исполь-
зованием тетрадных векторов в калибровке Швин-

гера [6], 0 QA
r

=  – скалярный электромагнитный 

потенциал для метрики RN, ( )0,1,2,3μγ μ =�  – мат-
рицы Дирака с мировыми индексами. Величины 
μγ�  через тетрадные векторы в калибровке Швин-

гера связаны с матрицами βγ  ( ).H βμ μ
βγ = γ��  Нену-

левые тетрадные векторы в калибровке Швингера 
для метрики RN равны 

0 1 2 3
0 1 2 3

1 1 1; ; ; .
sinR N

R N
H H f H H

r rf −
−

= = = =
θ

(8) 
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Принимая во внимание (6) – (8), в сферических 
координатах ( ), ,r θ ϕ  можно получить следующее 
выражение для самосопряженного гамильтониана 

:H H +
η η=  

0 0 1 0
2

0 2 0 3

1
2

1 1 1ctg .
2 sin

R N R N

R N

r
H f m i f

r r r
qQi f

r r

η − −

−

∂⎛ ⎞
= γ − γ γ + − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞− γ γ + θ + γ γ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (9) 

В (9) 0 , kγ γ  – матрицы Дирака с локальными ин-
дексами. Если 0,Q =  то выражение (9) представля-
ет собой самосопряженный дираковский гамиль-
тониан в поле Шварцшильда. Выражение в га-
мильтониане (9), содержащееся в квадратных 
скобках, зависит только от угловых координат, 
остальные слагаемые зависят только от радиаль-
ной координаты. 
 
 

2.3. Разделение переменных 
 
Для разделения переменных представим бис-

пинор ( ),tηΨ r  в виде 

( )
( ) ( )
( ) ( )3, , , im iEtF r

r t e e
iG r

ϕϕ −
η

⎛ ξ θ ⎞
⎜ ⎟Ψ θ ϕ =
⎜ ⎟− σ ξ θ⎝ ⎠

   (10) 

и используем уравнение Брилла–Уилера [7]  

( ) ( )2 11 1ctg .
2 sin

i m iϕ
⎡ ⎤∂⎛ ⎞−σ + θ + σ ξ θ = κξ θ⎜ ⎟⎢ ⎥∂θ θ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (11) 

Чтобы использовать уравнение (11), удобно 
произвести эквивалентную замену матриц в га-
мильтониане (9): 

1 3 3 2 2 1, , .γ → γ γ → γ γ → γ          (12) 

В равенствах (10), (11): ( )ξ θ  – сферические 

гармоники для спина 1/2, kσ  – двумерные матри-
цы Паули, E – энергия дираковской частицы, 

, 1,...m j j jϕ = − − +  – азимутальная компонента уг-
лового момента j, κ  – квантовое число уравнения 
Дирака: 

( ) 11 , ,21, 2...
1, ,2

l j l

l j l

⎧− + = +⎪κ = = ⎨
= −⎪⎩

∓ ∓        (13) 

,j l  – квантовые числа полного углового и орби-
тального моментов дираковской частицы. 

( )ξ θ  можно представить в виде [8]. 

( )
( )

( )

( )
( )
( )

1
2

1
2

1
2

cos sin!1 2 21
4 ! sin cos2 2

jm

jm

m

Y

Y

j m

j m

ϕ

ϕ

ϕ

−

ϕ+

ϕ

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟ξ θ = =⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ θ⎛ ⎞− ⎜ ⎟= − ×
⎜ ⎟θ θπ + −⎝ ⎠

 

( )

( )

1
2

1
2

1
2 .

m
l

m
l

m P

P

ϕ

ϕ

−
ϕ

+

⎛ ⎞⎛ ⎞κ − + θ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠×⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

                          (14) 

В (14) выражение после квадратного корня в круг-
лых скобках является двумерной матрицей, 

( )
1

2m
lP ϕ± θ  – присоединенные полиномы Лежандра. 

В результате разделения переменных при 
0R Nf − >  получаем уравнения для вещественных 

радиальных функций ( ) ( ), :F Gρ ρ  

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2

2

1

0,

1

0.

R N
R N

em
R N

R N
R N

em
R N

fdF
f F

d

f G

fdG
f G

d

f F

−
−

−

−
−

−

⎛ ⎞+ κρ α
+ − ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠

α⎛ ⎞
− ε − + ρ =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞− κρ α
+ − ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠

α⎛ ⎞
+ ε − − ρ =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

   (15) 

В (15) введены безразмерные переменные 

0
2 2; ; ,

2

; .

c c P

fsQ
Q em fs

c P

rr E GMm Mm
l l cmc M

r GQm Q qQ q Qm
l c M e c e e

ρ = ε = α = = =

α
α = = = α = = α

=

= =

(16) 

Здесь cl mc
=
=  – комптоновская длина волны ди-

раковской частицы; 52,2 10 гP
cM

G
−= == ⋅

=  

( )191,2 10 ГэВ⋅  – планковская масса; 
2

fs
e

c
α = ≈

=
 

1
137

≈  – электромагнитная постоянная тонкой 

структуры; , emα α  – гравитационная и электро-
магнитная константы связи; Qα  – безразмерная 
константа, характеризующая источник электро-
магнитного поля в метрике RN. 
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В обозначениях (16) 
2

2
21 .Q

R Nf −
αα

= − +
ρ ρ

               (17) 

При наличии внешнего и внутреннего горизонтов 
событий: 2 2

Qα > α  и  

( )( )
2 ,R Nf + −

−
ρ − ρ ρ −ρ

=
ρ

           (18) 

где  
2 2 .Q±ρ = α ± α −α                (19) 

Для экстремального поля RN: 2 2 ,Qα = α  

+ −ρ = ρ = α  и  

( )2
2 .R Nf −

ρ −α
=

ρ
                  (20) 

Случай голой сингулярности RN реализуется при 
2 2 .Qα < α  

Далее, из уравнений (15) вводим обозначения 

( ) 2
11 ,R N

R N

f
A

f
−

−

⎛ ⎞+ κ α
ρ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

       (21) 

( ) 1 ,em
R N

R N
B f

f −
−

α⎛ ⎞
ρ = ε − +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

        (22) 

 

( ) 1 ,em
R N

R N
C f

f −
−

α⎛ ⎞
ρ = − ε − −⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

      (23) 

( ) 2
11 ,R N

R N

f
D

f
−

−

⎛ ⎞− κ α
ρ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

     (24) 

( ) 1 ,F
dBA A D

B d
ρ = − − −

ρ
            (25) 

( ) 1 .G
dCA A D

C d
ρ = − − −

ρ
           (26) 

 
2.4. Самосопряженные уравнения второго  
порядка для спинорных волновых функций  

фермионов в гравитационных полях  
Шварцшильда и Райсснера–Нордстрёма 

 
Обозначим в (9) в безразмерных переменных 

( )1 ,H H Vη = + ρ  где ( ) .emV α
ρ =

ρ
       (27) 

С учетом (10) и (27) уравнение (5) имеет вид 

( )( ) ( )1 , , 0.V H ηε − ρ − Ψ ρ θ ϕ =           (28) 

Умножим слева уравнение (28) на оператор 
( )( )1 .V Hε − ρ +  Тогда 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 , , 0.V H V H ηε − ρ + ε − ρ − Ψ ρ θ ϕ =  (29) 
 

 

( )

( )

2
2 2

2
3

2 2 2

0 3 3

1 1

1 1 1 1ctg ctg
2 2 sinsin

R N R N R N

R N

R N R N R N

V f f f

f i

Vi f i f f

− − −

−

− − −

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ α ∂ α⎪ ε − − + + − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎨
∂ρ ρ ∂ρ ρρ ρ⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + θ + θ + + Σ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕρ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∂ ∂

+ γ γ − γ +
∂ρ ∂ρ

 

( )2 11 1 1ctg , , 0.
2 sinR N R Nf f i i− − η

⎫⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ Σ + θ − Σ Ψ ρ θ ϕ =⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ρ ρ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎭
                       (30) 

В (30), как и ранее, произведена эквивалентная замена матриц (12), 
0

.
0

k
k

k

⎛ ⎞σ
Σ = ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

 

Уравнения Дирака для верхних и нижних компонент биспинора 

( )
( )
( )

, ,
, , ,

, ,
i tU

t e
W

− ε
η

⎛ ⎞ρ θ ϕ
Ψ ρ θ ϕ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ θ ϕ⎝ ⎠

                                                         (31) 
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имеют вид  

( )

( )( )

3 1 2
2

3 1 2
2

1 1 1 1 1ctg ,
2 sin

1 1 1 1 1ctg .
2 sin

R N R N R N R N

R N R N R N R N

V f U i f i f i f W

V f W i f i f i f U

− − − −

− − − −

⎛ ⎛ ⎞ ⎞∂ α ∂ ∂⎛ ⎞ε − − = − σ + − − σ + θ − σ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ρ ρ ρ ∂θ ρ θ ∂ϕρ ⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠⎝
⎛ ⎛ ⎞ ⎞∂ α ∂ ∂⎛ ⎞ε − ρ + = − σ + − − σ + θ − σ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂ρ ρ ρ ∂θ ρ θ ∂ϕρ ⎝ ⎠ ⎠⎝ ⎠⎝

(32) 

В результате с учетом (32) уравнение (30) можно записать для одного из спиноров ( ), ,U ρ θ ϕ  или 

( ), , .W ρ θ ϕ  Для спинора ( ), ,U ρ θ ϕ  уравнение (30) имеет вид 

( )
2 2 2

2 3
2 2 2 2

2 1

1 1 1 1ctg
2 sinsin

1 1 1ctg
2 sin

1

R N
R N R N

R N R N

R N R N R N R
R N

fV f f i

f f i i
r

Vf f f f
V f

−
− −

− −

− − − −
−

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ α ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε − − + + − + + θ + + σ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ ρ ∂θ ∂θ θ ∂ϕρ ρ θ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩
⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ σ + θ − σ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ρ ∂θ θ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎛ ⎞∂ ∂
+ − −⎜ ⎟∂ρ ∂ρ ε − +⎝ ⎠ 2

1
N

⎡ ∂ α
− + −⎢ ∂ρ ρ ρ⎣

 

( )2 11 1 1 1ctg , , 0.
2 sinR N R Ni f i f U− −

⎫⎤∂ ∂⎛ ⎞− σ + θ + σ ρ θ ϕ =⎬⎜ ⎟ ⎥ρ ∂θ ρ θ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎦⎭
                                                      (33) 

Далее можно произвести разделение переменных. Из представления (10) следует  

( ) ( ) ( ), , .imU r F e ϕϕθ ϕ = ρ ξ θ                                                           (34) 

Используя уравнение Брила–Уиллера (11) и его квадрированное представление [8]  

( ) ( )
2 2

3 2
2 2

1 1 1ctg ,
2 sinsin

im imi e eϕ ϕϕ ϕ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ θ + + σ ξ θ = −κ ξ θ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂θ ∂θ θ ∂ϕθ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
               (35) 

получаем уравнение второго порядка для радиальной функции ( )F r  

( )

( )

2 2
2

2 2
1 1

1

R N
R N R N R N R N

R N
R N R N R N

R N

fV f f f f

fVf f f
f

−
− − − −

−
− − −

−

⎧ ⎛ ⎞ κ ⎛ ⎞∂ α ∂⎪ ε − − + + − − + κ −⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟∂ρ ρ ∂ρ ρρ ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪⎩

κ⎛ ⎞∂ ∂
− − −⎜ ⎟∂ρ ∂ρ ρε +⎝ ⎠

 

( ) ( )2
1 1 0.R N R N R N R N

R N

Vf f f f F
f− − − −

−

⎫⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ α ⎪− − + − ρ =⎜ ⎟⎬⎜ ⎟∂ρ ∂ρ ∂ρ ρε + ρ⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎭
                      (36) 

 
 
В уравнении (36) третье и последнее слагаемые не 
являются самосопряженными. Для самосопряжен-
ности (36) проведем неунитарное преобразование 

( ) ( ) ,gFΦ ρ = ρ                      (37) 
где 

( ) ( )1exp .
2 Fg A d′ ′ρ = ρ ρ∫          (38) 

Выражение ( )FA ρ  определено равенствами 
(21) – (23), (25). 

В результате для функции ( )Φ ρ  получаем ре-
лятивистское уравнение второго порядка типа 
Шредингера с эффективным потенциалом .RN

effU  

( )
2

2 2 0,RN
Schr eff

d E U
d
Φ
+ − Φ =

ρ
          (39) 

где 

( )21 1 ,
2SchrE = ε −                    (40) 



В. П. Незнамов 
 

 48

( )
22

2
1 1 3 1 1 1
4 8 4

RN
eff

d B dB dBU A D
B B d B dd

⎛ ⎞
= − + + − −⎜ ⎟ρ ρρ ⎝ ⎠

 

( ) ( )21 1 1 .
2 8 2 Schr

d A D A D BC E
d

− − + − + +
ρ

   (41) 

При 0Q =  получаем эффективный потенциал 

для поля Шварцшильда .S
effU  При 0, 0Qα = α =  

получается эффективный потенциал для кулонов-
ского поля в плоском пространстве-времени. Яв-
ный вид эффективных потенциалов в полях Райс-
снера–Нордстрёма, Шварцшильда и в кулонов-
ском поле (плоское пространство-время) приведен 
в Приложении. 
 
 

3. Уравнение Дирака и уравнение второго  
порядка в полях Керра и Керра–Ньюмена 

 
3.1. Метрика Керра–Ньюмена 

 
Стационарная метрика Керра–Ньюмена харак-

теризуется точечным источником с массой M, за-
рядом Q, вращающимся с угловым моментом 

.Mc=J a  Метрику Керра–Ньюмена в координатах 
Бойера–Линдквиста ( ), , ,t r θ ϕ  можно представить 
в виде 

( )22
002 2 2

2 2

2
2 2 2

2
1 sin

QQ

K K

K
K

K N

a r r rr r r
ds dt dtd

r r

r dr r d
−

−⎛ ⎞−
⎜ ⎟= − + θ ϕ−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − θ −
Δ

 

( )2 2
02 2 2 2 2

2 sin sin .
Q

K

a r r r
r a d

r

⎛ ⎞−
⎜ ⎟− + + θ θ ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (42) 

В (42) 2 2 2 2 2cos ;K K N K Nr r a r f− −= + θ Δ = =  
2 2

2 0
21 ;Qr ar

r
r r

⎛ ⎞+
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 остальные обозначения та-

кие же, как и для метрики Райсснера–Нордстрёма 
(см. раздел 2). 

1. Если 2 2
0 2 ,Qr a r> +  то 

1 1 ,K N
r rf
r r
+ −

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

              (43) 

где r±  – радиусы внешнего и внутреннего гори-
зонтов событий поля Керра–Ньюмена 

2
2 20 0 .

2 4 Q
r rr a r± = ± − −                    (44) 

2. Случай 2 2
0 02 , 2Qr a r r r r+ −= + = =  соот-

ветствует экстремальному полю Керра–Ньюмена. 

3. Случай 2 2
0 2 Qr a r< +  соответствует голой 

сингулярности поля Керра–Ньюмена. В этом слу-
чает 0.K Nf − >  

4. При 0Q =  метрика Керра–Ньюмена пере-
ходит в метрику Керра с 

2
0

21 .K
r af
r r

= − +                     (45) 

 
 

3.2. Самосопряженное уравнение Дирака 
 

Чандрасекар для метрики Керра получил 
уравнение Дирака и провел разделение перемен-
ных [9, 10]. Пейдж обобщил работы Чандрасекара 
для метрики Керра–Ньюмена и в уравнении Дира-
ка также провел разделение переменных [11]. Если 
записать уравнения Дирака в гамильтоновой фор-
ме, то гамильтонианы Чандрасекара и Пейджа бу-
дут псевдоэрмитовыми с весовыми множителями 
Паркера [12] в скалярных произведениях волновых 
функций. Самосопряженные гамильтонианы с пло-
скими скалярными произведениями волновых 
функций можно получить с использованием мето-
дов псевдоэрмитовой квантовой механики [3–5]. В 
работах [5, 13] такие гамильтонианы были полу-
чены для метрик Керра и Керра-Ньюмена. В [14] 
для метрики Керра доказана эквивалентность са-
мосопряженного гамильтониана в [5] и гамильто-
ниана Чандрасекара в [9, 10]. Недостатком гамиль-
тониана в [5] является невозможность проведения 
разделения переменных. Ниже для метрик Керра и 
Керра–Ньюмена впервые получены самосопря-
женные уравнения Дирака, допускающие разделе-
ние переменных. 

 Начнем с уравнений Дирака для метрик Керра 
и Керра-Ньюмена, полученных в работах Чандра-
секара, Пейджа и записанных в форме [15]. 

( )
( )

( )

0
ˆ0

0.ˆ 0
0

m
m

G m m
a m

+ +

− −

− +

− +

− α β⎛ ⎞
⎜ ⎟− β ε Δ α⎜ ⎟− Ψ = Ψ =⎜ ⎟ε Δ α −β −
⎜ ⎟⎜ ⎟−β −⎝ ⎠

 (46) 

В (46) Ψ  – биспинорная волновая функция. 
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( )22

sin1 ctg cos
2 2

a
a

KK

i i i±
⎛ ⎞α θ∂ θ

β = + + ρ − α θ ±⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ ρρ ⎝ ⎠
 

2

1 1sin ,
sina

K
t

⎛ ⎞∂ ∂
± α θ +⎜ ⎟∂ θ ∂ϕ⎝ ⎠ρ

          (47) 

( )22

sin1 ctg cos
2 2

a
a

KK

i i i±
⎛ ⎞α θ∂ θ

β = + − ρ + α θ ±⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ ρρ ⎝ ⎠
 

2

1 1sin ,
sina

K
t

⎛ ⎞∂ ∂
± α θ +⎜ ⎟∂ θ ∂ϕ⎝ ⎠ρ

         (48) 

( ) ( )2 2
2

ˆ K N
a a em

K K N

i i
t

−
±

−

ε Δ ⎛ ⎞∂ ∂
α = − ρ +α + α +α ρ ±⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎝ ⎠ρ Δ

 

( )2 2 cos .
2 2

K N
a

K NK K

ii i i−

−

⎛ ⎞Δ ∂ ρ−α
± + + ρ− α θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ Δρ ρ⎝ ⎠

 (49) 

( ) ( )2 2
2

ˆ K N
a a em

K K N

i i
t

−
±

−

ε Δ ⎛ ⎞∂ ∂
α = − ρ +α + α +α ρ ±⎜ ⎟∂ ∂ϕ⎝ ⎠ρ Δ

 

( )2 2 cos .
2 2

K N
a

K NK K

ii i i−

−

⎛ ⎞Δ ∂ ρ−α
± + + ρ+ α θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ Δρ ρ⎝ ⎠

 (50) 

Выражения (47)–(50) записаны в безразмерных 
переменных 

0
2

2

; ; ;
2

;

; .

c c P

fsQ
Q

c P

a em fs
c

rr E GMm
l m l M

r GQm Qm
l c M e
a qQ qQ
l c e

ρ = ε = α = =

α
α = = =

α = α = = α

=

=

      (51) 

Здесь cl mc
=
=  – комптоновская длина волны час-

тицы со спином 1/2; 52,2 10 гP
cM

G
−= = ⋅

=  

( )191,2 10 ГэВ⋅  – планковская масса; 
2

fs
e

c
α = ≈

=
 

1
137

≈ – электромагнитная постоянная тонкой 

структуры; , emα α  – гравитационная и электро-
магнитная константы связи; ,Q aα α  – безразмер-
ные константы, характеризующие источник элек-
тромагнитного поля и степень вращения в метрике 
Керра–Ньюмена соответственно. 

Величины 2 ,K K N−ρ Δ  в безразмерных пере-
менных имеют вид 

2 2 2 2cos ,K aρ = ρ + α θ                     (52) 

2 2
2 2

2
21 .a Q

K N K Nf− −

⎛ ⎞α + αα⎜ ⎟Δ = ρ = ρ − +
⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

    (53) 

В (49), (50) ˆ( )xε  – функция Хевисайда 

1 0
ˆ( ) .

1 0
x

x
x
≥⎧

ε = ⎨− <⎩
                     (54) 

Для получения более симметричного вида уравне-
ния (46) в соответствии с [15] проведем некоторые 
преобразования. Пусть ( ),S ρ θ  и ( ),Γ ρ θ  – диаго-
нальные матрицы вида 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1 14 2 2 2 2diag cos , cos , cos , cos ,

diag cos , cos , cos , cos .

a a a aK N

a a a a

S i i i i

i i i i i

−
⎛ ⎞= Δ ρ − α θ ρ − α θ ρ + α θ ρ + α θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Γ = − ρ + α θ − ρ + α θ − ρ − α θ ρ − α θ
        (55) 

Тогда преобразованная волновая функция 
ˆ SΨ = Ψ                                                                               (56) 

удовлетворяет уравнению 
( ) ( )1 ˆ ˆ 0,S G m S R A−Γ − Ψ = + Ψ =                                                       (57) 

где 

( )
( )

0 0

ˆ0 0
,

ˆ 0 0

0 0

K N

K N K N

K N K N

K N

im D

im D
R

D im

D im

− +

− − −

− − −

− +

⎛ ⎞ρ Δ
⎜ ⎟
⎜ ⎟− ρ ε Δ Δ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ε Δ Δ − ρ⎜ ⎟
⎜ ⎟Δ ρ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                   (58) 
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cos 0 0
0 cos 0

.0 cos 0
0 0 cos

a

a

a

a

L
L

A L
L

+

−

+

−

−α θ⎛ ⎞
⎜ ⎟α θ −⎜ ⎟= ⎜ ⎟−α θ
⎜ ⎟⎜ ⎟− α θ⎝ ⎠

                                             (59) 

 
В (58), (59) 

( )2 21 ,a a em
K N

D i
t±

−

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ρ + α + α − α ρ⎜ ⎟∂ρ Δ ∂ ∂ϕ⎝ ⎠

∓ (60) 

1 1ctg sin .
2 sinaL i

t±
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + θ α θ +⎜ ⎟∂θ ∂ θ ∂ϕ⎝ ⎠
∓      (61) 

Оператор R зависит только от радиальной пере-
менной ,ρ  а оператор A – только от угловых пере-
менных ( ), .θ ϕ  

Если представить функцию Ψ̂  в виде 

( ) ( )ˆ ˆ, , , , ,imi tt e e ϕϕ− εΨ ρ θ ϕ = Φ ρ θ         (62) 
где 

( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

ˆ , ,

R S

R S

R S

R S

− −

+ +

+ −

− +

⎛ ⎞ρ θ
⎜ ⎟

ρ θ⎜ ⎟
Φ ρ θ = ⎜ ⎟ρ θ⎜ ⎟

⎜ ⎟ρ θ⎝ ⎠

            (63) 

то можно получить системы уравнений Чандрасе-
кара–Пейджа отдельно для радиальных функций 

( )R± ρ  и отдельно для угловых сфероидальных 
гармоник ( ).S± θ  

Уравнения Дирака (46), (57) получены при ис-
пользовании матриц Дирака с локальными индек-
сами в спинорном представлении (представлении 
Вейля) 

0

0

0 1 0
; ;

1 0 0

0
.

0

k
k

W W k

k
k k
W W W k

⎛ ⎞σ⎛ ⎞
γ = − γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ −σ⎝ ⎠

⎛ ⎞σ
α = γ γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟− σ⎝ ⎠

        (64) 

Для гамильтонианов в полях Шварцшильда, Райс-
снера–Нордстрёма мы использовали матрицы в 
представлении Дирака–Паули 

0

0

1 0 0
; ;

0 1 0

0
.

0

k
k

D P D P k

k
k k
D P D P D P k

− −

− − −

⎛ ⎞σ⎛ ⎞
γ = γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ − σ⎝ ⎠

⎛ ⎞σ
α = γ γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

   (65) 

Матрицы в представлении Дирака–Паули свя-
заны с матрицами в представлении Вейля унитар-
ным преобразованием 

1; ,D P WM M M Mμ μ + + −
−γ = γ =           (66) 

I -I1 .
I I2

M
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                    (67) 

В (67) I – двумерная единичная матрица. 
Проведем унитарное преобразование (67) с вол-

новой функцией (62), (63) и с уравнением Дирака 
(57). Преобразованная функция ˆ

D P−Φ  имеет вид 

( )

( )
( )
( )
( )

1ˆ ˆ , .
2D P

R R S

R R S
M

R R S

R R S

− + −

+ − +
−

− + −

− + +

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
Φ = Φ ρ θ = ⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎜ ⎟+⎝ ⎠

     (68) 

Далее учтем свойство анзаца радиальных волно-
вых функций Чандрасекара–Пейджа [16]  

( ) ( )
( ) ( )

*

*

,R R

R R
− +

+ −

ρ = ρ

ρ = ρ
                      (69) 

и введем вещественные радиальные функции 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

,

.

g R R

f i R R
− +

+ −

ρ = ρ + ρ

ρ = + ρ − ρ
             (70) 

С учетом (70) функцию ˆ
D P−Φ  можно записать 

в виде 
( ) ( )
( ) ( )

31ˆ .
2

K N
D P

K N

f i

g
−

−
−

⎛ ⎞ρ σ ξ θ
⎜ ⎟Φ =
⎜ ⎟ρ ξ θ⎝ ⎠

         (71) 

Спинор ( )K N−ξ θ  равен 

( )
( )
( )

,K N
S

S
−

−
+

⎛ ⎞θ
ξ θ = ⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

                (72) 

( )S θ∓  – сфероидальные гармоники для спина ½, 
подчиняющиеся угловым уравнениям Чандрасека-
ра–Пейджа. В отсутствии вращения 0aα =  

( ) ( )
( )

( )
1

2

1
2

,K N

Y

Y

−

−
+

⎛ ⎞θ
⎜ ⎟ξ θ = ξ θ = ⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ( ) ( )1 1
2 2

,Y Y− +θ θ  – сферические гармоники 

для спина ½ (см. (14)). 
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Спинор ( )K N−ξ θ  удовлетворяет уравнению 

2 11 ctg sin
2 sina

m
i ϕ⎛ ⎛ ⎞∂⎛ ⎞σ + θ + σ −α ε θ + −⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∂θ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

 

) ( ) ( )3 cos .a K N K N− −−σ α θ ξ θ = −λξ θ      (73) 

Из (73) следуют угловые уравнения Чандрасека-
ра–Пейджа для сфероидальных гармоник ( )S θ∓  

( )

( )

1 ctg sin cos ,
2 sin

1 ctg sin cos .
2 sin

a a

a a

m
S S S

m
S S S

ϕ
+ + −

ϕ
− − +

⎛ ⎞∂⎛ ⎞+ θ − α ε θ − = − λ −α θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞∂⎛ ⎞+ θ + α ε θ− = λ + α θ⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(74) 
В отличие от полей Шварцшильда, Райсснера–

Нордстрёма константа разделения λ в (73) зависит 
от , , , .a j mϕε α  

Преобразованное уравнение Дирака (57) для 
функции ˆ

D P−Ψ  будет иметь вид 

( ) ( )3 1 ˆ 0.D Pi M R A M −
−γ + Ψ =          (75) 

В (75) для удобства преобразованное уравнение 
слева умножено на матрицу 3 .iγ  Кроме того, для 
сравнения с уравнением Дирака в полях Шварц-
шильда и Райсснера–Нордстрёма в уравнении (75) 
будем использовать волновую функцию 

ˆ
.D P

K N
K Nf
−

−
−

Ψ
Ψ =

ρ
                  (76) 

Перед тем как написать уравнение (75) с уче-
том (76) в явном виде, отметим, что при использо-
вании вещественных радиальных волновых функ-
ций ( ) ( ),f gρ ρ  будут использоваться положи-
тельные значения 0, 0.K N K Nf− −Δ ≥ ≥  В этом 
случае ( )ˆ 1.ε Δ =  При наличии горизонтов событий 
условие 0K N−Δ ≥  исключает из области определе-
ния волновых функций сферическую область меж-
ду внешним и внутренним горизонтами событий. 

В результате уравнение Дирака для K N−Ψ  
(76) имеет вид 

( )0 0 3
2

0 5 0 1

1

1cos ctg
2

K N K N K N

K N
a

f i f

f
i i

− − −

−

⎧ ⎛ ⎞∂ α⎪ω− γ Ψ = − γ γ + − +⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟∂ρ ρ ρ⎪ ⎝ ⎠⎩

∂⎛ ⎞⎡+ − γ γ α θ− γ γ + θ −⎜ ⎟⎣ρ ∂θ⎝ ⎠

 

0 2 sin .
sina K N
mϕ

−
⎫⎤⎛ ⎞ ⎪−γ γ εα θ− Ψ⎥⎜ ⎟ ⎬

θ ⎥⎝ ⎠ ⎪⎦⎭
           (77) 

В (77) 5 0 1
.

1 0
⎛ ⎞

γ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2

2 21 .aa emmϕ⎛ ⎞ αα α
ω = ε + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ρρ ρ⎝ ⎠

            (78) 

Уравнение (77) является самосопряженным и в от-
сутствие вращения ( )0aα =  совпадает с уравнением 
Дирака в поле Райсснера–Нордстрёма (см. (9) и (10)). 
 

3.3. Разделение переменных 
 

Для уравнения (77) допустима стандартная 
процедура разделения переменных. Сначала мы 
записываем (77) в виде системы уравнений для 
верхнего и нижнего спинора функции .K N−Ψ  Затем 
используем уравнение (73) для ( ).K N−ξ θ  В итоге 
мы получаем уравнения для вещественных ради-

альных функций ( ) ( )( ) , ( )
K N K N

f g
F G

f f− −

ρ ρ
ρ = ρ =

ρ ρ
 

(см. (70), (76)). 

( )

( )

( )

( )

2

2

2 2

2

2

2 2

1

1 0,

1

1 0.

K N
K N

aa em
K N

K N
K N

aa em
K N

f
f F

m
f G

f
f G

m
f F

−
−

ϕ
−

−
−

ϕ
−

⎛ ⎞λ∂ α
+ − + ρ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ ρ ρρ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ αα α⎜ ⎟− ε + − − + ρ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞λ∂ α

+ − − ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ρ ρ ρρ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ αα α⎜ ⎟+ ε + − − − ρ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

(79) 

Уравнения (79) по своей структуре схожи с 
уравнениями (15) для поля Райсснера–Нордстрёма. 
При 0aα =  (отсутствие вращения) уравнения (79) 
совпадают с системой уравнений (15). 
 

3.4. Самосопряженные уравнения второго  
порядка для спинорных волновых функций  
фермионов в гравитационных полях Керра  

и Керра–Ньюмена 
 

Учитывая сходство уравнений Дирака (9), (10), 
(15) с уравнениями (78), (79), искомые уравнения 
второго порядка можно получить, не используя 
этапы подраздела 2.4. 

Первоначально введем обозначения 

2
11 ,K N

K N
K N

f
A

f
−

−
−

⎛ ⎞+ λ α
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

       (80) 
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2

2 2
1 1 ,aa em

K N K N
K N

m
B f

f
ϕ

− −
−

⎛ ⎞⎛ ⎞ αα α⎜ ⎟= ε + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠
(81) 

2

2 2
1 1 ,aa em

K N K N
K N

m
C f

f
ϕ

− −
−

⎛ ⎞⎛ ⎞ αα α⎜ ⎟= − ε + − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠
(82) 

2
11 ,K N

K N
K N

f
D

f
−

−
−

⎛ ⎞− λ α
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

       (83) 

( ) 1 ,K N
F K N K N

K N

dBA A D
B d

−
− −

−
ρ = − − −

ρ
    (84) 

( ) 1 .K N
G K N K N

K N

dC
A A D

C d
−

− −
−

ρ = − − −
ρ

   (85) 

Далее проводим преобразования, аналогичные 
(27) – (38). В результате получаем самосопряжен-
ное релятивистское уравнение второго порядка с 
эффективным потенциалом :K N

effU −  

( )
2

2 2 0,K NK N
Schr eff K N

d E U
d

−−
−

Φ
+ − Φ =

ρ
    (86) 

где ( )21 1 .
2SchrE = ε −  

( )

( ) ( )

22

2 2

2

1 1 3 1
4 8

1 1
4

1 1
2 8

K N K N K N
eff

K N K N

K N
K N K N

K N

K N K N K N K N

d B dBU
B dd B

dBA D
B d

d A D A D
d

− − −

− −

−
− −

−

− − − −

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟ρρ ⎝ ⎠

+ − −
ρ

− − + − +
ρ

 

1 .
2 K N K N SchrB C E− −+ +                   (87) 

В отсутствие вращения ( )0aα =  K N
effU −  стано-

вится равным RN
effU  для поля Райсснера–Норд-

стрёма. Явный вид эффективных потенциалов в ак-
сиально-симметричных полях Керра и Керра–Нью-
мена приведен в Приложении. 
 
 
 

4. Заключение 
 

Для описания движения частиц со спином ½  
в гравитационных и электромагнитных полях 
Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра и Кер-

ра–Ньюмена в единой методологии получены са-
мосопряженные уравнения второго порядка со спи-
норными волновыми функциями. 

Для каждого из полей при получении уравне-
ний осуществлялись следующие три этапа: 

1. Получение самосопряженного гамильто-
ниана или получение самосопряженного уравне-
ния Дирака. 

2. Переход в уравнениях второго порядка от 
биспинорных к спинорным волновым функциям. 

3. Проведение неунитарных преобразований 
подобия для обеспечения самосопряженности 
уравнений второго порядка со спинорными волно-
выми функциями. 

В качестве аргументов в пользу применения 
уравнений второго порядка для фермионов при 
решении физических проблем приведем некото-
рые результаты, полученные к настоящему време-
ни автором и его коллегами. 

1. Спинорные волновые функции водородопо-
добного атома для состояний 1 1

2 2
1 , 2 ,S P  вычис-

ленные с помощью уравнений второго порядка, 
являются регулярными в окрестности начала ко-
ординат ( )0 .r =  Как известно, для уравнения Ди-
рака первого порядка биспинорные волновые 
функции для этих состояний являются нерегуляр-
ными [17]. 

2. При анализе уравнения типа Шредингера  
с эффективным кулоновским потенциалом доста-
точно просто выделить три области при изменении 
Z в исходном кулоновском поле ( ) 2 :V r Ze r= −  
Для основного состояния 1

2
1S  в первой области 

137 31 118,7
2

ZZ ⋅
≤ < ≈  при 0r →  существует 

положительный барьер 2~ 1 r  с последующей по-
тенциальной ямой. Во второй области изменения 

( )119 137Z Z≤ ≤  остается потенциальная яма 
2~ ,K r  где коэффициент 1 8,K ≤  что допускает 

возможность существования фермионных стацио-
нарных связанных состояний. В третьей области с 

137Z >  существует потенциальная яма с коэффи-
циентом 1 8,K >  что свидетельствует о реализа-
ции режима «падения» частицы на центр. 

3. Рассмотрение движения заряженных час-
тиц со спином ½ в отталкивающем кулоновском 
поле с помощью уравнения второго порядка с 
эффективным кулоновским потенциалом вы-
явило существование неисследованного ранее  
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непроницаемого потенциального барьера. Для 
частиц в покое с приведенной массой m радиус 
барьера равен половине классического радиуса 

2

2
1 ;
2cl

er Z
mc

=  радиус барьера уменьшается с уве-

личением энергии частицы 
2

2 21 .cl
e Er Z

mc mc
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4. Вещественные радиальные волновые функ-
ции уравнения Дирака во внешних гравитацион-
ных полях Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, 
Керра и Керра–Ньюмена являются квадратично-
неинтегрируемыми вблизи горизонтов событий. 
При переходе к уравнению типа Шредингера с 
эффективными потенциалами радиальные волно-
вые функции становятся квадратично-интегрируе-
мыми во всех допустимых областях определения, 
причем волновые функции на горизонтах событий 
равны нулю. 

5. В начале координат метрики Райсснера–
Нордстрёма при использовании уравнения второго 
порядка однозначно выделяется одно из двух квад-
ратично-интегрируемых решений, существующих 
для уравнения Дирака первого порядка [18]. 

6. При использовании уравнения второго по-
рядка голая сингулярность Райсснера–Нордстрёма 
отделена бесконечно большим потенциальным 

барьером 2
3 1~ .
8 r

 Барьер существует для любой 

квантово-механической частицы со спином ½, не-
зависимо от наличия и знаков электрических заря-
дов частицы и метрики Райсснера–Нордстрёма. 
Присутствие потенциального барьера, покрываю-
щего сингулярность, не несет угрозы космической 
цензуре. Данный вывод согласуется с выводами 
[19], применительно к движению бесспиновых 
частиц. 

Таким образом наше рассмотрение показыва-
ет, что использование самосопряженных уравне-
ний второго порядка со спинорными волновыми 
функциями расширяет возможности квантовой 
механики движения частиц со спином ½ во внеш-
них гравитационных и электромагнитных полях. 
 

Автор благодарит А. Л. Новоселову за сущест-
венную техническую помощь в подготовке статьи. 
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Приложение 
 

Эффективные потенциалы гравитационных  
и электромагнитных полей в самосопряженных уравнениях второго порядка 

 
1. Поле Керра–Ньюмена. 
В соответствии с (80) – (87) можно получить: 

( )
22

2 2
3 1 3 1 1 ,
8 8 2

K N K N K N
K N K N K N K N

K N K N K NK N K N K N

dB f f
f f

d f fB f f
− − −

− − − −
− − −− − −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞′⎛ ⎞ ⎪ ⎪′ ′⎢ ⎥= − ω + + ω +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ω + ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
  (П1) 

( ) ( ) ( )
2

2
2 3 2

1 1 1 2 1
4 4

K N K N
K N K N K N K N K N K N

K N K N K N K N K N

d B f
f f f f

B fd f f
− −

− − − − − −
− − − − −

⎡
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РЕФЕРАТЫ  
 
 
УДК 530.145.6; 514.764.2 
 

ИЗ ЧЕГО МОЖЕТ СОСТОЯТЬ ТЕМНАЯ МАТЕРИЯ / В. П. Незнамов // 
ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2017. Вып. 3. С. 3–8. 

При исследовании квантовой механики взаимодействия фермионов  
с внешними гравитационными полями Шварцшильда, Райсснера–Нордстрёма, 
Керра, Керра–Ньюмена ранее была показана возможность существования 
коллапсаров без пересечения частицами горизонтов событий. В работе та-
кие неиспаряющиеся коллапсары со связанными фермионами и без них 
предложены в качестве частиц темной материи. Область масс коллапсаров, 
свободных от теоретических и наблюдательных ограничений, находится в 
интервале 145 10 г,PM M≤ < ⋅  PM  – планковская масса. Нижняя граница 
смыкается с областью существования реликтовых стабильных черных дыр 
планковской массы. 
 
 
 
УДК 530.12:531.51 
 

ВОЗМОЖНЫЙ СПОСОБ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА СУЩЕСТВОВАНИЯ ЧЕР-
НЫХ ДЫР / М. В. Горбатенко // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная 
физика. 2017. Вып. 3. С. 9–13. 

В гравитационном поле, описываемом решением Шварцшильда, крас-
ное смещение становится сколь угодно большим по мере приближения ис-
точника к горизонту событий. Экспериментальная регистрация этого факта 
была бы прямым доказательством существования черных дыр, предсказы-
ваемых общей теорией относительности. 

 
 
 

УДК 530.12:531.51 
 

РЕШЕНИЕ МАННГЕЙМА–КАЗАНАСА, КОНФОРМНАЯ ГЕОМЕТРОДИ-
НАМИКА И ТЕМНАЯ МАТЕРИЯ / М. В. Горбатенко, С. Ю. Седов // 
ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2017. Вып. 3. С. 14–22. 

В рамках стандартных уравнений Эйнштейна общей теории относи-
тельности плоские ротационные кривые вращения галактик не могут быть 
объяснены без привлечения гипотезы о темной материи, частицы которой 
пока не идентифицированы. Вакуумное центрально-симметричное решение 
уравнений конформной гравитации является известной метрикой Маннгей-
ма–Казанаса, на основе которой эти кривые получают чисто геометриче-
ское объяснение. В статье показано, что метрика Мангейма–Казанаса явля-
ется решением не только уравнений Баха, получаемых из конформно-
инвариантного лагранжиана Вейля, но и решением уравнений конформной 
геометродинамики при ненулевом векторе Вейля. В связи с этим формулиру-
ется гипотеза, что космическое пространство на галактических масштабах 
может описываться не геометрией Римана, а геометрией Вейля. 
 
 
 
УДК 621.324 

 
МОЛЕКУЛЯРНО-ДИНАМИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА СА-
МОЗАТАЧИВАНИЯ УДАРНИКА ИЗ W ПРИ ПРОНИКАНИИ В МИ-
ШЕНЬ ИЗ Fe / М. В. Ветчинников, М. А. Демина, А. Н. Анисимов, С. А. 
Грушин, А. Г. Кечин, В. П. Фомин, В. А. Дегтярев // ВАНТ. Сер. Теоретиче-
ская и прикладная физика. 2017. Вып. 3. С. 23–34. 

 
 



 

УДК 519.633 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ МЕТОДИКИ РЕШЕ-
НИЯ КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА, ПРОВЕДЕННОГО 
НА ЗАДАЧЕ ОБ ИСТЕЧЕНИИ ГАЗА В ВАКУУМ / А. В. Харитонов // 
ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2017. Вып. 3. С. 35–42. 

Приведены результаты численного исследования методики решения 
кинетического уравнения Больцмана, проведенного на задаче об истечении 
газа в вакуум. 
 
 
УДК 530.145.7;514.764.2 

 
САМОСОПРЯЖЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА ДЛЯ ФЕР-
МИОНОВ В ГРАВИТАЦИОННЫХ И ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЯХ 
ШВАРЦШИЛЬДА, РАЙССНЕРА–НОРДСТРЁМА, КЕРРА И КЕРРА–НЬЮ-
МЕНА / В. П. Незнамов // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 
2017. Вып. 3. С. 43–55. 

Для фермионов получены релятивистские самосопряженные уравне-
ния второго порядка в гравитационных и электромагнитных полях Шварц-
шильда, Райсснера–Нордстрёма, Керра и Керра–Ньюмена. Уравнения вто-
рого порядка с эффективными потенциалами и со спинорными волновыми 
функциями расширяют возможность получения регулярных решений кван-
товой механики движения частиц со спином ½. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

A B S T R A C T 
 
 
WHAT THE DARK MATTER CAN CONSIST OF / V. P. Neznamov // VANT. 
Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2017, N 3. P. 3–8. 

In quantum mechanics of fermion interaction with Schwarzschild, Reiss-
ner–Nordström, Kerr, Kerr–Newman external gravitational fields, a possibility 
has been shown earlier for existence of collapsars with no event horizons crossed 
by particles. In the paper, such nonevaporating collapsars, with and without 
bound fermions, are proposed as particles of dark matter. The region of mass col-
lapsars, free of theoretical and observation restrictions, is within the range of 

145 10 g;PM M≤ < ⋅  PM  is the Planck mass. The lower boundary joins with 
the domain of relict stable black holes of Planck mass. 
 
 
 
A POSSIBLE WAY TO PROOF OF BLACK HOLES EXISTANCE / M. V. Gor-
batenko // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2017, N 3. P. 9–13. 

A red shift in a gravitational field described by the Schwarzschild solution 
becomes arbitrary large at approaching a source to event horizon. Experimental 
registration this fact could be direct evidence of black holes existence predicted 
by the General Relativity. 
 
 
 
THE MANNHEIM–KAZANAS SOLUTION, THE CONFORMAL GEOME-
TRODYNAMICS AND THE DARK MATTER / M. V. Gorbatenko, S. Yu. Se-
dov // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2017, N 3. P. 14–22. 

Within the limits of the Einstein's standard equations of the general theory 
of relativity, flat rotational curves of galaxies cannot be explained without hy-
pothesis attracting the dark matter which particles are had not yet identified. The 
vacuum central-symmetric solution of the equations of conformal gravitation is 
well known as metrics of Mannheim–Kazanas, on which basis these curves re-
ceive purely geometrical explanation. In our article it is shown that the metrics of 
Mannheim–Kazanas is the solution not only Bach equation received from con-
formal-invariant Weyl lagrangian, but also the solution of equations of the con-
formal geometrodynamics at a nonzero vector of Weyl. In this connection the 
hypothesis is formulated, that the space on galactic scales can be described not 
only by Riemannian geometry, but geometry of Weyl. 
 
 
 
MOLECULAR DYNAMICS SIMULATIONS OF THE SELF-SHARPENING 
BEHAVIOR OF TUNGSTEN RODS PENETRATING AN IRON TARGET / 
M. V. Vetchinnikov, M. A. Demina, A. N. Anisimov, S. A. Grushin, A. G. Ke-
chin, V. P. Fomin, V. A. Degtyarev // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2017, 
N 3. P. 23–34. 

The paper reports the results of MD simulations of various tungsten rods 
penetrating an iron target. The simulations were done both for single-crystal and 
for polycrystalline samples. The simulation outputs suggest that the self-
sharpening behavior of penetrating tungsten rods is a threshold process starting 
at a velocity of about 2.1 km/s. Our results were compared with available ex-
perimental data. The simulations were done using the classical molecular dynam-
ics code MoDyS being developed at ITMF with embedded-atom-method (EAM) 
many-body potentials. 
 
 
 



 

THE RESULTS OF NUMERICAL STUDIES OF THE METHODS OF 
SOLUTION OF THE BOLTZMAN EQUATION, HELD ON THE PROBLEM 
OF GAS OUTFLOW INTO VACUUM / A. V. Kharitonov // VANT. Ser.: Theoret. 
i prikl. fizika. 2017, N 3. P. 35–42. 

The results of numerical studies of the methods of solution of the Boltzman 
equation, held on the problem of gas outflow into vacuum. 
 
 
SELF-ADJOINT SECOND-ORDER EQUATIONS FOR FERMIONS IN 
GRAVITATIONAL AND ELECTROMAGNETIC SCHWARZSCHILD, REIS-
SNER–NORDSTRÖM, KERR AND KERR–NEWMAN FIELDS / V. P. Nez-
namov // VANT. Ser.: Theoret. i prikl. fizika. 2017, N 3. P. 43–55. 

Relativistic self-adjoint second-order equations were obtained for fermions 
in gravitational and electromagnetic Schwarzschild, Reissner–Nordström, Kerr 
and Kerr–Newman fields. Second-order equations with effective potentials and 
spinor wave functions enhance the opportunity of obtaining regular solutions of 
quantum mechanics of half-spin particle motion. 
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