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Проведены исследования по построению неявных безусловно монотонных разност-
ных схем повышенного порядка аппроксимации для уравнения переноса теплового из-
лучения.

Ключевые слова: уравнение переноса излучения, разностные схемы.

Введение

Проблеме построения численных методов решения уравнения переноса излучения посвящено
огромное число работ (см., например, [1] и приведенные там ссылки). Отдельно среди них вы-
деляются методы решения системы уравнений переноса теплового излучения (СУПТИ), которая
дополнительно включает в себя уравнение для внутренней энергии среды с учетом обменных про-
цессов взаимодействия излучения с веществом (см., например, [2—5]). Из-за существенной нелиней-
ности этих процессов при решении задачи СУПТИ предъявляются высокие требования к качеству
выбираемых численных методик.

Во-первых, эти методики должны обладать эффективным методом разрешения нелинейности
данной задачи (см., например, [6, 7]). Во-вторых, из-за семимерного пространства всех переменных
аппроксимационная система должна решаться экономичным методом, в котором число арифме-
тических операций пропорционально количеству узлов разностной сетки (например, маршевыми
алгоритмами: прогонкой или бегущим счетом). В-третьих, разностная дискретизация, кроме есте-
ственных условий — аппроксимации, абсолютной устойчивости и сходимости, должна удовлетворять
дополнительным требованиям: консервативности, безусловной монотонности и положительности
для положительных функций.

Если аппроксимация и сходимость выполняются для большинства используемых схем, то из тре-
бования абсолютной устойчивости вытекает использование только неявных схем, а из требования
консервативности — аппроксимация в дивергентной форме. Требование безусловной монотонности
ограничивает точность линейных схем первым порядком аппроксимации по времени и простран-

ству даже в простейшем случае одномерного уравнения переноса (УП):
∂J

∂t
+ c

∂J

∂x
= 0 [8]. В схемах

второго порядка аппроксимации осцилляции обычно порождаются третьей производной в первом
дифференциальном приближении (ПДП) [9]. Это следует из свойств уравнения Кордевега де Ври-
за [10]. Поэтому в области переноса теплового излучения до сих пор остается актуальной проблема
построения монотонных схем повышенного (выше первого) порядка аппроксимации. Основные про-
блемы численных схем СУПТИ изложены в работе [11].

Попытки построить монотонные линейные схемы повышенного порядка аппроксимации хотя бы
по одной из переменных, например первого порядка по времени и более высокого по пространству,
приводят к возникновению ограничений на временной шаг (см., например, [12]). Барьер безусловной
монотонности Годунова не удается преодолеть даже по отдельным переменным. Автор не нашел в
литературе безусловно монотонных линейных схем для УП с порядком O

(
τ + h2

)
или O

(
τ2 + h

)
,
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где τ — шаг по времени, h — шаг по пространству. Поэтому для повышения порядка аппроксимации
используют нелинейные схемы, в которых применяют различные алгоритмы монотонизации. Одна-
ко в большинстве случаев они также теряют свойство безусловной монотонности. Можно привести
несколько примеров:

1. В работах О. М. Белоцерковского с соавторами (см., например, [13]) построена явная (моно-
тонная при условии на число Куранта C =

cτ

h
≤ 1) нелинейная схема второго порядка ап-

проксимации по времени и пространству за счет изменения разностного шаблона при анализе
первых и вторых разностных производных.

2. В работах Б. В. Рогова и М. Н. Михайловской (см., например, [14]) построена неявная схема
третьего порядка аппроксимации по времени и четвертого — по пространству (монотонная при
C ≥ 0,5).

3. В работах В. И. Пинчукова (см., например, [15]) построены неявные схемы до шестого порядка
аппроксимации по времени и пространству (монотонные при C ≤ 0,5).

4. В работах М. Ю. Козманова с соавторами [16—18] построены условно монотонные нелиней-
ные схемы второго порядка аппроксимации по пространству за счет поправки разностного
оператора при анализе вторых разностных производных.

Следует заметить, что вышеперечисленные схемы из первых трех примеров дают повышенный
порядок аппроксимации только для простейшего одномерного УП, который может снижаться при
использовании их для уравнения переноса излучения более сложного вида с учетом процессов рассе-
яния и поглощения. При этом может теряться монотонность. Например, в схемах второго порядка
аппроксимации по пространству в DSn-методе Карлсона [19] осцилляции порождаются отрицатель-

ной второй производной −αh2∂
2J

∂x2
в ПДП при коэффициенте поглощения α.

Достаточно простой способ преодоления барьера Годунова в 1962 г. предложил Р. П. Федорен-
ко [20]: в областях немонотонности решения применять монотонные линейные схемы первого по-
рядка, а на гладких участках — схемы более высокого порядка. Этот прием достаточно эффективен
в явных схемах и схемах бегущего счета, когда переключение происходит при последовательном рас-
чете ячеек. Такие схемы в дальнейшем стали называть гибридными, однако при решении неявных
гиперболических систем (например, прогонкой) необходимо априорное определение точек переклю-
чения, что не всегда возможно. Если эту информацию брать с предыдущего шага или итерации, то
на искомой итерации возможно нарушение монотонности. Так как переключатель между схемами
зависит от поведения решения, такие схемы становятся нелинейными. Построение гибридных схем
для монотонизации решения используется во многих областях; например, в задачах переноса это
WDD-схема [21] или DDAD/St-схема [22]. Если построение гибридных схем в одномерном случае
не вызывает особых трудностей, то в многомерном случае этот прием "упирается" в неопределен-
ность понятия монотонности. В многомерном случае критерий монотонности обычно заменяют
принципом максимума в ячейке или требованием положительности для положительных функций.
При этом гибридные схемы могут порождать немонотонность в области положительности реше-
ния, немонотонность по времени и несходимость итераций из-за переключений с одной схемы на
другую [23].

Итак, перечислим основные требования к разностным схемам для СУПТИ.
Для всех схем (не только для схем СУПТИ) обязательны:

1) аппроксимация;
2) устойчивость (безусловная для схем СУПТИ);
3) сходимость.

Для схем СУПТИ необходимы:

4) консервативность;
5) положительность (для положительных функций);
6) безусловная монотонность (в одномерных задачах).
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Для схем СУПТИ желательны:

7) экономичность (простота алгоритма, как, например, у маршевых методов);
8) обобщаемость на многомерный случай;
9) выполнение сферической симметрии (см., например, [24]);
10) обеспечение асимптотического диффузионного предела при использовании метода сфериче-

ских гармоник (см., например, [25]);
11) обеспечение P1-предела при использовании кинетического приближения.

Всем одиннадцати условиям пока не удовлетворяет ни одна методика для решения СУПТИ в
кинетическом приближении. Однако при решении СУПТИ в упрощенных приближениях можно
снять некоторые требования на выбор схем.

Первым девяти условиям удовлетворяет, например, методика [26], созданная для решения СУПТИ
в приближении лучистой теплопроводности. Первым десяти условиям удовлетворяет методика [27],
созданная для решения СУПТИ в P1-приближении. Девяти условиям (без условий 9, 10) удовле-
творяют, например, методика [28], созданная для решения СУПТИ в кинетическом приближении,
и разностные схемы, рассмотренные в данной работе.

Еще одним вопросом при построении разностных схем для СУПТИ является выбор разностного
шаблона. В многомерных задачах для сохранения порядка аппроксимации на существенно неор-
тогональных сетках применяют схемы, построенные в рамках одноячеечного шаблона, которые в
последнее время стали называть бикомпактными [29]. Популярность этого класса объясняется тем,
что для данных схем выполняется ряд важных свойств:

1) это самый простой шаблон, поэтому сравнительно просто схемы обобщаются на многомерный
случай без расширения шаблона (шаблон трехточечной схемы в двумерной геометрии требует
9 ячеек, в трехмерной — 27 ячеек);

2) схемы, записанные в дивергентной форме и построенные интегроинтерполяционным способом
в рамках одноячеечного шаблона, будут всегда консервативны;

3) порядок аппроксимации не меняется при переходе от равномерных и ортогональных сеток к
неравномерным и неортогональным;

4) легко аппроксимируются граничные условия (не надо вводить фиктивные ячейки на грани-
цах);

5) нет необходимости аппроксимировать решение через разрыв, как в многоточечных схемах;
6) легко строится контур консервативности для доказательства локальной консервативности в

системе, что важно для систем гиперболических уравнений.

Одним из наиболее популярных путей преодоления барьера Годунова является переход к нели-
нейным TVD-схемам (Total Variation Diminishing), начало которым положил В. П. Колган [30]. В
настоящее время опубликовано большое количество работ (более 1 000) по TVD-схемам (см., напри-
мер, [31]), где рассмотрены как явные, так и неявные схемы типа TVD для решения гиперболических
систем уравнений. Если рассматривать только неявные TVD-схемы (с учетом требования безуслов-
ной устойчивости), то это будут трехточечные или четырехточечные схемы из-за использования
односторонних производных в каждом направлении пространственной переменной. Это значит, что
теряется важное достоинство одного из самых эффективных методов решения уравнения перено-
са — DSn-метода, где аппроксимация строится в рамках счетной ячейки, а для решения разностных
уравнений используется экономичный метод бегущего счета.

В работах [32, 33] были найдены способы, как избежать указанных трудностей в TVD-методологии.
В этих работах построены неявные схемы типа TVD, которые сохраняют основные достоинстваDSn-
метода. Доказательство принадлежности этих схем к TVD-схемам затруднено из-за применения ли-
неаризации, поэтому в работе [34], где они рассмотрены для системы гиперболических уравнений,
такие схемы названы ТVDR (Total Variation Diminishing Reconstruction). В работах [35, 36] постро-
ены ТVDR-схемы, у которых, в отличие от [29—32], вся добавка от TVD-реконструкции взята с
предыдущего шага. Это заметно упрощает схемы, особенно в многомерном случае.
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Для систем гиперболических уравнений TVD-реконструкцию можно проводить как для инвариан-
тов Римана [37—39], так и для основных величин (например, плотности и потока излучения) [40, 41].
TVDR-схемы, построенные на TVD-реконструкции инвариантов, опираются на свойство монотонно-
сти инвариантов в одномерной плоской геометрии [42], но в более сложных геометриях (например,
сферически-симметричной или цилиндрически-симметричной) отсутствие инвариантов не позволя-
ет пользоваться этим подходом. Поэтому класс TVDR-схем был расширен за счет применения
TVD-реконструкции к остальным величинам, которые могут вести себя немонотонно [40]. Такой
подход существенно упростил построение TVDR-схем в многомерных геометриях [41].

Построенные указанным способом TVDR-схемы обладают следующими свойствами:

1) неявность, безусловная устойчивость;
2) первый порядок аппроксимации по времени и второй порядок — по пространству, кроме от-

дельных точек с экстремумами;
3) консервативность;
4) однородность, заключающаяся в проведении расчета по единообразным формулам без явного

выделения особенностей решения;
5) аппроксимация в рамках одной ячейки, если иметь в виду значения величин с верхнего времен-

ного слоя, что позволяет применять экономичный метод бегущего счета для решения системы
разностных уравнений;

6) обобщаемость на многомерные геометрии.

Построение неявных схем для модельного уравнения переноса

Рассмотрим построение монотонных схем повышенного порядка аппроксимации для линейного
УП в одномерной плоской геометрии

1

c

∂J

∂t
+ µ

∂J

∂x
+ αJ = 0, (1)

где J(x, t) — неотрицательная функция; µ — направляющий косинус в пространстве полета частиц;
x — пространственная координата; t — время; c — скорость света; α — некоторая неотрицательная
константа. Уравнение (1) дополняется начальными и граничными условиями

J0(x, t0) = J0(x); J(xL, t) |µ>0 = JL(t) ; J(xR, t) |µ<0 = JR(t) .

Неявная схема в рамках одноячеечного шаблона для уравнения (1) имеет вид

Jn+1
i+1/2 − J

n
i+1/2

cτ
+ µ

Jn+1
i+1 − J

n+1
i

h
+ αJn+1

i+1/2 = 0, (2)

где τ = tn+1 − tn; h = xi+1 − xi; i = 0, . . . , I; n = 0, 1 . . . Для упрощения изложения в дальнейшем
предполагается τ = const, h = const. Величина с целыми нижними индексами Jn+1

i = J
(
xi, t

n+1
)

используется для значений искомой функции в узлах разностной сетки. Значения величины с по-

луцелыми нижними индексами Jn+1
i+1/2 =

1

h

xi+1∫
xi

J
(
x, tn+1

)
dx есть интегральные средние значения

функции в ячейках и отличаются от ее значений в центрах ячеек J
(
xi+1/2, t

n+1
)
на O(hm) в зави-

симости от используемой квадратуры, где m — порядок квадратурной формулы.
Уравнение (2) можно записать в более компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i = Jni+1/2, q = 1 + cτα ≥ 1, C =
cτµ

h
, ∆Jn+1

i = Jn+1
i+1 − J

n+1
i . (3)

Схема с дополнительными соотношениями связи

Jn+1
i+1/2 = Jn+1

i+1 при µ > 0; Jn+1
i+1/2 = Jn+1

i при µ ≤ 0 (4)
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является монотонной положительной схемой первого порядка аппроксимации. В теории переноса
эта схема называется противопотоковой, а в DSn-методе — St-схемой.

Подставляя соотношения связи (4) в уравнение (3), получаем

(q + C)Jn+1
i+1/2 = Jni+1/2 + CJn+1

i при µ > 0; (q − C)Jn+1
i+1/2 = Jni+1/2 − CJ

n+1
i+1 при µ ≤ 0. (5)

Из системы (5) можно получить принцип максимума в ячейке: 0 ≤ Jn+1
i+1/2 ≤ max

(
Jn+1
i , Jni+1/2

)
при µ > 0 и 0 ≤ Jn+1

i+1/2 ≤ max
(
Jn+1
i+1 , J

n
i+1/2

)
при µ ≤ 0. Из этих неравенств получается принцип

максимума для всей задачи: 0 ≤ Jn+1
i+1/2 ≤ max

(
J0, JL, JR

)
.

Если схему (5) записать отдельно для целых и полуцелых индексов,

Jn+1
i+1/2 =

1

q + C
Jni+1/2 +

C

q + C
Jn+1
i−1/2, Jn+1

i+1 =
1

q + C
Jni+1 +

C

q + C
Jn+1
i при µ > 0;

Jn+1
i+1/2 =

1

q − C
Jni+1/2 −

C

q − C
Jn+1
i+3/2, Jn+1

i =
1

q − C
Jni −

C

q − C
Jn+1
i+1 при µ ≤ 0,

то видно, что выполняется условие невозрастания J как в узлах, так и по интегральной средней
величине:

0 ≤ Jn+1
i+1/2 ≤ max

(
Jn+1
i−1/2, J

n
i+1/2

)
, 0 ≤ Jn+1

i+1 ≤ max
(
Jn+1
i , Jni+1

)
при µ > 0;

0 ≤ Jn+1
i+1/2 ≤ max

(
Jn+1
i+3/2, J

n
i+1/2

)
, 0 ≤ Jn+1

i ≤ max
(
Jn+1
i+1 , J

n
i

)
при µ ≤ 0,

и схема является безусловно устойчивой в норме C.
Если St-схему записать через разности значений в двух соседних точках,

∆Jn+1
i+1/2 =

1

q + C
∆Jni+1/2 +

C

q + C
∆Jn+1

i−1/2, ∆Jn+1
i+1 =

1

q + C
∆Jni+1 +

C

q + C
∆Jn+1

i при µ > 0;

∆Jn+1
i+1/2 =

1

q − C
∆Jni+1/2 −

C

q − C
∆Jn+1

i+3/2, ∆Jn+1
i =

1

q − C
∆Jni −

C

q − C
∆Jn+1

i+1 при µ ≤ 0,

то:
– для µ > 0

из ∆Jni+1/2 ≥ 0, ∆Jn+1
i−1/2 ≥ 0 следует ∆Jn+1

i+1/2 ≥ 0;

из ∆Jni+1 ≥ 0, ∆Jn+1
i ≥ 0 следует ∆Jn+1

i+1 ≥ 0;

из ∆Jni+1/2 < 0, ∆Jn+1
i−1/2 < 0 следует ∆Jn+1

i+1/2 < 0;

из ∆Jni+1 < 0, ∆Jn+1
i < 0 следует ∆Jn+1

i+1 < 0;

– для µ ≤ 0

из ∆Jni+1/2 ≥ 0, ∆Jn+1
i+3/2 ≥ 0 следует ∆Jn+1

i+1/2 ≥ 0;

из ∆Jni ≥ 0, ∆Jn+1
i+1 ≥ 0 следует ∆Jn+1

i ≥ 0;

из ∆Jni+1/2 < 0, ∆Jn+1
i+3/2 < 0 следует ∆Jn+1

i+1/2 < 0;

из ∆Jni < 0, ∆Jn+1
i+1 < 0 следует ∆Jn+1

i < 0,

т. е. St-схема является монотонной по критерию Годунова как в узлах, так и по интегральной средней
величине.
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Полунеявная TVDR-схема

Если ввести традиционные для TVD-схем функции-ограничители

φi+1/2 =
L
(
∆Ji−1/2,∆Ji+1/2

)
∆Ji−1/2

= L
(

1, θ̂i+1/2

)
, θ̂i+1/2 =

∆Ji+1/2

∆Ji−1/2
;

ψi+1/2 =
L
(
∆Ji−1/2,∆Ji+1/2

)
∆Ji+1/2

= L
(
1, θi+1/2

)
, θi+1/2 =

∆Ji−1/2

∆Ji+1/2
,

то можно записать

Jn+1
i+1 = Jn+1

i+1/2 + 0,5φn+1
i+1/2∆J

n+1
i−1/2 при µ > 0; Jn+1

i = Jn+1
i+1/2 − 0,5ψn+1

i+1/2∆J
n+1
i+1/2 при µ ≤ 0, (6)

где ∆Ji−1/2 = Ji+1/2 − Ji−1/2; L — некоторый ограничитель.
Уравнения (3), (6) представляют собой систему с четырехточечным шаблоном на (n+ 1)-м слое.

Так как функции-ограничители имеют дробно-линейный характер, то можно ожидать, что они слабо
меняются за один шаг τ . Таким образом, можно их взять с предыдущего шага, внося при этом
погрешность O (τ). Это дает возможность применить алгоритм бегущего счета. Тогда подстановка
соотношений (6) с учетом φn, ψn в уравнение (3) приводит к системе уравнений

Jn+1
i+1/2 =

Jni+1/2CJ
n+1
i + 0,5Cφni+1/2J

n+1
i−1/2

q + C + 0,5Cφni+1/2

, Jn+1
i+1 =

(
1 + 0,5φni+1/2

)
Jn+1
i+1/2−

− 0,5φni+1/2J
n+1
i−1/2 при µ > 0;

Jn+1
i+1/2 =

Jni+1/2 − CJ
n+1
i+1 − 0,5Cψni+1/2J

n+1
i+3/2

q − C − 0,5Cψni+1/2

, Jn+1
i =

(
1 + 0,5ψni+1/2

)
Jn+1
i+1/2−

− 0,5ψni+1/2J
n+1
i+3/2 при µ ≤ 0,

(7)

которые имеют при µ > 0 разрешенный вид относительно Jn+1
i+1/2, J

n+1
i+1 (по этим формулам можно

вести рекуррентный счет в сторону роста индекса i), а при µ ≤ 0 — разрешенный вид относительно
Jn+1
i+1/2, J

n+1
i (счет в сторону убывания индекса i). Хотя эта схема позволяет применять бегущий

счет для решения системы разностных уравнений, аппроксимация строится в рамках трех соседних
ячеек, если иметь в виду значения величины с предыдущего временного слоя, и в рамках двух
ячеек, если иметь в виду ее значения с верхнего временного слоя. Построенная полунеявная TVDR-
схема (7) является консервативной, так как при суммировании по всем ячейкам для µ > 0 получаем∑

i

∆Jn+1
i =

∑
i

(
Jn+1
i+1/2 + 0,5φni+1/2∆J

n+1
i−1/2 − J

n+1
i−1/2 − 0,5φni−1/2∆J

n+1
i−3/2

)
=

= Jn+1
i−1/2 + 0,5φnI−1/2∆J

n+1
I−3/2 − J

n+1
1/2 − 0,5φn1/2∆J

n+1
3/2 = Jn+1

I − Jn+1
0 .

Для µ ≤ 0 консервативность показывается аналогично.
Из формул (7) для φni+1/2 ≥ 0, µ > 0 следует условие положительности Jn+1

i+1/2 при положительности

Jni+1/2, J
n+1
i , Jn+1

i−1/2 и в центральной точке выполняется условие 0≤ Jn+1
i+1/2 ≤ max

(
Jni+1/2, J

n+1
i , Jn+1

i−1/2

)
,

которое, к сожалению, не гарантирует положительности в узле Jn+1
i+1 . Поэтому при Jn+1

i+1 < 0 полага-
ется φni+1/2 = 0 и счет в данной ячейке проводится по схеме первого порядка. При такой реализации
можно получить принцип максимума по интегральной средней величине для всех временных шагов:

Jn+1
i+1/2 ≤

max
n,i

(
Jn+1
i , Jn+1

i+1/2

)
q + C + 0,5Cφni+1/2

+

C max
n,i

(
Jn+1
i , Jn+1

i+1/2

)
q + C + 0,5Cφni+1/2

+

0,5Cφni+1/2 max
n,i

(
Jn+1
i , Jn+1

i+1/2

)
q + C + 0,5Cφni+1/2

≤

≤ max
n,i

(
Jn+1
i , Jn+1

i+1/2

)
. (8)
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Из формул (7) для ψni+1/2 ≥ 0, µ ≤ 0 следует условие положительности Jn+1
i+1/2 при положительно-

сти Jni+1/2, Jn+1
i+1 , Jn+1

i+3/2 и в центральной ячейке выполняется условие 0 ≤ Jn+1
i+1/2 ≤

≤ max
(
Jni+1/2, J

n+1
i+1 , J

n+1
i+3/2

)
, которое не гарантирует положительности в узле Jn+1

i . Поэтому при

Jn+1
i < 0 полагается ψni+1/2 = 0 и счет в данной ячейке проводится по схеме первого порядка.

При такой реализации можно получить принцип максимума по интегральной средней величине для
µ ≤ 0:

Jn+1
i+1/2 ≤

max
n,i

(
Jn+1
i+1 , J

n+1
i+1/2

)
q − C − 0,5Cψni+1/2

+

|C|max
n,i

(
Jn+1
i+1 , J

n+1
i+1/2

)
q − C − 0,5Cψni+1/2

+

0,5 |C|ψni+1/2 max
n,i

(
Jn+1
i+1 , J

n+1
i+1/2

)
q − C − 0,5Cψni+1/2

≤

≤ max
n,i

(
Jn+1
i+1 , J

n+1
i+1/2

)
. (9)

Из неравенств (8), (9) можно получить принцип максимума по интегральной средней величине
для всей задачи: 0 ≤ Jn+1

i+1/2 ≤ max
(
J0, JL, JR

)
.

Если схему (7) при µ > 0 записать через разности значений J в двух соседних ячейках,

(q + C)∆Jn+1
i+1/2 + 0,5C

(
φni+3/2J

n+1
i+3/2 − φ

n
i+1/2J

n+1
i+1/2

)
=

= ∆Jni+1/2 + C∆Jn+1
i + 0,5C

(
φni+3/2J

n+1
i+1/2 − φ

n
i+1/2J

n+1
i−1/2

)
,

∆Jn+1
i = ∆Jn+1

i−1/2 + 0,5φni+1/2J
n+1
i+1/2 − 0,5φni+1/2J

n+1
i−1/2 − 0,5φni−1/2J

n+1
i−1/2 + 0,5φni−1/2J

n+1
i−3/2,

и ввести новые функции-ограничители

φ1i+1/2 =
φni+3/2J

n+1
i+3/2 − φ

n
i+1/2J

n+1
i+1/2

∆Jn+1
i+1/2

; φ2i+1/2 =
φni+3/2J

n+1
i+1/2 − φ

n
i+1/2J

n+1
i−1/2

∆Jn+1
i−1/2

,

то получаем

∆Jn+1
i+1/2 =

∆Jni+1/2 + C∆Jn+1
i + 0,5Cφ2i+1/2∆J

n+1
i−1/2

q + C + 0,5Cφ1i+1/2

;

∆Jn+1
i =

(
1 + 0,5φ1i−1/2

)
∆Jn+1

i−1/2 − 0,5φ2i−1/2∆J
n+1
i−3/2.

При условиях φ1i+1/2 ≥ 0, φ2i+1/2 ≥ 0, φ1i−1/2∆J
n+1
i−1/2 ≥ φ2i−1/2∆J

n+1
i−3/2 можно показать монотонность

по расширенному критерию (как по узлам, так и по интегральным средним) для µ > 0:

из ∆Jni+1/2 ≥ 0, ∆Jn+1
i ≥ 0, ∆Jn+1

i−1/2 ≥ 0, φ1i+1/2 ≥ 0, φ2i+1/2 ≥ 0 следует ∆Jn+1
i+1/2 ≥ 0;

из ∆Jn+1
i−1/2 ≥ 0, φ1i−1/2∆J

n+1
i−1/2 ≥ φ

2
i−1/2∆J

n+1
i−3/2 следует ∆Jn+1

i ≥ 0;

из ∆Jni+1/2 < 0, ∆Jn+1
i < 0, ∆Jn+1

i−1/2 < 0, φ1i+1/2 ≥ 0, φ2i+1/2 ≥ 0 следует ∆Jn+1
i+1/2 < 0;

из ∆Jn+1
i−1/2 < 0, φ1i−1/2∆J

n+1
i−1/2 < φ2i−1/2∆J

n+1
i−3/2 следует ∆Jn+1

i < 0.

Аналогично, если ввести функции-ограничители

ψ1
i+1/2 =

ψni+3/2J
n+1
i+3/2 − ψ

n
i+1/2J

n+1
i+1/2

∆Jn+1
i+1/2

; ψ2
i+1/2 =

ψni+3/2J
n+1
i+5/2 − ψ

n
i+1/2J

n+1
i+3/2

∆Jn+1
i+3/2

,

то при условиях ψ1
i+1/2∆J

n+1
i+1/2 ≥ ψ

2
i+1/2∆J

n+1
i+3/2, ψ

1
i+1/2 ≥ 0, ψ2

i+1/2 ≥ 0 можно показать монотонность
по расширенному критерию для µ ≤ 0.
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Несмотря на то, что схема (7) построена по классической TVD-методологии, доказать ее при-
надлежность классу TVD не удается. Причина состоит в линеаризации функций-ограничителей и
взятии их с предыдущего временного слоя (или итерации). Но схему (7) можно модифицировать
так, чтобы она стала неявной TVD-схемой. Для этого надо привести схему (7) при µ > 0 к виду

qJn+1
i+1/2 + C

(
1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ

n+1
i−1/2

)
∆Jn+1

i−1/2 = Jni+1/2.

Заменяя в этом уравнении θn+1
i−1/2 на θni−1/2, получаем модифицированную схему

qJn+1
i+1/2 + CAni−1/2∆J

n+1
i−1/2 = Jni+1/2, (10)

которая при Ani−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2 ≥ 0 принадлежит классу TVD.

Если TVD-схему (10) записать через разности значений J в двух соседних ячейках q∆Jn+1
i+1/2+

+CAni+1/2∆J
n+1
i+1/2 − CA

n
i−1/2∆J

n+1
i−1/2 = ∆Jni+1/2, то получаем ∆Jn+1

i+1/2 =
∆Jni+1/2 + CAni−1/2∆J

n+1
i−1/2

q + CAni+1/2

,

откуда при условиях Ani−1/2 ≥ 0, Ani+1/2 ≥ 0 следует монотонность по Годунову. Уравнение (10)
можно записать в виде

Jn+1
i+1/2 =

Jni+1/2 + CAni−1/2J
n+1
i−1/2

q + CAni−1/2

,

откуда следует положительность решения при Ani−1/2 ≥ 0, Jni+1/2 ≥ 0, Jn+1
i−1/2 ≥ 0 и выполняется

принцип максимума по интегральной средней величине: 0 ≤ Jn+1
i+1/2 ≤ max

(
Jni+1/2, J

n+1
i−1/2

)
.

Из неравенства Ani−1/2 ≥ 0 получаем φni−1/2 ≤
(

2 + φni+1/2

)
θ̂ni−1/2, откуда при φni+1/2 ≥ 0 следует

условие на функцию-ограничитель φ:

0 ≤ φi−1/2 ≤ 2θ̂i−1/2. (11)

Аналогично можно модифицировать схему (7) при µ ≤ 0. В этом случае получаем

qJn+1
i+1/2 + C

(
1 + 0,5ψni+1/2 − 0,5ψni+3/2θ

n+1
i+1/2

)
∆Jn+1

i+1/2 = Jni+1/2, θi+1/2 =
∆Ji+3/2

∆Ji+1/2
= θ̂−1

i+1/2.

Заменяя θn+1
i+1/2 на θni+1/2, получаем модифицированную схему

qJn+1
i+1/2 + CBn

i+1/2∆J
n+1
i+1/2 = Jni+1/2, (12)

которая при Bn
i+1/2 = 1 + 0,5ψni+1/2 − 0,5ψni+3/2θ

n
i+1/2 ≥ 0 принадлежит классу TVD.

Уравнение (12) можно записать в виде

Jn+1
i+1/2 =

Jni+1/2 − CB
n
i+1/2J

n+1
i+3/2

q − CBn
i+1/2

,

откуда следует положительность решения при Bn
i+1/2 ≥ 0, Jni+1/2 ≥ 0, Jn+1

i+3/2 ≥ 0. Из неравен-

ства Bn
i+1/2 ≥ 0 получаем ψni+3/2 ≤

(
2 + ψni+1/2

)
θ̂ni+1/2, откуда при ψni+1/2 ≥ 0 следует условие на

функцию-ограничитель ψ: 0 ≤ ψi+3/2 ≤ 2θ̂i+1/2.
К сожалению, построенная TVD-схема (10)—(12) стала неконсервативной, так как∑

i
Ani−1/2∆J

n+1
i−1/2 6=

∑
i

∆Jn+1
i = Jn+1

I −Jn+1
0 при µ > 0 и

∑
i
Bn
i+1/2∆J

n+1
i+1/2 6=

∑
i

∆Jn+1
i = Jn+1

I −Jn+1
0

при µ ≤ 0. Терять консервативность нежелательно, поэтому для численных расчетов рекомендуется
использовать консервативную TVDR-схему (7), достоинствами которой являются:

– положительность при φni+1/2 ≥ 0 и ψni+1/2 ≥ 0. При этом φni+1/2 = 0, если Jn+1
i+1 < 0, и ψni+1/2 = 0,

если Jn+1
i < 0;
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– условная монотонность как по значениям в узлах, так и по интегральным средним при
φ1i+1/2 ≥ 0, φ2i+1/2 ≥ 0, ψ1

i+1/2 ≥ 0, ψ2
i+1/2 ≥ 0: в узлах функция Ji монотонно возрастает

при φ1i−1/2∆J
n+1
i−1/2 ≥ φ

2
i−1/2∆J

n+1
i−3/2, ψ

1
i+1/2∆J

n+1
i+1/2 ≥ ψ

2
i+1/2∆J

n+1
i+3/2 или монотонно убывает при

φ1i−1/2∆J
n+1
i−1/2 < φ2i−1/2∆J

n+1
i−3/2, ψ

1
i+1/2∆J

n+1
i+1/2 < ψ2

i+1/2∆J
n+1
i+3/2;

– второй порядок аппроксимации по пространству, за исключением отдельных точек;
– возможность использования экономичного бегущего счета.

К недостаткам полунеявной TVDR-схемы можно отнести аппроксимацию в рамках трехточечного
шаблона на искомом шаге, условную положительность и монотонность, а также непринадлежность
классу TVD.

Мультипликативная TVDR-схема

В предыдущем разделе на примере построения полунеявной TVDR-схемы показана возможность
применения TVD-методологии для неявных схем уравнения переноса излучения с сохранением бегу-
щего счета. Особенностью предложенной полунеявной TVDR-схемы является использование трех-
точечного шаблона на искомом шаге, который в многомерном случае обладает определенными недо-
статками (см. Введение).

Построим TVDR-схему в рамках одной ячейки на искомом шаге. Если в уравнениях (6) вынести
за скобку Jn+1

i+1/2, то соотношения связи примут вид

Jn+1
i+1 =

1 +
L
(

∆Jn+1
i−1/2,∆J

n+1
i+1/2

)
2Jn+1

i+1/2

 Jn+1
i+1/2 =

(
D+
)n+1

i+1/2
Jn+1
i+1/2 при µ > 0;

Jn+1
i =

1−
L
(

∆Jn+1
i−1/2,∆J

n+1
i+1/2

)
2Jn+1

i+1/2

 Jn+1
i+1/2 =

(
D−)n+1

i+1/2
Jn+1
i+1/2 при µ ≤ 0;

(
D+
)n+1

i+1/2
= 1 +

L
(

∆Jn+1
i−1/2,∆J

n+1
i+1/2

)
2Jn+1

i+1/2

;
(
D−)n+1

i+1/2
= 1−

L
(

∆Jn+1
i−1/2,∆J

n+1
i+1/2

)
2Jn+1

i+1/2

.

Возьмем коэффициенты (D±)
n+1
i+1/2 с предыдущего шага:

Jn+1
i+1 =

(
D+
)n
i+1/2

Jn+1
i+1/2; Jn+1

i =
(
D−)n

i+1/2
Jn+1
i+1/2. (13)

В отличие от полунеявной схемы этот способ не приводит к расширению шаблона на искомом шаге
и позволяет оставаться в рамках одной ячейки при бегущем счете. Схема, построенная по TVD-
методологии, с соотношениями (13), связывающими величины с целыми и полуцелыми индексами
через множитель D±, называется мультипликативной TVDR-схемой. В работе [31] показано, что
для ограничителей min mod и Чакравати—Ошера введенные указанным образом коэффициентыD±

положительны и ограничены.
При µ > 0 получаем

Jn+1
i+1/2 =

1

q + C (D+)ni+1/2

Jni+1/2 +
C (D+)

n
i+1/2

q + C (D+)ni+1/2

dni−1/2J
n+1
i−1/2, dni−1/2 =

(D+)
n
i−1/2

(D+)ni+1/2

; (14)

Jn+1
i+1 =

(
D+
)n
i+1/2

Jn+1
i+1/2.

В силу положительности D+ из уравнения (14) видно, что Jn+1
i+1/2 ≥ 0 при Jni+1/2 ≥ 0 и Jn+1

i−1/2 ≥
≥ 0. Кроме того, положительно и значение в узле Jn+1

i+1 , чего не было в полунеявной схеме. Из
уравнения (14) получаем

0 ≤ Jn+1
i+1/2 ≤ max

(
Jni+1/2, d

n
i−1/2J

n+1
i−1/2

)
. (15)
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Таким образом, мультипликативная TVDR-схема положительна и удовлетворяет принципу макси-
мума с точностью до множителя dni−1/2. Определим порядок малости множителя dni−1/2:

dni−1/2 = 1 +
h

(D+)ni+1/2

(D+)
n
i−1/2 − (D+)

n
i+1/2

h
≈ 1− h2

2 (D+)ni+1/2

∂2
(
ln Jni+1

)
∂r2

= 1−O
(
h2
)
.

Таким образом, неравенство (15) обеспечивает принцип максимума в ячейке с точностью до вто-
рого порядка малости по пространству. При 0 ≤ dni−1/2 ≤ 1 принцип максимума выполняется
всегда. В остальных случаях при необходимости можно в точках нарушения условия (15) пола-
гать (D+)

n
i−1/2 = (D+)

n
i+1/2, что означает модификацию в этих точках коэффициента D+, либо

(D+)
n
i−1/2 = (D+)

n
i+1/2 = 1, что означает переход в этих точках на St-схему первого порядка.

Достоинствами мультипликативной TVDR-схемы являются:
– положительность при D± > 0;
– второй порядок аппроксимации по пространству, за исключением отдельных точек;
– возможность использования экономичного бегущего счета.

К недостаткам можно отнести непринадлежность классу TVD.

Аддитивная TVDR-схема

Если в системе уравнений (6) взять единообразную функцию-ограничитель φ для всех µ, а с
предыдущего шага брать не только φ, но и саму разность ∆Jni−1/2, то можно записать Jn+1

i+1 =

= Jn+1
i+1/2 + 0,5φni+1/2∆J

n
i−1/2 при µ > 0 и Jn+1

i = Jn+1
i+1/2 − 0,5φni+1/2∆J

n
i−1/2 при µ ≤ 0, или с учетом

того, что φi+1/2∆Ji−1/2 = L
(
∆Ji−1/2,∆Ji+1/2

)
= 2Li+1/2,

Jn+1
i+1 = Jn+1

i+1/2 + Lni+1/2 при µ > 0; Jn+1
i = Jn+1

i+1/2 − L
n
i+1/2 при µ ≤ 0. (16)

Схема, построенная по TVD-методологии с соотношениями (16), связывающими величины с це-
лыми и полуцелыми индексами через TVD-добавку Lni+1/2, называется аддитивной TVDR-схемой.

Подстановка (16) в (3) приводит к уравнениям

Jn+1
i+1/2 =

Jni+1/2 + CJn+1
i − CLni+1/2

q + C
при µ > 0; Jn+1

i+1/2 =
Jni+1/2 − CJ

n+1
i+1 − CLni+1/2

q − C
при µ ≤ 0, (17)

по которым можно вести рекуррентный бегущий счет. Хотя аппроксимация в этой схеме строится в
рамках трех соседних ячеек по значениям величины с предыдущего временного слоя, аппроксимация
на верхнем временном слое, как и в мультипликативной TVDR-схеме, рассматривается в рамках
одной ячейки.

Если в системе (17) исключить значения на гранях, то получаем исключенную систему для сред-
ней величины в ячейке:

Jn+1
i+1/2 =

Jni+1/2 + CJn+1
i−1/2 + C

(
Lni−1/2 − L

n
i+1/2

)
q + C

при µ > 0;

Jn+1
i+1/2 =

Jni+1/2 − CJ
n+1
i+3/2 − C

(
Lni+1/2 − L

n
i+3/2

)
q − C

при µ ≤ 0.

(18)

Из формул (18) для Lni−1/2 ≥ Lni+1/2, µ > 0 следует условие положительности Jn+1
i+1/2 при по-

ложительности Jni+1/2, J
n+1
i−1/2, но для центральной точки не выполняется условие 0 ≤ Jn+1

i+1/2 ≤

≤ max
(
Jni+1/2, J

n+1
i−1/2

)
, которое гарантирует выполнение принципа максимума и монотонность. По-

этому при Jn+1
i+1/2 < 0 полагается Lni−1/2 = Lni+1/2 и счет проводится по схеме повышенного порядка
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с одинаковыми ограничителями. При Jn+1
i+1 < 0 полагается Lni+1/2 = 0 и счет проводится по схеме

первого порядка аппроксимации. Аналогичные неравенства получаются при µ ≤ 0 (при Jn+1
i+1/2 < 0

полагается Lni+3/2 = Lni+1/2, при J
n+1
i < 0 полагается Lni+1/2 = 0).

Хотя при такой реализации нельзя получить принцип максимума для всей задачи и монотонность
по Годунову, в схеме выполняется условие положительности Jn+1

i+1/2 при Lni+1/2 ≥ Lni+3/2 во всех
ячейках.

Аддитивная TVDR-схема проще мультипликативной TVDR-схемы и ближе по построению к TVD-
схемам, но условия положительности Jn+1

i+1/2 жестче. Из Lni−1/2 ≥ Lni+1/2 при µ > 0 следует
φi−1/2∆Ji−3/2 ≥ φi+1/2∆Ji−1/2, или в другом виде, φi+1/2 ≤ φi−1/2θi−1/2. Из Lni+1/2 ≥ Lni+3/2 при
µ ≤ 0 следует φi+3/2 ≤ φi+1/2θi+1/2. В точках, где условие φi+1/2 ≤ φi−1/2θi−1/2 не выполняется,
происходит переход на схему первого порядка.

Доказать принадлежность аддитивной TVDR-схемы классу TVD не удается из-за добавок Lni−1/2−
−Lni+1/2, L

n
i+1/2−L

n
i+3/2 в системе (18), которые имеют второй порядок малости. Порядок малости,

например, добавки Lni−1/2 − L
n
i+1/2 определяется следующим выражением:

Li−1/2 − Li+1/2 = 0,5L
(
∆Ji−3/2,∆Ji−1/2

)
− 0,5L

(
∆Ji−1/2,∆Ji+1/2

)
≈

≈ 0,5hL

(
∂Ji−3/2

∂r
,
∂Ji−1/2

∂r

)
− 0,5hL

(
∂Ji−1/2

∂r
,
∂Ji+1/2

∂r

)
≈ h2

2

∂2J

∂r2
= O

(
h2
)
.

Можно сказать, что аддитивная TVDR-схема (18) обеспечивает принцип максимума с точностью
до второго порядка малости по пространству. При h → 0 принцип максимума выполняется. В
остальных случаях можно в точках нарушения принципа максимума полагать Lni−1/2 = Lni+1/2 при
µ > 0 и Lni+3/2 = Lni+1/2 при µ ≤ 0 или переходить на схему первого порядка аппроксимации, полагая
Lni+1/2 = 0.

Схемы TVDR могут применятся не только самостоятельно к решению УП, но и как вспомога-
тельные алгоритмы. Это можно продемонстрировать на примере схемы DDAD-TVDR.

Схема DDAD-TVDR

Из теории дифференциальных приближений известно, что при численном решении уравнения
переноса DSn-методом по схемам второго порядка аппроксимации могут реализовываться немоно-
тонности двух типов.

Немонотонности первого типа возникают в оптически плотной среде. Они вызваны наличием в

ПДП антидиссипативной добавки вида − α

12
h2
∂2J

∂x2
. Эту антидиссипацию можно подавить путем

введения искусственной добавки, имеющей второй порядок малости.
Немонотонности второго типа возникают в зоне больших градиентов из-за слагаемых с третьими

производными µh2
∂3J

∂x3
в ПДП, при которых решение УП в ПДП становится решением уравнения

типа Кортевега де Вриза. Решение уравнения Кортевега де Вриза в зоне разрывов носит осциллиру-
ющий характер независимо от знака коэффициента перед производной третьего порядка. Подобное
поведение характерно для всех линейных разностных схем не ниже второго порядка аппроксима-
ции. Если же переходить в таких зонах на монотонную схему первого порядка, то осцилляции будут
подавляться, но вместе с тем будет снижаться точность метода. При этом, если переходить на схему
первого порядка при получении отрицательного решения, то нефизичные осцилляции, возникаю-
щие для положительных значений, остаются. Поэтому для монотонизации линейных разностных
схем второго порядка аппроксимации следует использовать нелинейные алгоритмы, в частности,
TVDR-схемы, описанные выше.

Рассмотрим подобный подход к DDAD-схеме, которая была предложена в 1998 г. для решения
УП в дипломной работе И. А. Кондакова (руководитель А. А. Шестаков). В двумерном случае в
DDAD-схеме для расчета в ячейках с двумя неосвещенными противоположными гранями, а также
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при получении отрицательного решения использовалась St-схема. В дальнейшем этот вариант был
назван DDAD/St-схемой. DDAD/St-схема применялась для решения как двумерного уравнения
переноса нейтронов [43, 44], так и двумерного уравнения переноса фотонов [45]. Сравнение по
точности с другими схемами приведено в работе [46].

После создания первых TVDR-схем в 2009 г. для повышения точности схемы DDAD для ячеек с
двумя неосвещенными противоположными гранями было предложено использовать TVD-реконст-
рукцию. Но в отличие от TVDR-схем, рассмотренных выше, в схеме DDAD-TVDR реконструкция
TVD применяется только для вспомогательной диссипативной функции ψ, а не для основной J ,
как в схемах TVDR. Еще одной особенностью схемы DDAD-TVDR является TVD-реконструкция
источника на гранях ячейки.

В схеме DDAD/St при появлении отрицательных интенсивностей происходит понижение поряд-
ка точности за счет перехода на монотонную St-схему первого порядка аппроксимации. В схеме
DDAD-TVDR при появлении отрицательных интенсивностей переход на TVDR-схему происходит
более плавно (со схемы второго порядка аппроксимации DDAD на схему повышенного порядка ап-
проксимации TVDR), что делает ее предпочтительнее также и по числу итераций.

Схема DDAD для уравнения (1) имеет вид

qJn+1
i+1/2 + C∆ψn+1

i = Jni+1/2; Jn+1
i+1/2 =

ψn+1
i+1 + ψn+1

i

2
+ δ sign(µ)∆ψn+1

i − θ sign(µ)∆Jni ,
(19)

где δ, θ, q — неотрицательные параметры схемы: δ =
1

2

1 + e−γ

1− e−γ
− 1

γ
, 0 ≤ δ ≤ 0,5, γ =

qh

cτ |µ|
≥ 0;

θ =
δ

q
, 0 ≤ θ ≤ 0,5; q = 1 + cτα ≥ 1; C =

cτµ

h
.

Подставляя Jn+1
i+1/2 из второго уравнения системы (19) в первое, получаем уравнение для диссипа-

тивной функции ψ:
ψn+1
i+1 + ψn+1

i

2
+ z∆ψn+1

i =
1

q
Jni+1/2 + θ sign(µ)∆Jni ,

где z = δ sign(µ) +
C

q
=

µ

2|µ|
1 + e−γ

1− e−γ
с учетом, что sign(µ) =

µ

|µ|
при µ 6= 0.

Разрешив это уравнение относительно ψ для организации бегущего счета, получим

ψn+1
i+1 = e−γψn+1

i + (1− e−γ)
(
q−1Jni+1/2 + θ∆Jni

)
при µ > 0;

ψn+1
i = e−γψn+1

i+1 + (1− e−γ)
(
q−1Jni+1/2 − θ∆J

n
i

)
при µ ≤ 0.

(20)

Эти формулы аналогичны точному решению дифференциального уравнения
dψ

dx
+ αψ = Q: ψ =

= e−αxψ0 + (1− e−αx)Q/α при α = const, Q = const, ψ0 = const.
То есть схема DDAD дает точное решение стационарного УП в рамках ячейки при постоянных

значениях γ и Q. Это свойство схема DDAD сохраняет и в нелинейных задачах, так как при
аппроксимации в рамках разностной ячейки предполагается постоянство всех дискретных функций:

αi+1/2 = const; γi+1/2 = const; Qni+1/2 = Jni+1/2 + sign(µ) (θq)ni+1/2 ∆Jni = const.

Из формул (20) следует положительность диссипативной функции в узлах при Qni+1/2 ≥ 0. Ис-

пользуя при линейном представлении Jn ограничение производной
∣∣∣∣Jni+1 − Jni

h

∣∣∣∣ ≤ 2

h
Jni+1/2, можно в

ячейках, где нарушается условие положительности диссипативной функции, производную ∆Jni вы-
бирать из условия ∆Jni = 2Jni+1/2 sign (∆Jni ). В этом случае выполняется условие положительности
правой части УП, которое гарантирует выполнение условия положительности ψ:

Qni+1/2 = [1 + 2δ sign (µ) sign (∆Jni )] Jni+1/2 ≥ 0 при δ = θq ≤ 0,5.
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После вычисления диссипативной функции в узлах можно из второго уравнения системы (19)
вычислить значения интегральной средней величины в центрах ячеек. При Jn+1

i+1/2 < 0 полагается
θ = 0.

Схема DDAD-TVDR при θ = 0 удовлетворяет принципу максимума для диссипативной функции.
Это несложно показать, так как при µ > 0 получаем

ψn+1
i+1 ≤ e

−γ max
(
ψn+1
i , Jni+1/2

)
+

1− e−γ

q
max

(
ψn+1
i , Jni+1/2

)
=

=
1 + cταe−γ

1 + cτα
max

(
ψn+1
i , Jni+1/2

)
≤ max

(
ψn+1
i , Jni+1/2

)
.

При µ ≤ 0 аналогично получаем ψn+1
i ≤ max

(
ψn+1
i+1 , J

n
i+1/2

)
. Отсюда следует принцип максиму-

ма для всех узлов разностной сетки: ψn+1
i ≤ max

n,i

(
ψn+1
0 , ψn+1

1 , Jni+1/2

)
. С учетом соотношений на

границах ψn+1
0 = JL, ψn+1

1 = JR получаем принцип максимума для всей задачи: 0 ≤ ψn+1
i ≤

≤ max
(
J0, JL, JR

)
.

Если систему (20) при θ = 0 записать через разности значений ψ в двух соседних ячейках

∆ψn+1
i+1 = e−γ∆ψn+1

i +
1− e−γ

q
∆Jni+1/2 при µ > 0;

∆ψn+1
i = e−γ∆ψn+1

i+1 +
1− e−γ

q
∆Jni+1/2 при µ ≤ 0,

то можно показать монотонность диссипативной функции.
Аналогично, если второе уравнение системы (19) при θ = 0 записать через разности значений ψ

в двух соседних ячейках

∆Jn+1
i+1/2 = (0,5 + δ sign(µ)) ∆ψn+1

i+1 + (0,5− δ sign(µ)) ∆ψn+1
i ,

то с учетом того, что 0,5± δ ≥ 0, можно показать монотонность интегральной средней величины.
Достоинствами схемы DDAD-TVDR являются:
– положительность с переходом при Jn+1

i+1/2 < 0 на θ = 0;

– безусловная монотонность при θ = 0;
– второй порядок аппроксимации по пространству, за исключением отдельных точек;
– возможность использования экономичного бегущего счета.

Численные расчеты

Для численных расчетов рассмотрим вторую задачу Флека [47]. Эта задача является наиболее
популярным тестом для задач СУПТИ. В ней исследуется прохождение тепловой волны через раз-
личные по оптической толщине среды, на границе которых температура вещества терпит разрывы
первого и второго рода. В данной задаче слоистая система толщиной 4 см и плотностью 1 г/см3 про-
гревается стационарным планковским источником излучения, соответствующим температуре 1 кэВ.
Уравнение состояния — E = 0,81T , рассеяние отсутствует.

Для численного моделирования по радиусу взята неравномерная сетка со сгущением к границам
веществ в 59 ячеек. Многогрупповой коэффициент поглощения берется в виде

αcg =

 10 000ε−3
g

(
1− e−εg/T

)
, 102 ≤ R ≤ 102,4;

27ε−3
g

(
1− e−εg/T

)
в остальной области.
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По энергии фотонов бралось 15 групп (g — индекс группы): εg = 0,15; 0,45; 0,7; 1; 1,35; 1,65; 2,1;
2,55; 2,85; 3,5; 4,5; 6; 8; 10; 13. Задача считалась с постоянным шагом 2 × 10−5 мс до выхода на
стационарный режим при t = 0,01мс.

На рис. 1, 2 приведены графики распределений температуры вещества при t = 0,01мс и t =
= 0,0005мс, полученные по схемам St, DDAD-TVDR, мультипликативной TVDR и аддитивной

Рис. 1. Профили температуры вещества при t = 0,0005мс: M — DDAD-TVDR-схема; — мульти-
пликативная TVDR-схема; � — аддитивная TVDR-схема; • — St-схема; ◦ — эталонное решение

Рис. 2. Профили температуры вещества при t = 0,01мс: M — DDAD-TVDR-схема; — муль-
типликативная TVDR-схема; � — аддитивная TVDR-схема; • — St-схема; ◦ — аналитическое
решение
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TVDR. Для сравнения на рис. 1 приведено эталонное решение, полученное в расчетах на сходи-
мость на разностной сетке, а на рис. 2 — распределение температуры, полученное по аналитическим
формулам [48].

Из рисунков видно, что все схемы повышенного порядка аппроксимации дают монотонные тем-
пературы, близкие к аналитическому решению, кроме St-схемы, профиль которой из-за первого по-
рядка аппроксимации заметно отличается от точного, особенно на интервале 102,4 см < x < 104 см.
При измельчении сетки в расчетах на сходимость все схемы дают одинаковый результат.

Заключение

Для решения СУПТИ предлагается новый класс TVDR-схем. TVDR-схемами называются неяв-
ные разностные схемы, использующие для нахождения основных величин двухточечный сеточный
шаблон на искомом временном шаге и более широкий шаблон для TVD-реконструкции основных
величин и их производных с предыдущего шага. Это позволяет при решении СУПТИ пользоваться
экономичными численными методами, в которых число арифметических операций пропорционально
количеству узлов разностной сетки. Для рассмотренных схем доказано, что разностная дискрети-
зация абсолютно устойчива и консервативна. Получены условия положительности и монотонности
схем.
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TVDR-SCHEMES TO SOLVE A SYSTEM OF RADIATIVE HEAT TRANSFER
EQUATIONS / A. A. Shestakov (FSUE "Acad. E. I. Zababakhin RFNC-VNIITF",
Snezhinsk, Chelyabinsk region).

Studies on the construction of implicit unconditionally monotone difference schemes of a
higher order of approximation for the radiative heat transfer equation within the one-cell
template were carried out.
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