
Модифицированный метод получения дираковских самосопряженных гамильтонианов… 

 

 25 

 

 

 

 

 

УДК 530.145 

 

ВОЗМОЖЕН ЛИ В КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ПРОЦЕСС ИЗВЛЕЧЕНИЯ ЭНЕРГИИ  
ИЗ ЭРГОСФЕРЫ МЕТРИКИ КЕРРА (PENROSE PROCESS)? 

 

В. П. Незнамов1,2* 
 

1ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 
2Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва, Россия 

 

Существование эргосферы метрики Керра не проявляет себя в квантовых уравнени-

ях для частиц различных спинов. 

Для легитимизации процесса Пенроуза с извлечением энергии из эргосферы необ-

ходимо обоснование и доказательство его существования в рамках последовательной 

квантовой теории. 

 

Ключевые слова: эргосфера, метрика Керра, процесс Пенроуза, квантовые уравнения 

для частиц различных спинов. 

 

 

                                                           
* vpneznamov@vniief.ru 

  vpneznamov@mail.ru 

1. Введение 
 

Стационарная метрика Керра является ваку-

умным решением ОТО [1]. Решение Керра харак-

теризуется точечным источником с массой M, 

вращающимся с угловым моментом .J Mca=  

Метрика Керра имеет несколько физически зна-

чимых пространственных поверхностей. Это – 

внешний и внутренний горизонты событий с ра-

диусами 

( )
2 2

0 0 4
.

2
K

r r a

r
±

± −
=                    (1) 

В (1) 
0
r  – горизонт (гравитационный радиус) 

Шварцшильда. 

Две другие поверхности характеризуются ра-

диусами 

( )
2 2 2

0 0
4 cos

.
2

erg

r r a

r
±

± − θ
=          (2) 

Область, заключенная между радиусами (2), назы-

вается эргосферой. В этой области временная 

компонента метрического тензора 
00

g  имеет от-

рицательный знак ( )00
0 .g <  Ниже мы будем рас-

сматривать внешнюю эргосферу, заключенную 

между радиусами ( ) ( ) .

K erg
r r
± ±

÷  

В результате классического анализа Роджер 

Пенроуз в 1969 г. предложил процесс извлечения 

энергии из эргосферы вращающегося объекта 

с метрикой Керра (the Penrose process) [2, 3]. Про-

цесс Пенроуза, в частности, позволяет увеличить 

энергию частицы, попадающей и потом выходя-

щей из эргосферы. 

В данной работе мы обращаем вниманием на 

отсутствие в квантовых уравнениях для частиц 

разных спинов экстремальных признаков сущест-

вования эргосферы с граничными поверхностями 

( ) .

erg
r r

±
=  Наоборот, во всех квантовых уравнени-

ях явно обнаруживается наличие горизонтов собы-
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тий ( ) ,

K
r
±

 заметно влияющих на движение кванто-

вых частиц. 

Отсюда следует, что для «законности» клас-

сического процесса Пенроуза необходимо его по-

лучение в квантовой теории. 

Это заключение не относится к прецессии 

Lense – Thirring [4] и к процессу увлечения инерци-

альных систем отсчета (frame – dragging), поскольку 

эти эффекты в ОТО присущи всем вращающимся 

объектам, в том числе не содержащим эргосферы. 

Данная работа организована следующим об-

разом. В разделе 2 для связности изложения пред-

ставлена метрика Керра с горизонтами событий и 

эргосферой. В разделе 3 в пространстве-времени 

Керра приведены квантово-механические уравне-

ния для бесспиновых частиц ( )0 ,S =  для фотонов 

( )1S =  и фермионов ( )1 2 .S =  В разделе 4 обсуж-

даются полученные результаты. В Заключении 

формулируются основные выводы работы. 

В работе, как правило, используется система 

единиц 1;c= =�  сигнатура метрики пространства 

Минковского выбрана равной 

[ ]diag 1, 1, 1, 1 .αβη = − − −                (3) 

 

 
 

2. Метрика Керра 

 

Метрику Керра в координатах Бойера–Линд-

квиста ( )t, , ,r θ ϕ [5] можно представить в виде 

2
2 2 2 20 0

2 2

2
1 sin

K

KK K

r r ar r r
ds dt dtd dr

r r

⎛ ⎞
= − + θ ϕ − −⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠

 

2

2 2 2 2 2 2 20

2
sin sin ,

K

K

a r r
r d r a d

r

⎛ ⎞
− θ − + + θ θ ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (4) 

где 
2

2 2 2 2 2 2 0

2
cos ; 1 ;

K K K

r a
r r a r f r

r r

⎛ ⎞
= + θ Δ = = − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2

0 2r GM c=  – гравитационный радиус Шварц-

шильда; с – скорость света. 

В метрике (4) 
00

0g =  при условии 

2 2 2

0
cos 0.r r r a− + θ =                 (5) 

Уравнение (5) определяет радиусы граничных по-

верхностей эргосферы ( ) .

erg
r
±

 

1. Если 
0

2 ,r a>  то 

( ) ( )
1 1 ,K K

K

r r
f

r r

+ −
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

            (6) 

где ( )
K

r
±

 – радиусы внешнего и внутреннего го-

ризонтов событий метрики Керра. 

2. Случай ( ) ( )0 02 , 2
K K

r a r r r
+ −

= = =  соот-

ветствует экстремальному полю Керра. 

3. Случай 
0

2r a<  соответствует голой сингу-

лярности поля Керра. В этом случае 0.
K

f >  

 

 

3. Квантовые уравнения для частиц  

с различными спинами  

в пространстве-времени Керра 

 

Поскольку уравнение (5) для граничных по-

верхностей эргосферы описывает двумерную по-

верхность, выпишем квантовые уравнения до раз-

деления переменных ( ), .r θ  

 

3.1. Уравнение Клейна–Гордона  

для бесспиновых частиц ( )0S =  

( ) 21
0,g g

g

στ

σ τ

⎡ ⎤
∂ − ∂ + μ Ψ =⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
       (7) 

где 4 2
sin

K
g r= − θ  – детерминант метрики Керра, 

μ – масса частицы. Если ( ), , ,r tΨ θ ϕ =  

( ), ,

i t im
r e e

− ω ϕ
= Φ θ  то уравнение (7) имеет вид [6]  

( )

( )

2
2 2 2 2 2

2
2 2 2

02

1
sin

1
sin cos

sin sin

K K

K

K

a r a

r r

m

r r r a

⎧ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞
Δ θ− + ω − Δ −⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥Δ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦⎩

∂ ∂⎛ ⎞
− θ + − + θ −⎜ ⎟

θ ∂θ ∂θ⎝ ⎠ Δ θ

 

( ) ( )2 2 2 22
, 0.K K

K

a

r a m r r

⎫⎡ ⎤− Δ − + ω + μ Φ θ =⎬⎢ ⎥⎣ ⎦Δ ⎭
       (8) 

 

3.2. Уравнения Максвелла для фотонов ( )1S =  

Уравнения Максвелла выпишем в виде, изло-

женном в монографии Чандрасекара [7]. Уравне-

ния представляют собой систему четырех уравне-

ний для трех скалярных функций. Скалярные 

функции связаны с компонентами тензора элек-

тромагнитного поля ,ijF  свернутыми с тетрадой 

Киннерсли ( ), ,

i i i
l n m  [8] в формализме Ньюме-

на–Пенроуза [9]. Итак, 



Возможен ли в квантовой теории процесс извлечения энергии из эргосферы метрики Керра (Penrose process)? 

 

 27 

( )0 1 2

1
; ; .

2

i j i j i j i j
ij ij ijF l m F l n m m F m nϕ = ϕ = + ϕ =

                                 (9) 

После переобозначений *

0 0 1 1; 2;Φ = ϕ Φ = ϕ ρ  ( )
2

*

2 2
2 ,Φ = ϕ ρ  где *

cos ; cos ,r ia r iaρ = + θ ρ = − θ  пред-

ставим 
0 1 2
, ,Φ Φ Φ  в виде 

( )

( )

( )

0 0

1 1

2 2

, ,

, ,

, .

i t im

i t im

i t im

r e e

r e e

r e e

− ω ϕ

− ω ϕ

− ω ϕ

Φ =Φ θ

Φ =Φ θ

Φ =Φ θ

                                                     (10) 

В результате получим следующую систему уравнений (см. [7], гл. 8, уравнения (13)–(16)): 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1* *

1 2* *

2 1* *

sin 1
sin ctg , , ,

sin

sin 1
sin , , ,

sin

sin 1
sin ctg , , ,

sin

K

K

K

K

m ia iK
a r r

r

m ia iK
a r r

r

m ia iK
a r r

r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ θ ∂
− ω θ + + θ − Φ θ = + + Φ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂θ θ ∂ Δρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ θ ∂
− ω θ + + Φ θ = + − Φ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂θ θ ∂ Δρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ θ ∂
+ ω θ− + θ − Φ θ = −Δ − + Φ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂θ θ ∂ Δρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂
+

∂θ
( ) ( )0

1 0* *

2sin 1
sin , , ,

sin
K

K K

r rm ia iK
a r r

r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−θ ∂
ω θ− + Φ θ = −Δ − + − Φ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

θ ∂ Δ Δρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (11) 

где ( )2 2
.K r a am= − + ω+  

 

3.3. Уравнения для фермионов ( )1 2S =  

 Вначале для нашего анализа мы привлечем уравнение Дирака для компонент биспинорной функ-

ции, полученное Чандрасекаром (см. [10], уравнения (21) – (24)): 

( )

1 2 1* *

0

2 1 22 *

2 1

1 1 1
sin ctg ,

sin 22

2 1 1 sin
sin ctg ,

sin 222

1 1 1
sin ctg

sin 22

K

K

K KK

K

iK m
F a F i G

r

r riK m ia
F a F i G

r

iK m
G a G i

r

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞+ + + − ω θ+ + θ = μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ Δ ∂θ θρ ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−Δ ∂ ∂ θ
− + − + ω θ− + θ+ = − μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ Δ Δ ∂θ θρρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞+ + − + ω θ− + θ = μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ Δ ρ ∂θ θρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )

2

0

1 2 12 *

,

2 1 1 sin
sin ctg .

sin 22 2

K

K KK

F

r riK m ia
G a G i F

r

⎛ ⎞−Δ ⎛ ⎞∂ ∂ θ
− + + − ω θ+ + θ− = − μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ Δ Δ ∂θ θ ρρ ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠

      (12) 

 

В (12) μ – масса фермиона. При получении (12) 

предполагалось, что волновая функция ~ .

i t im
e
− ω + ϕ  

Для дискуссии в разделе 4 мы будем привле-

кать уравнение Дирака с самосопряженным га-

мильтонианом в поле Керра, полученным в [11, 

12]. Кроме того, мы будем обсуждать самосопря-

женные уравнения для фермионов в поле Керра со 

спинорными волновыми функциями [13, 14]. 

 

 

4. Дискуссия 

 

Анализируя вид уравнений (8), (11), (12), а так-

же уравнения в [11–14], можно отметить следующе: 

1. Во всех уравнениях для частиц с разными 

спинами явно присутствует величина 

( )( ) ( )( )2
.

K K K K
r f r r r r

+ −
Δ = = − −  
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Наличие 
K

Δ  приводит к сингулярностям на 

горизонтах событий с присутствием режима кван-

тово-механического «падения» частиц на соответ-

ствующий горизонт [15]. 

2. В уравнениях Максвелла для фотонов (11), 

в уравнении Дирака для фермионов (12), а также в 

уравнениях для фермионов в [11–14] отсутствуют 

уравнения (5) для граничных поверхностей эрго-

сферы. Эти уравнения присутствуют лишь в урав-

нении Клейна–Гордона (8) для скалярных частиц. 

Слагаемое с левой стороной уравнения (5) имеет 

вид без сингулярностей на границах эргосферы 

( )
2

2 2 2

02
cos .

sin
K

m

r r r a− + θ

Δ θ

       (13) 

Напомним, что , 1... ,m j j j= − − +  где j – квантовое 

число полного углового момента. При достижении 

внешнего радиуса эргосферы ( )
erg

r
+

 слагаемое 

(13) зануляется и далее меняет знак. 

3. Мы видим, что существование эргосферы 

в метрике Керра не проявляет себя значимым об-

разом в квантовых уравнениях для частиц различ-

ных спинов. В связи с этим процесс Пенроуза пред-

ставляется недостаточно обоснованным. В рамках 

существующей парадигмы первоначально должно 

быть доказано и обосновано существование про-

цесса Пенроуза в рамках квантовой теории. Затем 

после перехода к квазиклассическому и классиче-

скому пределу с 0→�  должны быть получены 

классические результаты авторов работ [2, 3]. 

Аналогичное рассмотрение может быть про-

ведено для эргосфер других метрик с вращением, 

в частности, например, для эргосферы заряженной 

метрики Керра–Ньюмена. 

 

 

5. Заключение 
 

Существование эргосферы метрики Керра 

значимо не проявляет себя в квантовых уравнени-

ях для частиц различных спинов. 

Для легитимизации процесса Пенроуза с из-

влечением энергии из эргосферы необходимо 

обоснование и доказательство его существования 

в рамках последовательной квантовой теории. 
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