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Описан новый метод решения «карбункул»-
проблемы в схемах типа Годунова при моде-
лировании гиперзвуковых течений с удар-
ными волнами. Метод предполагает подав-
ление «карбункул»-неустойчивости за счет 
введения в расчет диссипативных добавок 
в виде правых частей уравнений Навье – 
Стокса с заменой физической вязкости на 
искусственную. Эффективность предлагае-
мого подхода демонстрируется на примерах 
решения тестовых задач. 
 
 
 

Введение 

Эффективным инструментом численного решения многомерных задач газовой динамики яв-
ляются методы сквозного счета. При их использовании газодинамические разрывы не выделяются 
специальным образом, а «размываются» на некоторое число ячеек расчетной сетки. Одна из основ-
ных трудностей сквозного счета связана с появлением нефизических осцилляций решения в окрест-
ности разрывов, которые могут его заметно искажать. 

Первая схема сквозного счета была описана в 1950 г. Нейманом и Рихтмайером [1]. Главная 
идея заключалась в добавлении специального члена искусственной вязкости, приводящего к дис-
сипации ударной волны (УВ) на несколько сеточных интервалов. При этом действие искусственной 
вязкости по своему характеру напоминает действие физической вязкости, но ее значение зависит 
от интенсивности скачка и размера счетной ячейки. 

Одними из наиболее популярных методов сквозного счета являются схемы типа Годунова. 
В 1959 г. С. К. Годунов опубликовал работу [2], в которой предложил «наиболее точную» моно-
тонную схему первого порядка, основанную на двух предположениях. Согласно первому предпо-
ложению пространственное распределение всех параметров газа на нижнем временном слое счи-
тается кусочно-постоянным. Второе предположение заключается в использовании решения задачи 
о распаде произвольного разрыва (задачи Римана) при вычислении потоков на границах ячеек. 

В 1988 г. была обнаружена серьезная проблема [3] в применении методов типа Годунова к за-
дачам гиперзвуковой аэродинамики, получившая название «carbuncle phenomenon». Постепенно 
эта проблема привлекла к себе внимание большого числа специалистов в области численного мо-
делирования. Так, ван Лир в своем обзоре [4], посвященном истории развития численных методов 
в США и Канаде, выделил «карбункул»-проблему как одну из главных нерешенных проблем клас-
сических конечно-объемных схем. 

Эффект карбункула обнаруживается при сквозном расчете сильных УВ в гиперзвуковых по-
токах и проявляется как численная неустойчивость, приводящая к сильному искажению течения. 
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Появление неустойчивости зависит и от расчетной сетки, и от метода решения задачи Римана: ме-
нее точные методы свободны от этой проблемы, в то время как большинство более точных методов 
подвержены карбункул-неустойчивости. 

Основные способы борьбы с эффектом карбункула связаны с модификацией методов реше-
ния задачи Римана. Кёрк [5] первым предложил комбинировать различные методы решения задачи 
Римана в зависимости от локальных условий течения. 

Наиболее эффективным считается использование «rotated Riemann solvers» [6–9], когда дела-
ется декомпозиция нормали к боковой грани и в каждом из направлений решается своя задача Ри-
мана. В случае, когда по разным направлениям используются разные методы решения задачи рас-
пада разрыва, то говорят о «rotated-hybrid Riemann solvers» [7–9]. Такой способ считается самым 
эффективным, поскольку позволяет выгодно комбинировать диссипативные свойства двухволно-
вых и трехволновых методов приближенного решения задачи Римана. 

В данной работе предлагается новый способ борьбы с карбункул-неустойчивостью, кото-
рый является универсальным (применим к различным схемам) и эффективным (действует изби-
рательно, а именно только на фронте УВ). Для этого в базовый метод решения уравнений Эйлера 
предлагается добавлять некоторое количество диссипации в форме правых частей уравнений 
Навье – Стокса (вязких членов). Коэффициент физической вязкости заменяется коэффициентом ис-
кусственной вязкости, который согласуется с [1], но имеет свои особенности; вводится в рассмот-
рение искусственная теплопроводность. Новый способ тестируется на схеме Годунова и ее моди-
фикации второго порядка точности (схема Годунова – Колгана – Родионова (ГКР) [10, 11]) с ис-
пользованием точного решения задачи Римана. 

Краткий обзор работ по искусственной вязкости 

Первая схема сквозного счета была описана в 1950 г. Рихтмайером и Нейманом [1]. Главная 
идея их работы заключалась в добавлении к давлению диссипативного источника, который разма-
зывает профиль ударной волны на несколько ячеек: 

  
2

2Δ .uq c x
x
     

  (1) 

Стоит отметить, что в [1] вязкость добавлялась в основные уравнения и при сжатии, и при 
разрежении. Позднее было предложено использовать искусственную вязкость только на сжатии. 
Далее, когда речь пойдет об аддитивном источнике в давлении, будет подразумеваться только сжа-
тие (если не оговорено другое). 

После введения искусственной вязкости (1) за фронтом УВ все еще оставались осцилляции. 
Для борьбы с ними была разработана линейная комбинация квадратичного и линейного вязкостных 
источников [12]: 

 
2

2
1 2Δ Δ ,u uq c x c a x

x x
        

 

где 1c  и 2c  – эмпирические константы, a – скорость звука. 
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Существуют и другие формы искусственной вязкости. Например, в [13] В. Ф. Куропатенко 
для описания роста энтропии использует тот же механизм, что и на УВ. Выражение для искусствен-
ной вязкости выводится из законов сохранения на поверхности сильного разрыва с привлечением 
уравнения состояния. Так, для идеального газа ( 1)p е     искусственная вязкость будет иметь вид 

        
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u u uq x x a x
x x x
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  (2) 

Неоспоримым достоинством метода является отсутствие каких-либо эмпирических констант. 
Вместо громоздкой формулы (2) также используют более простую формулу в форме [12] 

с конкретными коэффициентами (например, Уилкинса [14]): 

  
2

21 Δ Δ .
2

u uq x a x
x x
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  (3) 

Одним из недостатков метода сквозного счета [1] является действие численной вязкости как 
при ударном, так и при адиабатическом сжатии. Для решения данной проблемы предложено ис-
пользовать ограничители [15, 16]. Данные функции-ограничители основаны на TVD-методе огра-
ничения потоков Хартена и находят сегодня широкое применение (см., например, [17, 18]). Их ис-
пользование также позволяет сократить численную вязкость (диссипацию) в областях умеренных 
градиентов скоростей. 

Лапидус [19] предложил новый подход, заключающийся в добавлении к вектору численного 
потока  2,  ,  ( )u u p u e p      F  диссипативных источников вида 

 2,       Δ uc x
x x
 

  
 

UF F D D , 

где ( ,  ,  )u e   U  – вектор консервативных переменных. Стоит подчеркнуть, что диффузионный 
поток вводится во все законы сохранения, включая уравнение неразрывности. Искусственную вяз-
кость в форме Лапидуса использовали Колелла и Вудвард в расчетах по схеме РРМ [20]. 

Обобщение искусственной вязкости на многомерный случай может быть реализовано двумя 
способами, каждый из которых имеет свои сложности. 

Первый способ имеет скалярный характер и заключается в рассмотрении искусственной вяз-
кости как источника давления. При этом, как правило, в выражении для искусственной вязкости 
производная скорости заменяется на ее дивергенцию. При таком способе обобщения желательно 
учитывать направление движения УВ в формуле для характерного размера счетной ячейки (см., 
например, [14, 21]). К типичным недостаткам скалярной многомерной вязкости следует отнести ее 
действие при адиабатическом сжатии, что может приводить к искажению численного решения. 

Второй способ обобщения имеет ярко выраженный многомерный характер и сводится к рас-
смотрению тензорной природы искусственной вязкости. Пионерской работой в этом направлении 
считается работа Шульца [22]. Он разработал тензор вязких напряжений на основе одномерных 
вязкостей, вычисленных в каждом из направлений линий сетки; при этом было использовано поня-
тие одномерной дивергенции. Полученный тензор не обладает симметрией. 

Работу [22] можно назвать ключевой, поскольку здесь впервые сформулирован ряд требова-
ний (критериев), которым должна удовлетворять искусственная вязкость. Позднее в [17] были раз-
виты идеи Шульца [22] и расширен набор критериев. 
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В 2001 г. в работе [18] были предложены два вида тензорной искусственной вязкости. 
Первую из них назвали симметричной, поскольку тензор искусственных вязких напряжений имеет 
симметричную форму: 

 1 .
2

ji
ij

j i

uu
x x

 
       

  (4) 

Данная форма близка к физическим вязким напряжениям для несжимаемых течений. Другой тензор 
искусственных вязких напряжений имеет несимметричную форму: 

 .i
ij

j

u
x


  


  (5) 

Авторы [18] на основе некоторых теоретических рассуждений и результатов численных экспери-
ментов делают вывод, что несимметричная форма вязкости (5) дает лучшее решение, чем симмет-
ричная форма (4). В более поздних работах авторы рассматривают уже только несимметричную 
форму тензора искусственных вязких напряжений (5). 

Интересно отметить, что Уилкинс в работе [14] предложил совместно с вязкостью (3) исполь-
зовать тензорную вязкость в форме уравнений Навье – Стокса для борьбы с искажением сетки типа 
песочных часов (для разнесенных сеток). 

А. М. Стенин и Е. А. Соловьева предложили метод [23], названный матрицей искусственных 
вязкостей. Тензор искусственных вязких напряжений [23] имеет симметричную форму, которая 
отличается от тензора вязких напряжений уравнений Навье – Стокса диагональным членом: 
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Примечательно, что в [23] вводится в рассмотрение не только тензор искусственных вязких 
напряжений, но и диффузия массы с искусственной теплопроводностью [24]. 

Искусственная вязкость в форме физической вязкости 

По мнению авторов настоящей работы, наиболее естественно добавлять искусственную вяз-
кость в такой форме, которая соответствует физической вязкости. Такой подход особенно привле-
кателен для тех CFD-кодов, которые уже имеют аппроксимацию уравнений Навье – Стокса, по-
скольку в этом случае доработки минимальны. Тогда в двумерном случае тензор искусственных 
вязких напряжений принимает вид 
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Входящий в (6) коэффициент искусственной вязкости AV  предлагается вычислять как 

  2
1 2max 0,AV k l k a l    u ,  (7) 

где a – скорость звука; 1k , 2k  – коэффициенты. 
Общий вид выражения (7) обусловливает наличие искусственной вязкости только в областях 

сжатия, а наличие ограничителя ( 2 0k  ) гарантирует, что введенная искусственная вязкость будет 
действовать только на фронте интенсивной УВ (отсутствие реакции на безударное сжатие). Кроме 
того, такой подход дает дополнительное преимущество, связанное с экономией вычислительных 
ресурсов (если 0AV  , вязкие члены не рассчитываются). 

Характерный размер l в выражении (7) предлагается вычислять по формуле 
2

2
2 2 ,
i j

Vl 
S S

 

где V – объем ячейки, а 2 2,  i jS S  – квадраты площадей боковых граней вдоль двух линий сетки. Не-
трудно показать, что характерный размер близок к минимальной стороне ячейки с некоторым за-
пасом. 

 
а  б 

Рис. 1. Распределение чисел Маха в задаче Кёрка: 
а – расчеты по схеме Годунова, б – расчеты по схеме ГКР; 

вверху – без искусственной вязкости, внизу – с искусственной вязкостью 

На основе большого количества тестовых расчетов были выбраны следующие значения для 
постоянных коэффициентов в (7): 1 0,5k  , 2 0,02k  . Данные значения обеспечивают минимальное 
значение диссипации, необходимое для регуляризации численного решения. 

В дополнении к членам искусственной вязкости предлагается добавлять искусственную теп-
лопроводность, определяемую через коэффициент: 

,
Pr

AV P
AV

C
   

где PC  – удельная теплоемкость при постоянном давлении, Pr – число Прандтля, полагаемое рав-
ным единице. 
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Численные расчеты 

Задача Кёрка. Подробная постановка задачи приведена в [5] («odd-even decoupling»). В плос-
ком канале исследуется гиперзвуковое течение газа с числом Маха M 6 . Область покрывалась 
равномерной сеткой с единичным шагом ( 1x yh h  ). В положение узлов центральной линии счет-
ной сетки 11cj   (соответствует y = 10) вносились возмущения следующим образом: 

     , , 1 .i
c cy i j y i j     

В оригинальной работе [5] использовалось значение 610  . В данной работе для ускорения развития 
карбункул-неустойчивости используется значение 310  . Задача рассчитывалась до момента времени  

shock

8000,8 Scale,     Scale ,t
U

   

что соответствует положению фронта УВ shock 640x   ( shockU  – скорость УВ). 
На рис. 1 (см. также цв. вкл.) представлено распределение числа Маха в расчетах по схемам 

Годунова и ГКР в оригинальном варианте и с введением искусственной вязкости. Видно, что ис-
кусственная вязкость позволяет предотвратить появление карбункула, фронт волны остается глад-
ким, а задача – одномерной (что соответствует физической постановке). 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Распределение числа Маха в задаче о дифракции сильной УВ на прямом угле:  
а – расчеты по схеме Годунова, б – расчеты по схеме ГКР 
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Дифракция сильной УВ на прямом угле. Постановка взята из [5], где УВ с числом Маха 
M = 5 движется слева направо, обтекая конструкцию в виде ступеньки (плоская постановка). На 
рис. 2 (см. также цв. вкл.) представлены результаты расчетов на двух сеточных разбиениях: 

1 140h   и 1 560h  . На грубом сеточном разбиении получаемое решение является приемлемым. 
При измельчении сетки диссипативных свойств схем недостаточно, чтобы подавить развитие кар-
бункул-неустойчивости на фронте УВ. Введение искусственной вязкости позволяет корректно вы-
полнить расчет без развития возмущений на фронте УВ. 

Задача «Double Mach Reflection». Постановка задачи взята из [25]. Задача представляет со-
бой моделирование взаимодействия плоской УВ (число Маха M = 10) с клином под углом 30°. Рас-
чет проводится до момента времени t = 0,2. Область покрывается равномерной сеткой с равными 
по всем направлениям разбиениями: 1 120h  , 1 240h  , 1 480h  . 

На рис. 3, 4 представлены результаты численного моделирования, выполненного по схемам 
Годунова и ГКР на серии сгущающихся сеток без искусственной вязкости и с ее использованием. 
Введение искусственной вязкости позволяет избежать излома ножки Маха и правильно описать 
контактный разрыв грибовидной формы. Рис. 5 демонстрирует, что введенная искусственная вяз-
кость действует только на фронтах сильных УВ и не затрагивает остальную область течения, в том 
числе контактный разрыв. 

  
а  б 

Рис. 3. Изолинии плотности в расчетах задачи «Double Mach Reflection» на последовательно сгущающихся 
сетках по схеме Годунова без искусственной вязкости (а) и с ее использованием (б) 

   
а  б 

Рис. 4. Изолинии плотности в расчетах задачи «Double Mach Reflection» на последовательно  
сгущающихся сетках по схеме ГКР без искусственной вязкости (а) и с ее использованием (б) 
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Рис. 5. Поле искусственной вязкости в расчетах задачи «Double Mach Reflection»  

на последовательно сгущающихся сетках по схеме ГКР 
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Artificial Viscosity in the Godunov’s-Type Schemes  
as the Method of «Carbuncle»-Instability supression 

A. V. Rodionov, I. Yu. Tagirova 
The paper describes a new method of solving the «carbuncle» problem in the Gordunov’s-type 

schemes when simulating hypersonic flows with shock waves. The method assumes the carbuncle instabil-
ity suppression by means of the introducing of dissipative additions into the calculation in the form of 
right-hand parts of the Navier-Stokes equations with the physical viscosity replaced by the artificial one. 
The efficiency of the proposed approach is demonstrated by the examples of benchmark problem solutions. 

 


