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Рассматривается конечно-элементный мо-
дуль, реализованный в пакете программ 
ЛОГОС для решения динамических задач 
прочности. Дается краткое описание ме-
тодов и алгоритмов, входящих в состав мо-
дуля. В качестве иллюстраций применения 
разработанного модуля динамической проч-
ности представлены результаты расчетов 
ряда практических задач. 
 
 
 
 
 
 
 

Введение 

В настоящее время разрабатывается отечественный многофункциональный пакет программ 
инженерного анализа ЛОГОС [1 – 3] для решения связанных и сопряженных задач тепломассопе-
реноса и прочности на многопроцессорных вычислительных системах. Одним из основных ком-
понентов пакета программ ЛОГОС является модуль решения динамических задач прочности, по-
строенный на основе пакета программ ЛЭГАК-ДК [4 – 6]. Данный модуль ориентирован на моде-
лирование быстропротекающих процессов деформирования и разрушения конструкций с учетом 
различных нелинейностей. Примером задач, решаемых с использованием модуля динамической 
прочности, может служить моделирование крэш-тестов, пробития различных преград, взрывных 
воздействий на различные конструкции и т. д. Большинство динамических задач прочности ха-
рактеризуются долгим временем счета и требуют больших вычислительных ресурсов. Поэтому 
основным принципом, который лежит в основе разработки модуля для их решения, является высо-
кая эффективность алгоритмов при выполнении на многопроцессорных вычислительных системах.  

В работе приводится описание конечно-элементного модуля, реализованного в пакете про-
грамм ЛОГОС для расчета задач динамической прочности конструкций. Для демонстрации при-
менимости и эффективности реализованных алгоритмов представлены результаты численного 
моделирования ряда сложных инженерных задач. 
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Описание модуля динамической прочности 

Формулировка основных дифференциальных уравнений  

Рассмотрим деформацию во времени произвольного фиксированного объема 0b , ограни-

ченного поверхностью 1 2 3.b b b b      Будем рассматривать движение тела в лагранжевой 

форме с массовыми координатами jX : 
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Уравнение сохранения количества движения можно записать в виде 

 , .i ij j ix f     (1) 

Граничные условия по напряжениям на границе (условие Неймана): 
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Граничные условия по смещениям на границе (условие Дирихле): 
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На поверхности разрыва 3b  выполнено условие непрерывности нормальной составляющей 
тензора напряжений:  
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Здесь и выше использованы следующие обозначения: ij  – тензор напряжений; ,ij j  – его 

производная по j-й компоненте; e  – внутренняя энергия единицы объема; – плотность; if  – 

объемная сила; v – скорость; ix – ускорение; jn  – внешняя нормаль к границе.  

Закон сохранения массы для лагранжевого подхода записывается в следующем виде:  
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Уравнение энергии: 

,ij ije s p       



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
 

 
 46

где ijs , ij , p  и   – соответственно компоненты девиаторов тензоров напряжений и скоростей 

деформации, давление и удельный объем. 
Уравнение состояния и соотношение для определения компонент девиатора тензора 

напряжений, соответствующие используемому материалу, служат для замыкания приведенных 
уравнений. 

Построение конечно-элементной аппроксимации по пространству для уравнения им-
пульса. Введем обозначение ix – координата узла с номером   в i-м направлении. Предполо-
жим, что значения перемещения, скорости и ускорения могут быть интерполированы узловыми 
значениями в любой точке среды. Для интерполяции будем использовать базисные функции 

( )N x  (здесь индекс   означает привязку данной функции к узлу ), которые называются функ-
циями формы. Перемещения, скорости и ускорения теперь можно записать в следующем виде: 
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Конечно-элементная формулировка уравнения (1) может быть получена различными спосо-
бами: методом взвешенных невязок [7], с использованием вариационных принципов [8] или ме-
тодом перемещения [9]. Применяя любой из указанных подходов, получаем 
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Рассмотрим подробнее полученную систему уравнений (2). Слева в квадратных скобках – 
матрица, которую называют согласованной матрицей масс: 

.
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Уравнения системы (2) согласованы благодаря тому, что матрица масс не является диаго-
нальной. Однако для упрощения решения системы вместо согласованной матрицы используют 
диагональную матрицу масс: 
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Соответственно (2) с применением диагональной матрицы масс запишется в виде 
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Как указано в [10], диагонализация матрицы масс дает не только простое вычислительное 
упрощение, но и позволяет получить наилучший результат для импульсных нагрузок. 

При интегрировании соотношений (3) в пакете программ ЛОГОС может использоваться как 
одноточечное, так и многоточечное интегрирование. 

В вышеприведенных выражениях функции формы определены в глобальной системе коор-
динат. Данный подход не очень удобен при программной реализации, так как сильно затрудняет 
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разработку универсального конечно-элементного кода. Поэтому используются локальные коор-
динаты, «привязанные» к текущему элементу, например барицентрические координаты для тре-
угольника, изопараметрические координаты и т. д.  

В настоящее время в модуле решения динамических задач прочности пакета программ 
ЛОГОС реализована достаточно обширная библиотека конечных элементов, включающая в себя 
элементы сплошной среды (шестигранный элемент с одноточечным интегрированием, шести-
гранные элементы с многоточечным интегрированием (несколько модификаций), четырехузловой 
и десятиузловой тетраэдральные элементы), оболочечные элементы Белычко – Лин – Цая [11] 
(четырехузловой и трехузловой), оболочечные элементы Хьюса – Лю [12, 13] (четырехузловой  
и трехузловой), балочные элементы Белычко – Лин – Цая и Хьюса – Лю, стержневой элемент, 
дискретные элементы (пружина, точечная масса). 

Интегрирование уравнения импульса по времени. Для решения уравнения (1) по време-
ни в пакете программ ЛОГОС используется следующие явные конечно-разностные схемы инте-
грирования: 

– центрально-временная конечно-разностная схема типа крест [14]: имеет второй порядок 
точности по времени и условно устойчива при выполнении условия Куранта; 

– схема методики ЛЭГАК [15, 16]: обладает первым порядком аппроксимации по времени  
и условно устойчива при выполнении условия Куранта. 

Алгоритмы сглаживания. При решении задач с использованием элементов с одноточеч-
ным интегрированием могут возникать искажения счетной сетки (рис. 1), приводящие к сниже-
нию качества и точности расчета. Данные искажения могут быть вызваны свойствами схем инте-
грирования, погрешностью аппроксимации схемы, ошибками округления и т. п. Следуя зарубеж-
ной литературе [17 – 19], для обозначения данного вида деформаций будем использовать термин 
режим песочных часов, поскольку вид ячеек сетки при данных искажениях часто напоминает пе-
сочные часы. 

В модуле решения динамических задач прочности пакета программ ЛОГОС реализованы 
следующие алгоритмы сглаживания возмущений, приводящих к режиму песочных часов: вяз-
костное сглаживание [17], вязкостное сглаживание Флагмана – Белычко, жесткостное сглаживание 
Флагмана – Белычко [18], жесткостное сглаживание для материалов, близких к несжимаемым [19].  

Тип сглаживания стоит выбирать с учетом характера происходящих процессов. Для высоких 
скоростей нагружения и при больших деформациях рекомендуется использовать вязкостные типы 
сглаживания, а для низких скоростей или при малых деформациях системы – жесткостные [18].  

 

 

Рис. 1. Нефизические типы деформации ячейки сетки 
 
Контактное взаимодействие. В настоящий момент в модуле динамической прочности па-

кета программ ЛОГОС выполнена программная реализация алгоритмов контактного взаимодей-
ствия элементов конструкции, представленных оболочечными элементами или элементами 
сплошной среды, с возможностью учета эффектов отскока, скольжения, разрушения и трения. 
Основной идеей всех реализованных алгоритмов является отслеживание проникания одного тела 
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в другое и выработка контактных сил, препятствующих данному прониканию. При этом расчет 
контактного взаимодействия разделяется на два основных этапа: определение зоны контакта  
и вычисление контактных сил. Определение зоны контакта реализовано на основе алгоритма гло-
бального поиска LPOCA (Linear POsition Code Algorithm) и алгоритмов локального поиска мето-
дом узел – грань [20] или грань – грань [21]. Вычисление контактных сил проводится на основе 
метода штрафа [20] или метода множителей Лагранжа [22]. 

Модели упругопластического деформирования и разрушения. В модуле решения дина-
мических задач прочности пакета программ ЛОГОС реализован ряд уравнений состояния, моде-
лей упругопластического деформирования и разрушения, среди которых имеется набор широко 
известных, используемых в большинстве коммерческих пакетов программ, а также набор моделей 
материалов общего фонда [23]. 

Реализованы следующие уравнение состояния и модели упругопластического деформиро-
вания: уравнение состояния идеального газа; полиноминальное уравнение состояния; уравнение 
состояния Ми – Грюнайзена; модели упругого изотропного материала, упругопластического ма-
териала с изотропным и кинематическим упрочнением, упругого ортотропного материала, упру-
гопластического материала с температурной зависимостью, анизотропного материала, упругого 
материала с учетом эффектов ползучести, упругопластического материала с разными пределами 
текучести на сжатие и растяжение, вязкоупругого материала, пористого материала с анизотроп-
ными свойствами, материала с кусочно-линейной диаграммой деформирования, недеформируе-
мого материала, упругого композитного материала, грунтов и пеноматериалов; модель резины 
Блатц – Ко; модель Джонсона – Кука; модель керамики, стекла и других хрупких материалов. 

Для моделирования разрушения в модуле динамической прочности пакета программ 
ЛОГОС доступны следующие критерии разрушения: по максимальному давлению; по минималь-
ному давлению; по эквивалентному напряжению; по минимальной главной деформации; по мак-
симальной главной деформации; по сдвиговой деформации; по главному напряжению; по вы-
бранному шагу; критерии Тулера – Бутчера, Галилея – Лейбница, Кулона – Мора, Писаренко –
Лебедева, Цая – Ву, Хоффмана, Мизеса – Хилла. 

Принципы распараллеливания. В модуле динамической прочности пакета программ 
ЛОГОС реализовано гибридное MPI/OpenMP-распараллеливание. Взаимодействие распределен-
ных вычислительных узлов осуществляется при помощи MPI, на каждом узле реализовано распа-
раллеливание на модели общей памяти с помощью OpenMP. 

В основу распараллеливания модуля динамической прочности пакета программ ЛОГОС по-
ложены следующие принципы: 

1) возможность выполнения пространственной декомпозиции как с использованием откры-
того кода ParMETIS [24], так и с применением методов геометрической декомпозиции (например, 
алгоритмы рекурсивной координатной бисекции); 

2) использование механизма перекрытия по данным на межпроцессорных границах с реали-
зацией системы межпроцессорных обменов по стандарту MPI; 

3) отсутствие программных ограничений на количество используемых процессоров (такое 
ограничение может быть обусловлено только размерами конкретной рассчитываемой задачи); 

4) переносимость комплекса программ на другие вычислительные системы с распределен-
ной памятью, поддерживающие стандарт передачи сообщений MPI. 

Для OpenMP-распараллеливания предусмотрена дополнительная фрагментация счетной об-
ласти внутри MPI-процесса. Это позволяет распараллелить некоторые вычислительные блоки 
простым распределением фрагментов по нитям. 
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Результаты расчетов 

В качестве иллюстраций применения пакета программ ЛОГОС для численного решения за-
дач динамической прочности в данном разделе представлены результаты расчетов практических 
задач. 

Расчетные исследования жесткой посадки самолета с убранными шасси. Все разраба-
тываемые пассажирские самолеты должны удовлетворять современным правилам, включая тре-
бования безопасности и надежности конструкции в возможных аварийных ситуациях. В соответ-
ствии с международными и национальными правилами в числе возможных аварий необходимо 
рассмотреть различные варианты жесткой посадки самолета и оценить напряженно-деформиро-
ванное состояние элементов конструкции планера, узлов подвески шасси и двигателя для анализа 
возможности разрушения элементов их крепления и нарушения герметичности топливных баков. 

В задаче демонстрируется возможность применения пакета программ ЛОГОС для модели-
рования динамической реакции самолета при жесткой посадке [25 –28]. Начальные и граничные 
условия задачи представлены на рис. 2. 

Для расчетов приняты следующие кинематические начальные условия: продольная ско-
рость 68,6 м/с, вертикальная скорость 5 м/с. Для моделирования взлетно-посадочной полосы ис-
пользуется граничное условие типа жесткая стенка. 

 

   
а б 

Рис. 2. Начальные и граничные условия для моделирования динамической реакции самолета  
при аварийной посадке: а – вид спереди; б – вид сверху 

 
Пространственная дискретизация самолета выполнена с использованием различных типов 

конечных элементов: объемных, оболочечных, балочных и дискретных. Построенная детализиро-
ванная конечно-элементная модель включает в себя 2050 подобластей, содержит 188416 узлов  
и 207354 элементов. Для демонстрации сложности модели на рис. 3 приведен балочный каркас 
самолета. 
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Рис. 3. Балочный каркас самолета 
 
Расчет проводился в параллельном режиме (MPI) на 16 процессорах. Задача считалась при-

близительно 3 часа. Эффективность распараллеливания ~75 %. 
На рис. 4 (см. также цв. вкл.) представлено поле интенсивности напряжений в корпусе са-

молета на момент времени t = 377 мс. На рис. 5 приведены временные зависимости перемещений 
и скоростей центра масс самолета. 

 
 

 

Рис. 4. Интенсивность напряжений в корпусе самолета на момент времени 377 мс 
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                                                  а                                                                   б 

Рис. 5. Временные зависимости для центра масс самолета:  
а – вертикальное перемещение; б – вертикальная скорость 

 
Численное моделирование динамического деформирования активной зоны реактор-

ной установки при разрыве технологического канала. В задаче демонстрируется возможность 
моделирования в пакете программ ЛОГОС напряженно-деформированного состояния элементов 
конструкции активной зоны реакторной установки под давлением пароводяной смеси при разры-
ве одного из технологических каналов (ТК) [29, 30]. 

Начальная геометрия задачи приведена на рис. 6, 7. 
 

  
Рис. 6. Активная зона реакторной установки.  

Общий вид 
Рис. 7. Фрагмент конечно-элементной сетки.  

Вид сверху 
 

В модели учитывается 1914 графитовых колонн. Конечно-элементная сетка состоит из объ-
емных восьмиузловых элементов и оболочных четырех узловых элементов. Число конечных эле-
ментов сетки, покрывающей расчетную область, равно 160757760. 

В расчетах учитывается напряженно-деформированное состояние конструкции от действия 
силы тяжести и внутреннего стационарного давления в ТК. Жидкость в трубах ТК учитывается  
в виде присоединенной массы. Для моделирования ТК использовалась упругопластическая мо-
дель, а для моделирования графитовых блоков – модель упругого материала. 

Для расчета взаимодействия друг с другом различных элементов конструкции в процессе 
деформирования используются алгоритмы контактного взаимодействия с автоматическим опре-
делением зон контакта. 
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Расчет проводился в параллельном режиме (MPI) на 1250 вычислительных ядрах. Задача 
считалась около 20 дней. Эффективность распараллеливания составила ~70 %. 

На рис. 8 (см. также цв. вкл.) показано деформирование графитовой кладки в центральном 
поперечном сечении на момент времени t = 1,6 с.  

На рис. 9 представлен график максимального прогиба ТК. Анализ полученных результатов 
показывает, что при разрыве одного ТК в четырех колоннах нижней границы реакторной уста-
новки максимальный прогиб можно оценить значением ~350 мм. 

На рис. 10 (см. также цв. вкл.) представлен общий вид ТК при t = 1,6 с. Видно, что ближние 
колонны от разбухания кладки и разрыва канала деформировались достаточно сильно. 

 

       
а б 

Рис. 8. Поле полных смещений графитовой кладки в центральном поперечном сечении, t = 1,6 с:  
а – общий вид, б – приближенный вид места разрыва 

 
 

     
Рис. 9. Максимальный прогиб ТК Рис. 10. Поле полных смещений ТК.  

Общий вид при t = 1,6 с 
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Заключение 

В работе представлены основные методы и алгоритмы, используемые в модуле решения ди-
намических задач прочности пакета программ ЛОГОС. Кратко описаны реализованные типы эле-
ментов, алгоритмы контактного взаимодействия, типы сглаживания, принципы распараллеливания 
и реализованные на текущий момент модели упругопластического деформирования и разрушения. 
Применимость приведенных подходов показана на примере численного решения двух инженерных 
задач. 
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Logos Program Package. A Module for Soving  
the Dynamic Strength Problems 

D. Yu. D’yanov, V. F. Spiridonov, K. V. Tsiberev, E. I. Naumova, V. V.Borlyaev,  
S. V. Starodubov, E. V. Shuvalova, M. V. Medvedkina, E. O. Artemova, A. A. Chelakov,  

A. V. Kazantsev, A. A. Ryabov, V. I. Romanov, S. S. Kukanov 
The paper describes a finite-element module implemented in the LOGOS program package 
for solving the dynamic strength problems. The methods and algorithms implemented in the 
module are briefly described. The application of the dynamic strength module is illustrated 
by the example of simulation results for a number of real-world problems.  

 
 
 
 




