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МЕТОДИКА "ЛОГОС-ВОЛНА"
РАСЧЕТА ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ

С УЧЕТОМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
НА ПОДВИЖНЫХ НЕСТРУКТУРИРОВАННЫХ СЕТКАХ

Е. А. Веселова, Ю. Н. Дерюгин, Д. К. Зеленский
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Представлена методика параллельного расчета двумерных задач газовой динамики
с теплопроводностью на геометрически адаптивных неструктурированных сетках. Гео-
метрическая адаптация связана с выделением в решении основных особенностей, таких
как ударные волны и контактные разрывы. Скорость движения разрывов и параметры
на разрывах определяются из решения задачи Римана о распаде разрыва. Смещение
внутренних узлов сетки определяется методом интерполяции по смещению граничных
узлов.
Численный метод основан на методе расщепления, решении уравнений Эйлера яв-

ным методом на подвижной сетке и решении уравнения теплопроводности неявным
методом на неподвижной сетке. Разностные уравнения получены дискретизацией ис-
ходных уравнений в интегральной форме квадратурными формулами прямоугольни-
ков. При решении уравнений Эйлера численные конвективные потоки определяются
на основе решения задачи о распаде разрыва. Для повышения точности моделирова-
ния предраспадные параметры потока определяются с использованием линейной ли-
бо квадратичной реконструкции решения. В задачах со сферической симметрией с
целью уменьшения немонотонности в численном решении применяется алгоритм до-
ворота вектора скорости у предраспадных параметров потока. Тепловые потоки на
гранях аппроксимируются по верхнему временному слою центральными разностями.
Для решения неявных разностных уравнений используется итерационный метод Нью-
тона. Получающаяся в результате аппроксимации система линейных алгебраических
уравнений относительно приращения температуры решается с использованием парал-
лельных решателей из библиотеки PMLP. Возможности методики проиллюстрированы
на ряде тестовых задач.

Ключевые слова: газовая динамика, теплопроводность, схема расщепления, разност-
ная схема, подвижные сетки, распараллеливание вычислений, тестовые расчеты.

Введение

Данная работа посвящена созданию методики параллельного расчета двумерных задач газовой
динамики с теплопроводностью на геометрически адаптивных неструктурированных сетках. Ма-
тематическая модель, используемая для описания процессов распространения ударных волн, как
и в работах, опубликованных в сборнике [1], основана на уравнениях многокомпонентной газовой
динамики и уравнении переноса излучения в диффузионном приближении [2]. Расчетная методика
построена на основе использования неструктурированных подвижных сеток, метода расщепления
по физическим процессам, явного метода интегрирования уравнений Эйлера и неявного метода
решения уравнения теплопереноса.

Счетный шаг состоит из расчета деформации сетки, которая связана с движением выделенных
разрывов, и решения двумерных уравнений газовой динамики с теплопроводностью. Граничные
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условия на выделенных разрывах разрешаются методом распада разрыва, в результате определяет-
ся скорость смещения граней. По изменению положения выделенных разрывов затем производится
перестройка сетки. На первом этапе решения уравнений интегрируются уравнения Эйлера на по-
движной сетке. Разностные уравнения получены дискретизацией исходных уравнений в интеграль-
ной форме квадратурными формулами прямоугольников. Численно конвективные потоки опреде-
ляются на основе решения задачи о распаде разрыва [3]. Для повышения точности моделирования
предраспадные параметры потока определяются с использованием линейной либо квадратичной ре-
конструкции решения. В задачах со сферической симметрией с целью уменьшения немонотонности
в численном решении применяется алгоритм доворота вектора скорости у предраспадных парамет-
ров потока [4]. На втором этапе решения уравнений учитывается источник энерговыделения. На
третьем, заключительном, этапе решается уравнение теплопроводности на неподвижной неструкту-
рированной сетке.

Расчетные формулы получаются путем интегрирования уравнений теплопроводности по кон-
трольному объему ячейки. Тепловые потоки на гранях аппроксимируются по верхнему времен-
ному слою центральными разностями. Для решения неявных разностных уравнений используется
итерационный метод Ньютона. Получающаяся в результате аппроксимации система линейных ал-
гебраических уравнений относительно приращения температуры решается с использованием парал-
лельных решателей из библиотеки PMLP [5]. Организация параллельных вычислений основана на
алгоритмах пакета программ "Логос" [6].

Приводятся результаты расчета тестовых и модельных задач, принятых для тестирования дву-
мерных методик [7—9].

Математическая модель

Рассматривается двумерное движение сплошной среды с учетом переноса лучистой энергии. Ис-
ходные уравнения в виде законов сохранения в декартовых (ν = 0) и цилиндрических (ν = 1) коор-
динатах имеют вид [2]:

– уравнение неразрывности
∂ρ

∂t
+
∂ρu

∂x
+
∂yνρv

yν∂y
= 0; (1)

– уравнение неразрывности α-компонента среды

∂Cαρ

∂t
+
∂Cαρu

∂x
+
∂yνCαρv

yν∂y
= 0, (2)

где Cα =
ρα
ρ

— массовая концентрация α-компонента;

– уравнение сохранения количества движения, записанное для компонент скорости (u, v):

∂ρu

∂t
+
∂
(
ρu2 + p

)
∂x

+
∂ρuv

yν∂y
= 0; (3)

∂ρv

∂t
+
∂ρuv

∂x
+
∂yνρv2

yν∂y
+
∂p

∂y
= 0; (4)

– уравнение сохранения энергии

∂ρE

∂t
+
∂ (ρuE + pu)

∂x
+
∂yν (ρvE + pv)

yν∂y
=

∂

∂x

(
χ
∂T

∂x

)
+

∂

yν∂y

(
yνχ

∂T

∂y

)
+ ρQ(x, y, t). (5)

Уравнения (1)—(5) замыкаются уравнениями состояния

p = p(ρ, T ); ε = ε(ρ, T ); χ =
4σc

3
`T 3,
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где σ — постоянная Стефана—Больцмана; c — скорость света; ` = `(ρ, T ) — росселандов пробег в
веществе.

В расчетной области находится смесь N веществ. Уравнения состояния смеси берутся в виде

p =

N∑
α=1

Cαpα(ρ, T ); ε =

N∑
α=1

Cαεα(ρ, T ).

Росселандов пробег в смеси веществ определяется по формуле

` =
N∑
α=1

(
Cα

`α(ρ, T )

)−1

.

Границами расчетной области являются: 1) границы симметрии потока; 2) жесткий поршень,
на котором задается нормальная скорость границы; 3) мягкий поршень, когда задано давление;
4) ударная волна (УВ), на которой выполняются соотношения Ренкина—Гюгонио [2].

В задачах с учетом теплопроводности на границах области может быть дополнительно задана
либо температура, либо тепловой поток. В частности, на УВ по теплопроводности задается условие
отсутствия теплового потока. Хорошим приближением постановки граничного условия на внешних
границах является условие излучения абсолютно черного тела, в котором тепловой поток опреде-
ляется по формуле

q (t) =
σc

4
T 4. (6)

Сетка

Построение вычислительного алгоритма основано на конечно-объемном методе. Контрольные
объемы (ячейки сетки) в плоском случае являются произвольными многоугольниками, покрыва-
ющими расчетную область без зазоров и наложений. В осесимметричном случае ячейкой сетки

Рис. 1 Общий вид ячейки неструктурирован-
ной сетки

является тор, образованный вращением многоуголь-
ника вокруг оси OX. Многоугольник ограничен про-
извольным числом граней. При описании структур
и алгоритмов будем использовать следующие обозна-
чения: P — рассматриваемая ячейка; E — соседняя
ячейка; f — грань; k — узел; σ — площадь ячейки;
∂σ — периметр (совокупность ребер с обходом против
часовой стрелки); Ω — объем ячейки; ∂Ω — поверх-
ность, ограничивающая объем ячейки. Общий вид
ячейки показан на рис. 1.

Сеточная модель делится на регионы в зависимости
от способа построения и алгоритмов деформации сет-
ки. Способ хранения информации о сеточной моде-
ли единообразен для всех регионов. Описание сетки
содержит списки граней (Face), ячеек сетки (Cell) и
узлов сетки (Node).

Грани подразделяются на внутренние (Face_Enternal) и внешние (Face_External). Каждая внут-
ренняя грань разделяет две ячейки P и E (см. рис. 1). Считается, что нормаль к грани направлена
от ячейки P с меньшим номером к ячейке E с большим номером. Для внешней грани нормаль
направлена из ячейки. В описание грани также входят номера узлов, образующих грань, единич-
ный вектор нормали, внешний относительно ячейки P , длина грани, площадь грани и координаты
геометрического центра грани. В декартовой системе координат длина и площадь грани совпадают.
Внешние грани сортируются по типам граничных условий.
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В списке ячеек указываются тип ячейки, число и номера граней, образующих ячейку, координаты
геометрического центра ячейки, объем ячейки, а также список определяющих расчетных парамет-
ров, которые относятся на каждый момент времени к центру ячейки.

Список узлов содержит тип узла (внешний, граница региона или внутренний), номер региона, в
котором находится узел, и координаты узла.

Деформация сетки

Для определения нового положения сетки сначала разрешаются граничные условия на границах
регионов методом распада разрыва [3]. В результате на гранях, описывающих эти границы, опреде-
ляются так называемые большие величины (R,U, V, P,E) и вектор скорости движения самих граней(
~W
)
, по которому определяется вектор сдвига граней

(
∆~Rf = τ ~W

)
. Для определения нового по-

ложения узлов производится интерполяция вектора сдвига из центров граней в узлы по массовому
расходу:

∆~Rk =
∆~Rf (RUn∆S)f + ∆~Rf+1 (RUn∆S)f+1

(RUn∆S)f + (RUn∆S)f+1

,

где Un — нормальная составляющая скорости вещества на грани; ∆S — площадь грани.

Как и в работе [3], сформированная последовательность узлов
(
~̃Rk = ~Rnk + ∆~Rk, k = 1, 2, ...,K

)
анализируется на перехлест. Окончательно новые значения координат узлов границ регионов опре-
деляются по заданному закону их расстановки на начальный момент времени. В качестве параметра
закона расстановки используется расстояние от начала границы.

Новое положение внутренних узлов в регионе определяется по методу из работы [10]. В этом
методе для вычисления перемещений всех внутренних узлов производится интерполяция функции
смещения по вычисленным значениям координат граничных точек ~Rk. Наиболее простая реализа-
ция метода заключается в стандартной интерполяции через весовые функции:

∆ ~Rj =

∑
k

ω
(
~Rj , ~Rk

)
∆~Rk∑

k

ω
(
~Rj , ~Rk

) .

Здесь для каждого внутреннего узла j производится суммирование по всем граничным узлам k, а
в качестве весовой функции ω

(
~Rj , ~Rk

)
берется выражение вида

ω
(
~Rj , ~Rk

)
= ‖Rk −Rj‖p , p < 0. (7)

В соответствии с рекомендациями работы [10] в качестве весовой функции используется также
более общее по сравнению с (7) выражение в виде суммы двух степенных членов, что позволяет более
качественно рассчитывать приграничные деформации и сглаживать интерполяционную функцию
вдали от границы расчетной области:

ω
(
~Rj , ~Rk

)
= Aj

( L∥∥Rk −Rbj∥∥
)a

+

(
αL∥∥Rk −Rbj∥∥

)b ,
где Aj — вес узла, пропорциональный площади окружающих его граней; L — характерный размер
области; αL — масштаб приграничной области; α и b — некоторые показатели степени. Численный
эксперимент показывает [10], что значения α = 3, b = 5 дают хорошее качество сеток в широком
диапазоне деформаций. Оптимальное значение параметра L также может варьироваться для раз-
ных задач, но в общем случае может быть автоматически определено как максимальное расстояние
между узлами сетки.
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В частном случае, когда сетка структурирована, для расчета координат внутренних узлов в ре-
гионах используются, как и в [3], алгоритмы одномерной интерполяции по лучам и метод трансфи-
нитной интерполяции.

Численный метод

В соответствии с принципом расщепления по физическим процессам решение двумерных урав-
нений газовой динамики с теплопроводностью разбивается на три шага: 1) решение уравнений
газовой динамики на подвижной неструктурированной сетке; 2) определение нового значения внут-
ренней энергии за счет источников энерговыделения; 3) решение уравнения теплопроводности на
неподвижной сетке.

Для описания методики решения уравнений Эйлера представим систему уравнений в следующем
векторном виде:

∂yνQ

∂t
+
∂yνFx
∂x

+
∂yνFy
∂y

+ yν
∂F̃

∂y
= 0, (8)

где ν = 0 и ν = 1 соответственно для плоской и цилиндрической геометрий; Q — вектор консер-
вативных переменных; F = Fx~ex + Fy~ey — вектор потока, ~ex, ~ey — единичные базисные векторы
ортогональной декартовой или цилиндрической системы координат. Векторы Q, Fx, Fy и F̃ имеют
следующие компоненты:

Q =



ρ

ρu

ρv

ρE

ρCα


; Fx =



ρu

ρu2 + p

ρvu

ρuE + pu

ρuCα


; Fy =



ρv

ρuv

ρv2

ρvE + pv

ρvCα


; F̃ =



0

0

p

0

0


.

Интегрируя уравнения (8) по подвижной площади ячейки, используя формулу Гаусса—Остроград-
ского и правило Лейбница, получаем следующий вид уравнений:

∂

∂t

∫
Ω

QdV +

∮
∂Ω

(Fn −QWn) dS +

∫
Ω

∂F̃

∂y
dV = 0, (9)

где Wn — нормальная составляющая скорости грани; dV = yνdxdy — объем ячейки; dS =
= yν

√
dx2 + dy2 — площадь грани.

Воспользуемся теоремой о среднем, будем аппроксимировать интегралы в (9) с помощью квад-
ратурной формулы прямоугольников. В качестве среднего значения функции в ячейке примем ее
значение в центре ячейки, а в качестве среднего значения функции на грани — ее значение в центре
грани. В этом случае получим полудискретный аналог уравнений (9):

(Q∆V )n+1
P − (Q∆V )nP

τ
+
∑
f

(Fn −QWn)nf ∆Sf +

∫
Ω

∂F̃

∂y
dV = 0. (10)

Определим
∂p

∂y
в ячейке P на основании формулы Грина:

(
∂p

∂y

)
P

=

∮
∂σ

pnydl

∆σ
=

∑
f

pf (ny)f ∆lf

∆σP
. (11)
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Проинтегрировав (11) по площади ячейки P , получим приближенно

∫
σ

∂p

∂y
dV =

∑
f

pf (ny)f ∆lf

∆σP
∆VP .

В результате получим окончательный дискретный аналог уравнений (10):

(Q∆V )n+1
P = Qn

P

∆V n
P

∆V n+1
P

− τ

∆V n+1
P

∑
f

[
(Fn −QWn) ∆S + yνP F̃ny∆l

]
f

= 0. (12)

Для осесимметричной геометрии значение yνP центра ячейки определяется по формуле: yνP =
∆VP
∆σP

.

Неизвестные газодинамические величины на боковых гранях криволинейных объемов, появляю-
щиеся в (12) при определении конвективных потоков, определяются методом распада разрыва [3].
Для повышения порядка аппроксимации конвективных слагаемых используется одномерная линей-
ная или квадратичная реконструкция решения относительно примитивных переменных.

Для одномерной реконструкции параметров на неструктурированной сетке строится шаблон из
четырех точек (рис. 2), которые определяются на прямой, ортогональной грани ячейки P и про-
ходящей через центр этой грани. Координаты точек шаблона определяются пересечением данной
прямой с ортогональными линиями, проведенными через центры ячеек. Значения параметров в точ-
ках шаблона находятся с использованием вычисления градиентов от параметров в центрах ячеек:

qP ′ = qP + (∇q)P ·∆~RPP ′ ,

где через q обозначены примитивные переменные.
В линейной реконструкции [11] параметры в точках f− и f+ слева и справа от грани f определя-

ются по формулам

qf− = qP ′ +
(∆q)+

P ′

2
; qf+ = qE′ −

(∆q)−E′

2
,

где

(∆q)+
P ′ = min mod

(
(qE′ − qP ′) ,

lP ′E′

lW ′P ′
(qP ′ − qW ′)

)
;

(∆q)−E′ = min mod

(
(qE′ − qP ′) ,

lP ′E′

lF ′E′
(qF ′ − qE′)

)
.

Рис. 2. Шаблон точек для реконструкции параметров на неструктурированной сетке
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Здесь l — расстояние между точками, указанными в нижнем индексе; функция min mod определя-
ется следующим образом:

min mod(a, b) =

 min (|a| , |b|) sign(a), если sign(a) = sign(b);

0 в противном случае.

В квадратичной реконструкции [12] параметры слева и справа от грани f определяются по фор-
мулам

qf− = qP ′ +
1

6

[
2 (∆q)+

P ′ + (∆q)−P ′
]

; qf+ = qE′ −
1

6

[
2 (∆q)−E′ + (∆q)+

E′
]
,

где

(∆q)+
P ′ = min mod

(
(qE′ − qP ′) , 2

lP ′E′

lW ′P ′
(qP ′ − qW ′)

)
;

(∆q)−P ′ = min mod

(
2 (qE′ − qP ′) ,

lP ′E′

lW ′P ′
(qP ′ − qW ′)

)
;

(∆q)−E′ = min mod

(
(qE′ − qP ′) , 2

lP ′E′

lF ′E′
(qF ′ − qE′)

)
;

(∆q)+
E′ = min mod

(
2 (qE′ − qP ′) ,

lP ′E′

lF ′E′
(qF ′ − qE′)

)
.

Течение, возникающее в средах за фронтом УВ на больших расстояниях от эпицентра взрыва,
приближается к сферически-симметричному. Вследствие того, что скорости в соседних ячейках,
находящихся на одинаковом расстоянии от эпицентра, различаются по направлениям, при проеци-
ровании скоростей на нормаль к грани появляются нормальные составляющие векторов скоростей.
При решении задачи о распаде разрыва это приводит к формированию потоков через грани и на-
рушению симметрии течения. Для уменьшения возникающей счетной ошибки при формировании
предраспадных параметров на гранях производится доворот вектора скорости при его проецирова-
нии на грань [4]. Для определения доворота вектора скорости вводится полярная система координат
(r, ϕ) с заданной точкой начала координат. Поворот вектора скорости осуществляется на угол ∆ϕ
между центром ячейки и центром грани.

После решения уравнений газовой динамики определяется изменение энергии за счет источников
энерговыделения (шаг 2). Поскольку энерговыделение связано с конкретным физическим веще-
ством, то новое значение энергии определяется по формуле

ε̄P = ε̃P + τ
(ρα)P
ρP

Q(tn+1/2),

где ε̃P — значение удельной внутренней энергии после шага 1 (газодинамического). По найденному
значению энергии определяется значение температуры, которое находится из уравнения состояния
по итерационной формуле Ньютона.

На заключительном шаге 3 находится новое значение температуры и внутренней энергии из ре-
шения уравнения теплопроводности на неподвижной сетке:

∂yνρε

∂t
=

∂

∂x

(
yνχ

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
yνχ

∂T

∂y

)
. (13)

Проинтегрируем (13) по площади ячейки, используя формулу Гаусса—Остроградского, и перейдем
к объему ячейки. Тогда интегральный закон сохранения энергии представляется в виде∫

Ω

∂ρε

∂t
dV =

∮
∂Ω

χ
∂T

∂n
dS, (14)
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где введено обозначение χ
∂T

∂n
= χ gradT · ~n.

Используя квадратурные формулы, заменим интегральные выражения разностными. Производ-
ную по времени будем аппроксимировать по схеме первого порядка:

∂ε

∂t
=
εn+1 − ε̄
τn

.

Тогда уравнение (14) в полудискретном виде запишется как

(ρ∆V )P

(
εn+1 − ε̄
τn

)
P

−
∑
f

(
χ
∂T

∂n

)
f

∆Sf = 0. (15)

Будем аппроксимировать
∑
f

(
χ
∂T

∂n

)
f

∆Sf в каждой ячейке сетки по верхнему временному слою,

тогда получим систему нелинейных разностных уравнений. Ее решение будем искать методом ите-
раций по Ньютону. Для этого проведем линеаризацию внутренней энергии

εn+1 − ε̄ = εγ+1 − εγ + εγ − ε̄ =

(
∂ε

∂T

)γ
∆T + (εγ − ε̄) (16)

и потока тепла ∑
f

(
χ
∂T

∂n

)n+1

f

∆Sf =
∑
f

χγf

(
∂∆T

∂n

)γ
f

∆Sf +
∑
f

χγf

(
∂T

∂n

)γ
f

∆Sf , (17)

где γ — номер итерации.
С учетом (16) и (17) уравнение (15) преобразуется к виду

1

τn
(ρ∆V )P

(
∂ε

∂T

)γ
P

∆TP −
∑
f

χγf

(
∂∆T

∂n

)
f

∆Sf = −
(
εγP − ε̄p

)
τn

(ρ∆V )P +
∑
f

χγf

(
∂T

∂n

)γ
f

∆Sf .

Поток тепла на гранях ячеек определяется из условия равенства односторонних потоков и непре-
рывности температуры в центре грани. На равномерной ортогональной сетке данная схема имеет
второй порядок аппроксимации по пространству и первый порядок по времени.

Для построения аппроксимации потока тепла через внутреннюю грань рассмотрим произвольную
f -ю грань, которая является общей для ячеек P и E (рис. 3). Обозначим как f также центр грани.
Проведем через центры ячеек P и E линии, перпендикулярные нормальной линии к f -й грани.
Определим точки P ′ и E′ пересечения этих линий с нормальной прямой.

Рис. 3. Шаблон точек для аппроксимации χ
∂T

∂n
на внутренних гранях
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Векторы ∆~RPP ′ и ∆~REE′ с учетом ориентации вектора нормали определяются по следующим
формулам:

∆~RPP ′ = ~RP ′ − ~RP = ∆~RPf − ~nf
(
~nf ·∆~RPf

)
, ∆~RPf = ~Rf − ~RP ;

∆~REE′ = ~RE′ − ~RP = ∆~REf − ~nf
(
~nf ·∆~REf

)
, ∆~REf = ~Rf − ~RE .

Считая, что в точках P ′, E′ и центре грани f известны значения температуры, поток тепла в
направлении нормали можно определить из условия его непрерывности:(

χ
∂T

∂n

)
f

= χP
Tf − TP ′∣∣∣∆~RP ′f

∣∣∣ = χE
TE′ − Tf∣∣∣∆~RE′f

∣∣∣ . (18)

Исключив из (18) значение температуры на грани (Tf ), получим выражение для потока тепла
через единичную поверхность: (

χ
∂T

∂n

)
f

≈ χf
TE′ − TP ′∣∣∣∆~RE′f

∣∣∣+
∣∣∣∆~RP ′f

∣∣∣ , (19)

где значение коэффициента теплопроводности в центре грани χf определяется как среднее гармо-
ническое значение:

χf =
χPχE

(∣∣∣∆~RP ′f

∣∣∣+
∣∣∣∆~RE′f

∣∣∣)
χP

∣∣∣∆~RE′f

∣∣∣+ χE

∣∣∣∆~RP ′f

∣∣∣ . (20)

Значения TP ′ и TE′ определяются с использованием grad T , вычисленного в центрах ячеек:

T γP ′ = T γP + (grad T )γP ·∆~RPP ′ ; T γE′ = T γE + (grad T )γE ·∆~REE′ . (21)

Подставив (21) в (19), получим окончательное выражение для потока тепла через внутреннюю
грань: (

χ
∂T

∂n

)γ
f

∆Sf = λγf

(
T γE − T

γ
P + (grad T )γE ·∆~REE′ − (grad T )γP ·∆~RPP ′

)
,

где

λf =
χPχE∆Sf∣∣∣∆~RE′f

∣∣∣χP +
∣∣∣∆~RP ′f

∣∣∣χE . (22)

Следуя построению явной аппроксимации потока тепла, приращение теплового потока представим
следующим образом: (

χ
∂∆T

∂n

)
f

≈ χγf
∆TE′ −∆TP ′∣∣∣∆~RP ′E′

∣∣∣ , (23)

где значение коэффициента теплопроводности в центре грани χf определяется как среднее гармо-
ническое значение (20), вычисленное по параметрам с предыдущей итерации.

При построении неявной аппроксимации для приращения потока тепла будем учитывать в (23)
только главные члены разложения, полагая ∆TP ′ = ∆TP , ∆TE′ = ∆TE . Тогда разностная аппрок-
симация для приращения потока тепла запишется в виде(

χ
∂∆T

∂n

)
f

∆Sf ≈ λγf (∆TE −∆TP ) ,

где коэффициент λγf определяется по формуле (22).
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При таком способе определения приращения потока тепла матрица будет симметрической с диа-
гональным преобладанием и шириной ленты, определяемой только числом граней. Граничные усло-
вия в этом случае разрешаются только в явном операторе. В частности, если по теплопроводности
задано условие излучения абсолютно черного тела (6), то тепловой поток и температура на грани
определяются локальными итерациями из следующей аппроксимации граничного условия:

χT ν−1
f

T νf − T
γ
P − (grad T )γP ·∆~RPP ′

∆`P ′f
= −σc

4

(
T νf
)4
,

где ν — номер локальной итерации.
Решение системы линейных алгебраических уравнений осуществляется с использованием решате-

лей из библиотеки PMLP [5]. Сходимость итераций определяется в ячейках, в которых выполняется
условие T γP > 10−5. Итерации ведутся до тех пор, пока не выполнится условие

∣∣∣T γ+1
P − T γP

∣∣∣ ≤ ε1T
γ
P +

+ ε2

(
ε1 < 10−4, ε2 < 10−8

)
во всех ячейках разностной сетки.

Распараллеливание вычислений

Для проведения параллельного расчета проводится декомпозиция расчетной модели на заданное
число процессоров. При этом каждая ячейка расчетной сетки отображается на конкретный процес-
сор и выстраивается топология обменов значениями расчетных величин в ячейках между процессо-
рами. Общепринятым подходом в случае декомпозиции неструктурированной многоугольной сетки
считается ее отображение тем или иным образом на неориентированный граф. В данной работе
применяется развитый аппарат теории графов для разбиения полученного графа за заданное число
частей [13, 14], а для декомпозиции расчетной модели по процессорам используются возможности
пакета Chaco [15].

После декомпозиции расчетной модели по процессорам для каждого фрагмента сетки формируют-
ся обменные слои ячеек. Обменными являются ячейки, не принадлежащие текущему процессору,
но имеющие хотя бы один общий узел с рассчитываемыми на нем счетными ячейками (рис. 4).

В конце каждого расчетного этапа выполняет-
ся обмен данными между процессорами: расчет-
ные данные из счетных ячеек текущего процес-
сора пересылаются в обменные слои соседних, и
соответственно происходит прием данных сосед-
ними процессорами. Для расчета деформации
сетки на всех процессорах формируются масси-
вы смещения границ регионов.

Межпроцессорное взаимодействие осуществ-
ляется с помощью асинхронных функций биб-
лиотеки MPI — MPI_Irecv, MPI_Isend.

По завершении расчетного шага выполняются
коллективные операции при вычислении невязок
решения, расчете интегральных величин и опре-
делении расчетного шага по времени.

Рис. 4. Схема формирования обменных слоев

Результаты расчетов

Сходящаяся сферическая УВ. Рассматривается задача о схождении сферической автомодель-
ной УВ и последующем отражении ее от центра [7, тест № 5]. В шаре радиусом R0 = 1 заданы
начальная плотность ρ0 = 1 и начальная внутренняя энергия E0 = 0. Уравнение состояния — для
идеального газа с γ = 5/3. На внешней границе задана зависимость давления от времени P (t).

Для проведения расчетов на сходимость были построены три сгущающиеся расчетные сетки. В
центральной области R < 0,2 строилась неструктурированная сетка, во внешней области 0,2 ≤ R ≤
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≤ R0 — лучевая сетка с числом ячеек 20×24, 40×48 и 60×96. Расчет проводился в осесимметричной
постановке.

На рис. 5 показано распределение давления на самой подробной сетке на момент времени t = 0,59,
который близок к моменту фокусировки УВ.

На рис. 6 показаны распределения давления и модуля скорости вдоль радиуса, полученные на
последовательно сгущающихся сетках, в сравнении с точным решением на момент времени t = 0,59.

В табл. 1 сравниваются точные значения моментов фокусировки и выхода отраженной УВ на
свободную поверхность с расчетными значениями, полученными на сгущающихся сетках. Для самой
подробной сетки разница с точным решением не превышает ∆ ≈ 0,9 % на момент фокусировки УВ
и ∆ ≈ 0,1% на момент выхода отраженной УВ на свободную поверхность.

Рис. 5. Распределение давления на момент времени t = 0,59 на самой подробной сетке

Рис. 6. Распределения давления (а) и модуля скорости (б ) на момент времени t = 0,59 на сгущающихся
сетках в сравнении с точным решением: � — точное решение; — сетка 30 × 24; — сетка 60 × 48;

— сетка 120× 96

Таблица 1
Точные и расчетные значения моментов фокусировки и выхода отраженной УВ на свободную
поверхность

Момент времени Точное значение Сетка 30× 24 Сетка 60× 48 Сетка 120× 96

Фокусировка УВ 0,5958 0,6037; ∆ ≈ 1,3 % 0,6035; ∆ ≈ 1,3 % 0,6013; ∆ ≈ 0,9 %
Выход УВ на границу 0,7895 0,7907; ∆ ≈ 0,2 % 0,7907; ∆ ≈ 0,2 % 0,7902; ∆ ≈ 0,1 %
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Точечный взрыв. Рассматривается задача о сферически-симметричном движении газа, возни-
кающем в результате взрыва в однородном веществе без противодавления [7, тест № 4]. В шаре ра-
диусом R01 = 0,1 задана начальная внутренняя энергия E01 = 107, в сферическом слое 0,1 ≤ R ≤ 0,2
E02 = 0. Начальная плотность в обеих областях ρ0 = 1. Уравнение состояния — для идеального
газа с γ = 1,4. Закон движения фронта УВ описывается соотношением [16] R(t) = α (Eв/ρ0)1/5 t2/5,
где Eв = 4/3πR3

0ρ0E01 = 4,189 · 104 — энергия взрыва; α — константа, равная 1,0328 для случая
γ = 1,4.

Для проведения расчетов на сходимость были построены три сгущающиеся расчетные сетки. В
центральной области R < 0,1 строилась неструктурированная сетка, во внешней области 0,1 < R <
< 0,2 — лучевая сетка с числом ячеек 90×16, 180×32 и 360×64. На рис. 7 показаны распределения
газодинамических величин на самой подробной сетке на момент времени t = 3,5, когда УВ прошла
примерно 140 начальных радиусов R01.

В табл. 2 сравниваются расчетные значения полной энергии (Etot) и величины R5/t2 (должна
сохраняться при автомодельном течении) на начальный (t = 0) и конечный (t = 9) моменты времени.
На момент времени t = 9 УВ прошла примерно 200 начальных радиусов R01. Из табл. 2 видно, что
на сетке 250× 96 величины сохраняются с точностью ≈ 0,8 %.

Рис. 7. Распределения давления (а), плотности (б ), внутренней энергии (в) и модуля скорости (г) на самой
подробной сетке на момент времени t = 3,5

Таблица 2
Расчетные значения полной энергии (Etot) и величины R5/t2 на моменты времени t = 0 и t = 9
(сетка 250×96)

Время и радиус Etot R5/t2

t = 0; R = R01 6,61 · 103 4,83 · 104

t = 9; R ≈ 200R01 6,56 · 103 4,81 · 104

Точность,% ≈ 0,8 ≈ 0,8
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Радиус фронта УВ на момент времени t = 9 на экваторе Rэ = 20,95, на полюсе Rп = 20,93.
Погрешность в определении радиуса фронта УВ ∆ ≈ 0,09 %.

Изменение формы фронта УВ от времени для сферической гармоники Y8,0. Рассмат-
ривается сферическая область c радиусом R0 = 1. В начальный момент времени на поверхности
области задаются возмущения в виде сферической гармоники Y8,0. В качестве начальных данных
задаются расчетные поля задачи о распространении УВ от точечного взрыва (ρ0 = 1; E0 = 107; γ =
= 1,4) на момент выхода решения на автомодельный режим. На рис. 8 показано изменение фронта
УВ за период. На месте впадин образуются "холмы" (1/2 периода), затем на месте холмов опять
образуются впадины (период). Амплитуда возмущений для наглядности увеличена в 3 раза.

На рис. 9 показана нормированная зависимость амплитуды возмущений от логарифма среднего
радиуса в сравнении с аналитическим решением.

Рис. 8. Изменение фронта УВ за период

Рис. 9. Нормированная зависимость амплитуды возмущений от логарифма среднего радиуса: — расчет;
— точное решение

Задача об остывании бесконечного бруса с квадратным сечением. Рассматривается за-
дача об остывании бесконечного бруса с квадратным сечением [8], внутри которого в начальный
момент времени задана температура T0 = 1, а на внешней границе во все последующие моменты
времени поддерживается нулевая граничная температура Tbound = 0. Сечение бруса представляет
собой единичный квадрат. Точное решение имеет вид [17]

T (x, y, t) = ψ(x, t)ψ(y, t),

где ψ(x, t) =
4

π

∞∑
k=0

e−π
2(2k+1)2t

2k + 1
sinπ(2k + 1)x.
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Для проведения расчетов на сходимость были построены три сгущающиеся четырехугольные сет-
ки с числом ячеек 20 × 20, 40 × 40, 80 × 80 и три сгущающиеся треугольные сетки с числом ячеек
440, 1 814, 7 746. На рис. 10, 11 показаны зависимости температуры от длины вдоль прямой y = x
в сечении бруса на момент времени t = 0,1 для расчетов на сгущающихся четырехугольных и тре-
угольных сетках в сравнении с аналитическим решением. Погрешность решения на самых грубых
сетках не превышает ≈ 0,7 %.

Рис. 10. Зависимость температуры от длины вдоль
прямой y = x в сечении бруса на момент времени
t = 0,1 для расчетов на сгущающихся четырехуголь-
ных сетках в сравнении с аналитическим решением:
• — точное решение; — сетка 20 × 20; —
сетка 40× 40; — сетка 80× 80

Рис. 11. Зависимость температуры от длины вдоль
прямой y = x в сечении бруса на момент времени
t = 0,1 для расчетов на самой подробной четырех-
угольной и треугольной сетках в сравнении с ана-
литическим решением: • — точное решение; —
квадратная сетка 80 × 80; — треугольная сетка
7 746 ячеек

Распространение тепла от постояннодействующего источника. Рассматривается задача
распространения сферической тепловой волны от постоянного действующего источника Q(t, T ) =

=
3

2

T

t
. Уравнение состояния ε = cvT , cv = 1. Коэффициент теплопроводности χ = T σ, σ =

= 4. Плотность среды ρ = 1. Аналитическое решение данной задачи имеет следующий вид [18]:

T (r, t) = 1,21921 ·

(
1−

(
r

rф

)2
)0,25

,

где rф = 1,48647
√
t — радиус фронта тепловой волны.

Задача решается в осесимметричной постанов-
ке. В области, представляющей собой квадрат
0 ≤ z, r ≤ 2,5, задана начальная температура T0 =
= 1,1629541; во внешней области температура равна
нулю. Строятся три сгущающиеся четырехугольные
сетки с числом ячеек 25× 20, 50× 40, 100× 80. Расчеты
проводятся до момента времени t = 1, 5. На рис. 12
показано распределение температуры вдоль оси Or.
Разница между точным и расчетным значениями на
подробной сетке не превышает ≈ 0,7 %.

Рис. 12. Графики распределения темпера-
туры вдоль оси: — точное решение;
� — расчет на сетке 25× 20
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Заключение

Разработана методика параллельного расчета двумерных уравнений газовой динамики с тепло-
проводностью на подвижной неструктурированной сетке. Методика основана на расщеплении по
физическим процессам, методе контрольного объема для аппроксимации исходных уравнений, яв-
ном методе интегрирования по времени уравнений газовой динамики и неявном методе интегрирова-
ния уравнения теплопроводности. Для решения уравнения теплопроводности построена схема отно-
сительно приращения температуры. Получающаяся в результате аппроксимации система линейных
алгебраических уравнений решается с использованием параллельных решателей PMLP. Выполнен
ряд тестовых расчетов, подтверждающих работоспособность методики. Показано хорошее согласие
численных решений с аналитическими.
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