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ВАНТ, сер. Математическое моделирование физических процессов. 2022. Вып. 1

УДК 517.958:536.2

МОДЕЛИРОВАНИЕ
ПЕРЕНОСА И ПОГЛОЩЕНИЯ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

В МИШЕНЯХ ИНЕРЦИАЛЬНОГО ТЕРМОЯДЕРНОГО СИНТЕЗА
С НЕПРЯМЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ

А. В. Вронский , И. С. Чубарешко, А. А. Шестаков
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИТФ им. академ. Е. И. Забабахина",

г. Снежинск Челябинской области)

Численное моделирование в задачах инерциального термоядерного синтеза позволя-
ет оптимизировать постановки многочисленных экспериментов и уменьшать их число
за счет сравнения результатов расчетов для различных конфигураций конструкций
лазерных мишеней. Для задач инерциального термоядерного синтеза созданы двумер-
ные и трехмерные модели переноса и поглощения лазерного излучения в приближении
геометрической оптики. В настоящей работе излагается трехмерная модель переноса и
поглощения лазерного излучения. Основной целью являются проверка и тестирование
предложенной модели с демонстрацией полученных результатов. Расчеты, проведен-
ные по этой модели, находятся в согласии с расчетами Ливерморской лаборатории
США.

Ключевые слова: перенос и поглощение лазерного излучения, мишени непрямого
облучения.

Введение

Многие научные лаборатории мира работают над освоением технологии управляемого термоядер-
ного синтеза для получения практически неисчерпаемого источника энергии. На лазерных установ-
ках OMEGA (США, Лаборатория лазерной инженерии университета Рочестер) [1], NIF (США,
Ливерморская национальная лаборатория) [2], Shenguang-III (Китай) [3] проводятся эксперименты
с криогенными мишенями. Строятся мощные мегаджоульные лазерные установки во Франции [4] и
России [5].

Одним из направлений работ при исследовании процессов имплозии и термоядерного зажига-
ния мишеней на мегаджоульных лазерных установках является развитие технологии проведения
численного моделирования мишеней для оптимизации постановки экспериментов. В настоящее вре-
мя численное моделирование является основным, а зачастую и единственным инструментом для
детального описания некоторых физических явлений при исследовании процессов термоядерного
зажигания мишеней. Поэтому уверенность в оптимизации постановок экспериментов на лазерных
установках при модернизации этих конструкций определяется все более реалистическим численным
моделированием газодинамических процессов.

Численное моделирование позволяет оптимизировать постановки экспериментов и уменьшать их
число за счет сравнения результатов расчетов для различных конфигураций конструкций лазер-
ных мишеней. В таких задачах требуются достаточно точные разностные методики, описывающие
движение контактной границы и сжатие газа в разных физико-математических моделях уравне-
ния переноса излучения [2, 4—6]. В данной работе исследовалось влияние спектральных эффектов
переноса излучения в различных приближениях на развитие коротковолновых возмущений в оболо-
чечных мишенях непрямого облучения для мегаджоульных лазерных установок [7] с использованием
методик [8, 9].
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Для решения задач инерциального термоядерного синтеза в РФЯЦ-ВНИИТФ созданы двумер-
ные [10] и трехмерные [11] модели переноса и поглощения лазерного излучения в приближении
геометрической оптики. Применение трехмерной модели дает качественное улучшение результатов
по распределению лазерной энергии в сравнении с обычной двумерной моделью в связи с более
правильным описанием прохождения лазерного излучения у оси симметрии.

В настоящей работе излагается трехмерная модель переноса и поглощения лазерного излучения,
реализованная в двумерной программе LAZER. Основными целями являются проверка и тестиро-
вание предложенной модели с демонстрацией полученных результатов.

Постановка задачи

Система уравнений, описывающая распространение теплового излучения, состоит из спектраль-
ного уравнения переноса в кинетической постановке

ρ

c

d

dt

(
Iν
ρ

)
+ ~Ω∇Iν + ανIν =

αcν
4π

Bν +
αs
4π
Uν (1)

и уравнения для внутренней энергии вещества

ρ
dE

dt
=

∞∫
0

αcν(Uν −Bν)dν + ρQlaser. (2)

Здесь ρ (~r, t) — плотность вещества; c — скорость света; t — время; Iν
(
~r, ~Ω, ν, t

)
— спектральная ин-

тенсивность излучения; ν — частота; ~Ω∇Iν =
1

r

∂

∂r
(rξIν)+

1

r

∂

∂z
(rµIν)−1

r

∂

∂φ
(ηIν) — оператор перено-

са в осесимметричной геометрии для цилиндрической системы координат; ~Ω =
(
ξ =

√
1− µ2 cosφ ,

η =
√

1− µ2 sinφ, µ = cos θ
)
— единичный вектор в направлении полета фотона, где θ — угол между

~Ω и осью симметрии задачи OZ, φ — угол между проекцией ~r и проекцией ~Ω на плоскость, перпенди-
кулярную оси OZ, ~r = (r, z) — радиус-вектор; αcν — коэффициент поглощения; αs — коэффициент
рассеяния; αν = αcν +αs — коэффициент ослабления; Bν (T, ν) — интенсивность равновесного излу-
чения (функция Планка с множителем); Uν =

∫
~Ω

Iνd~Ω — спектральная плотность энергии излучения,

умноженная на скорость света; E — внутренняя энергия вещества; Qlaser — энерговыделение от ла-
зерного источника.

Для системы уравнений переноса теплового излучения (1), (2) в некоторой области G, ограничен-
ной замкнутой поверхностью Ḡ, решается краевая задача с начальными и граничными условиями

T (~r, t = 0) = T 0; Iν

(
~r, ~Ω, ν, t = 0

)
= I0

ν

(
~r, ~Ω, ν

)
;

Iν

(
~r ∈ Ḡ, ~Ω~n < 0, ν, t

)
= Īν

(
~r ∈ Ḡ, ~Ω, ν, t

)
,

где ~n — внешняя нормаль к поверхности Ḡ.
Система уравнений (1), (2) решается численно. На каждом временном шаге [tn ≤ t ≤ tn+1] орга-

низуется цикл внешних итераций по температуре. По нелинейности внутренней энергии и функции
Планка организуется цикл внутренних итераций. Цикл внешних итераций совмещается с итера-
циями по нелинейности коэффициента поглощения. Для ускорения итераций применяется метод
ВДЭПФ [12]. Для решения кинетического уравнения используется разностная схема DDAD-TVDR
[13, 14]. Она обладает улучшенными свойствами по сравнению со схемами DSn-метода при расчете
оптически плотных сред за счет введения искусственной диссипации.
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Моделирование переноса и поглощения лазерного излучения в мишенях инерциального. . .

Модель переноса и поглощения лазерного излучения

Моделирование переноса и поглощения лазерного излучения в задачах инерциального термоядер-
ного синтеза с использованием двумерной программы LAZER, в которой реализована трехмерная
модель переноса и поглощения лазерного излучения, состоит из следующих этапов:

1) задание геометрии лазерного пучка;
2) получение последовательности точек пересечения луча с разностной сеткой;
3) вычисление коэффициента поглощения лазерного излучения;
4) определение энерговыделения в ячейках, которые пересекаются лазерными лучами;
5) балансировка вычисленных значений энерговыделения в ячейках сетки;
6) сглаживание значений энерговыделения вторыми разностями.

После выполнения этих этапов решается система (1), (2).

Устройство лазерного пучка. Лучевой пучок образуется вращением ломаной линии вокруг
оси симметрии пучка (рис. 1). Параметры, определяющие лучевой пучок: αmax — угол полурас-
твора лучевого пучка; θ — угол между осью симметрии пучка и осью симметрии задачи; (zf , rf ) —
координаты фокуса; R0 — расстояние от линзы до фокуса; s — расстояние вдоль луча, отсчиты-
ваемое от линзы; R (s) — радиус пучка (расстояние от образующих пучка до его оси симметрии);
r0 — радиус фокального пятна; d0 — половина длины цилиндрической части пучка; K×M — число
лучей в пучке.

Последовательно вычисляются величины

d0 =
r0

tgαmax
; R1 =

r0

sinαmax
; s1 = R0 −R1; s2 = R0 +R1.

В точках, которые находятся на расстояниях s1 и s2 от линзы, лазерные лучи терпят излом. Радиус
пучка в зависимости от расстояния от линзы определяется выражением

R (s) =
1

2
sinαmax (|s− s1|+ |s− s2|) .

Отсюда следует, что
R2 (0)

R2 (s)
=

(|s1|+ |s2|)2

(|s− s1|+ |s− s2|)2 .

Лучевой пучок состоит из набора лучевых трубок. Каждая из этих трубок определяется лучом,
имеющим свои параметры (α, φ), и телесным углом δω(α), который, в свою очередь, определяет пло-
щадь поперечного сечения трубки. Далее везде лучевая трубка отождествляется с определяющим
ее лучом.

Геометрия луча показана на рис. 2. Параметры, определяющие луч и его физические характери-
стики: (α, φ) ∈ [0, αmax]× [0, π] — пара угловых параметров, определяющих луч в пучке (φ ∈ [0, π],
так как плоскость, проходящая через ось симметрии задачи и ось симметрии пучка, является плоско-
стью симметрии); u (α, φ, s) = (ux (α, φ, s) , uy (α, φ, s) , uz (α, φ, s)) — направляющие косинусы луча;
r (α, φ, s)=(x (α, φ, s) , y (α, φ, s) , z (α, φ, s)) — траектория луча в трехмерной декартовой системе ко-
ординат; (r (s) , z (s)) =

(√
x2 (s)+y2 (s), z (s)

)
— траектория луча в цилиндрической геометрии; κ —

коэффициент лазерного поглощения, формула для которого будет приведена далее; E0P (t) — мощ-

ность лазерного излучения
(∞∫

0

P (t) dt = 1

)
; Ā (α) — распределение интенсивности излучения по

углу
(

2π
αmax∫

0

Ā (α) sinαdα = 1

)
; δω (α) ≈ sinα δα δφ — телесный угол, приписываемый лучу с пара-

метрами (α, φ); I (0, α, t) = E0P (t) Ā (α) δω (α) — интенсивность излучения на линзе; I (s, α, φ, t) —
интенсивность вдоль луча с параметрами (α, φ).
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Рис. 1. Геометрия лучевого пучка Рис. 2. Геометрия лазерного луча

Рассмотрим сначала поведение отдельного луча. Вдоль каждого луча выполняется соотношение

I (s, α, φ, t) =
R2 (0)

R2 (s)
I (0, α, t) exp

− s∫
0

κdl

 . (3)

Луч с параметрами (α, 0) (лежащий в одной плоскости с осью симметрии) состоит из набора
направляющих векторов (направляющих косинусов):

u (α, 0, s) =


u1 (α, 0) = − (sin (θ + α) , 0, cos (θ + α)) , s ∈ [0, s1] ;

u2 (α, 0) = − (sin θ, 0, cos θ) , s ∈ (s1, s2] ;

u3 (α, 0) = − (sin (θ − α) , 0, cos (θ − α)) , s ∈ (s2, s∞) ,

где s∞ — расстояние от линзы до конца счетной области.
Введем операторы поворота на угол φ вокруг оси OZ и на угол θ вокруг оси OY , задаваемые

соответственно матрицами A (φ) =


cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1

 и B (θ) =


cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ

 .

Оператор поворота U (φ) на угол φ вокруг оси симметрии пучка выражается через эти два опе-
ратора:

U (φ) = B (−θ)A (φ)B (θ) .

Теперь направляющий вектор u (α, φ, s) можно выразить через направляющий вектор u (α, 0, s):
u (α, φ, s) = U (φ)u (α, 0, s).

Для оператора A (φ) справедливы равенства

A (φ1 + φ2) = A (φ1)A (φ2) ; A (nφ) = An (φ) ; A−1 (φ) = A (−φ) = A∗ (φ) .

Такие же равенства справедливы и для оператора B (θ).
Для того чтобы определить траекторию луча, введем обозначения

rf = (rf , 0, zf ) ; eθ = (sin θ, 0, cos θ) , eθ+π/2 = (cos θ, 0,− sin θ) ; ey = (0, 1, 0) .
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Определим вспомогательные векторы (концы векторов находятся в точках излома луча, изображен-
ных на рис. 1, 2):

r0 (α, φ) = rf +R0 cosαeθ +R0 sinα
(
eθ+π/2 cosφ− ey sinφ

)
;

r1 (α, φ) = rf +R1 cosαeθ +R1 sinα
(
eθ+π/2 cosφ− ey sinφ

)
;

r2 (α, φ) = rf −R1 cosαeθ +R1 sinα
(
eθ+π/2 cosφ− ey sinφ

)
.

Координаты этих векторов:

x0 (α, φ) = rf +R0 cosα sin θ +R0 sinα cos θ cosφ;

y0 (α, φ) = −R0 sinα sinφ;

z0 (α, φ) = zf +R0 cosα cos θ −R0 sinα sin θ cosφ;

x1 (α, φ) = rf +R1 cosα sin θ +R1 sinα cos θ cosφ;

y1 (α, φ) = −R1 sinα sinφ;

z1 (α, φ) = zf +R1 cosα cos θ −R1 sinα sin θ cosφ;

x2 (α, φ) = rf −R1 cosα sin θ +R1 sinα cos θ cosφ;

y2 (α, φ) = −R1 sinα sinφ;

z2 (α, φ) = zf −R1 cosα cos θ −R1 sinα sin θ cosφ.

Теперь можно определить траекторию луча:

r (α, φ, s) =


r0 (α, φ) + su1 (α, φ) , s ∈ [0, s1] ;

r1 (α, φ) + (s− s1)u2 (α, φ) , s ∈ (s1, s2] ;

r2 (α, φ) + (s− s2)u3 (α, φ) , s ∈ (s2, s∞) ,

где u1(α, φ) = (ux1, uy1, uz1); u2(α, φ) = (ux2, uy2, uz2); u3(α, φ) = (ux3, uy3, uz3).
Опишем, как выглядит траектория луча в координатах (z, r).
Если s ∈ [0, s1], то уравнение траектории

z = z0 + suz1; r2 = x2
0 + y2

0 + 2s (x0ux1 + y0uy1) + s2
(
u2
x1 + u2

y1

)
. (4)

При этом
ds

dz
= − 1

uz1
= const.

Аналогично, если s ∈ (s1, s2], то

z = z1 + (s− s1)uz2; r2 = x2
1 + y2

1 + 2 (s− s1)x1ux2 + (s− s1)2 u2
x2;

ds

dz
= − 1

uz2
= const.

(5)

И наконец, если s ∈ (s2, s∞), то

z = z2 + (s− s2)uz3; r2 = x2
2 + y2

2 + 2 (s− s2) (x2ux3 + y2uy3) + (s− s2)2 (u2
x3 + u2

y3

)
;

ds

dz
= − 1

uz3
= const.

(6)

Расчет энерговыделения. Покажем, как проводить вычисления с лучом, задаваемым уравне-
ниями (4)—(6). Если исключить из этих уравнений расстояние s, то получим уравнения

f1 (α, φ, z, r) = u2
z1

(
x2

0 + y2
0 − r2

)
+ 2 (z − z0)uz1 (x0ux1 + y0uy1) + (z − z0)2 (u2

x1 + u2
y1

)
= 0; (7)

f2 (α, φ, z, r) = u2
z2

(
x2

1 + y2
1 − r2

)
+ 2ux2uz2x0 (z − z1) + (z − z1)2 u2

x2 = 0; (8)

f3 (α, φ, z, r) = u2
z3

(
x2

2 + y2
2 − r2

)
+ 2 (z − z2)uz3 (x2ux3 + y2uy3) + (z − z2)2 (u2

x3 + u2
y3

)
= 0. (9)
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Чтобы проверить, пересекает ли луч заданную ячейку, нужно подставить координаты вершин
ячейки в то из уравнений (7)—(9), которое задает текущий участок луча. Если функция принимает
в этих вершинах значения разных знаков, то рассматриваемый луч пересекает данную ячейку. Это
условие только достаточное, так как вблизи вершины гиперболы возможно двойное пересечение
какого-либо ребра ячейки. Тогда рассматриваемая функция будет принимать в вершинах ячейки
один знак. Такое аномальное поведение возможно только вблизи оси симметрии задачи, более точно,
при значениях r, близких к

r1 min =

√
x2

0 + y2
0 −

(x0ux1 + y0uy1)2

u2
x1 + u2

y1

; r2 min = |y1| ; r3 min =

√
x2

2 + y2
2 −

(x2ux3 + y2uy3)2

u2
x3 + u2

y3

,

тогда как трассировка луча начинается с больших значений r и в каждую следующую ячейку пере-
ход осуществляется из предыдущей. Сами пересечения надо находить, подставляя параметрическое
представление ребра ячейки в то из уравнений (7)—(9), которое описывает текущий участок луча,
и решая затем квадратное уравнение.

Действуя по указанному принципу, можно получить последовательно точки пересечения луча с
сеткой, упорядоченные вдоль траектории луча. Пусть это будет последовательность (z1, r1) , . . . ,
(zn, rn) , (zn+1, rn+1) , . . . , (zN , rN ).

Длина отрезка луча, соединяющего соседние точки этой последовательности, вычисляется как

δsn+1/2 = sn+1 − sn = −zn+1 − zn
uz

.

Отсюда и из соотношения (3) следует рекуррентное соотношение для значений потоков энергии в
двух соседних точках вдоль лучевой трубки:

R2 (sn+1) I (sn+1, α, φ, t) = R2 (sn) I (sn, α, φ, t) exp
(
−κn+1/2δsn+1/2

)
.

Следовательно, энергия, выделившаяся на этом участке лучевой трубки, равна

δQn+1/2 = R2 (sn) I (sn, α, φ, t)
(
1− exp

(
−κn+1/2δsn+1/2

))
.

Теперь, когда известно, как работать с каждым отдельно взятым лучом, опишем, как разбивается
лучевой пучок на лучи (лучевые трубки).

Построим в области [0, αmax]× [0, π] сетку. Лучам в пучке будут соответствовать ее K ×M ячеек.
По переменной φ сетку возьмем равномерной. Тогда, если лучу отвечает параметр

(
αk+1/2, φm+1/2

)
,

то
I
(
0, αk+1/2, t

)
= I0 (t) Ā

(
αk+1/2

)
(cosαk − cosαk+1)

π

M
.

Сетку по переменной α нужно строить так, чтобы значение (cosαk − cosαk+1) Ā
(
αk+1/2

)
в каждом

интервале было одним и тем же.
Обрабатывая последовательно лучи из каждого пучка, определим энерговыделение в каждой

ячейке: Qlazer (tn, i, j), где i, j — индексы ячеек регулярной двумерной разностной сетки (i = 1, . . . , I;
j = 1, . . . , J). Указанная обработка выполняется на всех счетных шагах по времени.

Балансировка энерговыделения. Вычисленные значения энерговыделения в ячейках сетки не
обеспечивают баланса энергии. Для того чтобы этот баланс был выполнен, произведем следующие
действия. Вычислим сумму по всем ячейкам

Q0 =

J∑
j=1

I∑
i=1

Qlazer (t, i, j)V (i, j),

где V (i, j) — объем ячейки.
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Получив коэффициент dbalance = W (t)/Q0, где W (t) — заданная мощность в точке начала пучка,
далее получаем окончательное значение энерговыделения в единицу времени для единицы массы
(ρ(i, j) — плотность в ячейке):

Q(t, i, j) =
dbalanceQlazer (t, i, j)

ρ(i, j)
.

Отсюда следует выполнение уравнения баланса P (t) =
J∑
j=1

I∑
i=1

Q (t, i, j) ρ (i, j)V (i, j).

Вычисление коэффициента поглощения лазерного излучения. Кулоновский логарифм
для вычисления коэффициента поглощения вычисляется по формуле

Λ = ln

(
2 +

4 000Tλ

1 + 1,5 ·
√

0,0136 〈z2〉T−1

)
− 0,577,

где λ — длина волны лазерного излучения; T — температура вещества; 〈z〉 — среднее значение
заряда ионов плазмы. Для среднего значения квадрата заряда

〈
z2
〉
полагаем

〈
z2
〉

= 〈z〉2 для легких
веществ,

〈
z2
〉

= 〈z〉2 + 1 — для тяжелых.
Для всех веществ вычисляется значение критической плотности

ρc = 1,85 · 10−3 〈A〉
〈z〉

1

λ2(
〈A〉 − атомный вес

)
и проверяется условие ρ < ρc cos2 Θ, где Θ — угол между лазерным лучом и

нормалью к поверхности вещества (при разностной аппроксимации берется нормаль к соответству-
ющей грани ячейки).

Если условие ρ < ρc cos2 Θ выполнено, то вычисляем коэффициент лазерного поглощения (коэф-
фициент обратно-тормозного поглощения)

κ = 0,03

〈
z2
〉

〈z〉
Λ

(
ρ

ρcλ

)2

T−3/2 1

n0
, n0 =

√
cos2 Θ− ρ

ρc

|cos Θ|
. (10)

В противном случае полагаем κ = 105. В первой формуле (10) взят заниженный множитель 0,03,
чтобы учесть эффект прогрева стенок золотого цилиндра (хольраума) за счет электронной тепло-
проводности.

Сглаживание значений энерговыделения вторыми разностями. Послевычислениязначе-
ний энерговыделенияQi,j = Q(t, i, j) в ячейках для всех областей сглаживаемих вторымиразностями.

Для каждого j = 1, . . . , J

Q∗i,j = Qi,j + λq (Qi−1,j − 2Qi,j +Qi+1,j) , i = 2, . . . , I − 1;

Q∗1,j = Q1,j + λq (Q2,j − 2Q1,j +Q2,j) ; Q∗I,j = QI,j + λq (QI,j − 2QI−1,j +QI,j) ,

где λq — параметр, который в программе LAZER равен 0,01.
Затем для каждого i = 1, . . . , I получаем

Q∗∗i,j = Q∗i,j + λq
(
Q∗i,j−1 − 2Q∗i,j +Q∗i,j+1

)
, j = 2, . . . , J − 1;

Q∗∗i,1 = Q∗i,1 + λq
(
Q∗i,2 − 2Q∗i,1 +Q∗i,2

)
; Q∗∗i,J = Q∗i,J + λq

(
Q∗i,J − 2Q∗i,J−1 +Q∗i,J

)
с этим же значением λq.

Влияние сглаживания на точность вычислений можно показать разложением сглаженных значе-
ний энерговыделения в рамках ячейки разностной сетки. Значения Q∗∗ для ортогональной сетки
можно представить как

Q∗∗ = Q+ λqh
2
x

∂2Q

∂x2
+ λqh

2
y

∂2Q

∂y2
+ λ2

qh
2
xh

2
y

∂4Q

∂x2∂y2
+O(h4).
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Результаты расчетов

В ряде работ (см., например, [2, 4—6, 15, 16]) рассматривается возможность термоядерного за-
жигания криогенных микромишеней непрямого облучения на лазерных установках с энергией в
импульсе до 2МДж. Криогенные микромишени представляют собой сферическую оболочку из
легированного пластика или сплава бериллия с медью диаметром около 2мм с намороженным на
внутренней поверхности слоем DT-льда массой до 300мкг. Сферическая мишень помещается внутрь
конвертора (хольраума), который представляет собой тонкостенный золотой цилиндр диаметром
около 6мм и длиной около 10мм. На торцах цилиндра есть окна для ввода лазерного излучения.
Для обжатия сферических мишеней с непрямым воздействием используется рентгеновское излуче-
ние, которое возникает при поглощении лазерного излучения на стенках конвертора.

В данной работе рассмотрена задача переноса рентгеновского излучения в сером приближении
с учетом поглощения лазерного излучения и газодинамического движения в системе конвертор—
мишень, предложенной для лазерной установки NIF в работе [15].

Рассматриваемая система представляет собой золотой цилиндр с внутренним радиусом RH =
= 0,275 см и внутренней длиной LH = 0,95 см. Торцы и боковая поверхность сопрягаются тороидаль-
ной поверхностью радиусом 0,1 см. Толщина стенок из золота составляет 0,006 см. На каждом торце
цилиндра имеется окно радиусом RLEH = 0,138 см, закрытое пленкой из CH толщиной 0,006 см.
Внутренняя полость конвертора наполнена газом Не + Н2 с начальной плотностью 8·10−4 г/см3.
В данной задаче конвертор помещен в дополнительную область, наполненную разреженным газом
плотностью 1,3·10−4 г/см3 с пробегом и уравнением состояния воздуха.

Сферическая мишень находится в центре конвертора. Она имеет оболочку из легированного по-
листирола (C0,47375H0,47375O0,05Br0,0025) с внешним радиусом 0,111 см и толщиной 0,016 см. На внут-
реннюю поверхность оболочки нанесен слой DT-льда толщиной 0,008 см. Полость в центральной
части мишени заполнена DT-газом с начальной плотностью 3·10−4 г/см3.

Лазерное излучение вводится в конвертор через окна с CH-пленкой в виде четырех лазерных пуч-
ков, по два через каждое окно, и освещает стенку конвертора. При поглощении лазерное излучение
конвертируется в рентгеновское, которое, попадая на сферическую мишень, приводит к испарению с
ее поверхности вещества и движению неиспаренного вещества внутрь мишени. Окна из CH-пленки
нагреваются и начинают разлетаться, при этом испаренное золото начинает их "закрывать". От
точности моделирования испаренного золота зависят количество лазерных лучей, продолжающих
попадать в хольраум, и выбор расположения лазерных источников. Проблеме конструкций окон
для уменьшения перекрытия лазерного излучения испаренным золотом посвящены работы [17, 18].

Параметры системы приведены в табл. 1.
Лазерное излучение с полной энергией EL ≈ 1,4МДж вводится в виде пучков под углами ±24,7 о

и ±50,7 о. Характеристики двух пучков представлены в табл. 2. Два других пучка симметричны
указанным относительно плоскости z = 0.

Зависимость лазерной мощности от времени берется для каждого пучка в виде

Pi =
dEiL
dt

= Eif(t), f(t) =
F (t)

∞∫
0

F (t)dt

, i = 1, 2;

E1 = 4,55 · 105 Дж; E2 = 2,45 · 105 Дж. Функция F (t) взята из работы [15].
Функция P (t) представлена на рис. 3 (1ТВт = 103 Дж/нс). На этом рисунке также приведена

зависимость от времени фотонной температуры в хольрауме на экваторе мишени из работы [15],
сдвинутая по времени на 1 нс*. Атомный вес, средний заряд и среднее значение квадрата заряда
ионов плазмы берутся согласно табл. 3. Длина волны лазерного излучения λ = 0,35мкм.

На рис. 4 показана начальная геометрия задачи.
Перенос излучения рассчитывался в сером кинетическом приближении с квадратурой ES16 в про-

странстве полета фотонов. В расчетах использовались табличные пробеги излучения, рассчитанные
*В работе [15] за начало лазерного импульса принят момент t = −1 нс, по-видимому, для моделирования прогрева

СН-пленки, закрывающей отверстия для ввода лазерного излучения внутрь хольраума.
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Таблица 1
Параметры системы

Номер области Вещество ρ0 (г/см3)

1 DT-газ 3·10−4

2 DT-лед 0,25
3 CHOBr 1,05
4 He0,34H0,66 8·10−4

5 Au 19,3
5 CH(окна) 0,0175
6 воздух 1,3·10−4

Таблица 2
Характеристики лучей

Конус ΘRAY , град αmax, град rf , см zf , см r0, см
Внутренний 24,7 10 −0,106 0,299 0,032
Внешний 50,7 10 −0,002 0,47 0,032

Рис. 3. Зависимость от времени лазерной мощности ( ) и фотонной температуры ( • ) на экваторе
мишени из работы [15]

Таблица 3
Атомный вес, средний заряд и среднее значение квадрата заряда ионов плазмы

Величина Au He0,34H0,66 СH(окна) CHOBr DT
〈A〉 197 2 6,5 7,2 2,5
〈z2〉 50 1,34 3,5 3,8 1
〈z〉 2 500 2,02 18,5 23,8 1

по модели среднего атома [19], и интерполяционные уравнения состояния в форме из работы [20].
Расчеты проводились без учета электронной теплопроводности. Размер пространственной сетки —
120 интервалов по углу и 215 интервалов по радиусу. Число лучей в каждом пучке — 16×16.

На рис. 5 представлен ход лазерных лучей внутри полости хольраума на начальный момент вре-
мени. Видно, что все лазерные лучи входят в полость через CH-окна.

Поглощение части лазерных лучей в результате разрушения СН-пленки и перекрытия окон испа-
ренным золотом к концу счета задачи хорошо видно из рис. 6 и 7.

На рис. 7 показаны распределения веществ и плотности на конечный момент времени t = 16,9 нс.
На этот момент DT-газ мишени сжимается примерно в 3,54 раза (с 0,0870 до 0,0246 см), а газ Не+Н2

в верхней части полости хольраума — более чем в 50 раз (с 0,164 до 0,003 см).
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Рис. 4. Геометрия задачи: 1 — DT-газ; 2 — DT-лед; 3 — полистирол; 4 — газ Не + Н2; 5 — золото; 6 — окна
из СН; 7 — воздух

Рис. 5. Ход лазерных лучей внутри хольраума на начальный момент времени

Рис. 6. Ход лазерных лучей внутри хольраума на конечный момент времени t = 16,9нс

На рис. 8, 9 представлены распределения температур вещества, излучения и давления, а также
разностная сетка на момент времени t = 16,9 нс. Видно, что распределение температуры излу-
чения достаточно однородно в полости хольраума и достигает значений 300 эВ, что согласуется с
данными работы [15]. Распределение температуры вещества существенно неоднородно и достигает
максимальных значений у оси симметрии, где лазерные лучи максимально сконцентрированы.

Одной из основных характеристик при непрямом облучении термоядерных мишеней является
температура излучения в полости хольраума. На рис. 10 показана полученная в расчетах зави-
симость фотонной температуры от времени на поверхности мишени в точке z = 0 вертикального
канала, изображенного на рис. 9.

Как видно из сравнения рис. 3 и 10, зависимость фотонной температуры от времени на экваторе
мишени, полученная в расчете с использованием программы LAZER, находится в качественном
согласии с расчетом из работы [15], а ее максимальные значения близки к данным из этой работы.
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Рис. 7. Распределения веществ (а) и плотности (б ) на конечный момент времени

Рис. 8. Распределения температур вещества (а) и излучения (б ), а также давления (в) на конечный момент
времени
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Рис. 9. Разностная сетка на конечный момент времени

Рис. 10. Зависимость фотонной температуры от времени на экваторе мишени

Заключение

В данной работе рассмотрена задача двумерного кинетического переноса рентгеновского излуче-
ния в хольрауме с учетом поглощения лазерного излучения и газодинамического движения веще-
ства. Подробно излагается трехмерная модель переноса и поглощения лазерного излучения, реали-
зованная в программе LAZER. Согласно расчетам, проведенным по этой программе с уменьшенным
коэффициентом поглощения лазерного излучения, полученная температура излучения в хольрауме
находится в качественном согласии с расчетами Ливерморской лаборатории [15].

Поскольку в данных расчетах не учитывается электронная теплопроводность, вопросы, связанные
со сжатием мишени, помещенной внутрь хольраума, и возможностью ее термоядерного зажигания,
не обсуждаются. В дальнейшем планируется в используемой двумерной газодинамической програм-
ме учесть электронную теплопроводность и отличие температур ионов и электронов по методике [21].
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ОЦЕНКА ВРЕМЕННОЙ ПОСТОЯННОЙ
ПРИ УЧЕТЕ ЗАПАЗДЫВАЮЩИХ НЕЙТРОНОВ

Д. Г. Модестов
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИТФ им. академ. Е. И. Забабахина",

г. Снежинск Челябинской области)

Рассматривается адаптация методики расчета временнoй постоянной, представлен-
ной в ранее опубликованной статье, к задачам переноса нейтронов. В реализации эта
методика близка к методу поколений с присущими ему погрешностями. Собствен-
но расчет временнoй постоянной в нейтронных системах не во многом отличается от
аналогичной задачи для частиц произвольной природы. Особенностью является учет
влияния запаздывающих нейтронов, обычно использующий приближение, в котором
перенос ядер-предшественников рассматривается в упрощенном виде. Для этого слу-
чая представлена методика моделирования такого переноса в указанном приближе-
нии. Для нее получены асимптотические зависимости систематической погрешности,
связанной с размером поколения. В частности, показано, что для надкритических и
несильно подкритических систем данная погрешность ведет себя так же, как в методе
поколений. Для иллюстрации возможностей методики приводятся результаты расчета
временнoй постоянной для двух систем — цельнометаллической критической сборки и
ядерного реактора ВВЭР-1 000. При этом рассматривались как подкритические, так и
надкритические состояния. Расчеты проводились с учетом и без учета запаздывающих
нейтронов. Результаты расчетов подтверждают асимптотическое поведение погрешно-
сти, а при сравнении с результатами расчетов нестационарной задачи — корректность
предлагаемой методики.

Ключевые слова: уравнение переноса нейтронов, нейтронная кинетика, временная
постоянная, критическая сборка, ВВЭР.

Введение

В работе [1] предложена методика оценки вре-
меннoй постоянной в задачах переноса частиц
методами статистического моделирования. По-
добно условно-критической задаче [2] эта мето-
дика использует выделение оператора размноже-
ния, в качестве которого в нейтронных задачах
обычно рассматривается оператор рождения ча-
стиц на делении, из оператора переноса [3], пред-
ставляемого в виде суммы

P̂ = Q̂p + P̂0.

Для нахождения временнoй постоянной опре-
деляется оператор вспомогательной реакции
R̂α (t), параметризованный пробным значени-
ем α. В работе [1] показано, что при равенстве

единице ведущего собственного значения опера-
тора

K̂α =

t0∫
0

(
Q̂p − R̂α (t)− α

)
Ûα (t)dt+Ûα (t0) , (1)

где Ûα (t) является решением задачи Коши

∂

∂t
Ûα (t) =

(
P̂0 + R̂α (t)

)
Ûα (t) , Ûα (0) = 1,

параметр α равен временнoй постоянной. Па-
раметр t0 в (1) в большинстве случаев можно
положить равным бесконечности. Таким обра-
зом, разные варианты методики, в том числе
связанные с рассмотрением разных типов ча-
стиц, в первую очередь определяются операто-
ром R̂α (t).

– 17 –



Д. Г. Модестов

С учетом того, что для практических прило-
жений наиболее важен перенос нейтронов, здесь
будет рассмотрен оператор вспомогательной ре-
акции для этих частиц, а также задачи, решае-
мые с использованием этого оператора.

Оператор вспомогательной реакции

Вид оператора вспомогательной реакции, до-
пустимого при любых значениях α, рассматри-
вался в работе [1]. Этот оператор в общем слу-
чае представляет собой умножение на функцию
от времени:

R̂α (t) =

 −
α

1− cαt
, α < 0;

−α, α ≥ 0,
(2)

где c — некоторая произвольная положительная
постоянная, равная, например, единице.

Необходимо отметить, что при рассмотрении
переноса только нейтронов использование (2)
позволяет оценивать значение временнoй посто-
янной. Однако такое приближение не всегда
применимо. В частности, нередко в прикладных
задачах нужен учет запаздывающих нейтронов.
Для этого рассматривается перенос их предше-
ственников. Под предшественниками, как это
обычно принято, далее будут пониматься источ-
ники запаздывающих нейтронов — нестабильные
ядра, образующиеся на реакциях деления. При
этом для указанных ядер используется модель,
в рамках которой рождающееся ядро мгновенно
тормозится, а далее в конце случайного проме-
жутка времени распадается с испусканием ней-
трона (а также других частиц).

Уравнения совместного переноса нейтронов и
предшественников без учета влияния других ча-
стиц приводятся, например, в работе [4]. При-
нимая, что верхний индекс 0 (т. е. тип частицы
θ = 0) относится к нейтрону, а остальные m — к
предшественникам, эти уравнения определяются
следующими операторами:

P̂0 =



P̂ 0
0 λ1 . . . λm−1 λm

0 −λ1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −λm−1 0

0 0 · · · 0 −λm


;

Q̂p =



Q̂0
p 0 · · · 0

Q̂1
p 0 · · · 0
...

...
. . .

...

Qm−1
p 0 · · · 0

Q̂mp 0 · · · 0


, (3)

где λi — постоянная распада i-го предшественни-
ка, а Q̂θp представляет собой оператор рождения
частиц типа θ при делении.

При построении алгоритма моделирования
предшественники объединяются в группы, в
каждой из которых определяются множествен-
ность, а также временное и энергетическое рас-
пределения испускаемых частиц (направление
вылета считается изотропным в системе покоя
среды). В соответствии с представленной вы-
ше моделью из указанных распределений и мно-
жественности в точке реакции выбирают харак-
теристики вторичных частиц, опуская стадию
жизни порождающего ядра. В рамках данной
модели наиболее оптимальным решением пред-
ставляется следующий вид оператора вспомога-
тельной реакции:

R̂α =



R̂0
α 0 · · · 0 0

0 −α · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −α 0

0 0 · · · 0 −α


, (4)

где R̂0
α — оператор вспомогательной реакции для

переноса нейтронов вида (2). Поскольку соглас-
но (3) в модели переноса ядер физические ре-
акции, отличные от распада, отсутствуют, та-
кой подход позволяет построить аналитическое
решение на временном интервале от рождения
ядра до распада. Данное решение представляет
зависимость количества ядер от времени:

ν (∆t) = exp−α∆t, (5)

где ∆t — время, прошедшее с момента обра-
зования ядра. При этом в первом прибли-
жении вклад в собственное значение условно-
критической задачи пропорционален данному
выражению.

Однако, как было отмечено в [1], прямое ис-
пользование оператора (4) может привести к
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нарушению условия положительности условно-
критического оператора и, как следствие, экс-
поненциальному росту количества запаздываю-
щих частиц в редких событиях выборки боль-
шого времени жизни предшественника.

Поскольку запаздывающие нейтроны играют
хотя и важную, но не определяющую роль в раз-
витии цепной реакции, представляется разум-
ным использовать вместо (5) регуляризованное
решение уравнения переноса предшественников.
Для его построения следует отметить, что со-
гласно [2] метод поколений характеризуется си-
стематическим смещением результатов, обратно
пропорциональным размеру поколения. С уче-
том этого свойства для регуляризации предлага-
ется использовать следующую зависимость:

νR (∆t) =

 exp−α∆t, exp−α∆t < N ;

N, exp−α∆t ≥ N,
(6)

где N — размер поколения. Необходимо отме-
тить, что в силу условия N ≥ 1 νR будет отли-
чаться от ν только при α < 0. Поэтому далее
будет рассматриваться только этот случай.

Полезно оценить погрешность, вносимую (6).
Указанная погрешность определяется и матема-
тическими ожиданиями ν и νR, которые неслож-
но вычислить для экспоненциального временно-
го распределения. Обозначив, аналогично (3),
через λ постоянную распада, указанные матема-
тические ожидания можно представить следую-
щим образом:

〈ν〉 = λ

∞∫
0

exp−λt ν (t) dt =
λ

λ+ α
;

〈νR〉 =
λ

λ+ α
+

α

λ+ α
N

λ+α
α . (7)

Здесь можно рассмотреть два случая. Если α ≥
≥ −λ/2, то 〈νR〉 → 〈ν〉 не медленнее, чем N−1.
То есть регуляризация (6) не ухудшает скорости
сходимости метода поколений (хотя коэффици-
ент перед членом N−1, вероятно, увеличивает-
ся). В противном случае, т. е. при α < −λ/2,
〈νR〉 также сходится к 〈ν〉, хотя и медленнее, чем
метод поколений. С учетом того, что α0 > −λi
для любого i, можно предположить, что послед-
ний случай реализуется в глубоко подкритиче-
ских системах.

Определенный интерес представляет оценка
трудоемкости расчетов при использовании (6).

Следует отметить, что пробное значение α мо-
жет принимать сколь угодно малые значения, в
том числе ниже предельно допустимого α = −λ.
При этом

〈ν〉 −→
α→−λ

∞; 〈νR〉 −→
α→−λ

lnN + 1.

Как можно видеть, 〈νR〉, в отличие от 〈ν〉, оста-
ется конечным и относительно небольшим при
реалистичных размерах поколения. При α < −λ
значение 〈νR〉 также конечно и ограничено свер-
ху размером поколения, что можно видеть из со-
отношения

〈νR〉 −→
α→−∞

N.

Впрочем, слишком малые значения α представ-
ляются экзотическими.

Выражение (5) определяет изменение во вре-
мени количества предшественников запаздыва-
ющих нейтронов за счет вспомогательной реак-
ции. Далее при моделировании траектории та-
ких нейтронов происходит изменение их коли-
чества, а также при α < 0 — пополнение сле-
дующего поколения. Как следствие, при малых
значениях α в следующем поколении происходит
накопление долгоживущих нейтронов. Под по-
следними понимаются те частицы, математиче-
ское ожидание времени траектории которых на-
много больше среднего по распределению пара-
метров значения этой величины. При этом за
счет временного размножения с уменьшением α
вклад этих частиц в эффективный коэффици-
ент размножения растет и при использовании
методов с фиксированным размером поколения
фактически реализуется регуляризация, анало-
гичная (6).

Хотя траектории нейтронов существенно
сложнее траекторий ядер, представляется,
что в некотором приближении зависимость
эффективного коэффициента размножения от
размера поколения можно рассматривать в
виде, аналогичном (7):

kα (N) ≈ kα + δN−γ , (8)

где учтено и влияние вклада запаздывающих
нейтронов. В соотношении (8) δ и γ — некоторые
положительные константы. При заданном зна-
чении α вычислительная схема будет сходиться
к решению уравнения

kα (N) = 1, (9)
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которое будет обозначаться как α0 (N). С уче-
том того, что

α0 (N) −→
N→∞

α0,

а также того, что вблизи α0 справедливо разло-
жение

kα ≈ 1− τ (α− α0) ,

где τ — среднее время жизни, решение уравне-
ния (9) можно приблизить следующим соотно-
шением:

α0 (N) = α0 +
δ

τα0

N−γ = α0

(
1 + ∆N−γ

)
. (10)

При этом необходимо помнить, что асимптоти-
ческое представление (10) — приближенное и за-
висимость оцененного собственного значения от
размера поколения может несколько отличаться
от (10). Также согласно [2] следует ожидать, что
в случае α ≥ 0 из-за отсутствия временного раз-
множения параметр γ в соотношении (8) будет
равен единице.

Цельнометаллическая урановая сборка
типа Godiva

Для оценки асимптотических зависимостей и
применимости предлагаемой методики при рас-
чете характеристик реальных установок на ос-
нове программы ПРИЗМА [5] была реализована
программа расчета временнoй постоянной в за-
дачах переноса нейтронов. С ее использованием
были проведены методические расчеты ряда си-
стем, в частности модели сборки Godiva, харак-
теризуемой жестким нейтронным спектром.

Критическая сборка Godiva, сконструиро-
ванная из обогащенного урана, использова-
лась для экспериментального определения ря-
да нейтронно-физических характеристик, в том
числе параметров Росси α (см., например, [4]).
Подробное описание сборки содержится в спра-
вочнике [6]. Для расчетов же использовалась
упрощенная модель в виде однородного урано-
вого шара. Ядерный состав урана приведен в
табл. 1. При проведении расчетов варьирова-
лись размер шара и его окружение. Для опи-
сания взаимодействия нейтронов с веществом
использовались данные библиотеки ENDF/B-
VII.1.

Результаты расчетов временнoй постоянной,
полученные путем моделирования 109 точек де-
ления для нескольких радиусов сборки типа

Таблица 1
Ядерный состав урана

Ядро Концентрация, б−1см−1

235U 4,499 · 10−2

238U 2,4984 · 10−3

234U 4,91184 · 10−4

Godiva, представлены в табл. 2. Здесь через
αм

0 обозначена временная постоянная для мгно-
венных нейтронов, а через αз

0 — при учете за-
паздывающих; σм

α и σз
α обозначают относитель-

ные погрешности этих величин. Все расчеты
проводились с параметром вспомогательной ре-
акции c = 1 в выражении (2) и размером по-
коления 105 точек деления. Кроме того, в
табл. 2 приведены оценки предельных значений
(при N → ∞), полученные по формуле (10) ме-
тодом наименьших квадратов. Значение γ оце-
нивалось визуально из условия наилучшего сов-
падения с набором расчетных точек. При этом
для R = 8 см при учете запаздывающих нейтро-
нов получилось значение γ = 0,4. В остальных
случаях зависимость (10) хорошо описывается
при γ = 1. Для наглядности зависимости α от
размера поколения приведены на рис. 1—3.

По результатам, приведенным в табл. 2 и на
рис. 1—3, можно видеть, что наиболее сильная
зависимость от обратного размера поколения ха-
рактерна для сильно подкритических систем.
При этом в соответствии с (10) при учете запаз-
дывающих нейтронов эта зависимость нелиней-
ная. Следует также отметить, что максимальная
погрешность оценки временной постоянной по-
лучается вблизи мгновенной критичности, в том
числе при учете запаздывающих нейтронов.

Для проверки значений величин, приведенных
в табл. 2, можно использовать оценку асимпто-
тического (при t → ∞) поведения какой-либо
характеристики нейтронного поля. При суще-
ствовании собственной функции такое поведение
всех характеристик подобно. В данном случае
для оценки было выбрано число нейтронов в си-
стеме с мгновенным источником единичной ин-
тенсивности. Результаты расчетов зависимости
от времени этой величины в сравнении с асимп-
тотикой приведены на рис. 4—7.

В частности, на рис. 4, 5 приводятся резуль-
таты расчетов системы радиусом 8 см. Так как
при выходе на асимптотику значения характери-
стик "падают", уменьшаясь более чем на десять
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Таблица 2
Временная постоянная для сборки типа Godiva с разными значениями радиуса

R αм
0 , мкс−1, N →∞ αм

0 , мкс−1 σм
α αз

0, мкс−1, N →∞ αз
0, мкс−1 σз

α

8,90 1,705 1,707 0,2 1,706 1,703 0,2
8,80 0,07820 0,08520 5,8 0,07865 0,07544 6,4
8,79 −0,08880 −0,08454 6,5 5,089 · 10−6 4,793 · 10−6 8,0
8,78 −0,2499 −0,2517 1,3 1,113 · 10−6 1,100 · 10−6 2,0
8,75 −0,7405 −0,7453] 0,5 9,342 · 10−8 9,598 · 10−8 1,2
8,50 −1,399 −1,411 0,4 −1,643 · 10−8 −1,704 · 10−8 0,1
8,00 −1,406 −1,410 0,1 −1,847 · 10−8 −2,318 · 10−8 0,2

Рис. 1. Зависимость временной постоянной без учета запаздывающих нейтронов от обратного размера поко-
ления для R = 8 см (γ = 1): • — αм; — αм

0 ≈ −1, 406− 723, 813/N

Рис. 2. Зависимость временной постоянной с учетом запаздывающих нейтронов от обратного размера поко-
ления для R = 8 см (γ = 0,4): • — αз

0; — αз
0 ≈ −0, 01847− 0, 4554/N0,4

порядков, результаты получаются с большой
статистической погрешностью. Однако можно
утверждать, что они не противоречат представ-
ленным в табл. 2 значениям.

При уменьшении подкритичности уменьшают-
ся падение значений характеристик и, как след-
ствие, статистическая погрешность, что позволя-
ет проводить более корректное сравнение. В ка-
честве примера на рис. 6, 7 приведены результа-
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Рис. 3. Зависимость временной постоянной от обратного размера поколения для R = 8,9 см (γ = 1):
• — αм

0 ; — αм
0 ≈ 1, 705 + 7, 88992/N ; ◦ — αз

0; — αз
0 ≈ 1, 706− 8, 68009/N

Рис. 4. Зависимость числа мгновенных нейтронов от времени для R = 8 см: — расчет; —
nм ∼ exp(−1, 406t)

Рис. 5. Зависимость полного числа нейтронов от времени для R = 8 см: — расчет; —
nз ∼ exp(−0, 01847t)
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Рис. 6. Зависимость числа мгновенных нейтронов от времени для R = 8,75 см: — расчет; —
nм ∼ exp(−0, 7405t)

Рис. 7. Зависимость полного числа нейтронов от времени для R = 8,75 см: — расчет; —
nз ∼ exp(0, 09342t)

ты расчетов системы радиусом 8,75 см совместно
с временной зависимостью, построенной по зна-
чениям из табл. 2. Можно видеть их хорошее
согласие. Для больших значений радиуса срав-
нение не приводится, так как в этом случае со-
гласие не ухудшается.

Расчет характеристик ВВЭР-1 000

Ядерный реактор ВВЭР-1 000, широко приме-
няемый в энергетике, характеризуется мягким
нейтронным спектром. Поэтому проверка кор-
ректности расчета характеристик такого реакто-
ра представляется важной для оценки примени-
мости рассматриваемой методики. Для описа-
ния активной зоны здесь использовалась та же

математическая модель, что и в работе [5]. При
этом все регулирующие стержни были извлече-
ны из активной зоны, а для изменения критич-
ности варьировалось содержание борной кисло-
ты в теплоносителе (cВ). Для этого были выбра-
ны три значения этой величины: cВ = 3,0; 3,7;
4,0 г/кг. При первом из них реактор надкри-
тичен на мгновенных нейтронах, при втором —
подкритичен на мгновенных нейтронах и над-
критичен на запаздывающих, а при третьем —
подкритичен на запаздывающих нейтронах.

Результаты расчетов нейтронно-физических
характеристик представлены в табл. 3. Здесь в
дополнение к временной постоянной для оценки
отклонения от критичности представлены значе-
ния эффективного коэффициента размножения
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Таблица 3
Нейтронно-физические характеристики ВВЭР-1 000 для разного содержания борной кислоты

cВ, г/кг kм
эф αм

0 , мс−1 σм
α kз

эф αз
0, мс−1 σз

α

3,0 1,0062 0,2420 0,18 1,0135 0,2419 0,18
3,7 0,9934 -0,2642 0,17 1,0005 9,334 · 10−6 2,5
4,0 0,9881 -0,4795 0,09 0,9952 −1,489 · 10−5 0,13

мгновенных и всех нейтронов (kм
эф и kз

эф соответ-
ственно). Относительные погрешности их рас-
чета не превышают 0,001%. Можно отметить
совпадение значений временной постоянной для
сВ = 3 г/кг при заметном различии kм

эф и kз
эф.

Для подтверждения корректности расчета
временной постоянной были проведены расче-

Рис. 8. Зависимость от времени числа нейтронов в ВВЭР-1 000 для cВ = 3,0 г/кг: — только мгновен-
ные нейтроны; — все нейтроны; — n ∼ exp(0, 242t)

Рис. 9. Зависимость от времени числа мгновенных нейтронов без учета запаздывающих нейтронов в
ВВЭР-1 000 для cВ = 3,7 г/кг: — расчет; — nм ∼ exp(−0, 2642t)

ты нестационарной задачи, аналогичной той, что
решалась для рассмотренной ранее сборки ти-
па Godiva. Результаты расчетов в сравнении с
асимптотикой представлены на рис. 8—12. Для
всех вариантов можно видеть их хорошее согла-
сие.
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Рис. 10. Зависимость от времени числа нейтронов в ВВЭР-1 000 для cВ = 3,7 г/кг: — расчет; —
nз ∼ exp(0, 009334t)

Рис. 11. Зависимость от времени числа мгновенных нейтронов в ВВЭР-1 000 для cВ = 4,0 г/кг: —
расчет; — nм ∼ exp(−0, 4795t)

Рис. 12. Зависимость от времени числа нейтронов в ВВЭР-1000 для cВ = 4,0 г/кг: — расчет; —
nз ∼ exp(−0, 01489t)
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Некоторый вопрос вызывает случай запазды-
вающей подкритичности, показанный на рис. 12.
Для него за приемлемое время не удалось по-
лучить решение нестационарной задачи с до-
статочной точностью. Однако можно видеть,
что значение временной постоянной, приве-
денное в табл. 3, не противоречит асимпто-
тическому поведению временной зависимости.

Заключение

Рассмотрена методика оценки временнoй по-
стоянной методами статистического моделирова-
ния применительно к задачам переноса нейтро-
нов, основанная на результатах работы [1]. Ос-
новные ее отличия от [1] связаны с приближен-
ным учетом вторичных ядер — предшественни-
ков запаздывающих нейтронов. В случае под-
критичности результаты расчетов, полученные
по указанной методике, характеризуются систе-
матической погрешностью, зависящей от разме-
ра поколения. В сильно подкритических систе-
мах эта погрешность может вносить основной
вклад в погрешность результатов. При прибли-
жении к критичности она уменьшается и асимп-
тотически не превышает систематической по-
грешности метода поколений.

Для иллюстрации корректности методики
приведены результаты расчетов временнoй по-
стоянной двух систем — критической сборки ти-
па Godiva и модели реактора ВВЭР-1 000 — по
программе, реализованной на основе програм-
мы ПРИЗМА [5]. Полученные значения согласу-
ются с асимптотическим поведением нейтронно-
физических характеристик нестационарной за-
дачи, полученных по программе ПРИЗМА, что
подтверждает корректность предлагаемой мето-
дики и ее применимость к подобным системам,
причем вне зависимости от критичности систе-
мы и учета влияния запаздывающих нейтронов.
Также показана корректность оценки зависимо-
сти систематической погрешности от размера по-
коления и ее слабое влияние на погрешность рас-
чета слабо подкритических систем.
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БИБЛИОТЕКА ПРОГРАММ "УРС-ОФ" РАСЧЕТА СВОЙСТВ ВЕЩЕСТВ,
АДАПТИРОВАННАЯ ДЛЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ

С ВОЗМОЖНОСТЬЮ
ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ И ВЕКТОРИЗОВАННЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Д. Г. Гордеев, Н. Н. Жильникова, Д. Н. Кидямкина, В. Г. Куделькин,
М. В. Куликова, О. Н. Шумилина

(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Представлены описание структур данных, организация программ и вычислений в
векторизованной версии библиотеки УРС-ОФ, позволяющей проводить параллельные
вычисления теплофизических функций на общей памяти с использованием стандарта
OpenMP. Описаны порядок взаимодействия библиотеки УРС-ОФ с прикладной про-
граммой, приемы распараллеливания вычислений. Приведены примеры, иллюстри-
рующие особенности распараллеливания условных конструкций и итерационных цик-
лов с использованием массивов-масок, а также распараллеливание программ типа Су-
перУРС. Результаты исследований производительности представлены в виде метрики
ускорения от оптимизации; результаты исследования масштабируемости, проведенного
методом дробления задачи, представлены в виде метрики эффективности распаралле-
ливания.

Ключевые слова: библиотека программ УРС-ОФ, распараллеливание на общей па-
мяти, стандарт OpenMP, автовекторизация, ширина векторного регистра, условные
конструкции, итерационные циклы, ускорение от оптимизации, эффективность распа-
раллеливания.

Введение

В РФЯЦ-ВНИИЭФ функционирует и разви-
вается пакет УРС-ОФ (УРавнения Состояния
Общего Фонда) [1]. Пакет УРС-ОФ состоит
из двух взаимосвязанных частей: библиотеки
программ на языке FORTRAN и интерактивной
справочной системы, реализующей информаци-
онную поддержку библиотеки.

Библиотека УРС-ОФ используется в разра-
ботанных в РФЯЦ-ВНИИЭФ прикладных про-
граммах (ПП) численного решения задач ма-
тематической физики для вычисления различ-
ных свойств веществ. Она включает в себя
структуры данных, сервисные программы, опре-
деляющие правила взаимодействия с ПП, и на-
бор компьютерных моделей. Компьютерные мо-
дели [2] представляют собой расчетные моду-
ли с отдельно хранящимися наборами парамет-
ров, реализующие математические модели раз-
личных свойств веществ. Программы библиоте-

ки в соответствии с их назначением разделены
на группы: уравнения состояния, пробеги фото-
нов, уравнения для расчета упругопластических
свойств, электро- и теплопроводности, средних
степеней ионизации.

История создания пакета УРС-ОФ во
ВНИИЭФ насчитывает более четырех деся-
тилетий и подробно описана в работах [1, 3—9].

До 2010 года расчетные модули в составе
библиотеки УРС-ОФ были ориентированы на
работу с универсальными процессорами MIMD
(Multiple Instruction Multiple Data) архитекту-
ры. Такие программы в вычислениях и при об-
мене данными с ПП использовали отдельные пе-
ременные и структуры из них. Версию библиоте-
ки, включающую в себя только такие расчетные
модули, далее будем называть невекторизован-
ной библиотекой.

Появление вычислительных систем, содержа-
щих процессоры с SIMD (Single Instruction Multi-
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ple Data) архитектурой вычислителей и с под-
держкой векторных операций открыло новые
возможности по ускорению вычислений. Для та-
ких вычислительных систем был разработан спо-
соб адаптации расчетных модулей к параллель-
ным векторизованным вычислениям свойств ве-
ществ на массивах исходных данных. Версию
библиотеки, включающую в себя и невектори-
зованные, и адаптированные (векторизованные)
расчетные модули, далее будем назвать вектори-
зованной библиотекой.

Следует отметить, что результаты разработки
в 2012—2015 годах расчетных модулей библио-
теки УРС-ОФ для выполнения на графических
ускорителях GPU [10—12] во многом определи-
ли рассмотренные в настоящей работе структу-
ры данных, логику построения векторизованной
библиотеки УРС-ОФ и схему ее взаимодействия
с ПП, организацию расчетных модулей и парал-
лельных вычислений.

Рис. 1. Порядок взаимодействия ПП с расчетными модулями невекторизованной библиотеки УРС-ОФ

Организация параллельных вычислений
с использованием автовекторизации

и стандарта OpenMP

На рис. 1 схематически изображен порядок
взаимодействия ПП с расчетными модулями
невекторизованной версии библиотеки УРС-ОФ.
До начала вычислений проводится инициализа-
ция библиотеки — подготовка служебной инфор-
мации, используемой в сервисных программах и
расчетных модулях. Расчет свойств веществ в
ПП производится в цикле по счетным ячейкам
задачи вызовом программы-переключателя, ко-
торая обращается к расчетному модулю, реали-
зующему компьютерную модель, заданную для
вещества ячейки. Для обмена информацией с
ПП разработаны типы данных в виде структур.
Для завершения работы с библиотекой УРС-ОФ
вызывается процедура освобождения памяти.

Для использования векторизованных вычис-
лений внутри расчетных модулей библиотеки
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требуется непрерывный поток данных, с которы-
ми выполняются однотипные операции. Поэто-
му в первую очередь реализована возможность
обмена исходными и расчетными данными с ПП
с использованием массивов. Для этого исполь-
зуются обменные структуры данных, содержа-
щие адреса массивов исходных данных и резуль-
татов. Обменные структуры были разработаны
ранее, при создании библиотеки для параллель-
ных вычислений на GPU [10—12]. На рис. 2 при-
веден фрагмент описания одной из таких струк-
тур, используемой при расчете термодинамиче-
ских свойств.

Использование структуры данных [10—12]
позволяет перенести цикл по счетным ячейкам
внутрь программ расчета свойств веществ, что
делает возможными распараллеливание в моде-
ли общей памяти и векторизацию вычислений.

Для оптимального использования возможно-
стей компиляторов по векторизации вычисления
выполняются в цикле с шагом, соответствую-
щим ширине Nv векторных регистров исполь-
зуемого вычислителя или кратным ей. Локаль-
ные переменные объявляются как массивы фик-
сированного размера Nv. Внутри цикла во вло-
женных циклах организована передача данных
из локальных массивов в массив ПП и обратно.
Внутри цикла отсутствуют зависимости по дан-
ным, что позволяет автоматически векторизо-
вать средствами компилятора большинство вы-

Рис. 2. Фрагмент описания структуры, используемой при расчете термодинамических свойств

числений. На рис. 3 показана структурная схема
векторизованного расчетного модуля.

Для векторизации вычислений должно обеспе-
чиваться выполнение следующих условий: гра-
ницы локальных массивов выровнены, данные
расположены в памяти непрерывно. Выравни-
вание адресов локальных массивов размером Nv

обеспечивается автоматически указанием соот-
ветствующего ключа компиляции. При выбран-
ных в ПП порядках хранения данных и обхо-
да счетной сетки задачи данные, относящиеся к
разным веществам, для которых заданы разные
модели свойств, могут располагаться в памяти
в произвольном порядке. Поэтому перед обра-
щением к векторизованным расчетным модулям
с использованием сервисных программ библио-
теки УРС-ОФ выполняется сортировка индек-
сов массивов по номеру вещества. Результаты
сортировки запоминаются в служебном масси-
ве. Этот массив затем применяется для груп-
пировки исходных данных по номеру вещества в
отдельные непрерывные блоки памяти и обрат-
ной расстановки после вычислений. На рис. 4
схематично приведен процесс группировки, где
цвет квадрата (ячейки) соответствует номеру ве-
щества, номер ячейки — порядковый номер в
негруппированном массиве данных.

Описанный подход направлен на эффектив-
ное использование возможностей векторизован-
ных вычислений единичного ядра вычислитель-
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Рис. 3. Структурная схема векторизованного расчет-
ного модуля

ного узла. Для проведения расчета с исполь-
зованием всего узла дополнительно реализова-
на возможность распараллеливания вычислений

Рис. 4. Процесс группировки данных по веществам

на общей памяти с использованием стандарта
OpenMP [13]. Для этого разработаны служебные
программы — omp-ядра, обеспечивающие разде-
ление вычислений по нитям OpenMP. Структур-
ная схема omp-ядра показана на рис. 5. Квад-
раты зеленого цвета соответствуют вычислени-
ям, выполняемым в отдельных omp-нитях. От-
метим, что способ организации параллельных
вычислений с использованием служебных про-
грамм — GPU-ядер — применялся ранее при со-
здании библиотеки для параллельных вычисле-
ний с использованием GPU [10—12].

Пусть для i-го вещества есть Ni исходных рас-
четных точек. Для их вычисления организуется
omp-параллельный цикл по числу нитей nt, ко-
торое определяется ПП. Группированные масси-
вы данных разбиваются на интервалы по числу
нитей. Для каждой нити вычисляются индекс
начала расчетного интервала в общем массиве и
число расчетных точек на нити. В нитях с пер-
вой по предпоследнюю вычисляются Ni/nt то-
чек, а в последней — либо Ni/nt, либо меньший
остаток точек. После определения границ рас-
четного интервала вызывается векторизованный
расчетный модуль.

Теперь рассмотрим схему взаимодействия ПП
с векторизованной версией библиотеки УРС-ОФ,
изображенную на рис. 6. Стрелками показан об-
мен данными с ПП.

После инициализации библиотеки УРС-ОФ до
начала вычислений в ПП проводятся выделение
памяти под массивы исходных данных и резуль-
татов, заполнение обменных структур адресами
этих массивов. Процесс дальнейшей работы с
библиотекой УРС-ОФ можно разделить на три
этапа, которые выполняются в ПП на каждом
шаге по времени.

– 30 –



Библиотека программ УРС-ОФ расчета свойств веществ, адаптированная для вычислительных. . .

Рис. 5. Структурная схема omp-ядра

Рис. 6. Порядок взаимодействия ПП с расчетными модулями векторизованной версии библиотеки УРС-
ОФ
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На первом этапе каждого счетного шага при
необходимости вызываются программы группи-
ровки исходных данных.

На втором этапе для каждого вещества вы-
зывается одна из двух служебных программ-
переключателей, разработанных для универ-
сальности обращения к векторизованным рас-
четным модулям. Программы-переключатели
организуют либо непосредственный вызов век-
торизованных расчетных модулей, либо вызов
omp-ядер.

На третьем этапе ПП проводит процедуру раз-
группировки полученных результатов, т. е. воз-
вращает данные в исходное расположение в мас-
сиве.

Особенности векторизации
логических конструкций

и итерационных процедур

В пакете программ УРС-ОФ реализован ши-
рокий набор моделей для расчета свойств ве-
ществ. При реализации данных моделей в рас-
четных модулях библиотеки отдельно или в ком-
бинации используются вычисления по аналити-
ческим формулам, интерполяционным таблич-
ным зависимостям данных на одно- и много-
мерных сетках, итерационные методы решения
нелинейных уравнений, разностные методы ре-
шения дифференциальных уравнений. Органи-
зация кода заметно отличается в различных рас-
четных модулях.

Векторизация вычислений в расчетных моду-
лях проводилась автоматически средствами ком-
пилятора и контролировалась по специальному
отчету компилятора по векторизации. После
анализа отчета были определены конструкции
языка и части алгоритмов, не поддающиеся ав-
товекторизации: это циклы, содержащие логи-
ческие конструкции, итерационные процедуры.
Для них разработаны специальные векторизуе-
мые версии.

В качестве примера векторизации цикла с ло-
гическими конструкциями рассмотрим расчет по
аппроксимации значений функции Дебая и ее
первой производной [14].

Рис. 7. Разбиение области определения функции Дебая

При построении аппроксимации область опре-
деления функции была разбита на пять участ-
ков. Результат разбиения приведен на рис. 7.

На участках 1, 3—5 для вычисления функции
Дебая и ее первой производной используются
разные аналитические выражения, а на участ-
ке 2 используется сплайн-аппроксимация с рав-
номерной расстановкой узлов. Для организа-
ции вычислений на участках в невекторизован-
ном режиме используются пять условных кон-
струкций. На рис. 8 показана структурная схе-
ма невекторизованной программы аппроксима-
ции функции Дебая.

Первоначально при векторизации этой про-
граммы вещественные аргументы были замене-
ны массивами размером Nv и организован цикл
от 1 доNv, внутри которого осуществлялись про-
верка попадания текущего элемента массива на
один из участков и вычисление значения функ-
ции Дебая и ее первой производной. Из отче-
та компилятора по векторизации стало ясно, что
такой цикл не автовекторизуется и не дает уско-
рения в расчете.

Для решения этой проблемы был введен
специальный массив-маска. Каждый элемент
массива-маски — это номер участка, к которо-
му относится соответствующий элемент массива-
аргумента. Далее используется конструкция
маскированного присваивания where, заменяю-
щая условный оператор для массивов. Она осу-
ществляет фильтрацию исходных данных и ре-
зультатов вычислений, выбирая среди них эле-
менты, удовлетворяющие заданному условию.
Таким образом, векторизованные вычисления
производятся только для тех участков, номе-
ра которых содержатся в массиве-маске. На
рис. 9, где показана схема выполнения векто-
ризованной программы аппроксимации функ-
ции Дебая, приведены также пример массива-
аргумента, выражение для вычисления массива-
маски и сам массив-маска.

К конструкциям, которые не автовекторизу-
ются компилятором, относятся и циклы, реали-
зующие итерационные процедуры. На рис. 10
представлена структурная схема векторизован-
ного итерационного цикла, исполняемого внутри
основного цикла расчетного модуля.
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Рис. 8. Структурная схема невекторизованной про-
граммы аппроксимации функции Дебая

В рамках выполнения основного цикла по точ-
кам с шагом Nv происходит заполнение локаль-
ных массивов исходной информацией. С их ис-
пользованием производятся вычисления, необхо-
димые для расчета начального приближения для
порции точек размером Nv, рассчитывается пер-
воначальное значение массива-маски.

Рис. 9. Схема выполнения векторизованной программы аппроксимации функции Дебая∗

∗ На рис. 9 принято, что выражения вида (t < A) принимают значение −1, если условие выполнено, и 0, если
условие не выполняется.

На каждом шаге цикла с использованием
массива-маски выполняется проверка выполне-
ния условий выхода: сходимости итераций для
всех точек порции размером Nv (стрелка с номе-
ром 1 на рис. 10) или достижения максималь-
ного числа итераций (стрелка с номером 2 на
рис. 10). Далее внутри цикла для элементов,
итерации для которых не сошлись, вычисляется
новое приближение и пересчитывается массив-
маска. На этом текущий шаг цикла заканчива-
ется и выполняется переход на следующий шаг.

По окончании итерационного цикла с ис-
пользованием найденного решения проводятся
остальные вычисления и копирование результа-
тов вычислений из локальных массивов в масси-
вы ПП.

Как правило, число итераций, необходимое
для определения искомой величины, для разных
входных данных различно, т. е. для каждого эле-
мента массива до достижения решения надо сде-
лать различное число итерационных шагов. Для
успешной векторизации вычислений необходимо,
чтобы для всех точек локального массива вы-
полнялась однотипная последовательность опе-
раций. С этой целью в векторизованных моду-

– 33 –



Д. Г. Гордеев, Н. Н. Жильникова, Д. Н. Кидямкина, В. Г. Куделькин и др.

Рис. 10. Принципиальная структурная схема основ-
ного и итерационного циклов в векторизованном рас-
четном модуле

лях итерационные циклы выполняются для всех
точек, пока итерации не сойдутся в каждой точ-
ке. Отметим, что такой подход ранее был при-
менен при разработке версии методики Д на
GPU [10].

Но если выполнить для всех точек максималь-
ное число итераций, то результаты вычисле-
ний не совпадут с результатами расчета по вер-
сии программы без использования векторизации.
Для устранения различия результатов введен
специальный массив-маска (см. рис. 10), элемен-
ты которого принимают два значения: 1 — ите-
рации не сошлись, 0 — итерации сошлись. По-
правка к решению для новой итерации умножа-
ется на значения элементов массива-маски, что
позволяет продолжать уточнять решение только
для тех элементов, решение для которых еще не
найдено. В то же время элементы с найденным
решением не изменяются.

На рис. 11 для массива размером Nv = 8
приведен пример изменения значений массива-
маски (цифры на оранжевом и синем фонах) в
итерационном цикле. Номера итераций указа-
ны в белых квадратах по вертикали. В белых
квадратах по горизонтали — номера элементов
массива-маски.

Общее число итераций на рис. 11 равно четы-
рем. За одну итерацию найдены с заданной точ-
ностью значения для первого и шестого элемен-
тов, за две итерации — для третьего и пятого,
за три итерации — для второго и восьмого, за
четыре — для четвертого и седьмого.

Рис. 11. Пример изменения значений элементов
массива-маски в итерационном цикле
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Следует отметить, что ускорение от вектори-
зации вычислений при такой организации ите-
рационных процедур может быть получено, ес-
ли только количество итераций для разных об-
ластей фазовой диаграммы не слишком отлича-
ется. Для расчетных модулей библиотеки УРС-
ОФ выполнение этого условия в целом обеспе-
чивается выбором начальных приближений, как
можно более близких к решению.

Распараллеливание вычислений
при одновременном использовании
нескольких компьютерных моделей

В составе библиотеки УРС-ОФ есть ком-
пьютерные модели, реализующие вычисления
свойств смесей веществ (см., например, [15]).
Свойства смеси рассчитываются как функции
свойств ее компонентов. Свойства каждого ком-
понента описываются отдельной компьютерной
моделью в библиотеке УРС-ОФ. Расчетные мо-
дули, реализующие модели смесей в пакете УРС-
ОФ, называются СуперУРС.

Отличия в организации вычислений векто-
ризованных расчетных модулей СуперУРС от
остальных модулей библиотеки УРС-ОФ обу-
словлены необходимостью вызова различных
векторизованных модулей компонентов смесей в
логических конструкциях и итерационных цик-
лах.

Для векторизации СуперУРС применен та-
кой же подход, что и для обычных расчетных
модулей. При вызове СуперУРС ПП обраща-
ется к одной из программ-переключателей, ко-
торые вызывают либо векторизованный модуль
СуперУРС, либо его omp-ядро. Векторизован-
ный модуль СуперУРС, в свою очередь, вызыва-
ет непосредственно векторизованные расчетные
модули компонентов, а не их omp-ядра, посколь-
ку параллельная область уже создана в omp-
ядре СуперУРС.

Использование векторизованных расчетных
модулей СуперУРС со значением шага циклаNv,
заданного для обычных программ, показало ма-
лое ускорение расчетов, объясняемое недозагру-
женностью циклов в расчетных модулях компо-
нентов. Поэтому для моделей СуперУРС для
получения ускорения от векторизации шаг цик-
ла подобран исходя из условий кратности ши-
рине машинного регистра и достаточной загруз-
ки циклов в расчетных модулях компонентов Су-
перУРС. Например, при Nv = 8 для СуперУРС
оптимальным является NvSuper = 32.

Описание процедуры и
результатов тестирования

векторизованных расчетных модулей

Для верификации расчетов по векторным
счетным модулям разработана и программно ре-
ализована процедура расчета теплофизических
функций на специализированных верификаци-
онных сетках контрольных точек с последую-
щим сравнением всех результатов расчетов по
соответствующим векторизованным и невекто-
ризованным программам. Расхождения в ре-
зультатах расчетов записываются в специальный
файл-отчет для их анализа и устранения разра-
ботчиками расчетных модулей. Процедура те-
стирования автоматизирована с использованием
кроссплатформенной утилиты CMake [16].

Для обеспечения надежности расчета с ис-
пользованием программ тестирования и средств
компилятора проведены проверки отсутствия
ситуаций деления на ноль и переполнений, от-
сутствия гонки данных (data race) и наруше-
ний распараллеливания (deadlocks) на общей
памяти.

Для оценки коэффициентов ускорения и
эффективности распараллеливания вычислений
на общей памяти с использованием стандарта
OpenMP разработана и программно реализова-
на процедура расчета теплофизических функ-
ций на специализированных расчетных сетках
контрольных точек с получением оценок вре-
менных затрат на вычисления. На гибрид-
ном узле кластера ООО "Центр компетенций
и обучения" [17], содержащем сегмент с пя-
тью узлами, каждый из которых содержит
2 CPU Intel Xeon E5-2680v2 + 2 Intel Xeon Phi
Coprocessor 7120P, на примере моделей УРС иде-
ального газа [18], ОСА [19] и РОСА-МИ [20], от-
личающихся сложностью вычислений, было про-
ведено сравнительное тестирование невектори-
зованных и векторизованных расчетных модулей
разработанных программ.

На одном ядре вычислителей были получены
коэффициенты ускорения Spopt = tnvec/tvec, где
tnvec и tvec — время вычислений на массиве точек
невекторизованного и векторизованного расчет-
ного модуля. Результаты расчетов коэффици-
ентов ускорения Spopt для входных переменных
плотность, температура приведены в таблице.
Для УРС РОСА-МИ [20] дополнительно в скоб-
ках приведены значения Spopt для входных пере-
менных плотность, удельная внутренняя энер-
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Результаты расчетов Spopt для входных пере-
менных плотность, температура

Вычислитель
УРС Intel Xeon Intel Xeon

E5-2680v2 Phi 7120P
Идеальный газ [18] 4,0 7,3
ОСА [19] 2,8 4,3
РОСА-МИ [20] 3,6 (3,0) 7,0 (6,1)

гия, при которых температура находится итера-
ционным методом Ньютона.

По результатам тестирования при расчете на
вычислителе Intel Xeon E5-2680v2 с шириной
векторного регистра, равной четырем числам
двойной точности, получено сокращение време-
ни от 2,8 до 4 раз; при расчете на вычислителе
Intel Xeon Phi 7120P с шириной векторного реги-
стра, равной восьми числам двойной точности, —
сокращение времени от 4 до 7 раз по сравнению
с невекторизованной версией в зависимости от
сложности компьютерных моделей. При этом на
обоих вычислителях размеры локальных масси-
вов и шаг счетного цикла Nv задавались равны-
ми восьми.

На рис. 12 приведены характерные зависимо-
сти коэффициента ускорения Spopt на одном яд-

Рис. 12. Зависимости коэффициента ускорения Spopt
на одном ядре вычислителя от количества элементов
в массиве исходных данных при Nv = 8: — Intel
Xeon E5-2680v2; — Intel Xeon Phi 7120P

ре вычислителя от количества элементов в мас-
сиве исходных данных для УРС ОСА [19].

Отметим, что при оптимальном числе то-
чек использование программ группировки и раз-
группировки данных снижает показатели уско-
рения от векторизации на 10—40% в зависимо-
сти от времени работы расчетных модулей.

На рис. 13 приведена характерная зависи-
мость эффективности распараллеливания от
числа omp-нитей. С увеличением числа ни-
тей эффективность распараллеливания снижа-
ется до 70%.

Рис. 13. Характерная зависимость эффективности
распараллеливания от числа omp-нитей N (T1 — вре-
мя работы одной нити; TN — время работы N нитей)

Заключение

Для адаптации к вычислительным системам
с SIMD-архитектурой вычислителей разработан
подход к организации параллельных вектори-
зованных вычислений с использованием авто-
векторизации и стандарта OpenMP в програм-
мах библиотеки УРС-ОФ, предназначенной для
расчета свойств веществ в составе ПП. Под-
ход включает в себя способ адаптации расчет-
ных модулей к параллельным и векторизован-
ным вычислениям свойств веществ на массивах
исходных данных, организацию структур дан-
ных, правила взаимодействия библиотеки с ПП.
Расчетные модули, разработанные с использова-
нием предложенного подхода, введены в состав
библиотеки УРС-ОФ.
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МЕТОД ПЕРЕСЧЕТА ТРЕХМЕРНОГО ПОЛЯ ТЕМПЕРАТУР
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПРОЧНОСТИ

В. И. Романов, Е. Е. Маслов, С. Ю. Гулаков
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Часто при проведении расчетных исследований прочности возникает необходимость
учитывать неравномерные тепловые поля, в условиях которых происходит деформи-
рование. Целью работы является описание метода передачи информации о простран-
ственном распределении температуры в расчетную прочностную модель конструкции.
На языке программирования Python реализована процедура интерполирования темпе-
ратуры в узлы конечно-элементной сетки для решения задач прочности по известным
значениям температуры в точках упорядоченного множества, являющихся, например,
узлами или центрами ячеек сетки для решения тепловой задачи. Процедура основы-
вается на решении задачи о поиске нескольких ближайших соседей. Для осуществле-
ния эффективного поиска информация о точках-узлах интерполирования представле-
на в виде октодерева. В произвольной пространственной точке неизвестное значение
температуры восстанавливается по известным значениям в точках-соседях с помощью
пространственной линейной интерполяции, основанной на использовании метода наи-
меньших квадратов.
Приводятся результаты тестирования описываемого метода на модельной задаче.

Показана высокая точность интерполирования. Описанный метод успешно применя-
ется авторами для учета теплового состояния транспортных упаковочных комплектов,
предназначенных для перевозки и хранения отработавшего ядерного топлива, при обос-
новании их безопасности. Намечены направления дальнейшего развития метода.

Ключевые слова: множество точек, задача о поиске ближайшего соседа, октодерево,
интерполяция, метод наименьших квадратов.

Введение

В связи с постоянным развитием вычисли-
тельной техники и программных комплексов все
чаще в расчетной практике используются боль-
шие сложные модели, которые без особых упро-
щений учитывают мелкие детали конструкций и
нюансы описываемых процессов. Минимизация
упрощений позволяет уйти от излишнего консер-
ватизма, закладываемого при расчетном обос-
новании безопасности изделий, что, в конечном
итоге, приводит к уменьшению материалоемко-
сти и стоимости конструкций, повышению удоб-
ства обращения.

При расчетном обосновании безопасности кон-
тейнеров для перевозки отработавшего ядерного
топлива одним из шагов к снижению консерва-
тизма является учет трехмерного распределения
температуры в прочностной задаче и соответ-

ствующее изменение механических свойств ма-
териалов. Также учет теплового поля позволяет
проследить эволюцию зазоров при температур-
ном расширении элементов конструкции и точ-
но определить их контактирующие поверхности
в разогретом состоянии, что может повлиять на
пространственное распределение температуры и
снизить консерватизм уже в тепловой задаче.

Поле температур определяется по результатам
исследований теплового состояния конструкции
и представляет собой таблицу с координатами
точек и соответствующими им значениями тем-
ператур. Для тепловой и прочностной задач
счетные сетки, покрывающие одну и ту же кон-
струкцию, не совпадают, так как основываются
на ячейках разной топологии. Ячейки тепло-
вой сетки являются произвольными многогран-
никами. В прочностной сетке могут исполь-
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зоваться четырех-, шести-, восьмиузловые объ-
емные конечные элементы (гексаэдры, пентаэд-
ры и тетраэдры) и трех-, четырех-, восьмиузло-
вые — оболочечные. Сетка для тепловой задачи
является более подробной по сравнению с проч-
ностной. В настоящее время тепловое состояние
контейнеров может исследоваться на сетке, со-
стоящей из нескольких десятков миллионов яче-
ек. Прочностная сетка для той же конструкции
обладает на порядок меньшим числом конечных
элементов — несколько миллионов — из-за более
сложной системы решаемых дифференциальных
уравнений, большего числа неизвестных. Поэто-
му возникает необходимость создания метода,
который позволяет без упрощений пересчитать
трехмерное температурное поле, полученное на
тепловой сетке, на сетку для решения прочност-
ных задач. Инструментом для реализации та-
кого метода авторами выбран свободно распро-
страняемый язык программирования Python.

Суть метода заключается в следующем. В
первую очередь необходимо убедиться, что теп-
ловая и прочностная сетки совмещены в про-
странстве. Затем для каждого узла конечно-
элементной прочностной сетки определяется
ближайшая точка (или ближайший набор точек)
тепловой сетки. Для прочностной точки значе-
ние температуры устанавливается то же, что в
найденной ближайшей тепловой точке, или на-
ходится интерполяцией по значениям для най-
денного набора ближайших тепловых точек. Та-
ким образом, задача о пересчете поля темпера-
тур сводится к задаче о нахождении ближайших
соседей и к трехмерной интерполяции по найден-
ному набору точек.

Постановка задачи и подход к ее решению

Пусть в трехмерном пространстве имеется
упорядоченное множество точек Q, для которых
известны значения температуры. Необходимо
получить неизвестное значение температуры в
произвольной точке p, являющейся, например,
узлом конечно-элементной сетки для решения
задачи прочности. Для этого необходимо опре-
делить для точки p ближайшую точку из мно-
жества точек Q или набор из нескольких бли-
жайших точек.

Самым простейшим способом нахождения
ближайших соседей является метод прямого по-
иска. Согласно этому методу для точки p следу-
ет вычислить расстояние до всех точек qi и вы-

брать из них такую, для которой оно минималь-
но. В случае, когда количество точек во мно-
жестве Q составляет несколько десятков мил-
лионов и подобный поисковый запрос необходи-
мо выполнить миллионы раз, время выполне-
ния данной процедуры становится несоизмери-
мым со сроками выполнения расчетных исследо-
ваний. Поэтому целесообразно расположить ин-
формацию о точках множества Q в соответствии
с некоторой структурой данных, облегчающей
поиск. Такие структуры позволяют не рассмат-
ривать в качестве ближайших соседей заведомо
далекие точки.

Существует несколько видов подобных струк-
тур данных, таких как Z -кривые, kd -деревья или
двоичные деревья поиска, R-деревья, деревья
покрытий [1—4]. В настоящей статье описывает-
ся способ поиска, основанный на использовании
октодерева, каждый внутренний узел которого
имеет ровно восемь потомков.

Структура октодерева

Узел дерева содержит информацию о некото-
рой пространственной области в форме прямо-
угольного параллелепипеда (кодирует эту об-
ласть). В данном случае это минимальные и
максимальные координаты вершин параллеле-
пипеда или минимальные координаты вершин
и длина ребра, если это куб. С точки зрения
экономии оперативной памяти, кубические обла-
сти предпочтительнее: тогда вместо шести чисел
можно хранить только четыре. Далее будет рас-
сматриваться именно этот случай.

Узел хранит признак того, является он край-
ним или нет. Крайним узлом, или листом, назы-
вается узел дерева, не имеющий потомков. При-
знаком того, что узел дерева является листом,
служит номер точки из множества Q, находя-
щейся внутри кодируемого им куба. Узел-лист
кодирует куб, в котором находится только од-
на точка множества Q. В случае, если узел не
является листом, значение признака полагается
равным −1.

Каждый куб, закодированный узлом дерева,
делится на восемь частей плоскостями, проходя-
щими через его центр и параллельными его гра-
ням. Порядок нумерации октантов куба для всех
узлов дерева принимается единым. Полученные
восемь октантов кодируются дочерними узлами,
принадлежащими следующему, большему уров-
ню дерева. Поэтому в узле должен храниться
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список из восьми номеров его дочерних узлов.
Если в списке дочерних узлов вместо положи-
тельного номера указывается −1, это означает,
что в соответствующем октанте не содержится
ни одной точки множества Q, он пуст и потом-
ков в этом направлении нет.

Пример октодерева, опирающегося на множе-
ство из четырех точек, представлен на рис. 1.

Создание дерева

Создание октодерева начинается с корневого
узла. В качестве кодируемого им куба опреде-
ляется габаритный куб, охватывающий все мно-
жество пространственных точек Q.

Развитие дерева происходит в результате "за-
селения" точек qi множества Q в кубы, кодиру-
емые узлами дерева. В габаритный куб, коди-
руемый корневым узлом, заселяется точка q1, и
корневой узел становится листом.

Заселение следующих точек из множества Q в
кубы, кодируемые узлами дерева, выполняется в
соответствии со следующей рекурсивной проце-
дурой.

Рис. 1. Пример октодерева и данные, хранимые в узле

Если узел дерева является листом, то его куб
делится на восемь октантов и точка, уже находя-
щаяся в кубе текущего узла, вытесняется в но-
вый узел с уровнем на единицу больше. Для те-
кущего узла устанавливается признак, что он не
является листом, и обновляется список его до-
черних узлов. Процедура заселения точки в те-
кущий узел повторяется.

Если узел дерева — не лист, то определяет-
ся дочерний узел, в куб которого попадает засе-
ляемая точка. Если такой узел существует, то
производится попытка заселить точку в куб это-
го дочернего узла. Если узла не существует, то
строится новый узел дерева на этом же уровне
для нового куба, содержащего заселяемую точ-
ку.

При заселении новой точки в куб узла-листа
можно анализировать расстояние до уже имею-
щейся там точки и значения температуры. Ес-
ли различия в расстоянии и температуре неболь-
шие, то можно новую точку не заселять. Тем
самым экономится оперативная память, умень-
шается количество уровней дерева.
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Процедура поиска ближайшего соседа

При нахождении ближайшего соседа для про-
извольной точки p в первую очередь необходимо
пройти по дереву, чтобы определить узел макси-
мального уровня, в куб которого она попадает.
Этот узел совсем необязательно будет листом. В
таком случае составляется список точек множе-
ства Q, попадающих внутрь куба, кодируемого
этим узлом. Методом прямого поиска из это-
го списка определяется точка, ближайшая к p.
Так как тепловая и прочностная сетки совмеще-
ны в пространстве, то, как правило, список по-
лучается короткий и прямой поиск выполняется
довольно быстро.

Найденная точка является только кандидатом
на звание ближайшей, расстояние от точки p до
точки-кандидата объявляется радиусом поиска.
Необходимо еще раз пройти по дереву, начиная
от корневого узла и рассматривая те узлы, для
которых расстояние от кодируемого куба до точ-
ки p меньше радиуса поиска.

Расстояние между кубом и точкой определя-
ется следующим образом. Если точка находится
внутри куба, то расстояние нулевое. В против-
ном случае вычисляется расстояние от точки до
ближайшей грани куба.

Если расстояние от точки p до точки q из те-
кущего рассматриваемого листа дерева меньше
радиуса поиска, то точка q принимается ближай-
шей, а значение радиуса поиска обновляется. В
результате второго обхода дерева определяется
ближайший сосед.

Для поиска нескольких ближайших соседей
можно модифицировать описываемую процеду-
ру путем исключения ранее найденных ближай-
ших точек из рассмотрения.

Интерполяция

Для вычисления значения поля в новой точке
по известным значениям в нескольких соседних
точках авторами используется метод наимень-
ших квадратов [5].

Пусть для точки p определен набор ближай-
ших точек из множества Q. В окрестности точки
p зависимость поля от координат можно пред-
ставить в виде разложения в ряд Тейлора и за-
менить суммой первых двух членов ряда:

f (x) ≈ f (p) + (x − p) · ∇f (p) .

Будет удобно ввести локальную систему коорди-
нат с началом в точке p, для которой нужно вос-

становить неизвестное значение поля. Тогда в
новой системе координат для i-й точки из набо-
ра соседей формулу можно записать как

fi ≈ f + xi∇fx + yi∇fy + zi∇fz,

где fi — известное значение температуры в точ-
ке qi с координатами xi, yi, zi в новой локальной
системе координат с началом в точке p; f — неиз-
вестное значение температуры в точке p, кото-
рое нужно восстановить; ∇fx, ∇fy, ∇fz — неиз-
вестные значения координат вектора градиента
поля.

Неизвестные значения температуры и компо-
нент градиента определяются из условия, что
для всего набора соседей сумма квадратов невя-
зок должна принять минимальное значение:

n∑
i=1

(fi − f − xi∇fx − yi∇fy − zi∇fz)2
f,∇f−−−→ min

(n — количество точек-соседей). Минимиза-
ция приведенного функционала сводится к ре-
шению системы линейных алгебраических урав-
нений Ax = b с матрицей

A =


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∑
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∑
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
,

вектором неизвестных переменных

x =
(

f, ∇fx, ∇fy, ∇fz
)T

и вектором правой части

b =

( ∑
i
fi,

∑
i
fixi,

∑
i
fiyi,

∑
i
fizi

)T

.

Такой метод удобен, так как заранее неизвест-
но, сколько будет соседей в окрестности точки
интерполирования, и точки-соседи могут распо-
лагаться хаотично, не в узлах регулярной сетки,
удобной для лагранжевой интерполяции.

Вид матрицы A также "подсказывает" стра-
тегию поиска ближайших соседей. Для решения
системы необходимо, чтобы определитель мат-
рицы отличался от нуля. Численные экспери-
менты показывают, что определитель такой мат-
рицы принимает ненулевые значения в случае,
если точки qi не лежат вблизи какой-либо плос-
кости или прямой. Поэтому искать ближайших
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соседей необходимо до тех пор, пока определи-
тель системы не примет достаточно большое зна-
чение. Набор ближайших соседей должен содер-
жать как минимум четыре точки.

Тестирование метода

Для демонстрации применимости предлагае-
мого метода пересчета рассматривается распре-
деление температуры в стенках однородной тру-
бы. Тепловое поле в данном случае обладает осе-
вой симметрией и не зависит от осевой и угло-
вой координат. Зависимость температуры от ра-
диуса является нелинейной и имеет следующий
вид [6]:

T (r) = T1 −
T1 − T2

ln
R2

R1

ln
r

R1
, (1)

где T1 = 0, T2 = 400 ◦C — значения температу-
ры на внутренней и внешней поверхностях тру-
бы соответственно; R1 = 300мм, R2 = 600мм —
внутренний и внешний радиусы.

Подготовлены две сетки, покрывающие один
и тот же фрагмент трубы. Первая сетка — ре-
гулярная опорная, для которой узловые значе-
ния температуры определены по формуле (1)
(рис. 2). Вторая сетка — произвольная тетраэд-
рическая (рис. 3, а), для которой значения поля
в узлах определяются с помощью интерполяции.

На рис. 3, б представлено поле температур во
фрагменте трубы, получаемое не интерполиро-
ванием, а переносом значений температуры в
узлы произвольной сетки из ближайших узлов
опорной сетки. Видно, что поле имеет неглад-

Рис. 3. Произвольная тетраэдрическая сетка (а) и поля температур, полученные переносом значений из
узлов опорной сетки (б ) и в результате интерполяции (в)

Рис. 2. Опорная сетка и тепловое поле

кий характер, заметно отличающийся от дей-
ствительного. В случае использования процеду-
ры интерполирования (рис. 3, в) распределение
температуры совпадает с заданным. Анализ раз-
личий показывает, что максимальная разница
между значениями, получаемыми с помощью ин-
терполяции, и аналитическими значениями со-
ставляет 9 ◦C, или 2,25%.

Применение

Представленный метод пересчета трехмер-
ного поля температур успешно применяется
в расчетной практике. Один из результа-
тов применения метода показан на рис. 4.
На данном рисунке для транспортного упа-
ковочного комплекта ТУК [7], разработанного
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Рис. 4. Распределение температуры в расчетных моделях ТУК: а — для тепловых расчетов; б — в листьях
октодерева; в — для прочностных расчетов

ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ" и предназначенного
для перевозки отработавшего ядерного топли-
ва, показаны поля температур, полученные в ре-
зультате расчетов тепловых задач и после пере-
счета на конечно-элементную сетку для проч-
ностных задач. Сеточная модель контейнера
для тепловых задач содержит примерно 36 млн
ячеек, для прочностных — около 9 млн узлов
конечно-элементной сетки. Время выполнения
процедуры пересчета теплового поля составляет
1 час.

На рис. 5, 6 показаны укрупненные фрагмен-
ты сеточных моделей, из которых видно, что
изолинии сгенерированного теплового поля для
прочностной задачи распределены идентично их
распределению для тепловой задачи.

Дальнейшее развитие метода

Тепловые и прочностные точки упорядочены в
пространстве как узлы расчетных сеток. Поэто-
му имеется возможность получения информации
о близости узлов внутри модели через кодиров-
ку конечных элементов. Возможно, использо-
вание такой дополнительной информации поз-
волит еще больше ускорить передачу тепловых
полей в прочностные задачи.

Также видится возможным ускорение процес-
са пересчета путем использования распаралле-
ливания. Узлы прочностной сетки можно раз-
делить на несколько групп, для каждой из
которых запускается свой процесс интерполяции
на отдельном ядре процессора.

После получения поля температур в узлах
прочностной сетки, возможно, стоит приме-
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Рис. 5. Поле температур в верхней части контейнера: а — для тепловых расчетов; б — в листьях октоде-
рева; в — для прочностных расчетов

Рис. 6. Поле температур в центральной части контейнера: а — для тепловых расчетов; б — в листьях
октодерева; в — для прочностных расчетов

нить сглаживание, например, на основе анали-
за градиентов температур в каждом конечном
элементе.
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УДК 519.63

MPI+OpenMP РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА СОПРЯЖЕННЫХ ГРАДИЕНТОВ
С ПРЕДОБУСЛОВЛИВАТЕЛЯМИ БЛОЧНОГО НЕПОЛНОГО

ОБРАТНОГО ТРЕУГОЛЬНОГО РАЗЛОЖЕНИЯ
ВТОРОГО И ПЕРВОГО ПОРЯДКА

О. Ю. Милюкова
(ИПМ им. М. В. Келдыша РАН, г.Москва)

Рассматривается новый предобусловливатель для решения систем линейных алгеб-
раических уравнений с симметричной положительно определенной разреженной мат-
рицей — предобусловливатель блочного неполного обратного треугольного разложе-
ния первого порядка по значению. Предлагается способ применения (MPI+OpenMP)-
технологии для построения и обращения предобусловливателей блочного неполного об-
ратного треугольного разложения второго и первого порядка по значению. При приме-
нении (MPI+OpenMP)-технологии число блоков в этих предобусловливателях кратно
числу используемых процессоров и числу используемых потоков. Проводится сравне-
ние времени решения задач с использованием исходной MPI-технологии и гибридной
(MPI+OpenMP)-технологии на примере модельной задачи и ряда задач из коллекции
разреженных матриц SuiteSparse. Сравнивается время решения этих задач методом
сопряженных градиентов с предобусловливателями блочного неполного обратного тре-
угольного разложения второго и первого порядка по значению.

Ключевые слова: разреженные матрицы, неявное блочное предобусловливание,
неполное треугольное разложение Холецкого, параллельное предобусловливание, ме-
тод сопряженных градиентов.

Введение

Рассмотрим задачу приближенного решения системы линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ) большого размера

Ax = b (1)

с симметричной положительно определенной разреженной матрицей общего вида

A = AT > 0.

Проблема построения эффективных численных методов решения СЛАУ (1) сохраняет свою ак-
туальность, так как во многих важных прикладных областях продолжают возникать новые поста-
новки таких задач. При этом наблюдается тенденция к росту размера матриц n, увеличению их
заполненности ненулевыми элементами, а также ухудшению обусловленности.

В настоящей работе для решения СЛАУ (1) большого размера применяется предобусловленный
метод сопряженных градиентов (CG), итерации которого осуществляются до выполнения условия

‖b−Axk‖ ≤ ε ‖b−Ax0‖ , где 0 < ε� 1. (2)

Для предобусловливания используется блочное неполное обратное разложение Холецкого BIIC
(Block Incomplete Inverse Cholesky) [1, 2] в сочетании с приближенным стабилизированным тре-
угольным разложением второго порядка по значению IC2S (τ) (0 < τ � 1) [3] — предобусловливание
BIIC-IC2S (τ) [4]. В работе также используется новое предобусловливание — BIIC в сочетании с
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приближенным треугольным разложением с отсечением по параметру 0 < τ � 1 первого порядка
IC1 (τ) (см., например, [5]) — предобусловливание BIIC-IC1 (τ) [6]. Предобусловливание IC1 (τ)
имеет ограниченную область применимости [7]. Предобусловливание BIIC-IC1 (τ) будем также на-
зывать блочным неполным обратным треугольным разложением первого порядка, а предобусловли-
вание BIIC-IC2S (τ) — блочным неполным обратным треугольным разложением второго порядка.

В работе [8] в качестве предобусловливателя предложена и исследована блочная версия неполного
обратного разложения Холецкого BIIC в сочетании с приближенным треугольным разложением вто-
рого порядка по значению IC2 (τ) [3] — BIIC-IC2 (τ). В BIIC-IC2S (τ) [4], в отличие от BIIC-IC2 (τ),
для построения предобусловливателя внутри блока используется IC2S (τ)-разложение. Методы со-
пряженных градиентов с предобусловливателями BIIC-IC2 (τ) и BIIC-IC2S (τ) были эффективно
реализованы на параллельных архитектурах с распределенной памятью [8, 4].

В настоящей работе основное внимание уделяется применению OpenMP-технологии для парал-
лельной реализации алгоритмов метода сопряженных градиентов с предобусловливателями BIIC-
IC2S (τ), BIIC-IC1 (τ) при проведении расчетов на многопроцессорной вычислительной системе.
Далее параметр τ в названиях этих предобусловливателей может быть опущен.

Проблеме использования высокоуровнего параллелизма (мелкозернистое или распараллеливание
алгоритма на потоки) при построении и обращении неявного факторизованного предобусловливате-
ля посвящен ряд работ. Неявный факторизованный предобусловливатель имеет вид B = LLT ≈ A−1

или B = LDLT ≈ A−1, где L — нижнетреугольная матрица, а D — диагональная матрица. Обраще-
ние предобусловливателя B = LLT сводится к решению двух треугольных систем для нахождения
вектора поправки в предобусловленном методе сопряженных градиентов. В работах [9—12] было
предложено использование нескольких итераций метода Якоби или блочного метода Якоби для
решения треугольных систем при применении предобусловливания неполного треугольного разло-
жения, что позволило использовать высокий уровень параллелизма. В работе [13] предлагается
безытерационный способ применения (MPI+OpenMP)-технологии при обращении неявного факто-
ризованного предобусловливателя, т. е. решении двух треугольных систем. В работе [14] пред-
лагается новый итерационный алгоритм неполных IC(0)-, IC(1)-, IC(2)-разложений, в котором все
ненулевые элементы треугольных матриц могут быть вычислены асинхронно.

Заметим, что использование явных предобусловливателей позволяет эффективно применять
(MPI+OpenMP)-технологию для параллельного решения СЛАУ (1) предобусловленным методом
сопряженных градиентов (см., например, [15—17]).

В работах [18, 19] предложены два безытерационных способа применения (MPI+OpenMP)-техно-
логии при построении и обращении неявного факторизованного предобусловливателя блочного ме-
тода Якоби в сочетании с IC(0) (неполным треугольным разложением Холецкого без заполнения) и
IC1(τ), в которых обращение предобусловливателя сводится к решению двух треугольных систем.
Эти способы основаны на переупорядочении узлов сетки типа DDO [20] внутри каждой подобласти
или уменьшении шаблона разреженности матрицы A при построении предобусловливателя.

Безытерационный способ применения (MPI+OpenMP)-технологии построения и обращения пре-
добусловливателей BIIC-IC1 и BIIC-IC2S, подробно рассматриваемый в настоящей работе, впервые
был предложен в работe [6]. В этой работe был также предложен безытерационный способ приме-
нения (MPI+OpenMP)-технологии построения и обращения предобусловливателя BIIC-IC1, осно-
ванный на переупорядочении узлов сетки типа DDO внутри каждой подобласти, полученной при
разбиении области расчета для параллельной реализации с использованием только MPI, и отсечении
по структуре ничтожно малого числа элементов матрицы предобусловливания при ее построении.

В формуле (1) предполагается, что матрица A уже переупорядочена, а вместо AP = PÃP T (P —
матрица перестановки, Ã — матрица коэффициентов исходной задачи) стоит A. В настоящей работе
применяются переупорядочения, уменьшающие среднюю ширину ленты матрицы, а именно пред-
ложенные в работах [21, 22], являющиеся обобщением упорядочения [4]. Подход, предложенный в
этих работах, позволяет одновременно произвести разбиение области расчета на подобласти. Будем
также предполагать, что матрица A отмасштабирована, т. е. ее диагональные элементы равны еди-
нице. Это достигается с использованием формулы ASP = D

−1/2
AP

APD
−1/2
AP

, где DAP
— диагональная
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часть матрицы AP . Далее вместо ASP будем использовать обозначение A, предполагая, что пере-
упорядочение и масштабирование уже выполнены.

Итак, в настоящей работе рассматривается безытерационный способ применения (MPI+OpenMP)-
технологии для построения и обращения предобусловливателя BIIC-IC2S и нового предобусловли-
вателя BIIC-IC1 для решения СЛАУ с симметричной положительно определенной матрицей. При
этом в предобусловливателе BIIC вместо p используется pm блоков, где p — число процессоров, m —
число потоков. OpenMP-технологии применяются для всех строк матрицы на этапах построения и
обращения предобусловливателей BIIC-IC2S и BIIC-IC1. Проводится сравнение времени решения
задач методом сопряженных градиентов с предобусловливателями BIIC-IC2S и BIIC-IC1 с исполь-
зованием MPI- и (MPI+OpenMP)-подходов на примере модельной задачи и ряда задач из коллекции
разреженных матриц SuiteSparse [23]. Время решения этих задач методом сопряженных градиентов
с предобусловливателями BIIC-IC2S и BIIC-IC1 также сравнивается между собой.

Предобусловленный метод сопряженных градиентов

Пусть требуется решить СЛАУ (1). Алгоритм 1 предобусловленного метода сопряженных гради-
ентов (см., например, [24]) имеет следующий вид:

r0 = b−Ax0; p0 = w0 = Hr0; γ0 = rT0 · p0;

для k = 0, . . . , пока rTk · rk > ε2
(
rT0 · r0

)
, выполнять

qk = Apk; αk = γk/
(
pT
k · qk

)
;

xk+1 = xk + αkpk; rk+1 = rk − αkqk; zk+1 = Hrk+1;

γk+1 = rTk+1 · zk+1; βk = γk+1/γk; pk+1 = zk+1 + βkpk,

где 0 < ε � 1; H — матрица предобусловливания (H ≈ A−1). Этот алгоритм использует операции
умножения разреженных матриц на вектор, вычисления скалярных произведений, элементарные
векторные операции, а также вычисление zk+1 = Hrk+1, p0 = w0 = Hr0. Принципиальная воз-
можность эффективной параллельной реализации всех операций, кроме вычисления Hrk+1, Hr0,
не вызывает сомнений даже при использовании большого числа процессоров и/или применении
OpenMP-технологии.

Предобусловливатели блочного неполного обратного разложения Холецкого
в сочетании с IC2S(τ ) и IC1(τ )

Приведем краткое описание блочной версии алгоритма неполного обратного разложения Холец-
кого BIIC [1, 2]. Пусть матрица A размерами n× n отмасштабирована, переупорядочена и разбита
на блоки, причем на блочной диагонали расположены p квадратных блоков размерами ns × ns,
1 ≤ s ≤ p. Для каждого s-го диагонального блока определим базисное множество индексов как
{ks−1 + 1, . . . , ks}, где ks = n1 + . . . + ns (k0 = 0; kp = n), и введем "перекрывающиеся" множества
индексов: {js (1) , . . . , js (ms − ns)}, js (l) ≤ ks−1 (l = 1, . . . ,ms−ns). Для каждого s такое множество
включает индексы, не превышающие ks−1, которые оказываются наиболее существенно связанными
с s-м базисным множеством индексов, например, в смысле графа смежности разреженной матри-
цы A. Здесь ms ≥ ns, ms — размер s-го расширенного блока, причем m1 = n1. Для каждого s-го
диагонального блока определим прямоугольные матрицы

Vs =
(
ejs(1) | . . . | ejs(ms−ns) | eks−1+1 | . . . | eks

)
, (3)

столбцы которых являются единичными n-векторами. Пусть U s — правый множитель в точном
треугольном разложении Холецкого расширенной диагональной (ms ×ms)-подматрицы:
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As = V T
s AVs = U

T
s U s, s = 1, . . . , p. (4)

Предобусловливатель блочного неполного обратного разложения Холецкого (BIIC) имеет вид [1, 2]

H =

p∑
s=1

VsU
−1
s

 0 0

0 Ins

U
−T
s V T

s . (5)

В работах [1, 2] показано, что BIIC-предобусловливатель обладает свойством K-оптимальности.
В формуле (5) для каждого s = 1, . . . , p для аппроксимации (ms ×ms)-подматриц As = V T

s AVs
заменим точное разложение Холецкого (4) соответствующим приближенным стабилизированным
треугольным разложением второго порядка по значению IC2S (τ) [3]:

V T
s AVs = UT

s Us + UT
s Rs +RT

s Us − Ss.

Здесь Us — верхнетреугольные матрицы; Rs — строго верхнетреугольные матрицы, ‖Rs‖ = O (τ);
‖Ss‖ = O

(
τ2
)
; 0 < τ � 1— порог отсечения; матрицы Vs определены по формуле (3). Напомним, что

перед построением матрицы предобусловливания IC2S (τ) необходимо выполнить масштабирование
матрицы A (см. выше).

Определим предобусловливатель BIIC-IC2S формулой [4]

H̃ =

p∑
s=1

VsU
−1
s

 0 0

0 Ins

U−T
s V T

s . (6)

Алгоритм вычисления элементов матриц Us и Rs приведен, например, в работах [3, 6]. При вы-
числении uii — диагональных элементов матрицы Us (uii зависят от s) — необходимо извлекать
квадратный корень из числа, которое определяется в процессе вычисления элементов строк этих
матриц с номерами, не превышающими i (для каждого s). Доказано, что в случае вычисления
предобусловливателя IC2S (τ) не может возникнуть ситуации, когда вычисленное подкоренное вы-
ражение отрицательно [3]. То есть метод сопряженных градиентов с предобусловливанием IC2S (τ)
является безотказным для любой симметричной положительно определенной матрицы A. Метод
сопряженных градиентов с предобусловливанием BIIC-IC2S (τ) тоже является безотказным.

Теперь в формуле (5) для каждого s = 1, . . . , p для аппроксимации (ms × ms)-подматриц As =
= V T

s AVs заменим точное разложение Холецкого (4) соответствующим приближенным треугольным
разложением первого порядка по значению IC1 (τ):

V T
s AVs = ÛT

s Ûs − Es,

где Ûs — верхнетреугольные матрицы; ‖Es‖ = O (τ). Один из первых алгоритмов, в котором за
основу построения матрицы предобусловливания берется точный алгоритм треугольной фактори-
зации, а на его определенных этапах вносится отсечение возникающих элементов матриц, малых
относительно порога, зависящего от τ , опубликован в работе [5]. Перед построением матрицы пре-
добусловливания IC1 (τ) тоже необходимо обеспечить, чтобы матрицы As = V T

s AVs были отмас-
штабированы.

Определим предобусловливатель BIIC-IC1 формулой

Ĥ =

p∑
s=1

VsÛ
−1
s

 0 0

0 Ins

 Û−T
s V T

s . (7)

Алгоритм вычисления элементов матрицы Ûs приведен, например, в работах [6, 19]. Метод со-
пряженных градиентов с предобусловливанием BIIC-IC1 (τ) имеет ограниченную область примени-
мости, в ряде случаев для безотказности требуется чрезмерное уменьшение параметра τ .
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Алгоритмы параллельной реализации

Пусть матрица A переупорядочена, отмасштабирована и разбита на p блоков. В настоящей ра-
боте, не ограничивая общности, в предобусловливателях BIIC-IC2S и BIIC-IC1 будем использовать
перекрытие (налегание) с шириной q = 1. Перед вычислением матрицы предобусловливания на
каждом процессоре с номером s (1 ≤ s ≤ p) строятся матрицы As = V T

s AVs размерами ms×ms; для
этого осуществляются необходимые пересылки строк матрицы A.

Параллельная реализация вычисления предобусловливателей BIIC-IC2S, BIIC-IC1, определенных
по формулам (6), (7), с использованием только MPI не представляет труда. Для вычисления эле-
ментов матриц Us и Ûs используются алгоритмы из работ [3] или [19], пересылок не требуется. Так
же, как в работе [4], матрицы UT

s и ÛT
s не вычисляются.

Обращение предобусловливателя z = H̃r, где H̃ определено по (6), происходит следующим обра-
зом [4]. Перед началом вычислений элементы вектора rs с индексами js (1) , . . . , js (ms − ns) должны
быть переданы на процессор с номером s. Затем на каждом процессоре с номером s вычисляются

zs = U−1
s

 0 0

0 Ins

U−T
s rs.

Используется способ обращения матриц UT
s , предложенный в [4]. После вычисления zs следует вы-

полнить необходимые пересылки элементов вектора zs с индексами js (1) , . . . , js (ms − ns) на другие
процессоры. Аналогично происходит обращение предобусловливателя BIIC-IC1.

Рассмотрим способ параллельной реализации этапов построения и обращения предобусловливате-
лей с использованием (MPI+OpenMP)-технологии. Разобъем всю область расчета сразу на pm под-
областей, где p — число используемых процессоров, m — число используемых потоков. На процессо-
ре с номером s будут производиться вычисления в "большой" подобласти с номером s, состоящей из
подобластей с номерами t = (s− 1)m + 1, . . . , sm, полученных при разбиении. При использовании
(MPI+OpenMP)-технологии число блоков в предобусловливателях BIIC-IC2S и BIIC-IC1 равно pm.

Для построения предобусловливателей BIIC-IC2S, BIIC-IC1 на каждом процессоре с номером s
сначала создаются m матриц At = V T

t AVt, где t = (s− 1)m + 1, . . . , sm. При этом выполняются
необходимые пересылки строк матрицы A. Затем по отмасштабированным матрицам At на процес-
соре с номером s (s = 1, . . . , p) с использованием алгоритмов из работ [3] или [19] строятся матрицы
Ut или Ût (t = (s− 1)m + 1, . . . , sm). При этом для каждого t вычисления элементов матриц Ut

или Ût выполняются в своем потоке, все рекурсивные вычисления при построении матриц Ut или
Ût выполняются внутри потоков. В программе необходимо задать число внутренних блоков с нале-
ганием, равное m, и инициализировать число нитей, совпадающее с числом внутренних блоков. В
настоящей работе на этапе построения предобусловливателей для циклов по t1 = 1, . . . ,m исполь-
зуется директива do с опцией schedule static, внутри циклов по t1 осуществляется построение
матриц Ut или Ût.

При построении матриц At (t = (s− 1)m + 1, . . . , sm) на каждом процессоре с номером s (s =
= 1, . . . , p) тоже используются OpenMP-технологии с числом нитей m. В настоящей работе на этапе
построения матриц At для внешних циклов по t1 = 1, . . . ,m используется директива do с опцией
schedule static.

Обращение предобусловливателя BIIC-IC2S c использованием формулы

zt = U−1
t

 0 0

0 Int

U−T
t rt, t = (s− 1)m+ 1, . . . , sm, s = 1, . . . , p (8)

происходит следующим образом. Перед началом вычислений элементы векторов rt для t =
= (s− 1)m + 1, . . . , sm, необходимые для расчетов и хранящиеся в памяти других процессоров,
должны быть переданы на процессор с номером s. Для каждого t = (s− 1)m + 1, . . . , sm вы-
числения по формуле (8) выполняются в своем потоке. В настоящей работе при вычислении zt
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для выполнения циклов по t1 = 1, . . . ,m используется директива do с опцией schedule static.
Применяется способ обращения матриц UT

t , предложенный в [4]. После вычисления zt для всех
t = (s− 1)m+1, . . . , sm, s = 1, . . . , p, следует выполнить необходимые пересылки. Аналогично про-
исходит обращение предобусловливателя BIIC-IC1 с использованием (MPI+OpenMP)-технологии.

Заметим, что для случая p = 1 выше описан способ параллельной реализации этапов построения и
обращения предобусловливателей BIIC-IC2S и BIIC-IC1 для m блоков с налеганием с применением
OpenMP-технологии.

Вычислениe элементов вектора qk = Apk, где k — номер итерации в алгоритме 1 предобуслов-
ленного метода сопряженных градиентов, выполняется следующим образом [15, 16]. Матрица A
хранится в памяти в распределенном CRS-формате, содержит верхнюю и нижнюю треугольные
матрицы. Сначала производится пересылка значений компонент вектора pk, необходимых для вы-
числения части вектора qk на рассматриваемом процессоре с номером s (s = 1, . . . , p), хранящихся
в памяти других процессоров. В случае применения OpenMP-технологии для вычисления (qk)i
(компонент вектора qk) на каждом процессоре для своей группы индексов i для выполнения цикла
по i в настоящей работе используется директива do с опцией schedule static. Заметим, что, как
показали расчеты задач методом CG с предобусловливанием Якоби в работах [15, 16], использо-
вание параметров dynamic; guided; guided, 6 в этой опции, как правило, не позволяет ускорить
вычисления по сравнению с использованием параметра static.

MPI-реализация вычислений векторных операций и скалярных произведений в алгоритме 1 хо-
рошо известна. При применении (MPI+OpenMP)-подхода для вычислений векторных операций и
частичных сумм в скалярных произведениях в настоящей работе использовалась директива do с
опцией schedule static.

Результаты расчетов

В настоящем разделе метод сопряженных градиентов с предобусловливанием BIIC-IC2S будем
называть BIIC2S-CG, метод сопряженных градиентов с предобусловливанием BIIC-IC1 будем назы-
вать BIIC1-CG. Программы, реализующие применение методов BIIC2S-CG, BIIC1-CG для решения
СЛАУ (1), были написаны на языке FORTRAN 90 с использованием (MPI+OpenMР)-технологии.
Расчеты проводились на многопроцессорном вычислительном кластере К60, установленном в ЦКП
ИПМ им. М. В. Келдыша РАН. В состав кластера К60 входят 85 вычислительных узлов, содер-
жащих 2 380 ядер (по 28 ядер на модуль). Каждый узел представляет собой двухпроцессорный
сервер с процессорами Intel Xenon E5-2690 v4. Cуммарная пиковая производительность кластера —
80,9 Тфлопс.

Тестирование и сравнение методов производились с помощью решения модельной задачи — раз-
ностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона в единичном квадрате на ортогональной сетке
с n = 1048 576. Использовалась стандартная 5-точечная аппроксимация лапласиана (имя матри-
цы 5_1048576). Для тестирования рассматриваемых параллельных методов использовались также
некоторые матрицы из коллекции разреженных матриц SuiteSparse [23]. Перечислим имена исполь-
зуемых тестовых матриц и укажем источники их происхождения:

apache2 — трехмерная конечно-разностная схема;
parabolic_fem — уравнение диффузии-конвекции с постоянным переносом;
ecology2 — приложение теории электрических цепей к задаче передачи генов;
boneS01 — модель трубчатой кости;
cfd2 — вычислительная гидродинамика (уравнение давления).

В табл. 1 приведены некоторые свойства этих матриц: NZA — число ненулевых элементов мат-
рицы A; Id — количество строк без диагонального преобладания; Ip — количество положительных
внедиагональных элементов; nzmin, nzmax — минимальное и максимальное числа ненулевых элемен-
тов в строках матрицы A; значения Cond (A0), где A0 = (DA)

−1/2A (DA)
−1/2 — матрица системы

уравнений после масштабирования, взяты из работы [25].
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Таблица 1
Свойства некоторых матриц из коллекции разреженных матриц SuiteSparse

Матрица A n NZA Id Ip nzmin nzmax Cond (A0)

apache2 715 176 4 817 870 2 0 4 8 0,12 · 107
parabolic_fem 525 825 3 674 625 0 1 048 576 3 7 0,20 · 106
ecology2 999 999 4 995 991 1 124 0 3 5 0,63 · 108
boneS01 127 224 5 516 602 127 222 2 064 830 12 67 0,13 · 108
cfd2 123 440 3 085 406 123 440 936 464 8 30 0,15 · 107

Модельную задачу далее будем называть задачей 1. Задачу с матрицей parabolic_fem будем
называть задачей 2, задачи с матрицами apache2, ecology2 — соответственно задачами 3, 4, а с
матрицами boneS01, cfd2 — задачами 5, 6.

Решалось уравнение Ax = b, где A — отмасштабированная матрица (A = A0) с единичной правой
частью (bi ≡ 1), начальное приближение x0 ≡ 0, счет продолжался до выполнения условия (2), где
ε = 10−8. Для разбиения области расчета на p подобластей, а также на pm подобластей (при приме-
нении (MPI+OpenMP)-технологии) применялся алгоритм [21]. Использовалось налегание шириной
q = 1. В качестве параметра отсечения при решении всех задач методом BIIC2S-CG использовалось
значение τ = 0,01. При решении задач 1—4 методом BIIC1-CG использовалось значение τ = 0,01,
а задачи 5 — τ = 0,005, что было продиктовано требованием безотказности метода BIIC1-CG при
решении этой задачи. При решении задачи 6 методом BIIC1-CG для безотказности метода необхо-
димо использовать чрезмерно малое значение τ , поэтому решение этой задачи данным методом не
проводилось.

В табл. 2—6 приведены число итераций и время счета методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG тестовых
задач 1––5 при применении для параллельной реализации MPI- и (MPI+OpenMP)-технологий. В
табл. 7 приводятся результаты расчетов методом BIIC2-CG тестовой задачи 6 с применением этих
же технологий. При применении (MPI+OpenMP)-технологии расчеты проводились с использова-
нием 3, 4, 6, 8, 12, 16 нитей. В табл. 2––7 приведены результаты, оптимальные по числу нитей для
каждого числа процессоров p c точки зрения времени вычислений, и соответствующие им значения
числа использованных нитей. Приведены также коэффициенты ускорения счета µ благодаря при-
менению OpenMP-технологии на том же числе процессоров. Под временем вычислений в табл. 2––7
подразумевается время счета итерационного процесса в сумме со временем вычисления предобу-
словливателя.

На рис. 1—6 приведены зависимости времени счета tp тестовых задач от числа процессоров
в логарифмическом масштабе с использованием MPI- и (MPI+OpenMP)-технологий для методов
BIIC2S-CG и BIIC1-CG.

Таблица 2
Число итераций и время счета (в секундах) методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG задачи с матри-
цей 5_1048576 на p процессорах без использования и с использованием OpenMP-технологии

BIIC2S-CG BIIC1-CG
p

MPI MPI+OpenMP MPI MPI+OpenMP
µ µ

Число Время Число Время Число Число Время Число Время Число
итераций счета итераций счета нитей итераций счета итераций счета нитей

2 342 17,4 421 5,73 12 3,04 401 19,55 469 6,13 12 3,19
4 343 9,93 421 4,62 6 2,15 401 11,02 444 6,33 4 1,74
8 375 5,96 421 3,8 3 1,57 435 6,67 469 4,05 3 1,65
10 374 4,5 414 4,63 3 0,97 427 5,04 493 4,17 3 1,2
16 386 3,52 442 3,9 3 0,9 444 3,86 493 4,16 3 0,93
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Таблица 3
Число итераций и время счета (в секундах) методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG задачи с матри-
цей parabolic_fem на p процессорах без использования и с использованием OpenMP-технологии

BIIC2S-CG BIIC1-CG
p

MPI MPI+OpenMP MPI MPI+OpenMP
µ µ

Число Время Число Время Число Число Время Число Время Число
итераций счета итераций счета нитей итераций счета итераций счета нитей

2 296 8,79 368 3,22 12 2,73 415 10,98 454 3,19 12 3,44
4 323 5,22 368 2,63 6 1,98 418 5,79 453 3,14 4 1,84
8 346 2,94 368 2,03 3 1,45 440 3,27 454 2,08 3 1,57
10 359 3,24 399 3,06 3 1,05 463 3,09 497 2,66 4 1,16
16 357 1,59 424 2,33 3 0,68 353 1,80 509 2,28 3 0,79

Таблица 4
Число итераций и время счета (в секундах) методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG задачи с матри-
цей apache2 на p процессорах без использования и с использованием OpenMP-технологии

BIIC2S-CG BIIC1-CG
p

MPI MPI+OpenMP MPI MPI+OpenMP
µ µ

Число Время Число Время Число Число Время Число Время Число
итераций счета итераций счета нитей итераций счета итераций счета нитей

2 403 15,85 509 5,63 12 2,81 489 16,69 542 6,78 8 2,46
4 418 10,5 509 4,71 6 2,23 501 11,21 611 6,89 8 1,63
8 451 5,17 509 3,86 3 1,34 529 5,36 577 4,3 3 1,25
10 461 4,61 560 5,28 3 0,87 540 4,60 618 5,29 3 0,86
16 481 2,99 581 3,99 3 0,75 542 2,97 645 4,5 3 0,66

Таблица 5
Число итераций и время счета (в секундах) методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG задачи с матри-
цей ecology2 на p процессорах без использования и с использованием OpenMP-технологии

BIIC2S-CG BIIC1-CG
p

MPI MPI+OpenMP MPI MPI+OpenMP
µ µ

Число Время Число Время Число Число Время Число Время Число
итераций счета итераций счета нитей итераций счета итераций счета нитей

2 560 27,55 544 7,49 16 3,68 697 31,84 809 10,19 12 3,12
4 608 14,8 698 6,71 6 2,21 721 17,3 790 9,98 4 1,74
8 623 8,32 698 5,45 3 1,53 740 9,87 809 6,68 3 1,48
10 634 7,19 714 7,72 3 0,93 751 8,25 846 8,2 4 1,01
16 677 5,48 737 5,48 3 1,0 790 6,27 854 7,07 3 0,88

Как видно из табл. 2—7 и рис. 1—6, применение (MPI+OpenMP)-технологии позволяет значи-
тельно быстрее, чем при применении только MPI, выполнять решение всех тестовых задач методом
BIIC2S-CG при p < 10. При p = 10 и 16 применение OpenMP-технологии для решения тестовых
задач методом BIIC2S-CG становится нецелесообразным.

Как видно из табл. 2—6 и рис. 1—5, применение (MPI+OpenMP)-технологии для решения задач 1—
5 позволяет значительно ускорить их решение методом BIIC1-CG по сравнению с использованием
только MPI при p < 10. При p = 10 и 16 применение OpenMP-технологии для решения тестовых
задач методом BIIC1-CG становится нецелесообразным.
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Таблица 6
Число итераций и время счета (в секундах) методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG задачи с матри-
цей boneS01 на p процессорах без использования и с использованием OpenMP-технологии

BIIC2S-CG BIIC1-CG
p

MPI MPI+OpenMP MPI MPI+OpenMP
µ µ

Число Время Число Время Число Число Время Число Время Число
итераций счета итераций счета нитей итераций счета итераций счета нитей

2 301 12,28 366 3,62 12 3,39 301 10,09 365 3,4 12 2,96
4 324 6,89 366 3,26 6 2,11 348 6,19 402 3,2 12 1,93
8 332 3,91 366 2,69 3 1,45 335 3,28 365 2,44 3 1,34
10 350 3,27 380 3,21 3 1,02 376 3,02 378 2,99 3 1,01
16 357 2,19 390 2,5 3 0,88 380 2,04 404 2,32 3 0,88

Таблица 7
Число итераций и время счета (в секундах) методом BIIC2S-CG задачи с матрицей cfd2 на p
процессорах без использования и с использованием OpenMP-технологии

MPI MPI+OpenMP
p µ

Число Время Число Время Число
итераций счета итераций счета нитей

2 296 8,61 436 3,15 12 2,73
4 333 5,14 436 2,76 6 1,86
8 386 3,20 436 2,36 3 1,35
10 393 2,61 462 2,61 3 1,0
16 428 2,09 515 2,23 3 0,94

Рис. 1. Времена счета задачи c матрицей 5_1048576
методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG с использова-
нием технологий MPI и MPI+OpenMP: • —
BIIC1-CG, MPI; - -•- - — BIIC1-CG, MPI+OpenMP;

� — BIIC2S-CG, MPI; - -�- - — BIIC2S-CG, MPI+
+OpenMP

Рис. 2. Времена счета задачи c матрицей
parabolic_fem методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG с
использованием технологий MPI и MPI+OpenMP:
• — BIIC1-CG, MPI; - -•- - — BIIC1-CG, MPI+

+OpenMP; � — BIIC2S-CG, MPI; - -�- - — BIIC2S-
CG, MPI+OpenMP

Заметим, что алгоритм построения матрицы предобусловливания BIIC-IC1 значительно проще,
чем матрицы предобусловливания BIIC-IC2S, и время вычисления предобусловливателя BIIC-IC1,
как правило, меньше, чем время вычисления предобусловливателя BIIC-IC2S, особенно для случая
не очень сильно разреженных матриц. Однако ожидается, что скорость сходимости итерационного
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Рис. 3. Времена счета задачи c матрицей apache2
методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG с использова-
нием технологий MPI и MPI+OpenMP: • —
BIIC1-CG, MPI; - -•- - — BIIC1-CG, MPI+OpenMP;

� — BIIC2S-CG, MPI; - -�- - — BIIC2S-CG, MPI+
+OpenMP

Рис. 4. Времена счета задачи c матрицей ecology2
методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG с использова-
нием технологий MPI и MPI+OpenMP: • —
BIIC1-CG, MPI; - -•- - — BIIC1-CG, MPI+OpenMP;

� — BIIC2S-CG, MPI; - -�- - — BIIC2S-CG, MPI+
+OpenMP

Рис. 5. Времена счета задачи c матрицей boneS01
методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG с использова-
нием технологий MPI и MPI+OpenMP: • —
BIIC1-CG, MPI; - -•- - — BIIC1-CG, MPI+OpenMP;

� — BIIC2S-CG, MPI; - -�- - — BIIC2S-CG, MPI+
+OpenMP

Рис. 6. Времена счета задачи c матрицей cfd2
методом BIIC2S-CG с использованием технологий
MPI ( � ) и MPI+OpenMP (- -�- -)

процесса в методе BIIC2S-CG должна быть выше, чем в BIIC1-CG. Кроме того, метод BIIC2S-CG
является безотказным.

Как видно из табл. 2—5 и рис. 1—4, решение задач 1—4 методом BIIC2S-CG с применением MPI
и MPI+OpenMP в подавляющем большинстве случаев происходит быстрее, чем методом BIIC1-CG.
Для задач 1—4 число итераций метода BIIC2S-CG меньше числа итераций метода BIIC1-CG как
без использования, так и при использовании OpenMP-технологии. Решение задачи 5 с более запол-
ненной матрицей boneS01 методами BIIC2S-CG и BIIC1-CG выполнялось с разными значениями τ .
При этом, как видно из табл. 6 и рис. 5, решение этой задачи методом BIIC2S-CG с применением
MPI и MPI+OpenMP происходит немного медленнее, чем методом BIIC1-CG.
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На рис. 7 приведены графики ускорения счета задач ν методами BIIC2S-CG и BIIC-CG с приме-
нением MPI- и (MPI+OpenMP)-технологий по сравнению с расчетами на двух процессорах.

Как видно из рис. 7, а, при решении задач 1—4, 6 при p ≤ 8, а задачи 5 — при p < 8 методом
BIIC2S-CG с применением (MPI+OpenMP)-технологии наблюдается сверхлинейное ускорение. Как
видно из рис. 7, б, при решении задач 1, 2, 4, 5 при p ≤ 8, а задачи 4 — при p < 8 методом BIIC1-CG
с применением (MPI+OpenMP)-технологии также наблюдается сверхлинейное ускорение.

Уменьшение эффекта от использования OpenMP-технологии с увеличением числа процессоров
объясняется, в частности, уменьшением числа строк матрицы, приходящихся на каждый процес-
сор, т. е. уменьшением вычислительной работы на каждом процессоре. В работе [6] проведено
исследование влияния размера матрицы на эффективность использования OpenMP-технологии с
помощью решения модельных задач — разностных задач Дирихле для уравнения Пуассона в еди-
ничной квадратной области на равномерной ортогональной сетке с возрастающим числом узлов.
Решение этих задач выполнялось методом BIIC2S-CG без использования налегания (q = 0). В этом
случае имеет место предобусловливание блочным методом Якоби в сочетании с IC2S(τ) (BJIC2(τ)).
Расчеты продемонстрировали, что с увеличением размера матрицы эффективность использования
OpenMP-технологии для фиксированного числа процессоров возрастает.

В настоящей работе в качестве тестовых матриц использовались матрицы относительно неболь-
шого размера. При расчетах реальных физических задач размеры матриц, как правило, значитель-
но больше. Можно ожидать, что потеря эффективности от применения OpenMP-технологии при
решении задач наступит при значительно большем числе процессоров.

Рис. 7. Ускорения счета задач при использовании методов BIIC2S-CG (а) и BIIC21-CG (б) с применением
технологий MPI (——) и MPI+OpenMP (- - -): � — 5_1048576; � — parabolic_fem; � — apache2; � — ecology2;
� — boneS01; � — cfd2; • — идеальное ускорение

Заключение

В работе рассмотрен новый предобусловливатель BIIC-IC1 для решения СЛАУ (1) методом со-
пряженных градиентов. Предложен способ применения (MPI+OpenMP)-технологии для постро-
ения и обращения предобусловливателей BIIC-IC2S и BIIC-IC1 с числом блоков, кратным числу
процессоров и числу используемых потоков. С помощью расчетов модельной задачи и ряда за-
дач из коллекции разреженных матриц SuiteSparse показано, что использование (MPI+OpenMP)-
технологии для реализации метода сопряженных градиентов с предобусловливателями BIIC-IC2S(τ)
и BIIC-IC1(τ) позволяет существенно ускорить вычисления по сравнению с применением только
MPI для не слишком большого числа узлов суперкомпьютерной системы. При этом наблюдается
сверхлинейное ускорение расчетов. Как показали расчеты, в подавляющем большинстве случаев

– 58 –



MPI+OpenMP реализация метода сопряженных градиентов. . .

решение тестовых задач методом сопряженных градиентов с предобусловливанием BIIC-IC2S(τ)
происходит быстрее, чем с предобусловливанием BIIC-IC1(τ), как при использовании MPI, так и
при применении (MPI+OpenMP)-технологии.
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ВЛИЯНИЕ МАТЕРИАЛА ПОДЛОЖКИ ОХЛАЖДАЕМОГО
ИНФРАКРАСНОГО МАТРИЧНОГО ФОТОПРИЕМНИКА НА НАГРЕВ
ЕГО ФОТОЧУВСТВИТЕЛЬНОГО СЛОЯ ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ

С ИНТЕНСИВНЫМ ЛАЗЕРНЫМ ИЗЛУЧЕНИЕМ

А. Э. Запонов, Д. С. Конради
(ВА РВСН им. Петра Великого, г. Балашиха Московской области)

В пакете программ инженерного анализа и суперкомпьютерного моделирования "Ло-
гос" разработаны и реализованы расчетные модели взаимодействия интенсивного ла-
зерного излучения с матричными фотоприемниками на основе InSb и CdxHg1−xTe с
подложками из Si, GaAs, Ge, InAs для определения их влияния на формирование и
эволюцию возникающих при этом тепловых полей. Проанализированы и представле-
ны в аналитическом виде температурные зависимости оптических и теплофизических
характеристик исследуемых материалов. Показаны полученные результаты моделиро-
вания, проведены их анализ и обобщение.

Ключевые слова: матричные фотоприемники, лазерное излучение, компьютерное мо-
делирование, материал подложки, пакет программ "Логос".

Введение

Моделированию взаимодействия интенсивного лазерного излучения (ЛИ) с охлаждаемыми ин-
фракрасными матричными фотоприемниками (МФП) на основе полупроводниковых материалов
антимонида индия (InSb) и твердых растворов кадмия-ртути-теллура (CdxHg1−xTe, где x показы-
вает долю Cd в растворе) посвящено множество работ [1—4]. Расчеты в них основаны на решении
нестационарного трехмерного уравнения теплопроводности с определенными начальными и гра-
ничными условиями. Моделирование нагрева МФП при воздействии на него ЛИ осуществляется
с помощью численных методов в конечно-элементной форме с использованием обеспечивающих
требуемую детализацию расчетных сеток, что позволяет получить достаточно точные результаты.
Однако в указанных работах рассмотрены случаи взаимодействия с ЛИ фоточувствительных слоев,
размещенных на подложке из кремния, в то время как возможно использование других материалов,
оптически прозрачных в требуемом диапазоне длин волн. Отличные от параметров кремния опти-
ческие и теплофизические характеристики способны существенно изменить температурное поле,
формирующееся в МФП при воздействии на него ЛИ с теми же значениями энергии и длительно-
сти.

Анализ устройства и конструкции современных инфракрасных МФП позволил установить, что в
качестве материалов подложек для приемников среднего и дальнего инфракрасного диапазона спек-
тра, кроме кремния (Si), также используются арсенид галлия (GaAs), германий (Ge), арсенид индия
(InAs) [5—7]. Применение конкретного (определенного) материала обусловлено его стоимостью, оп-
тической прозрачностью в требуемом диапазоне спектра, возможностью образовывать прочное со-
единение с материалом фоточувствительного слоя и другими требованиями. Таким образом, целью
данной работы является определение влияния материала подложки на формирование и эволюцию
тепловых полей в МФП, возникающих в результате его взаимодействия с интенсивным ЛИ.

Исходя из цели сформированы частные задачи исследования:
1) разработка расчетной модели взаимодействия интенсивного ЛИ с МФП на основе InSb и

CdxHg1−xTe;
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2) определение зависимостей оптических и теплофизических характеристик исследуемых мате-
риалов от температуры для уточнения расчетной модели;

3) проведение расчетов с использованием разработанной модели и анализ полученных результа-
тов.

Расчетная модель взаимодействия интенсивного ЛИ
с МФП на основе InSb и CdxHg1−xTe

Расчетная модель разработана в пакете программ инженерного анализа и суперкомпьютерного
моделирования "Логос" по ряду причин [8]:

– данное программное обеспечение — отечественного производства и сертифицировано для ис-
пользования в государственных учреждениях Российской Федерации;

– графический интерфейс и возможность автоматического построения расчетной сетки позво-
ляют упростить процесс моделирования;

– имеются возможности распараллеливания алгоритмов и использования высокопроизводитель-
ных и суперЭВМ для уменьшения времени расчетов.

В качестве объекта исследований выбраны многослойные МФП на основе InSb и CdxHg1−xTe,
содержащие 64× 64 чувствительных элемента (ЧЭ) размером 25мкм× 25мкм. ЧЭ сформированы
на подложке толщиной 400мкм при толщине фоточувствительных слоев 25мкм, в качестве контак-
тов ЧЭ с мультиплексором используются индиевые (In) столбы со стороной поперечного сечения
(квадрата) 20мкм и высотой 8мкм. Трехмерная модель элемента МФП показана на рис. 1.

Для проведения расчетов приняты следующие граничные условия:

– верхняя (облучаемая ЛИ) поверхность подложки излучает в окружающую среду;

– через нижнюю поверхность In-столба проис-
ходит сток тепла в мультиплексор за счет
теплопроводности, что моделируется гранич-
ными условиями третьего рода со значением
коэффициента теплоотдачи, подобранным та-
ким образом, что обеспечивается охлаждение
МФП от 300 до 80К за 5мин [6];

– стенки боковых поверхностей ЧЭ теплоизоли-
рованы.

В качестве начальных условий принято равно-
мерное распределение температуры в МФП: T0 =
= 80К.

Для расчетов выбрана сетка с переменным про-
странственным шагом, где по толщине каждый ЧЭ
разбивался в слое подложки на 10, а в фоточув-
ствительных слоях и In-столбах — на 5 интервалов.
В поперечном сечении все элементы МФП разби-
вались на 3 интервала в каждом координатном на-
правлении.

В расчетах моделировалось воздействие на МФП
сквозь подложку импульсным ЛИ с длиной волны
3,98мкм и равномерным распределением энергии в
сечении пучка, полностью накрывающим один ЧЭ
площадью 1,225 · 10−5 см2 в геометрическом цен-
тре МФП. Моделирование проводилось для моно-
импульса ЛИ с энергией 2мДж при длительности
воздействия 400мкс и форме импульса строб.

Рис. 1. Схематическое изображение объемной мо-
дели ЧЭ МФП
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Зависимости оптических и теплофизических характеристик исследуемых материалов
от температуры

Систематизированный набор результатов экспериментальных исследований физических характе-
ристик полупроводниковых материалов содержится в тематической базе данных [9] в графическом
виде. При помощи оцифровки графиков были получены значения характеристик, соответствующие
экспериментальным с точностью до тысячных. По результатам оцифровки с помощью лицензи-
онного пакета программ Mathcad для исследуемых материалов получены значения и выражения,
наиболее точно описывающие зависимости их оптических и теплофизических характеристик от тем-
пературы (табл. 1—3).

Приведенные выражения соответствуют имеющимся экспериментальным данным для исследуе-
мых материалов с коэффициентом корреляции не ниже 0,95 и использованы при уточнении мате-
матической модели с целью повышения точности получаемых результатов расчетов.

Таблица 1
Значения коэффициентов поглощения и плотности исследуемых материалов при температуре
300 К

Материал подложки Коэффициент поглощения Плотность, кг/м3

GaAs 0,25 7 390
Ge 0,2 5 330
InAs 0,12 5 670
Si 0,2 2 330
InSb 0,72 5 777
CdxHg1−xTe 0,28 7 393

Таблица 2
Выражения, описывающие зависимости удельной теплоемкости исследуемых материалов от
температуры

Материал подложки Удельная теплоемкость, Дж/(кг ·К)

GaAs 10−7 T 5 − 32 · 10−7 T 4 + 15 · 10−4 T 3 − 0,23T 2 + 53T + 151,22 · 103
Ge 7,99 lnT − 177,7
InAs 67,2 · 10 lnT − 136,6
Si 10−7 T 4 + 42 · 10−7 T 3 − 6,12 · 10−3 T 2 + 3,9T − 76,3
InSb 54,476 lnT − 109,73
CdxHg1−xTe 0,058T (x, t)

∗
+ 149,76

∗Наличие параметров (x, t) подчеркивает в данном случае зависимость температуры не только от времени t, но и
от концентрации x атомов кадмия.

Таблица 3
Выражения, описывающие зависимости коэффициента теплопроводности исследуемых мате-
риалов от температуры

Материал подложки Коэффициент теплопроводности, Вт/(м ·К)

GaAs 15,4 · 10−11 T 2 − 55 · 10−15 T 3 − 12,3 · 10−9 + 37 · 10−6

Ge 78,1 · 10−5 T−1,25

InAs 77 706,4 · T−1,38

Si 96,7 · 10−4 T−1,49

InSb 635,28T−1,42

CdxHg1−xTe 7 · 10−5 T 2 − 0,0872T + 33,859
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Результаты расчетов и их анализ

В результате проведения расчетов с использованием пакета программ инженерного анализа и су-
перкомпьютерного моделирования "Логос" получены графические представления тепловых полей,
сформировавшихся в МФП в результате воздействия ЛИ. Примеры для кремниевой подложки пока-
заны на рис. 2, 3. Также получены зависимости температуры для полупроводниковых материалов
исследуемых МФП на основе InSb и CdxHg1−xTe (рис. 4—6).

В результате анализа зависимостей, показанных на рис. 4—6, установлено следующее:
– зависимость температуры фоточувствительного слоя от времени воздействия ЛИ (времени

нагрева) описывается логарифмической функцией;
– при одинаковых уровнях воздействия МПФ на основе CdxHg1−xTe получает больший нагрев,

что обусловлено большим значением коэффициента теплопроводности тройного соединения и
меньшим значением теплоемкости;

– материал подложки вносит существенный вклад в нагрев фоточувствительного слоя при воз-
действии ЛИ, что в большей степени обусловлено удельной теплоемкостью этого материала;

Рис. 2. Термограмма результата взаимодействия интенсивного ЛИ с МФП на основе InSb (а) и
CdxHg1−xTe (б ). Вид сбоку
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Рис. 3. Термограмма результата взаимодействия интенсивного ЛИ с МФП на основе InSb (а) и
CdxHg1−xTe (б ). Вид сверху
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Рис. 4. Зависимости температуры нагреваемого ЧЭ от времени воздействия ЛИ для МФП на основе InSb (а)
и CdxHg1−xTe (б ): — GaAs; — Ge; · · — InAs; ········ — Si

Рис. 5. Зависимости температуры подложки непосредственно над нагреваемым ЧЭ от времени воздей-
ствия ЛИ для МФП на основе InSb (а) и CdxHg1−xTe (б ): — GaAs; — Ge; · · — InAs;
········ — Si

Рис. 6. Зависимости температуры фоточувствительного материала от расстояния до места воздействия ЛИ
на МФП на основе InSb (а) и CdxHg1−xTe (б ): — GaAs; — Ge; · · — InAs; ········ — Si
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– характер зависимости нагрева фоточувствительного слоя от времени воздействия для различ-
ных подложек не зависит от материала, на основе которого изготовлен МФП;

– тепловая волна от места воздействия ЛИ на МФП быстрее распространяется по фоточувстви-
тельному слою на основе CdxHg1−xTe независимо от материала подложки, что объясняется
большим значением коэффициента теплопроводности по сравнению с InSb.

Заключение

В результате проведенных исследований установлено, что основной вклад в процесс нагрева фо-
точувствительного слоя МФП в процессе его взаимодействия с интенсивным ЛИ определяется зна-
чениями теплофизических характеристик материала подложки.

С помощью разработанных в ходе настоящих исследований расчетных моделей возможна оценка
оптической стойкости InSb и CdxHg1−xTe МФП, а также обоснование целесообразности использова-
ния конкретных материалов в качестве подложек исходя из условий их применения. Возможности
пакета программ "Логос" позволяют разработать другие аналогичные модели фотоприемников на
основе перспективных полупроводниковых материалов с любой топологией для исследования про-
цессов их функционирования в различных условиях взаимодействия с интенсивным ЛИ.

Направлением дальнейших исследований является моделирование взаимодействия интенсивного
ЛИ с многодиапазонными МФП на квантовых ямах с целью определения влияния особенностей
топологии матрицы на растекание тепла.
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СИСТЕМА ПРОСТРАНСТВЕННО-ГРУППОВОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ИНФОРМАЦИОННЫХ ПОТОКОВ

И. А. Мартынова, А. П. Мартынов, Д. Б. Николаев, В. Н. Фомченко
(ОИВТ РАН, г. Москва; ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Развитие сложных вычислительных комплексов для классов задач, использующих
параллельные вычисления, предопределило необходимость формирования новых под-
ходов к управлению процессами обработки данных, что и является предметом данной
статьи. Работа с многомерными динамическими структурами характеризуется повы-
шенными требованиями к достоверности выполняемых операций, быстродействию и
прозрачности управления вычислениями. Предложенная авторами функционально-
алгоритмическая модель пространственно-группового перемещения предназначена для
построения траекторий обработки данных и траекторий их верификации при задан-
ных параметрах входных и выходных информационных массивов. Модель не накла-
дывает ограничений на обрабатываемые данные и является основой универсально-
го инструментария для описания и анализа процессов информационного взаимодей-
ствия в сложных динамических системах, использующих параллельную обработку дан-
ных. В качестве примера применения данной модели и соответствующей ей системы
пространственно-группового преобразования информационных потоков представлены
результаты анализа однопоточных информационно-криптографических систем.

Ключевые слова: информационная система, многомерные множества, преобразова-
ние данных, универсальная система управления, криптографические функции.

Введение

Развитие фундаментальных и прикладных на-
ук в настоящее время невозможно без исполь-
зования значительных вычислительных ресур-
сов. При этом требования к точности и скорости
решения задач, возникающих в процессе иссле-
дования, постоянно возрастают. Одним из ос-
новных способов ускорения вычислений являет-
ся создание параллельных вычислительных ме-
тодов, систем и технологий.

Распараллеливание вычислительного процес-
са невозможно без представления о методах ре-
шения поставленных задач, архитектуре парал-
лельных вычислительных систем, а также мате-
матическом обеспечении, которое имеют эти си-
стемы. Важно изучать, а при необходимости и
создавать классы методов, удобных для реали-
зации в параллельной системе и имеющих гибко
адаптируемую алгоритмическую структуру.

Адаптируемая алгоритмическая структура
позволяет увеличивать вариативность примене-

ния вычислительных методов для обработки ин-
формационных потоков и упрощать управление
процессами обработки данных.

Использование такой структуры при реализа-
ции модулей обработки данных, представляю-
щих собой сложные динамические системы, поз-
воляет сформировать универсальную систему
управления многомерными множествами. Осо-
бенно это актуально для решения задач вери-
фикации вычислительных процедур, требующих
контроля вычислений по нескольким независи-
мым траекториям внутри единого вычислитель-
ного модуля. Количество используемых па-
раметров и траекторий контроля определяется
сложностью и составом вычислительных моду-
лей и резко возрастает при увеличении размер-
ности входных данных.

Таким образом, разработка системы, позволя-
ющей реализовать единую структуру управле-
ния многомерными вычислительными объекта-
ми с высокой степенью вариативности и адапта-
цией к решаемым задачам, является актуальной.
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Она направлена на расширение понятийного ап-
парата исследования сложных процессов взаи-
модействия, протекающих при параллельной об-
работке информационных массивов в режиме ре-
ального времени и с использованием специали-
зированных и суперЭВМ, обладающих большим
быстродействием.

Наиболее наглядно процесс обработки инфор-
мационных потоков и функциональные процеду-
ры управления данными процессами могут быть
показаны на примере систем обработки данных в
каналах связи, в том числе криптографических
систем.

Криптографические функции
и криптоалгоритмы

Основными функциями в криптографических
системах являются подстановки и перестанов-
ки, обеспечивающие рассеивание и перемеши-
вание информации. Их изучение проводится
в двух направлениях: анализ и систематиза-
ция процессов, происходящих внутри подстано-
вок и перестановок, и анализ базовых крипто-
графических функций, построенных на их ос-
нове. На основе базовых криптографических
функций можно строить криптографические си-
стемы любой сложности. Более того, криптогра-
фические функции можно комбинировать раз-
личными способами для получения новой крип-
тографической системы с определенными, зара-
нее заданными, параметрами [1, 2].

Какой бы сложной криптографическая систе-
ма ни была, в процессе проведения криптогра-
фического анализа ее можно разложить на ряд
последовательно выполняемых функций

f (x) = f0 (x) , f1 (x) , f2 (x) , . . . , fn (x) . (1)

Это относится к подавляющему большинству
известных криптографических функций и алго-
ритмов, например таких, как криптографиче-
ские алгоритмы "Люцифер", DES, AES, алго-
ритм по ГОСТ 28147-89 и т. д. [1, 2]. Криптоалго-
ритм "Люцифер" напрямую состоит из чередую-
щихся подстановок и перестановок, что соответ-
ствует выражению (1). Покажем это также на
примере широко известных криптографических
алгоритмов DES и ГОСТ 28147-89, являющихся
каскадными (композиционными) шифрами, ос-
нованными на преобразовании Фейстеля [1, 2].

Криптоалгоритм DES можно представить в
виде 16 одинаковых последовательно обрабаты-
ваемых блоков Ci (преобразований Фейстеля),
приведенных на рис. 1 (Ki –– ключевые последо-
вательности). В нем циклы для прямого и обрат-
ного преобразований имеют одинаковую струк-
туру. Схема преобразования f (Ki, Ri) показана
на рис. 2, где Ri –– блок входной информации;
IP — первичная перестановка; P — конечная
перестановка; Si — нелинейное преобразование
(подстановка).

Алгоритм ГОСТ 28147-89, как и криптоалго-
ритм DES, можно представить в виде последо-
вательно обрабатываемых 32 одинаковых бло-
ков, показанных на рис. 3, где Ci — повто-
ряющийся цикл (преобразование Фейстеля для
ГОСТ 28147-89).

В ГОСТ 28147-89 циклы прямого и обратно-
го преобразований имеют одинаковую структу-
ру. Схема преобразования f (Ki, Ri) для ГОСТ
28147-89 показана на рис. 4.

Появление суперЭВМ, развитие методов па-
раллельных вычислений, новые алгоритмы фак-

Рис. 1. Каскадный криптоалгоритм DES

Рис. 2. Преобразование f (Ki, Ri) криптоалгоритма
DES

Рис. 3. Каскадный криптоалгоритм ГОСТ 28147-89
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Рис. 4. Преобразование f (Ki, Ri) криптоалгоритма
ГОСТ 28147-89

торизации чисел, перспективы создания кванто-
вых компьютеров и теория несепарабельных со-
стояний многокубитных квантовых систем [3, 4]
ставят под угрозу большинство классических
криптографических систем, криптосистем на ба-
зе односторонних функций (типа RSA, Эль-
Гамаля и др.), а также значительное количество
протоколов распределения ключей [5, 6]. Все
это приводит к необходимости поиска и созда-
ния новых криптографических функций и ал-
горитмов [1, 2, 7—10]. Перспективными в дан-
ном направлении являются исследования крип-
тографических операций, алгоритмов преобра-
зования информации на базе пространственно-
группового перемещения функциональных эле-
ментов упорядоченных множеств [11—14].

Пространственно-групповое
перемещение элементов

произвольного конечного множества

Одномерное множество Ax и способы за-
дания ключа. Рассмотрим некоторое одномер-
ное конечное множество

Ax = {a0, a1, a2, . . . , an} .

Количество элементов множества равно n (мощ-
ность множества).

Данное множество можно представить как
вектор или матрицу, состоящую из одной строки:

A = (ax)x=0,n = (a0, a1, a2, . . . , an) .

Опираясь на результаты исследований, приве-
денные в работах [7, 8, 10, 15], представим дан-
ное множество как циклическую группу, для ко-
торой определена операция циклического сдви-
га влево. Пространственно-групповое перемеще-
ние элементов множества осуществляется в од-
ной строке по оси OX. При циклическом сдвиге
на один шаг все элементы множества сдвигают-
ся на одну позицию влево, a0 переходит в конец
множества (рис. 5).

Рис. 5. Циклический сдвиг влево элементов множе-
ства Ax в графическом представлении

С точки зрения теории графов, циклическая
группа множества Ax относительно операции
циклического сдвига образует полный граф, по-
скольку все его вершины (элементы множества)
связаны между собой линиями (рис. 6).

Относительно порядка следования элементов
множества граф уже нельзя назвать полным,
однако линии такого частичного графа образу-
ют полную цепь. Головой цепи до циклическо-
го сдвига на один шаг является вершина a0, по-
сле сдвига — a1. Хвостом цепи до циклического
сдвига на один шаг является вершина an, после
сдвига — a0.

Однако теория графов является менее удоб-
ной для анализа пространственно-группового пе-
ремещения элементов множества (особенно при
значительном увеличении его мощности и раз-
мерности), поэтому в дальнейшем возьмем за
основу матричное представление множества как
наиболее наглядное и компактное [7, 8, 10]. Цик-
лический сдвиг для одномерного множества бу-
дем трактовать как циклическую перестановку
элементов множества по оси OX или как цикли-
ческую перестановку элементов матрицы в стро-
ке. Количество шагов сдвига может быть про-
извольным: от 0 до n. Количество вариантов
перестановки элементов множества равно n.

Перемещение элементов (ключ) можно зада-
вать следующими способами:

Рис. 6. Полный граф (а) и полная цепь (б) множе-
ства Ax
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1) выбрать некоторый элемент множества, на-
пример a2, и задать число шагов сдвига, на-
пример 3, — ключ в этом случае будет иметь
два аргумента: K (a2, 3);

2) выбрать некоторый элемент множества, на-
пример a3, и задать элемент множества, на
место которого необходимо его переместить,
например a1, — ключ в этом случае будет
содержать также два аргумента: K (a3, a1);

3) выбрать заранее элемент, до которого бу-
дет осуществляться сдвиг, например a0 (эта
операция вводится в алгоритм по умолча-
нию). Ключ в этом случае можно зада-
вать номером элемента, который необходи-
мо переместить в выбранную точку: если
выбрать элемент a3, ключ можно предста-
вить как K (a3) или просто K (3).

Последний вариант является наиболее предпо-
чтительным, так как длина ключа* является ми-
нимальной. В дальнейшем остановимся на этом
варианте. В этом случае число шагов сдвига
равно номеру элемента множества. Для мно-
жества Ax возможные варианты циклического
сдвига влево приведены в табл. 1.

Таблица 1
Результаты циклического сдвига влево для
множества Ax = {a0, a1, a2, a3, . . . , an}

Ключ Результат
K (0) {a0, a1, a2, a3, . . . , an}
K (1) {a1, a2, a3, . . . , an, a0}
K (2) {a2, a3, . . . , an, a0, a1}
K (3) {a3, . . . , an, a0, a1, a2}
. . . . . .

K (n) {an, a0, a1, a2, a3, . . .}

Двумерное множество Ayx. Рассмотрим
двумерное конечное множество Ayx, y = 0 . . .m,
x = 0 . . . n.

Данное множество можно представить как
матрицу, состоящую из строк y и столбцов x:

A = (ayx)y=0,m;
x=0,n

=


a00 a01 a02 . . . a0n
a10 a11 a12 . . . a1n
a20 a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . .
. . . . . .

am0 am1 am2 . . . amn

 .

*Длина ключа — это объем информации, используе-
мой в криптографическом ключе, измеряемый в битах.

Количество элементов множества (мощность)
равно m× n.

Объединим элементы данного двумерного
множества в циклические группы по строкам и
столбцам. Элементами данного множества Ayx

будут уже не отдельные элементы, а группы эле-
ментов в строках и столбцах. Определим для
этих групп операции циклического сдвига влево.

Пространственно-групповое перемещение
групп элементов данного двумерного множества
(циклический сдвиг) можно осуществлять по
двум осям — OY и OX, что отражено на рис. 7.

Число шагов сдвигов может быть произволь-
ным: по строкам от 0 до m, по столбцам от 0
до n. Количество вариантов перестановки эле-
ментов множества равно m× n.

Пространственно-групповое перемещение
групп элементов множества Ayx для y = 0 . . .m,
x = 0 . . . n и ключа K (a12) показано в табл. 2.

Трехмерное множество Azyx. Рассмотрим
трехмерное множество Azyx, z = 0 . . . l, y =
= 0 . . .m, x = 0 . . . n. Количество элементов мно-
жества (мощность) равно l ×m× n.

Определим группы элементов, составляющих
циклические группы двумерных матриц, в кото-
рых выполняются циклические сдвиги по столб-
цам и строкам множества. Помимо строк и
столбцов матриц, осуществляется также цикли-
ческий сдвиг (перестановка) матриц в целом.

Данное множество можно представить как z-
матрицы Ayx, состоящие из строк y и столбцов
x и аналогичные матрице [11]. Число матриц
равно l.

Циклический сдвиг элементов данного множе-
ства в целом можно осуществлять по трем осям:
OZ, OY , OX. Циклический сдвиг по оси OZ

Рис. 7. Циклические сдвиги групп элементов множе-
ства Ayx
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Таблица 2
Пространственно-групповое перемещение групп элементов двумерного множества

Исходное состояние Сдвиг по оси Y (y = 1) Сдвиг по оси X (x = 2) (результат)
a00 a01 a02 . . . a0n
a10 a11 a12 . . . a1n
a20 a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . .
. . . . . .

an0 an1 an2 . . . ann




a10 a11 a12 . . . a1n
a20 a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . .
. . . . . .

an0 an1 an2 . . . ann
a00 a01 a02 . . . a0n




a12 . . . a1n a10 a11
a22 . . . a2n a20 a21

. . .
. . . . . . . . . . . .

an2 . . . ann an0 an1
a02 . . . a0n a00 a01



осуществляется циклическим сдвигом матриц.
Циклические сдвиги по осям OY , OX осуществ-
ляются внутри каждой матрицы (рис. 8). Пере-
мещения по оси OZ показаны в табл. 3.

Пространственно-групповое перемещение
групп элементов множества Azyx, для z =
= 0 . . . n, y = 0 . . . n, x = 0 . . . n и ключа K (a212)
можно представить, как показано на рис. 9.

Процесс преобразования данного множества
по ключу представляет собой последовательное
циклическое изменение его элементов (объеди-
ненных в группы) сначала по оси OZ, затем по
оси OY , а затем еще по оси OX. После окон-
чания каждого процесса циклического измене-
ния множество превращается в пространствен-
ную фигуру, трансформируемую при каждой пе-
рестановке элементов. Последовательность опе-
раций в общем случае может быть произвольной:
ZY X, ZXY , XY Z и т. д.

Варианты увеличения размерности мно-
жества. Увеличение размерности множества
можно продолжить, выбирая множество, в ко-
тором изменение его параметров происходит не
по трем, а по четырем и более направлениям
(осям) [3, 4]. Введение четвертого и более пара-
метров множества (время не учитываем) труд-
но представить с использованием традиционной
геометрии. Существует два варианта введения
направлений (осей).

Вариант 1. Переходим условно в простран-
ство, которое имеет больше чем три измерения.
Это можно записать следующим образом:

Avzyx при v = 0 . . . k, z = 0 . . . l,

y = 0 . . .m, x = 0 . . . n;

Awvzyx при w = 0 . . . p, v = 0 . . . k,

z = 0 . . . l, y = 0 . . .m, x = 0 . . . n;

и т. д.

Таблица 3
Пространственно-групповое перемещение по
оси OZ групп элементов трехмерного множе-
ства

Сдвиг Результат

z = 0


a000 a001 a002 . . . a00n
a010 a011 a012 . . . a01n
a020 a021 a022 . . . a02n

. . . . . . . . .
. . . . . .

a0n0 a0n1 a0n2 . . . a0nn



z = 1


a100 a101 a102 . . . a10n
a110 a111 a112 . . . a11n
a120 a121 a122 . . . a12n

. . . . . . . . .
. . . . . .

a1n0 a1n1 a1n2 . . . a1nn



z = 2


a200 a201 a202 . . . a20n
a210 a211 a212 . . . a21n
a220 a221 a222 . . . a22n

. . . . . . . . .
. . . . . .

a2n0 a2n1 a2n2 . . . a2nn


. . . . . .

z = n


an00 an01 an02 . . . an0n
an10 an11 an12 . . . an1n
an20 an21 an22 . . . an2n

. . . . . . . . .
. . . . . .

ann0 ann1 ann2 . . . annn



Вариант 2. Используем операцию подстанов-
ки, широко применяемую в алгебре и криптогра-
фии, например B = Axyz при z = 0 . . . l, y =
= 0 . . .m, x = 0 . . . n. В этом случае использу-
ется трехмерное измерение, и весь процесс мож-
но продолжить по аналогии с множествами A,
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Рис. 8. Циклические сдвиги внутри матриц групп элементов множества Azyx

Рис. 9. Пример пространственно-группового перемещения элементов множества Azyx
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получая Bx, Bxy, Bxyz. По каждой оси мак-
симальный параметр также может быть своим.
Процесс подстановки можно бесконечно продол-
жать в двух направлениях как в сторону увели-
чения размерности множества, так и в сторону
его уменьшения.

Опираясь на вышеизложенное, можно отме-
тить следующее:

1) используя для пространственно-группового
перемещения элементов множества их пред-
ставление и объединение в циклические
группы, определяя для них операцию цик-
лического сдвига влево, можно получить
сравнительно простой способ перестановки
всех элементов множества по ключу малой
длины, в котором количество возможных
ключей равно количеству всех возможных
вариантов;

2) операцию циклического сдвига можно вы-
полнять и вправо — суть преобразования от
этого не изменится, изменится только поря-
док расположения элементов множества на
каждом шаге;

3) операции перестановки при пространствен-
но-групповом перемещении элементов мно-
жества просты и прозрачны, а их коли-
чество значительно превышает длину клю-
ча. Это свойство становится наиболее суще-
ственным при увеличении мощности множе-
ства;

4) способ пространственно-группового переме-
щения элементов множества по заданно-
му ключу не зависит от природы элемен-
тов множества, и его можно распространить
на пространственно-групповое перемещение
криптографических функций.

Пространственно-групповое перемещение
криптографических функций

Одномерное множество криптографиче-
ских функций F (Ax). Выберем в каче-
стве отдельных элементов одномерного множе-
ства некоторые криптографические функции

F (Ax) = {f (a0) , f (a1) , f (a2) , . . . , f (an)} .

Никаких особых требований к свойствам крип-
тографических функций не предъявляется, кро-
ме того, что результирующая функция долж-
на представлять собой последовательное произ-
ведение — выполнение функций в том порядке,

в котором они записаны, т. е. криптографиче-
ские функции должны быть некоммутативны.
В этом случае любая перестановка функций да-
ет новую результирующую криптографическую
функцию, соответствующую требованиям, изло-
женным в работе К. Шеннона [16].

Модель криптографической системы одномер-
ного множества криптографических функций
F (Ax) показана на рис. 10. В ней предполагает-
ся, что сначала выполняется циклический сдвиг
функций по ключу (верхние стрелки), а затем —
преобразование исходного сообщения в крипто-
грамму (нижние стрелки) в зависимости от кон-
кретной криптографической системы. Преоб-
разование криптограммы в исходное сообщение
производится в обратном направлении при том
же состоянии криптографической системы. Это
традиционные операции в криптографии, и на
данном этапе никаких особых преимуществ от
такой интерпретации криптографических преоб-
разований не прослеживается, так как традици-
онно идет преобразование одного исходного со-
общения. Отличие заключается только в том,
что ключ в данном случае применяется не к кон-
кретной функции, а к порядку следования са-
мих функций. На ключевые системы отдельных
функций ограничений не накладывается.

Рис. 10. Модель криптографической системы одно-
мерного множества криптографических функций

Двумерное множество криптографиче-
ских функций F (Ayx). Модель криптографи-
ческой системы двумерного множества крипто-
графических функций F (Ayx) для y = 0, . . . , n;
x = 0, . . . , n показана на рис. 11. В ней предпо-
лагается, что сначала выполняется циклический
сдвиг функций по ключу, а затем — преобразова-
ние потока исходных сообщений в криптограм-
мы. Преобразование криптограмм в исходные
сообщения производится в обратном направле-
нии при том же состоянии криптографической
системы.

Рассматривая модель криптографической си-
стемы двумерного множества криптографиче-
ских функций, можно выделить ряд новых пре-
имуществ.
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Рис. 11. Модель криптографической системы двумерного множества криптографических функций

Появилась возможность преобразования не
одного исходного сообщения, а двух потоков ис-
ходных сообщений, что значительно усложняет
задачу злоумышленника. Один поток направлен
по оси OY , другой поток — по оси OX. При этом
обратное преобразование потоков исходных со-
общений можно производить как по оси OY , так
и по оси OX в обратном, по отношению к пря-
мому, направлении. Если y = 0 . . .m, x = 0 . . . n,
то общее количество элементов множества будет
равно m× n.

Здесь необходимо отметить появление важно-
го свойства пространственно-группового переме-
щения криптографических функций: возмож-
ность выполнения параллельных операций не
только в процессе криптографического анализа,
но и в процессе криптографического преобразо-
вания информации (не одного исходного сообще-
ния, а сразу нескольких потоков исходных сооб-
щений).

Это свойство является удобным применитель-
но к специализированным и суперЭВМ, облада-
ющим большим быстродействием и возможно-

стью выполнения параллельных операций над
информационными потоками.

Дополнительно необходимо отметить, что в
ряде конкретных случаев в процессе реализации
двумерного множества F (Ayx) и перестановки
его элементов по ключу K (ayx) реальную пе-
рестановку элементов множества можно не про-
изводить, а ограничиться лишь их переадреса-
цией в определенных регистрах системы адреса-
ции. Это позволит выполнять пространственно-
групповое перемещение виртуально и сократить
время выполнения операций. Таким образом,
в случае криптографических систем становится
возможным через несколько шагов уйти от кон-
кретной привязки элементов множества к опре-
деленной позиции, что будет сбивать накоплен-
ную статистику злоумышленника.

Ключ можно задавать с помощью генерато-
ра псевдослучайных последовательностей, обла-
дающего определенными наперед заданными ха-
рактеристиками. Ключ в зависимости от назна-
чения системы может быть долговременным или
выбираться как ключ сеанса. Этот вывод мож-
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но распространить на множества криптографи-
ческих функций F (Azyx) любой размерности.

Трехмерное множество криптографиче-
ских функций F (Azyx). Рассмотрим трех-
мерное множество криптографических функций

F (Azyx) , z = 0 . . . l, y = 0 . . .m, x = 0 . . . n.

Данное множество можно представить как z-
матрицы, состоящие из строк y и столбцов x.

Модель криптографической системы трехмер-
ного множества криптографических функций
F (Azyx) для l = m = n приведена на рис. 12.
Эта модель дает еще больше преимуществ раз-
работчику при ее реализации с применением спе-
циализированных и суперЭВМ. Она позволяет

Рис. 12. Модель криптографической системы трехмерного множества криптографических функций

производить преобразование потоков информа-
ции по всем трем осям: OZ, OY и OX. Их общее
количество значительно возрастает, особенно по
отношению к длине ключа, что не влияет су-
щественно на общую криптографическую стой-
кость системы. Таким образом, резко увеличи-
вается возможность выполнения параллельных
операций не только в процессе криптографиче-
ских преобразований потоков информации, но и
при обработке и передаче данных в многоуров-
невых и иерархических информационных систе-
мах. Как было отмечено ранее, это очень удобно
для реализации на специализированных и супер-
ЭВМ.

При увеличении размерности множества
функций количество потоков исходных сооб-
щений и криптограмм резко возрастает при
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незначительном увеличении длины ключа. На-
пример:

1) при n = m = l = 8:
– длина ключа равна 3 + 3 + 3 = 9 бит;
– количество потоков по одной оси рав-

но 64;
– общее количество потоков равно 192;

2) при n = m = l = 16:
– длина ключа равна 4 + 4 + 4 = 12 бит;
– количество потоков по одной оси рав-

но 256;
– общее количество потоков равно 768;

3) при n = m = l = 32:
– длина ключа равна 5 + 5 + 5 = 15 бит;
– количество потоков по одной оси рав-

но 1 024;
– общее количество потоков равно 3 072;

4) при n = m = l = 64:
– длина ключа равна 6 + 6 + 6 = 18 бит;
– количество потоков по одной оси рав-

но 4 096;
– общее количество потоков равно 12 288.

Пространственно-групповые модели и
ключевая система

многопоточного преобразования
информационных потоков

Прямое преобразование потоков исходных со-
общений и обратное преобразование крипто-
грамм могут быть однонаправленными (ориен-
тированными по одной из осей OZ, OY , OX)
(рис. 13) или мультинаправленными (проходить
по нескольким осям).

Мультинаправленное преобразование потоков
исходных сообщений производится в следующем
порядке (рис. 14):
1) по оси OX: от входа через плоскость x = 0

к выходу через плоскость x = n;

Рис. 13. Однонаправленное прохождение информа-
ционных потоков: а — прямое преобразование; б —
обратное преобразование

Рис. 14. Мультинаправленное прохождение инфор-
мационных потоков: а — прямое преобразование; б —
обратное преобразование

2) по оси OY : от входа через плоскость y = 0
к выходу через плоскость y = m;

3) по оси OZ: от входа через плоскость z = 0
к выходу через плоскость z = l.

Мультинаправленное восстановление крипто-
грамм производится в обратном порядке:

1) по оси OZ: от входа через плоскость z = l к
выходу через плоскость x = 0;

2) по оси OY : от входа через плоскость y = m
к выходу через плоскость y = 0;

3) по оси OX: от входа через плоскость x = n
к выходу через плоскость x = 0.

В зависимости от требований, предъявляемых
к системе, данные алгоритмы могут применять-
ся полностью или частично, т. е. информа-
ционные потоки могут проходить по всем осям
или только по части осей. Последовательность
прохождения информационных потоков по осям
также может быть произвольной.

Заключение

Проведенные исследования позволяют сделать
следующие выводы:
1. Предложенный способ пространственно-

группового перемещения элементов мно-
жества дает сравнительно простой способ
вариативного преобразования информа-
ционных потоков путем формирования
траектории преобразования с заданным
числом вариантов трансформации (пере-
становки всех элементов информационного
потока по заданному алгоритму).

2. Результаты анализа способа пространствен-
но-группового перемещения наиболее на-
глядно продемонстрированы на криптогра-
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фических системах, основными операциями
в которых являются операции подстановки
и перестановки. Криптографические функ-
ции можно комбинировать различными спо-
собами для получения новой криптографи-
ческой системы с определенными, заранее
заданными, параметрами.

3. Способ пространственно-группового переме-
щения элементов множества по заданному
алгоритму не зависит от природы элементов
множества. Операции перестановки просты
и прозрачны, а их количество значительно
превышает длину ключа.

4. Способ пространственно-группового переме-
щения элементов множеств применительно
к многомерным множествам позволяет про-
изводить преобразование не одного исход-
ного сообщения, как это было в классиче-
ских криптографических системах, а целых
потоков исходных сообщений одновременно.
Траектория преобразования зависит от об-
рабатываемых информационных потоков и
резко усложняется при увеличении их коли-
чества.

5. Важным свойством пространственно-груп-
пового перемещения является возможность
выполнения параллельных операций не
только в процессе обработки данных, но и
в процессе анализа. Это свойство являет-
ся наиболее эффективным применительно к
специализированным и суперЭВМ, облада-
ющим большим быстродействием и возмож-
ностью выполнения параллельных операций
над информационными потоками.

6. Преобразование потоков исходных сообще-
ний может быть однонаправленным (ори-
ентированным по одной из осей множе-
ства) или мультинаправленным (проходить
по всем или нескольким осям множества по-
следовательно) в зависимости от требова-
ний, предъявляемых к информационной си-
стеме.

7. Алгоритм преобразования в информацион-
ной системе можно задавать с помощью ге-
нератора псевдослучайных последователь-
ностей, обладающего определенными, напе-
ред заданными, характеристиками. Алго-
ритм преобразования в зависимости от на-
значения может быть долговременным или
сеансовым.
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