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Рассмотрено понятие геодезической в общем пространстве Вейля и в вейлевской 

гравитации. Обсуждается идея переменной массы и ее интерпретация в вейлевской гра-

витации. 

Вейлевская геометрия приводит к двум типам геодезических линий – инвариантным 

и ковариантным. Ковариантные геодезические можно интерпретировать как экстремали 

действия для точечной частицы с переменной массой. Соответственно, уравнения сво-

бодного движения для точечной частицы в вейлевской геометрии содержат дополни-

тельный член, который  можно назвать вейлевской силой. 

Рассмотрен вопрос о том, как совместить такую интерпретацию со стандартной фи-

зикой, избежав парадоксального эффекта вторых часов. Предложено два варианта: 1) не-

интегрируемый вектор Вейля имеет малую норму на макроскопических масштабах и ме-

няется хаотически, так что усреднение по векторному полю приводит лишь к стохасти-

зации движения частицы; 2) ненулевое значение вектора Вейля имеет место только в об-

ласти малых масштабов, в аналогах вихревых колец. 

 

Ключевые слова: геометрия Вейля, связность Вейля, вектор Вейля, вейлевская гра-

витация. 

 

 

Введение 
 

В последние годы рассматриваются различ-

ные варианты применения вейлевской локальной 

масштабной симметрии к гравитации. Идеи Вейля, 

сформулированные в начале 20 века [1], продол-

жают интенсивно обсуждаться и в 21 веке, сто лет 

спустя. В качестве относительно недавних приме-

ров сошлемся на публикации [2, 3].                   

Особенно актуальна идея вейлевской симмет-

рии в космологии, в которой физика частиц объе-

диняется с альтернативными теориями гравита-

ции. Поскольку логически последовательной тео-

рии квантовой гравитации нет, то такое, феноме-

нологическое по существу, объединение разнород-

ных областей физики названо нами гибридным [4].  

Есть методические вопросы, относящиеся к про-

странству Вейля, которые в физической литературе 

изложены, на наш взгляд, недостаточно ясно. 

В этой публикации рассмотрим некоторые аспек-

ты определения геодезических в пространстве 

Вейля. Рассмотрим также понятие массы точечной 

частицы и понятие силы в вейлевской гравитации.   

 

 

1. Основы вейлевской геометрии 
 

Геометрия Вейля изложена в физической ли-

тературе достаточно подробно (см., например, [1, 

5, 6–8]). Здесь мы рассмотрим только основные 

понятия.  

Объектом изучения в вейлевской геометрии 

является дифференцируемое многообразие M с за-

данной билинейной невырожденной дифференци-

альной 2-формой (метрической функцией) g и 

дифференциальной 1-формой A. Этот геометриче-

ский объект называется пространством Вейля, его 

можно обозначить как ( ), , .M g A  Для определен-

ности следует задать конкретную сигнатуру мет-

рики g. Новым по сравнению с римановой геометри-

ей является введение дополнительной 1-формы A. 

Эта 1-форма является замкнутой, если 0,dA =  и 
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точной, если существует такая 2-форма σ, что 

.A d= σ  Здесь d – оператор внешнего дифферен-

цирования. Проще говоря, точная форма A соот-

ветствует случаю, когда вектор A
α

 представим 

как градиент некоторого скаляра 
( )

.
x

A

x
α α

∂ϕ
=
∂

 

Замкнутая форма соответствует случаю, когда 

0.
A A

F

x x

β α
αβ α β

∂ ∂
= − ≡

∂ ∂

 В общем случае вейлевской 

геометрии A не является замкнутой формой.   

Вейлевское (локальное масштабное) преобра-

зование задано соотношениями: 

2
,g g g→ =Ω�  log ,A A A d→ = − Ω�        (1) 

где Ω – строго положительная дифференцируемая 

вещественная функция. В координатном виде эти 

преобразования выглядят так:     

2
( ) ( ) ( ) ( ),g x g x x g x

μν μν μν
→ =Ω�  ( ) exp( (x)),xΩ = σ  (2) 

,A A A A

x
μ μ μ μ μμ

∂σ
→ = − = −∇ σ

∂

�  ( )ln .xσ = Ω   (3) 

Здесь преобразованные величины обозначаются 

волнистой чертой вверху. Коэффициенты вейлев-

ской связности Γ
�

 определяются с помощью мет-

рики ( )g xαβ  и вектора Вейля ( ).A x
ν

 В координат-

ном виде они выглядят следующим образом [6–9]: 

( )
1

2
g g g g

λ λα
μν μ αν ν αμ α μνΓ = ∂ + ∂ − ∂ =

� � ��

 

,A A g Aλ λ λ λ
μν μ ν ν μ μν= Γ + δ + δ −               (4) 

где      

( )2 ,g A gμ αβ μ μ αβ∂ = ∂ +
�

                   (5) 

( )
1

2
g g g g

λ λα
μν μ αν ν αμ α μν

⎧ λ ⎫⎪ = Γ = ∂ + ∂ − ∂⎨ ⎬
μν⎪ ⎭⎩

  (6) 

– обычные символы Кристоффеля связности Леви-

Чивита. Выпуклой чертой вверху («шляпкой») 

обозначены вейлевские аналоги величин римано-

вой геометрии. Обычная ковариантная производ-

ная 
λ

∇  произвольного тензора B
μν

 в римановом 

пространстве имеет вид: 

.B B В В

x

α α
λ μν μν λμ αν λν μαλ

∂
∇ = −Γ −Γ

∂

        (7)  

В случае вейлевской ковариантной производной 

для произвольного тензора B
μν

 по аналогии с ри-

мановым случаем имеем: 

,B B В В

x

α α
λ μν μν λμ αν λν μαλ

∂
∇ = −Γ −Γ

∂

� � �

       (8) 

поэтому для метрического тензора получаем:  

2 .g A gλ αβ λ αβ∇ = −
�

                      (9) 

Аналогично определяется 
λ∇

�

 в общем случае с заме-

ной связности Леви-Чивита на вейлевскую: Γ на .Γ
�

 

Для риманова пространства имеет место усло-

вие метричности  

0.gλ αβ∇ =                          (10) 

Вейлевское многообразие неметрическое вследст-

вие наличия соотношения (9). Рассматривают 

также и другие неметрические пространства аф-

финной связности, например, пространства с кру-

чением [10], но они здесь не понадобятся. Как 

видно из выражений (2), (3), вектор Вейля A отве-

чает за локальные масштабные преобразования. 

Вейлевским весом геометрической величины H 

называют число ( ) ,k W H=  которое является сте-

пенью в вейлевском преобразовании: 

.

k
H H H→ =Ω�                       (11) 

Можно определить вейлевскую инвариантную 

производную метрического тензора gαβ  с вейлев-

ским весом 2 :W =   

( )( ) 0.D g W g A gμ αβ μ αβ μ αβ= ∇ + =
� �

     (12) 

Это соотношение является аналогом соотношения 

метричности 0gμ αβ∇ =  в римановой геометрии. 

В общем виде для скаляра h, вектора h
α

 и тен-

зора hαβ  вейлевские ковариантные производные 

определяются так:  

( ) ,h h W h A h
μ μ μ
∂ = ∂ +
�

                  (13) 

( ) ( ) ( ) ( ),D h x W h A h x h x
μ μ μ μ

⎡ ⎤= ∇ + =∂⎣ ⎦
�� �

        (14) 

( ) ,D h W h A h
μ α μ α μ α

⎡ ⎤≡ ∇ +⎣ ⎦
� �

          (15) 

( ) .D h W h A hμ αβ μ αβ μ αβ⎡ ⎤≡ ∇ +⎣ ⎦
� �

        (16)  

Величины (11), преобразующиеся с вейлев-

ским весом W, называют вейлевски ковариантны-

ми, а если ( ) 0,W H =  то вейлевски инвариантны-

ми. В частности, действие для вейлевской грави-

тации 
g

S  должно быть вейлевски инвариантным: 

.

g g
S S=�  Соответственно, лагранжиан гравита-

ции 
g

L  должен быть вейлевски ковариантным 

с весом  ( ) 4,
g

W L = −  так как   
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( )det 4,W g =                    (17) 

и 
4

det .
g g

S d x g L= ∫                (18) 

Отметим, что с точностью до вейлевского 

преобразования ( ), ,M g A  и ( , , )M g A��  совпадают, 

т. е. локальное масштабное преобразование не меня-

ет пространство Вейля. Все экземпляры ( , , )M g A��  

равнозначны. Их объединяют в класс эквивалент-

ности по отношению к калибровке Ω.   

В связи с определением пространства Вейля 

( ), ,M g A  заметим здесь, что физическое про-

странство-время ( )1 1
, ,M g A  уникально по отно-

шению к выбору калибровки, то есть среди набора 

всех вейлевских эквивалентных экземпляров из 

класса ( ), ,M g A  выделен один экземпляр при 

фиксировании калибровочной функции 
1
.Ω =Ω  

По этому поводу будем говорить, что произошло 

нарушение вейлевской инвариантности. Такое на-

рушение связано с тем, что в физической гравита-

ции четко определены масштабы времени рас-

стояния и массы. Характерными единицами обыч-

но служат планковская длина, планковское время 

и планковская масса.  

Отметим, что, когда  в объекте ( ), ,M g A  A 

является точной 1-формой, можно подобрать ка-

либровку Ω такую, что A
μ
�  обратится в нуль на 

всем пространстве M: 

0.A A A

x
μ μ μ μ

∂σ
→ = − =

∂

�               (19) 

Такое вейлевское пространство называется интег-

рируемым вейлевским пространством. Для интег-

рируемого вейлевского пространства ,A d= σ  а ка-

либровка Ω, приводящая к 0,A
μ
=

�  называется 

эйнштейновской. Объект ( ), ,M g dσ  в литературе 

называют IWG (Integrable Weylian Geometry, [6–8]) 

или WIST (Weyl Integrable SpaceTime, см. [11]). 

При выборе конкретной эйнштейновской калиб-

ровки получается конкретный экземпляр риманова 

пространства. Таким образом, интегрируемое вей-

левское пространство представляет собой класс 

эквивалентности различных римановых пространств, 

находящихся в конформном соответствии между 

собой. Оно характеризуется единственной, инва-

риантной к выбору калибровки, вейлевской связ-

ностью Γ
�

 в отличие от римановых экземпляров 

с различными связностями Леви-Чивита Γ. 

В литературе вектор Вейля A у разных авторов 

определяется с точностью до знака и с точностью 

до множителя 2. Кроме того, сигнатура метрики g 

также выбирается по-разному, как ( , , , )− + + +  и как 

( , , , ).+ − − −  Выберем здесь последнюю сигнатуру. 

Она соответствует выбору в [12–15]. Кривизна R, 

тензор Риччи R
αβ  и тензор кривизны R

αβγδ  также 

определяются различным образом с точностью до 

знака. Так, например, тензор кривизны в [12–15] 

имеет обратный знак в сравнении с выражением 

для него, приведенным в [16]. Тензор Риччи 

в [13, 15] имеет обратный знак по сравнению 

с выражением из [12, 14, 16]. Мы будем придер-

живаться, в основном, соглашений [14]:      

,R g R
ρ

αβγδ αρ βγδ=    ,R R R
α α

μν μαν μαν
= =  

.R g R
αβ

αβ=                         (20) 

Вейлевский тензор кривизны определяется анало-

гично случаю римановой геометрии: 

,R α α α α λ α λ
μνρ ν μρ μ νρ νλ μρ μλ νρ= ∂ Γ − ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ    (21) 

,R α α α α λ α λ
μνρ ν μρ μ νρ νλ μρ μλ νρ= ∂ Γ − ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ
� � � � � � �

   (22) 

2
6 6 .R R A A= − ∇ −

�

              (23) 

Приведем выражение для тензора Эйнштейна 

1

2
G R g R
μν μν μν

= −

� � �

 из [17]: 

2
2 2 3 .G G A A g A g A A A

μν μν μ ν μν μν μ ν ν μ
= + + + ∇ − ∇ +∇

�

 

(24)  

Если к этому выражению прибавить антисиммет-

ричный тензор  

,F A A
μν μ ν ν μ

=∇ −∇                  (25) 

получим 

2
2 2 2 .G G A A g A g A A

μν μν μ ν μν μν μ ν
′ = + + + ∇ − ∇

�

  (26) 

 

 

2. Геодезические в пространстве Вейля 
 

Геодезические линии ( )tγ  в пространстве 

Вейля, как и в пространстве Римана определяют 

условием, что касательные векторы должны пере-

носиться параллельно самим себе. Автопараллель-

ные инвариантные геодезические в пространстве 

Вейля определяются соотношениями, аналогичными 

римановым геодезическим, но с заменой связно-

сти Леви-Чивита Γ на вейлевскую связность :Γ
�

       

0,
γ

∇ γ =
�

�
�  0,

λ λ μ ν
μνγ + Γ ⋅ γ γ =

�

�� � �  ,

dx

dt

α

α

γ =�      (27) 
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где t – аффинный вейлевский инвариантный пара-

метр кривой γ. Действительно, применяя формулу 

параллельного переноса к касательному вектору α

γ�  

в пространстве Вейля, имеем: 

,

dx dx
d dx

dt dt

α β
α γ
βγ

⎛ ⎞
= −Γ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

�

              (28) 

откуда и вытекают соотношения (27). Эти геоде-

зические в пространстве Вейля не являются ли-

ниями со стационарным расстоянием, так как при 

параллельном перенесении не сохраняется длина 

вектора. Отметим, что на кривой ( )tγ  

( ) ( ) 2 ,
d dx

dx dx dx dx A
dt dt

β
α α

α α β

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (29) 

что согласуется с выражением 2 .g A gλ αβ λ αβ∇ = −
�

 

Длины геодезических зависят от калибровки в си-

лу соотношения (29). 

При вейлевских преобразованиях вейлевская 

связность инвариантна: 

,

λ λ λ
μν μν μνΓ →Γ =Γ

� � ��
                  (30) 

и для инвариантных вейлевских геодезических [6] 

,
t t t
L g L L

α β
αβ= γ γ → =Ω

�

� � �

� �   ( ) 1,
t

W L =
�  

( ) ( ) ( ).t t tγ →γ = γ�                   (31) 

Введем 4-скорость u. Для нее имеют место соот-

ношения: 

,

dx
u

ds

α

α

=   ,ds g dx dxα β
αβ=   1,u u

α

α
=  

( ) 1.W u = −                      (32) 

Можно определить вейлевскую ковариантную 

геодезическую ( )sγ  на основе выражения: 

( )( )
u

D u du u dx W u A dx u
λ λ λ μ ν μ λ

μν μ= + Γ + =
� �

 

( ) 0.du u dx A dx u
λ λ μ ν μ λ

μν μ= +Γ − =
�

       (33) 

Такая ковариантная геодезическая, определена как 

решение уравнения (33) с учетом конкретной па-

раметризации (32) [6]. При вейлевском преобразо-

вании: 

1 1,
s s
L g u u L g u u

α β α β
αβ αβ= = → = =

�

� �

� � �  

( ) 0.
s

W L =
�                             (34) 

Для такой ковариантной геодезической можно 

определить соответствующую связность [6]: 

1 1

2 2
A A

λ λ λ λ
μν μν ν μ μ νΓ = Γ − δ − δ =

�

� �

 

1 1
,

2 2
A A g A

λ λ λ λ
μν ν μ μ ν μν= Γ + δ + δ −          (35) 

так что уравнение ковариантной геодезической ( )sγ  

принимает вид: 

( ) 0.
u

D u du A u dx
λ λ λ μ ν

μν= +Γ =

�

� �

         (36) 

Итак, для пространства Вейля существует 

два определения геодезических линий – инвари-

антные геодезические (27) и ковариантные гео-

дезические (33). Вейлевские инвариантные геоде-

зические заданы уравнениями: 

,

dx
u

dt

ν

ν

=

�

 0,u u
ν μ

ν
∇ =
�

� �

             (37) 

а вейлевские ковариантные геодезические – урав-

нениями 

,

dx
u

ds

ν

ν

=  0,u
D u

ds

μ

=

�

 .ds g dx dxα β
αβ=     (38) 

Отметим, что они отличаются параметризацией, 

но на многообразии M множества инвариантных 

и ковариантных геодезических совпадают [6] 

{ } { }( ) (s) ,tγ = γ                      (39) 

так как  

( ) ( ) ~ .u u A dx u u
λ λ μ ν μ λ λ
μν μν μΓ −Γ = −

�

� �

      (40) 

Длины геодезических, определяемые с помощью 

соотношения 

,L ds g dx dxα β
γ αβ

γ γ

= =∫ ∫           (41) 

зависят от калибровки Ω. Но можно определить 

вейлевскую инвариантную длину геодезической 

( )L γ
�

 посредством соотношения [6] 

( )
0 1 0 0 1

2 2

[x ,x ] [x ,x] [x ,x ]

exp 2 .L A dx ds
α

α

γ γ ⊂γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟γ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
�

  (42) 

Экспоненциальный множитель, зависящий от век-

тора Вейля A, компенсирует изменение длины 

кривой при перенесении ее масштаба вдоль γ. 

 

 

3. Движение свободной частицы  

в геометрии Вейля 

 

Рассмотрим материальную точку с массой m . 

В общей теории относительности (ОТО) свобод-
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ное движение точки (пробной массы) выводится 

из вариации действия [12]:   

0 ,
m

S m cds= −∫                     (43) 

и при этом получается уравнение геодезической в 

римановом пространстве: 

0.
du

u u
ds

λ
λ α β
αβ+ Γ =                 (44)  

Какой аналог этого действия в вейлевской геомет-

рии? В вейлевской геометрии масштаб длины 
m
L  

при переносе по некоторой кривой γ меняется по 

соотношению: 

( ) .

m m
dL A dx Lβ β= −                (45) 

Так как частица точечная, то ее размер при дви-

жении не может меняться, а меняться может толь-

ко масса 
1

~

m

m
L

 вследствие свойств геометрии 

Вейля. Поэтому считаем, что переменная масса m 

при параллельном переносе материальной части-

цы вдоль геодезической γ вейлевского простран-

ства меняется как 

( ) 0 exp .m m A dx
α

α

γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟γ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫             (46) 

Таким образом, аналог действия для точечной час-

тицы в случае геометрии Вейля возьмем в виде: 

0

0

[ , ]

exp
m

x x

S mcds m c A dx ds
λ

λ

γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
�

 

0 d ,m c s= − ∫
�

                          (47) 

где  

2d ( ) ( ) ,s x g x dx dxα β
αβ= ψ

�

 

0( , )

( ) exp .
x x

x A dx
λ

λ

γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟ψ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫                (48) 

Такое определение вейлевского инвариантного 

действия 
m

S  для материальной точки соответст-

вует определению (42) вейлевской инвариантной 

длины геодезической ,L
�

 когда изменение мас-

штаба длины для интервала ds компенсируется 

соответствующим множителем ψ, зависящим от 

вектора Вейля A.    

Рассмотрим вариацию 2
d .s

�

 Воспользуемся 

методом решения задачи о вычислении геодезиче-

ской в ОТО (см. например, [12], с. 320): 

( )
2

2 2
( )

d ~ 2 .
g

s dx dx x g dx d x
x

αβα β γ α β
αβγ

∂ ψ
δ δ + ψ δ

∂

�

  (49) 

Итак, 

2

2

0

( )1
d .

2 d d d

gdx dx d dx
S m c s x g x

s s s dx

α β α
αβ γ γ

αγγ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ψ
⎢ ⎥δ = − δ − ψ δ⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫
�

� � �

 

(50) 

Полагая вариацию ( )d 0,sδ =
�

 
d

dx
u

s

β
β
=

�

�

 и 

,

d

d
u

s x

β

β

∂
=

∂

�

�

 получаем:   

21
2

2 d

g du
u u A g

sx

α

αβα β
γ αγγ

∂⎛ ⎞
ψ + −ψ −⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

�

� �

�

 

2
2 0.

g
u u A

x

αγα β
ββ

∂⎛ ⎞
−ψ + =⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

� �

              (51) 

С учетом равенства  

2
g

u u A
x

αγα β
ββ

∂⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

� �

 

1
2 2 ,

2

g g
u u A A

x x

αγ βγα β
β αβ α

∂ ∂⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠

� �

       (52) 

сокращая (51) на 2
ψ  и поднимая индекс γ умно-

жением выражения (51) на ,g
λγ  получаем выра-

жение:  

( )
1

0.
d 2

du
u u g g g g A A g A

s

ν
α β λγ λ λ λ

α γβ β γα γ αβ α β β α αβ
⎡ ⎤

+ ∂ + ∂ −∂ + δ + δ − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

� �

�

   

(53) 

Итак, линия движения частицы с переменной 

массой m задается уравнением вейлевской инва-

риантной геодезической (27): 

0.
d

du
u u

s

λ
λ μ ν
μν+ Γ =

�

�

� �

�

                      (54) 

Введем 4-скорость .

dx
u

ds

λ
λ
=  Учтя связь произ-

водных  

d

d d

ds s
=ψ

�

                           (55) 

и выражение для ψ из (48), получаем уравнение 

для вейлевской ковариантной геодезической: 

( ) 0,
du

u u A u u
ds

λ
λ μ ν α λ
μν α+ Γ − =

�

         (56) 

или 

0.
du

u u
ds

λ
λ μ ν
μν+ Γ =

�

�

                  (57) 
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Это уравнение совпадает с уравнением (33). В за-

висимости от использованной параметризации (ин-

вариантной) s

�

 или (ковариантной) s получаются 

два различных уравнения (54) и (56), описываю-

щие один и тот же набор кривых. 

Рассмотрим 4-импульс .p mcu
λ λ
=  Его произ-

водная удовлетворяет соотношению 

( ).dp du
mc mcu A u

ds ds

λ λ
λ α

α
= +          (58) 

При этом 

( )
( )

2 2

2 2( )
2 ,

d m cd p p
m c A x

ds ds

λ

νλ

ν
= =      (59) 

и на петле происходит изменение mΔ  массы ма-

териальной точки:  

( )0
exp .m m A dx

α

α
Δ = ∫�               (60) 

Изменение 4-импульса вдоль ковариантной 

геодезической пространства Вейля, как это следу-

ет из (58), удовлетворяет равенству 

( ) 0
dp du

mc mcu A u
ds ds

λ λ

λ α

α
− − = ,      (61) 

то есть на ковариантной геодезической линии (56) 

выполняется уравнение для 4-импульса c пере-

менной массой: 

( )1 2
0.

dp
p p p A p

ds mc mc

λ
λ μ ν λ α
μν α+ Γ − =

�

   (62) 

Отметим, что в литературе имеется достаточ-

но много вариантов гравитации для случая интег-

рируемой геометрии Вейля. Так, например, в пуб-

ликации [20] рассматривался вопрос о переменной 

массе и геодезических в интегрируемой вейлев-

ской геометрии, и их анализ согласуется с нашим. 

В [20] утверждается, что масса – переменная ве-

личина в вейлевской гравитации. Импульс в [20] 

определяется как 

( ) ,
dx

p m
ds

μ

μ
= ϕ                     (63) 

а уравнение для импульса имеет вид:  

0,
dp dx dx

p p
ds ds ds

μ σ λ
μ λ μ

λσλ+Γ −∂ ϕ =
�

   (64) 

что согласуется с нашим выражением (62) для 

случая интегрируемого вектора Вейля 2 ,A
λ λ
∂ ϕ =  

где ( )xϕ = ϕ  – скалярное поле. 

В работе [21] используются вейлевские кова-

риантные геодезические, которые у нас определе-

ны выражением (56). В [13, 15, 22] вводится пере-

менная масса: 
0

,m m= β  где ( )xβ  – поле Дирака, 

так что совпадение с нашим выражением (56) дос-

тигается только при ,A

α

α
β

=
β

 т. е., опять же 

в случае интегрируемого вектора Вейля. Отметим, 

что у Дирака [15] действие для свободной частицы 

в геометрии Вейля выбрано в виде  

1 0 .I m ds= − β∫                       (65) 

Соответственно, введенные Дираком геодези-

ческие свободного движения частицы имеют вид 

[15] (инвариантные геодезические Дирака): 

( )0

0
0,

d m u

u u m
ds

μ

μ ρ σ μ

ρσ

β
+Γ − β =        (66) 

что соответствует нашему выражению (62) только 

в случае A
α

α
β

=
β

 и 
0

( ),m m x= β  т. е. в случае ин-

тегрируемого пространства Вейля. Такое опреде-

ление геодезических линий не соответствует гео-

метрическому определению ковариантных геоде-

зических (33) в случае общего пространства Вей-

ля. Отметим, тем не менее, что Дирак в своей тео-

рии гравитации [15] использует неинтегрируемый 

вектор Вейля c ненулевой напряженностью поля 

вектора Вейля. 

В публикации [3] действие для свободной 

частицы до нарушения конформной инвариантно-

сти записывается в виде: 

2

0

1 1
.

2

dxdx
S dt m

dt dt

μ
μ

⎡ ⎤
= − λ⎢ ⎥

λ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫              (67) 

При этом до нарушения конформности в [3] пола-

гается 
0

0.m =  Здесь λ – лагранжевый множитель, 

который при вейлевских преобразованиях ведет 

себя как 2
.λ→λ =Ω λ�  Отметим, что t –произволь-

ный параметр. После нарушения вейлевской инва-

риантности для действия частицы авторы [3] ис-

пользуют другое выражение, совпадающее с при-

нятым в ОТО: 

0
,S m dt x x

μ

μ
= − −∫ � �                 (68) 

что дает уравнение движения свободной частицы 

как в ОТО, если не учитывать специфического 

вейлевского заряда частицы: 

0.x x x
μ μ ν ρ

νρ
+Γ =�� � �                   (69) 

На наш взгляд, подход, примененный в [3], логи-

чески непоследователен. Если после нарушения 

конформной инвариантности в лагранжиане учи-
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тывается ненулевой вектор Вейля, то он должен 

учитываться и в уравнениях для геодезической, 

т. е., в уравнениях для движения свободной частицы. 

Итак, даже при наличии, вообще говоря, не-

интегрируемого вектора Вейля в своей модели, 

авторы [3, 13, 15] предпочитают не использовать 

вектор Вейля в уравнении движения свободной 

частицы, несмотря на то, что он входит в вейлев-

скую связность (4). Вместо этого в [15], к приме-

ру, используется функция Дирака ( ).xβ    

 

 

4. Вейлевская сила в геометрии Вейля 

 

До нарушения конформной инвариантности  

гравитации масштабы длины и массы в вейлев-

ской геометрии не заданы, поэтому  изменение 

массы на классическом уровне рассмотрения до-

пустимо в вейлевской модели гравитации. 

Вейлевская гравитация рассматривается во 

многих публикациях для случая интегрируемого 

вектора Вейля (см., например, [20]). Можно счи-

тать, что у элементарных частиц изначально была 

нулевая масса, а ненулевое ее значение возникает 

уже после нарушения вейлевской симметрии, как, 

например, принято в [3]. Можно упомянуть также 

соображения Р. Пенроуза в [17] о конформной ста-

дии развития вселенной в связи с его идеей о пе-

ременной массе частиц. Когда энергия частиц 

крайне велика, массой покоя можно пренебречь. 

Необычные свойства геометрии Вейля в неин-

тегрируемом случае вызвало у Эйнштейна возра-

жение, см. для примера обсуждение Паули в [5], 

которое получило название «эффекта вторых ча-

сов». Действительно, если перенести часы вдоль 

замкнутой траектории (петли), вернув в прежнюю 

точку, то скорость их хода изменится по сравнению с 

теми, которые не перемещались. Масса элемен-

тарной частицы при обходе вдоль петли изменится 

тоже. Это противоречит представлениям стан-

дартной физики. Если же вектор Вейля интегри-

руемый, то на петле изменение массы равно нулю.  

Дискуссионным выглядит вопрос о возможно-

сти использования неинтегрируемого вектора 

Вейля после нарушения конформной инвариант-

ности. Наличие такого вектора – экзотическая си-

туация. Но в связи с примерами использования 

вектора Вейля в лагранжианах с неминимальной 

связью скалярного поля с гравитацией (см. для 

примера публикации [3, 13, 18, 19]) такой вопрос 

достаточно актуален, хотя бы с методической точ-

ки зрения.   

Для одной частицы, движущейся в поле век-

тора Вейля с нулевым вейлевским зарядом в случае 

ковариантных геодезических имеем уравнения: 

( ) 0,
du

u u A A u u
ds

λ
λ μ ν λ α λ
μν α+ Γ = − =        (70) 

1
.

dp
p p mcA

ds mc

λ
λ μ ν λ
μν+ Γ =            (71) 

Сравнивая выражения (70) и (71) с соответст-

вующими выражениями ОТО (т. е., при 0),A
λ
≡  

мы видим, что наличие вектора Вейля приводит к 

наличию специфической вейлевской силы. При-

чем, как это следует из (59), действие этой силы 

приводит к изменению массы частицы. В нереля-

тивистском случае изменение импульса мы могли 

бы записать так: 

( ) ,p mv m v mvΔ = Δ = Δ + Δ
� � ��

             (72) 

то есть импульс частицы меняется не только за счет 

изменения скорости, но и за счет изменения массы. 

Отметим, что из-за ненулевой напряженности 

вектора Вейля имеется еще одна сила, связанная 

с вектором Вейля, которая полностью аналогичная 

силе, действующей на электрический заряд в элек-

тромагнитном поле. Эта сила связана с ненулевым 

вейлевским зарядом частицы ,
W
q  если таковой 

у нее есть. Отметим, что этот заряд – особый 

и не совпадает с электрическим зарядом q. Тогда 

к действию для свободной частицы (47) надо до-

бавить член 

,q W

dx
S q dsA

ds

μ

μ= − ∫                 (73) 

что дает выражение для изменения импульса 

1
,

W

dp dx
p p mcA q F

ds mc ds

λ μ
λ μ ν λ λ
μν μ+ Γ = +     (74) 

где 

.F A A
μν μ ν ν μ

=∇ −∇               (75) 

Сила ,W

dx
q F

ds

μ
λ
μ  действующая на частицу вслед-

ствие вейлевского заряда, не меняет массы частицы. 

С неинтегрируемым случаем вектора Вейля 

авторы статей по вейлевской гравитации по по-

нятным причинам (возражения Эйнштейна) пред-

почитают не иметь дело, но мы рассматриваем 

здесь именно этот любопытный вариант. В связи с 

ним возникает вопрос – как можно было бы обой-

ти эффект «вторых часов»?  

Способ 1. Стохастизация поля вектора Вей-

ля. Пусть влияние случайного векторного поля 
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Вейля Aλ  на движение частицы достаточно мало, 

а само поле Aλ  не имеет выделенных направле-

ний и изотропно. Будем исходить из уравнения 

движения частицы в соответствии с ковариантной 

вейлевской геодезической 

( ) .du u u ds A u u A ds
μ μ α β α λ λ

ααβ
⎡ ⎤+ Γ = − −
⎣ ⎦

    (76) 

Рассмотрим величину 

( )( ) ( )( )2
A A u u A A u u
λ α λ α

α λ α λξ = − − − =  

( )
2

.A u A A
α λ

α λ= −                      (77) 

Эта величина – инвариант. Пусть частица 

движется по стационарной траектории. В системе 

отчета покоящейся частицы, где (1,0,0,0),u
λ
=  

в окрестности частицы 2ξ  неотрицательна: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 2 3
0,A A Aξ = + + ≥         (78) 

поскольку  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0 1 2 3
.A A A A A A

λ

λ
= − − −    (79) 

Поэтому мы можем ввести вероятностное 

распределение нормального типа для случайной 

величины 

( ) ( ) ( ),g x A x A xα β
αβ ⊥ ⊥ξ = −            (80) 

где    

( ) .A A A u u
λ α λ

⊥ λ α
= −              (81) 

Плотность вероятности  w  запишем как:  

2

2 2

1
( ) exp ,

2 2
w

⎛ ⎞ξ
ξ = −⎜ ⎟⎜ ⎟σ π σ⎝ ⎠

         (82) 

где 2
σ  – дисперсия распределения случайной ве-

личины ξ.   

Этот результат обобщается на случай произ-

вольного движения частицы следующим образом.  

Вводится уравнение Ланжевена с собственным 

временем частицы ,d dsτ =  

,du u u d A d
μ μ α β μ

⊥αβ+Γ τ = σ τ            (83) 

где             

( ) 0,A
λ

⊥
τ = ( )2

1 2 1 2
( ) ( ) .A A

λ λ
⊥ ⊥μ μτ τ = −σ δ δ τ − τ  (84) 

Получили уравнение, описывающее броунов-

ский процесс. Фактически, имеют место флуктуа-

ции около классической траектории ОТО.  

Способ 2. Трубки из вейлонов. Предположим, 

что поле вектора Вейля при квантовании приводит 

к очень массивным частицам – вейлонам [4, 18, 

24, 25]. Вейлоны взаимодействуют с обычными 

частицами на очень малых  расстояниях. Рассмот-

рим нерелятивистское движение очень тяжелых 

вейлонов. Если вейлоны образуют структуры 

в виде замкнутых хаотически ориентированных 

трубок, то получается аналогия со сверхтекучими 

вихревыми линиями в гелии [26]. Более реали-

стично было бы рассмотреть модель вихревых ни-

тей в виде аналогов вортонов [27]. В данном слу-

чае имеются в виду релятивистские вихревые 

кольца из вейлонов. При хаотической ориентации 

этих вортонов средний вклад в изменение массы 

частиц при пролете через область из вортонов ну-

левой. Если масса вейлона близка планковской 

массе, то  процессы рассеяния частиц на вортонах 

существенны только на малых (планковских) рас-

стояниях. Таким образом, эффект вторых часов на 

макроскопических расстояниях не наблюдается, 

а на малых (планковских) расстояниях частицы 

должны описываться квантовой теорией и могут 

менять массу дискретным образом, взаимодейст-

вуя с вейлонными вортонами – аналогами ротонов 

[26]. Эти процессы могли бы иметь место на ран-

ней стадии существования Вселенной при очень 

высоких температурах. 

 

 

5. Движение частицы по геодезической  

в цилиндрически симметричном  

гравитационном поле 

 

Рассмотрим задачу о движении частицы в стати-

ческом гравитационном поле с учетом вектора Вей-

ля. Пусть имеется в виду цилиндрическая симмет-

рия. В цилиндрических координатах ( , , , )t r zϕ  век-

тор Вейля зададим в виде 

(0, ( ), ( ),0).
r

A A r A r
ϕ

=                  (85) 

Рассмотрим движение частицы по геодезиче-

ской в плоскости 0.z =  В соответствии с выраже-

нием (56) получаем два уравнения:  

( ) 0,
r r

r

dx dx
r A A r A r

ds ds

σ ν

σν ϕ
+ Γ − + + ϕ =��� � �    (86) 

( ) 0.
r

dx dx
A A r A

ds ds

σ ν

ϕ ϕ

σν ϕ
ϕ+ Γ − + + ϕ ϕ =�� � ��   (87) 

Здесь 

,

d

ds

ϕ
ϕ =�  ,

dr
r

ds
=�  

2

2
,

d

ds

ϕ
ϕ =��  

2

2
,

d r
r

ds

=��  .

dt
t

ds
=�   (88) 
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Можно рассмотреть изотропную статическую ци-

линдрическую метрику данной задачи в виде  

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2exp ( ) exp ( ) .ds r dt r dr r d dz= ν − λ + ϕ +  

(89) 

Здесь ( )rν  и ( )rλ  – две функции, которые нахо-

дятся из решения уравнений для гравитации. Тогда  

( )2 2
0,

r r r

t t r
r t A A r A r

ϕ ϕ ϕ
+Γ +Γ ϕ − + + ϕ =�

� ��� � �     (90) 

( ) 0,
r

A A r A
ϕ

ϕ
ϕ− + + ϕ ϕ =�� � ��              (91) 

где r

ϕ ϕ
Γ  и r

ϕ ϕ
Γ  – функции только от r.  

Итого есть два уравнения второго порядка, 

которые приводят к спиральной траектории дви-

жения пробной частицы.  

Если 0,
r
A ≡  то 

2 2 0,r r

t t
r t g A rϕ

ϕ ϕ ϕϕ
+ Γ +Γ ϕ + ϕ =�

� ��� �         (92) 

( )( )2 2
1 .

t t
A r g A g tϕ ϕ

ϕϕ
ϕ = − ϕ = �
�� �         (93) 

Квадрат обычной 3-скорости частицы v
�

 находит-

ся из соотношения (при 1)c =  

2

2

2
,

tt

g
v

g t

ϕϕ
ϕ

= −
��

�
                      (94) 

тогда  

( )
2

.
1

A r

v

ϕ

ϕ =
−

�� �                         (95) 

Если в (92) положить 0,r ≡�  то  

2 2
0,

r r

t t
t

ϕ ϕ
Γ +Γ ϕ =�

�                 (96) 

откуда        

2
const,

r

tt

r

g
v

ϕϕ

ϕ ϕ

Γ
= =

Γ

�

              (97) 

что противоречит (95). Таким образом, при 0
r

A ≡  

и ( ) 0A r
ϕ

≠  реализуется спиральное движение (r 

и ϕ меняются у частицы в процессе движения).  

Пусть теперь 0A
ϕ
≡  и ( ) 0.

r

A r ≠  Эта задача 

подробно разобрана в [23]. Положим в (90) и (91) 

0r ≡�  и 0.A
ϕ
≡  Тогда 0.ϕ ≡��  Это соответствует 

случаю интегрируемого вектора Вейля и  стацио-

нарного движения по орбите с постоянным радиу-

сом r. Величина 3-скорости кругового движения 

находится из (97). При этом z-компонента углово-

го момента M – сохраняющаяся величина. Она 

находится так. Рассматривается лагранжиан проб-

ной частицы с учетом поля Вейля [23]: 

( )0
exp ,

r
L m A dr g x xμ ν

μν
= ∫ � �         (98) 

который приводит при constr =  к соотношению 

для углового момента: 

0

0
exp ( ) const.

r

r

r

L
M m A r dr g

ϕ ϕ

⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟′ ′= − = ϕ =
⎜ ⎟∂ϕ ⎝ ⎠
∫ �

�

  (99) 

 

 

Заключение 

 

Вейлевская геометрия приводит к двум типам 

геодезических линий – инвариантным и ковари-

антным. Ковариантные геодезические можно ин-

терпретировать как экстремали действия для то-

чечной частицы с переменной массой. Соответст-

венно, уравнения свободного движения для точеч-

ной частицы в вейлевской геометрии содержат 

дополнительный член, который  можно назвать 

вейлевской силой. Этот член просто меняет мас-

штаб массы до нарушения конформной инвари-

антности, но после нарушения локальной кон-

формной инвариантности приводит к реальному 

изменению массы физической частицы. Под на-

рушением конформной инвариантности мы имеем 

в виду выбор конкретного экземпляра пространст-

ва Вейля из класса эквивалентности по отноше-

нию к преобразованиям (1). 

Подчеркнем, что вектор Вейля Aμ  в отличие 

от электромагнитного потенциала, действует на 

частицу не только при наличии вейлевского заря-

да и ненулевой напряженности, но и сам по себе, 

через вейлевскую связность (4). 

Некоторые авторы вместо вектора Вейля 

в геодезических используют градиент скалярной 

функции, несмотря на то, что в лагранжиане у них 

присутствует ненулевая напряженность вектора 

Вейля. На наш взгляд, это непоследовательно. Ко-

нечно, это позволяет избавиться от эффекта вторых 

часов, но не соответствует духу геометрии Вейля.  

В неинтегрируемом случае вектора Вейля мы 

предложили два выхода. А именно: 1) неинтегри-

руемый вектор Вейля имеет малую норму на мак-

роскопических масштабах и меняется хаотически, 

так что усреднение по векторному полю приводит 

лишь к некоторой стохастизации движения части-

цы; 2) ненулевое значение вектора Вейля имеет 

место только в области планковских масштабов, 

в аналогах вортонов – вихревых колец. При этом 

изменение массы у других частиц при взаимодей-

ствии с вейлевскими аналогами вортонов проис-

ходит дискретным образом.  
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Эти варианты вейлевской гравитации нуждают-

ся в развитии. Следует показать, могут ли они быть 

реализованы в физике частиц таким образом, чтобы 

с одной стороны не противоречить надежно уста-

новленным экспериментальным фактам, а с дру-

гой – объяснить или предсказать новые эффекты. 
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