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О ВЕКТОРЕ ВЕЙЛЯ И ВЕЙЛЕВСКИХ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ 

 

С. Ю. Седов 
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Рассмотрено понятие геодезической в общем пространстве Вейля и в вейлевской 

гравитации. Обсуждается идея переменной массы и ее интерпретация в вейлевской гра-

витации. 

Вейлевская геометрия приводит к двум типам геодезических линий – инвариантным 

и ковариантным. Ковариантные геодезические можно интерпретировать как экстремали 

действия для точечной частицы с переменной массой. Соответственно, уравнения сво-

бодного движения для точечной частицы в вейлевской геометрии содержат дополни-

тельный член, который  можно назвать вейлевской силой. 

Рассмотрен вопрос о том, как совместить такую интерпретацию со стандартной фи-

зикой, избежав парадоксального эффекта вторых часов. Предложено два варианта: 1) не-

интегрируемый вектор Вейля имеет малую норму на макроскопических масштабах и ме-

няется хаотически, так что усреднение по векторному полю приводит лишь к стохасти-

зации движения частицы; 2) ненулевое значение вектора Вейля имеет место только в об-

ласти малых масштабов, в аналогах вихревых колец. 

 

Ключевые слова: геометрия Вейля, связность Вейля, вектор Вейля, вейлевская гра-

витация. 

 

 

Введение 
 

В последние годы рассматриваются различ-

ные варианты применения вейлевской локальной 

масштабной симметрии к гравитации. Идеи Вейля, 

сформулированные в начале 20 века [1], продол-

жают интенсивно обсуждаться и в 21 веке, сто лет 

спустя. В качестве относительно недавних приме-

ров сошлемся на публикации [2, 3].                   

Особенно актуальна идея вейлевской симмет-

рии в космологии, в которой физика частиц объе-

диняется с альтернативными теориями гравита-

ции. Поскольку логически последовательной тео-

рии квантовой гравитации нет, то такое, феноме-

нологическое по существу, объединение разнород-

ных областей физики названо нами гибридным [4].  

Есть методические вопросы, относящиеся к про-

странству Вейля, которые в физической литературе 

изложены, на наш взгляд, недостаточно ясно. 

В этой публикации рассмотрим некоторые аспек-

ты определения геодезических в пространстве 

Вейля. Рассмотрим также понятие массы точечной 

частицы и понятие силы в вейлевской гравитации.   

 

 

1. Основы вейлевской геометрии 
 

Геометрия Вейля изложена в физической ли-

тературе достаточно подробно (см., например, [1, 

5, 6–8]). Здесь мы рассмотрим только основные 

понятия.  

Объектом изучения в вейлевской геометрии 

является дифференцируемое многообразие M с за-

данной билинейной невырожденной дифференци-

альной 2-формой (метрической функцией) g и 

дифференциальной 1-формой A. Этот геометриче-

ский объект называется пространством Вейля, его 

можно обозначить как ( ), , .M g A  Для определен-

ности следует задать конкретную сигнатуру мет-

рики g. Новым по сравнению с римановой геометри-

ей является введение дополнительной 1-формы A. 

Эта 1-форма является замкнутой, если 0,dA =  и 
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точной, если существует такая 2-форма σ, что 

.A d= σ  Здесь d – оператор внешнего дифферен-

цирования. Проще говоря, точная форма A соот-

ветствует случаю, когда вектор A
α

 представим 

как градиент некоторого скаляра 
( )

.
x

A

x
α α

∂ϕ
=
∂

 

Замкнутая форма соответствует случаю, когда 

0.
A A

F

x x

β α
αβ α β

∂ ∂
= − ≡

∂ ∂

 В общем случае вейлевской 

геометрии A не является замкнутой формой.   

Вейлевское (локальное масштабное) преобра-

зование задано соотношениями: 

2
,g g g→ =Ω�  log ,A A A d→ = − Ω�        (1) 

где Ω – строго положительная дифференцируемая 

вещественная функция. В координатном виде эти 

преобразования выглядят так:     

2
( ) ( ) ( ) ( ),g x g x x g x

μν μν μν
→ =Ω�  ( ) exp( (x)),xΩ = σ  (2) 

,A A A A

x
μ μ μ μ μμ

∂σ
→ = − = −∇ σ

∂

�  ( )ln .xσ = Ω   (3) 

Здесь преобразованные величины обозначаются 

волнистой чертой вверху. Коэффициенты вейлев-

ской связности Γ
�

 определяются с помощью мет-

рики ( )g xαβ  и вектора Вейля ( ).A x
ν

 В координат-

ном виде они выглядят следующим образом [6–9]: 

( )
1

2
g g g g

λ λα
μν μ αν ν αμ α μνΓ = ∂ + ∂ − ∂ =

� � ��

 

,A A g Aλ λ λ λ
μν μ ν ν μ μν= Γ + δ + δ −               (4) 

где      

( )2 ,g A gμ αβ μ μ αβ∂ = ∂ +
�

                   (5) 

( )
1

2
g g g g

λ λα
μν μ αν ν αμ α μν

⎧ λ ⎫⎪ = Γ = ∂ + ∂ − ∂⎨ ⎬
μν⎪ ⎭⎩

  (6) 

– обычные символы Кристоффеля связности Леви-

Чивита. Выпуклой чертой вверху («шляпкой») 

обозначены вейлевские аналоги величин римано-

вой геометрии. Обычная ковариантная производ-

ная 
λ

∇  произвольного тензора B
μν

 в римановом 

пространстве имеет вид: 

.B B В В

x

α α
λ μν μν λμ αν λν μαλ

∂
∇ = −Γ −Γ

∂

        (7)  

В случае вейлевской ковариантной производной 

для произвольного тензора B
μν

 по аналогии с ри-

мановым случаем имеем: 

,B B В В

x

α α
λ μν μν λμ αν λν μαλ

∂
∇ = −Γ −Γ

∂

� � �

       (8) 

поэтому для метрического тензора получаем:  

2 .g A gλ αβ λ αβ∇ = −
�

                      (9) 

Аналогично определяется 
λ∇

�

 в общем случае с заме-

ной связности Леви-Чивита на вейлевскую: Γ на .Γ
�

 

Для риманова пространства имеет место усло-

вие метричности  

0.gλ αβ∇ =                          (10) 

Вейлевское многообразие неметрическое вследст-

вие наличия соотношения (9). Рассматривают 

также и другие неметрические пространства аф-

финной связности, например, пространства с кру-

чением [10], но они здесь не понадобятся. Как 

видно из выражений (2), (3), вектор Вейля A отве-

чает за локальные масштабные преобразования. 

Вейлевским весом геометрической величины H 

называют число ( ) ,k W H=  которое является сте-

пенью в вейлевском преобразовании: 

.

k
H H H→ =Ω�                       (11) 

Можно определить вейлевскую инвариантную 

производную метрического тензора gαβ  с вейлев-

ским весом 2 :W =   

( )( ) 0.D g W g A gμ αβ μ αβ μ αβ= ∇ + =
� �

     (12) 

Это соотношение является аналогом соотношения 

метричности 0gμ αβ∇ =  в римановой геометрии. 

В общем виде для скаляра h, вектора h
α

 и тен-

зора hαβ  вейлевские ковариантные производные 

определяются так:  

( ) ,h h W h A h
μ μ μ
∂ = ∂ +
�

                  (13) 

( ) ( ) ( ) ( ),D h x W h A h x h x
μ μ μ μ

⎡ ⎤= ∇ + =∂⎣ ⎦
�� �

        (14) 

( ) ,D h W h A h
μ α μ α μ α

⎡ ⎤≡ ∇ +⎣ ⎦
� �

          (15) 

( ) .D h W h A hμ αβ μ αβ μ αβ⎡ ⎤≡ ∇ +⎣ ⎦
� �

        (16)  

Величины (11), преобразующиеся с вейлев-

ским весом W, называют вейлевски ковариантны-

ми, а если ( ) 0,W H =  то вейлевски инвариантны-

ми. В частности, действие для вейлевской грави-

тации 
g

S  должно быть вейлевски инвариантным: 

.

g g
S S=�  Соответственно, лагранжиан гравита-

ции 
g

L  должен быть вейлевски ковариантным 

с весом  ( ) 4,
g

W L = −  так как   
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( )det 4,W g =                    (17) 

и 
4

det .
g g

S d x g L= ∫                (18) 

Отметим, что с точностью до вейлевского 

преобразования ( ), ,M g A  и ( , , )M g A��  совпадают, 

т. е. локальное масштабное преобразование не меня-

ет пространство Вейля. Все экземпляры ( , , )M g A��  

равнозначны. Их объединяют в класс эквивалент-

ности по отношению к калибровке Ω.   

В связи с определением пространства Вейля 

( ), ,M g A  заметим здесь, что физическое про-

странство-время ( )1 1
, ,M g A  уникально по отно-

шению к выбору калибровки, то есть среди набора 

всех вейлевских эквивалентных экземпляров из 

класса ( ), ,M g A  выделен один экземпляр при 

фиксировании калибровочной функции 
1
.Ω =Ω  

По этому поводу будем говорить, что произошло 

нарушение вейлевской инвариантности. Такое на-

рушение связано с тем, что в физической гравита-

ции четко определены масштабы времени рас-

стояния и массы. Характерными единицами обыч-

но служат планковская длина, планковское время 

и планковская масса.  

Отметим, что, когда  в объекте ( ), ,M g A  A 

является точной 1-формой, можно подобрать ка-

либровку Ω такую, что A
μ
�  обратится в нуль на 

всем пространстве M: 

0.A A A

x
μ μ μ μ

∂σ
→ = − =

∂

�               (19) 

Такое вейлевское пространство называется интег-

рируемым вейлевским пространством. Для интег-

рируемого вейлевского пространства ,A d= σ  а ка-

либровка Ω, приводящая к 0,A
μ
=

�  называется 

эйнштейновской. Объект ( ), ,M g dσ  в литературе 

называют IWG (Integrable Weylian Geometry, [6–8]) 

или WIST (Weyl Integrable SpaceTime, см. [11]). 

При выборе конкретной эйнштейновской калиб-

ровки получается конкретный экземпляр риманова 

пространства. Таким образом, интегрируемое вей-

левское пространство представляет собой класс 

эквивалентности различных римановых пространств, 

находящихся в конформном соответствии между 

собой. Оно характеризуется единственной, инва-

риантной к выбору калибровки, вейлевской связ-

ностью Γ
�

 в отличие от римановых экземпляров 

с различными связностями Леви-Чивита Γ. 

В литературе вектор Вейля A у разных авторов 

определяется с точностью до знака и с точностью 

до множителя 2. Кроме того, сигнатура метрики g 

также выбирается по-разному, как ( , , , )− + + +  и как 

( , , , ).+ − − −  Выберем здесь последнюю сигнатуру. 

Она соответствует выбору в [12–15]. Кривизна R, 

тензор Риччи R
αβ  и тензор кривизны R

αβγδ  также 

определяются различным образом с точностью до 

знака. Так, например, тензор кривизны в [12–15] 

имеет обратный знак в сравнении с выражением 

для него, приведенным в [16]. Тензор Риччи 

в [13, 15] имеет обратный знак по сравнению 

с выражением из [12, 14, 16]. Мы будем придер-

живаться, в основном, соглашений [14]:      

,R g R
ρ

αβγδ αρ βγδ=    ,R R R
α α

μν μαν μαν
= =  

.R g R
αβ

αβ=                         (20) 

Вейлевский тензор кривизны определяется анало-

гично случаю римановой геометрии: 

,R α α α α λ α λ
μνρ ν μρ μ νρ νλ μρ μλ νρ= ∂ Γ − ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ    (21) 

,R α α α α λ α λ
μνρ ν μρ μ νρ νλ μρ μλ νρ= ∂ Γ − ∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ
� � � � � � �

   (22) 

2
6 6 .R R A A= − ∇ −

�

              (23) 

Приведем выражение для тензора Эйнштейна 

1

2
G R g R
μν μν μν

= −

� � �

 из [17]: 

2
2 2 3 .G G A A g A g A A A

μν μν μ ν μν μν μ ν ν μ
= + + + ∇ − ∇ +∇

�

 

(24)  

Если к этому выражению прибавить антисиммет-

ричный тензор  

,F A A
μν μ ν ν μ

=∇ −∇                  (25) 

получим 

2
2 2 2 .G G A A g A g A A

μν μν μ ν μν μν μ ν
′ = + + + ∇ − ∇

�

  (26) 

 

 

2. Геодезические в пространстве Вейля 
 

Геодезические линии ( )tγ  в пространстве 

Вейля, как и в пространстве Римана определяют 

условием, что касательные векторы должны пере-

носиться параллельно самим себе. Автопараллель-

ные инвариантные геодезические в пространстве 

Вейля определяются соотношениями, аналогичными 

римановым геодезическим, но с заменой связно-

сти Леви-Чивита Γ на вейлевскую связность :Γ
�

       

0,
γ

∇ γ =
�

�
�  0,

λ λ μ ν
μνγ + Γ ⋅ γ γ =

�

�� � �  ,

dx

dt

α

α

γ =�      (27) 
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где t – аффинный вейлевский инвариантный пара-

метр кривой γ. Действительно, применяя формулу 

параллельного переноса к касательному вектору α

γ�  

в пространстве Вейля, имеем: 

,

dx dx
d dx

dt dt

α β
α γ
βγ

⎛ ⎞
= −Γ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

�

              (28) 

откуда и вытекают соотношения (27). Эти геоде-

зические в пространстве Вейля не являются ли-

ниями со стационарным расстоянием, так как при 

параллельном перенесении не сохраняется длина 

вектора. Отметим, что на кривой ( )tγ  

( ) ( ) 2 ,
d dx

dx dx dx dx A
dt dt

β
α α

α α β

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (29) 

что согласуется с выражением 2 .g A gλ αβ λ αβ∇ = −
�

 

Длины геодезических зависят от калибровки в си-

лу соотношения (29). 

При вейлевских преобразованиях вейлевская 

связность инвариантна: 

,

λ λ λ
μν μν μνΓ →Γ =Γ

� � ��
                  (30) 

и для инвариантных вейлевских геодезических [6] 

,
t t t
L g L L

α β
αβ= γ γ → =Ω

�

� � �

� �   ( ) 1,
t

W L =
�  

( ) ( ) ( ).t t tγ →γ = γ�                   (31) 

Введем 4-скорость u. Для нее имеют место соот-

ношения: 

,

dx
u

ds

α

α

=   ,ds g dx dxα β
αβ=   1,u u

α

α
=  

( ) 1.W u = −                      (32) 

Можно определить вейлевскую ковариантную 

геодезическую ( )sγ  на основе выражения: 

( )( )
u

D u du u dx W u A dx u
λ λ λ μ ν μ λ

μν μ= + Γ + =
� �

 

( ) 0.du u dx A dx u
λ λ μ ν μ λ

μν μ= +Γ − =
�

       (33) 

Такая ковариантная геодезическая, определена как 

решение уравнения (33) с учетом конкретной па-

раметризации (32) [6]. При вейлевском преобразо-

вании: 

1 1,
s s
L g u u L g u u

α β α β
αβ αβ= = → = =

�

� �

� � �  

( ) 0.
s

W L =
�                             (34) 

Для такой ковариантной геодезической можно 

определить соответствующую связность [6]: 

1 1

2 2
A A

λ λ λ λ
μν μν ν μ μ νΓ = Γ − δ − δ =

�

� �

 

1 1
,

2 2
A A g A

λ λ λ λ
μν ν μ μ ν μν= Γ + δ + δ −          (35) 

так что уравнение ковариантной геодезической ( )sγ  

принимает вид: 

( ) 0.
u

D u du A u dx
λ λ λ μ ν

μν= +Γ =

�

� �

         (36) 

Итак, для пространства Вейля существует 

два определения геодезических линий – инвари-

антные геодезические (27) и ковариантные гео-

дезические (33). Вейлевские инвариантные геоде-

зические заданы уравнениями: 

,

dx
u

dt

ν

ν

=

�

 0,u u
ν μ

ν
∇ =
�

� �

             (37) 

а вейлевские ковариантные геодезические – урав-

нениями 

,

dx
u

ds

ν

ν

=  0,u
D u

ds

μ

=

�

 .ds g dx dxα β
αβ=     (38) 

Отметим, что они отличаются параметризацией, 

но на многообразии M множества инвариантных 

и ковариантных геодезических совпадают [6] 

{ } { }( ) (s) ,tγ = γ                      (39) 

так как  

( ) ( ) ~ .u u A dx u u
λ λ μ ν μ λ λ
μν μν μΓ −Γ = −

�

� �

      (40) 

Длины геодезических, определяемые с помощью 

соотношения 

,L ds g dx dxα β
γ αβ

γ γ

= =∫ ∫           (41) 

зависят от калибровки Ω. Но можно определить 

вейлевскую инвариантную длину геодезической 

( )L γ
�

 посредством соотношения [6] 

( )
0 1 0 0 1

2 2

[x ,x ] [x ,x] [x ,x ]

exp 2 .L A dx ds
α

α

γ γ ⊂γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟γ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
�

  (42) 

Экспоненциальный множитель, зависящий от век-

тора Вейля A, компенсирует изменение длины 

кривой при перенесении ее масштаба вдоль γ. 

 

 

3. Движение свободной частицы  

в геометрии Вейля 

 

Рассмотрим материальную точку с массой m . 

В общей теории относительности (ОТО) свобод-
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ное движение точки (пробной массы) выводится 

из вариации действия [12]:   

0 ,
m

S m cds= −∫                     (43) 

и при этом получается уравнение геодезической в 

римановом пространстве: 

0.
du

u u
ds

λ
λ α β
αβ+ Γ =                 (44)  

Какой аналог этого действия в вейлевской геомет-

рии? В вейлевской геометрии масштаб длины 
m
L  

при переносе по некоторой кривой γ меняется по 

соотношению: 

( ) .

m m
dL A dx Lβ β= −                (45) 

Так как частица точечная, то ее размер при дви-

жении не может меняться, а меняться может толь-

ко масса 
1

~

m

m
L

 вследствие свойств геометрии 

Вейля. Поэтому считаем, что переменная масса m 

при параллельном переносе материальной части-

цы вдоль геодезической γ вейлевского простран-

ства меняется как 

( ) 0 exp .m m A dx
α

α

γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟γ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫             (46) 

Таким образом, аналог действия для точечной час-

тицы в случае геометрии Вейля возьмем в виде: 

0

0

[ , ]

exp
m

x x

S mcds m c A dx ds
λ

λ

γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
�

 

0 d ,m c s= − ∫
�

                          (47) 

где  

2d ( ) ( ) ,s x g x dx dxα β
αβ= ψ

�

 

0( , )

( ) exp .
x x

x A dx
λ

λ

γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟ψ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫                (48) 

Такое определение вейлевского инвариантного 

действия 
m

S  для материальной точки соответст-

вует определению (42) вейлевской инвариантной 

длины геодезической ,L
�

 когда изменение мас-

штаба длины для интервала ds компенсируется 

соответствующим множителем ψ, зависящим от 

вектора Вейля A.    

Рассмотрим вариацию 2
d .s

�

 Воспользуемся 

методом решения задачи о вычислении геодезиче-

ской в ОТО (см. например, [12], с. 320): 

( )
2

2 2
( )

d ~ 2 .
g

s dx dx x g dx d x
x

αβα β γ α β
αβγ

∂ ψ
δ δ + ψ δ

∂

�

  (49) 

Итак, 

2

2

0

( )1
d .

2 d d d

gdx dx d dx
S m c s x g x

s s s dx

α β α
αβ γ γ

αγγ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ψ
⎢ ⎥δ = − δ − ψ δ⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫
�

� � �

 

(50) 

Полагая вариацию ( )d 0,sδ =
�

 
d

dx
u

s

β
β
=

�

�

 и 

,

d

d
u

s x

β

β

∂
=

∂

�

�

 получаем:   

21
2

2 d

g du
u u A g

sx

α

αβα β
γ αγγ

∂⎛ ⎞
ψ + −ψ −⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

�

� �

�

 

2
2 0.

g
u u A

x

αγα β
ββ

∂⎛ ⎞
−ψ + =⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

� �

              (51) 

С учетом равенства  

2
g

u u A
x

αγα β
ββ

∂⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟

∂⎝ ⎠

� �

 

1
2 2 ,

2

g g
u u A A

x x

αγ βγα β
β αβ α

∂ ∂⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠

� �

       (52) 

сокращая (51) на 2
ψ  и поднимая индекс γ умно-

жением выражения (51) на ,g
λγ  получаем выра-

жение:  

( )
1

0.
d 2

du
u u g g g g A A g A

s

ν
α β λγ λ λ λ

α γβ β γα γ αβ α β β α αβ
⎡ ⎤

+ ∂ + ∂ −∂ + δ + δ − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

� �

�

   

(53) 

Итак, линия движения частицы с переменной 

массой m задается уравнением вейлевской инва-

риантной геодезической (27): 

0.
d

du
u u

s

λ
λ μ ν
μν+ Γ =

�

�

� �

�

                      (54) 

Введем 4-скорость .

dx
u

ds

λ
λ
=  Учтя связь произ-

водных  

d

d d

ds s
=ψ

�

                           (55) 

и выражение для ψ из (48), получаем уравнение 

для вейлевской ковариантной геодезической: 

( ) 0,
du

u u A u u
ds

λ
λ μ ν α λ
μν α+ Γ − =

�

         (56) 

или 

0.
du

u u
ds

λ
λ μ ν
μν+ Γ =

�

�

                  (57) 
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Это уравнение совпадает с уравнением (33). В за-

висимости от использованной параметризации (ин-

вариантной) s

�

 или (ковариантной) s получаются 

два различных уравнения (54) и (56), описываю-

щие один и тот же набор кривых. 

Рассмотрим 4-импульс .p mcu
λ λ
=  Его произ-

водная удовлетворяет соотношению 

( ).dp du
mc mcu A u

ds ds

λ λ
λ α

α
= +          (58) 

При этом 

( )
( )

2 2

2 2( )
2 ,

d m cd p p
m c A x

ds ds

λ

νλ

ν
= =      (59) 

и на петле происходит изменение mΔ  массы ма-

териальной точки:  

( )0
exp .m m A dx

α

α
Δ = ∫�               (60) 

Изменение 4-импульса вдоль ковариантной 

геодезической пространства Вейля, как это следу-

ет из (58), удовлетворяет равенству 

( ) 0
dp du

mc mcu A u
ds ds

λ λ

λ α

α
− − = ,      (61) 

то есть на ковариантной геодезической линии (56) 

выполняется уравнение для 4-импульса c пере-

менной массой: 

( )1 2
0.

dp
p p p A p

ds mc mc

λ
λ μ ν λ α
μν α+ Γ − =

�

   (62) 

Отметим, что в литературе имеется достаточ-

но много вариантов гравитации для случая интег-

рируемой геометрии Вейля. Так, например, в пуб-

ликации [20] рассматривался вопрос о переменной 

массе и геодезических в интегрируемой вейлев-

ской геометрии, и их анализ согласуется с нашим. 

В [20] утверждается, что масса – переменная ве-

личина в вейлевской гравитации. Импульс в [20] 

определяется как 

( ) ,
dx

p m
ds

μ

μ
= ϕ                     (63) 

а уравнение для импульса имеет вид:  

0,
dp dx dx

p p
ds ds ds

μ σ λ
μ λ μ

λσλ+Γ −∂ ϕ =
�

   (64) 

что согласуется с нашим выражением (62) для 

случая интегрируемого вектора Вейля 2 ,A
λ λ
∂ ϕ =  

где ( )xϕ = ϕ  – скалярное поле. 

В работе [21] используются вейлевские кова-

риантные геодезические, которые у нас определе-

ны выражением (56). В [13, 15, 22] вводится пере-

менная масса: 
0

,m m= β  где ( )xβ  – поле Дирака, 

так что совпадение с нашим выражением (56) дос-

тигается только при ,A

α

α
β

=
β

 т. е., опять же 

в случае интегрируемого вектора Вейля. Отметим, 

что у Дирака [15] действие для свободной частицы 

в геометрии Вейля выбрано в виде  

1 0 .I m ds= − β∫                       (65) 

Соответственно, введенные Дираком геодези-

ческие свободного движения частицы имеют вид 

[15] (инвариантные геодезические Дирака): 

( )0

0
0,

d m u

u u m
ds

μ

μ ρ σ μ

ρσ

β
+Γ − β =        (66) 

что соответствует нашему выражению (62) только 

в случае A
α

α
β

=
β

 и 
0

( ),m m x= β  т. е. в случае ин-

тегрируемого пространства Вейля. Такое опреде-

ление геодезических линий не соответствует гео-

метрическому определению ковариантных геоде-

зических (33) в случае общего пространства Вей-

ля. Отметим, тем не менее, что Дирак в своей тео-

рии гравитации [15] использует неинтегрируемый 

вектор Вейля c ненулевой напряженностью поля 

вектора Вейля. 

В публикации [3] действие для свободной 

частицы до нарушения конформной инвариантно-

сти записывается в виде: 

2

0

1 1
.

2

dxdx
S dt m

dt dt

μ
μ

⎡ ⎤
= − λ⎢ ⎥

λ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫              (67) 

При этом до нарушения конформности в [3] пола-

гается 
0

0.m =  Здесь λ – лагранжевый множитель, 

который при вейлевских преобразованиях ведет 

себя как 2
.λ→λ =Ω λ�  Отметим, что t –произволь-

ный параметр. После нарушения вейлевской инва-

риантности для действия частицы авторы [3] ис-

пользуют другое выражение, совпадающее с при-

нятым в ОТО: 

0
,S m dt x x

μ

μ
= − −∫ � �                 (68) 

что дает уравнение движения свободной частицы 

как в ОТО, если не учитывать специфического 

вейлевского заряда частицы: 

0.x x x
μ μ ν ρ

νρ
+Γ =�� � �                   (69) 

На наш взгляд, подход, примененный в [3], логи-

чески непоследователен. Если после нарушения 

конформной инвариантности в лагранжиане учи-
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тывается ненулевой вектор Вейля, то он должен 

учитываться и в уравнениях для геодезической, 

т. е., в уравнениях для движения свободной частицы. 

Итак, даже при наличии, вообще говоря, не-

интегрируемого вектора Вейля в своей модели, 

авторы [3, 13, 15] предпочитают не использовать 

вектор Вейля в уравнении движения свободной 

частицы, несмотря на то, что он входит в вейлев-

скую связность (4). Вместо этого в [15], к приме-

ру, используется функция Дирака ( ).xβ    

 

 

4. Вейлевская сила в геометрии Вейля 

 

До нарушения конформной инвариантности  

гравитации масштабы длины и массы в вейлев-

ской геометрии не заданы, поэтому  изменение 

массы на классическом уровне рассмотрения до-

пустимо в вейлевской модели гравитации. 

Вейлевская гравитация рассматривается во 

многих публикациях для случая интегрируемого 

вектора Вейля (см., например, [20]). Можно счи-

тать, что у элементарных частиц изначально была 

нулевая масса, а ненулевое ее значение возникает 

уже после нарушения вейлевской симметрии, как, 

например, принято в [3]. Можно упомянуть также 

соображения Р. Пенроуза в [17] о конформной ста-

дии развития вселенной в связи с его идеей о пе-

ременной массе частиц. Когда энергия частиц 

крайне велика, массой покоя можно пренебречь. 

Необычные свойства геометрии Вейля в неин-

тегрируемом случае вызвало у Эйнштейна возра-

жение, см. для примера обсуждение Паули в [5], 

которое получило название «эффекта вторых ча-

сов». Действительно, если перенести часы вдоль 

замкнутой траектории (петли), вернув в прежнюю 

точку, то скорость их хода изменится по сравнению с 

теми, которые не перемещались. Масса элемен-

тарной частицы при обходе вдоль петли изменится 

тоже. Это противоречит представлениям стан-

дартной физики. Если же вектор Вейля интегри-

руемый, то на петле изменение массы равно нулю.  

Дискуссионным выглядит вопрос о возможно-

сти использования неинтегрируемого вектора 

Вейля после нарушения конформной инвариант-

ности. Наличие такого вектора – экзотическая си-

туация. Но в связи с примерами использования 

вектора Вейля в лагранжианах с неминимальной 

связью скалярного поля с гравитацией (см. для 

примера публикации [3, 13, 18, 19]) такой вопрос 

достаточно актуален, хотя бы с методической точ-

ки зрения.   

Для одной частицы, движущейся в поле век-

тора Вейля с нулевым вейлевским зарядом в случае 

ковариантных геодезических имеем уравнения: 

( ) 0,
du

u u A A u u
ds

λ
λ μ ν λ α λ
μν α+ Γ = − =        (70) 

1
.

dp
p p mcA

ds mc

λ
λ μ ν λ
μν+ Γ =            (71) 

Сравнивая выражения (70) и (71) с соответст-

вующими выражениями ОТО (т. е., при 0),A
λ
≡  

мы видим, что наличие вектора Вейля приводит к 

наличию специфической вейлевской силы. При-

чем, как это следует из (59), действие этой силы 

приводит к изменению массы частицы. В нереля-

тивистском случае изменение импульса мы могли 

бы записать так: 

( ) ,p mv m v mvΔ = Δ = Δ + Δ
� � ��

             (72) 

то есть импульс частицы меняется не только за счет 

изменения скорости, но и за счет изменения массы. 

Отметим, что из-за ненулевой напряженности 

вектора Вейля имеется еще одна сила, связанная 

с вектором Вейля, которая полностью аналогичная 

силе, действующей на электрический заряд в элек-

тромагнитном поле. Эта сила связана с ненулевым 

вейлевским зарядом частицы ,
W
q  если таковой 

у нее есть. Отметим, что этот заряд – особый 

и не совпадает с электрическим зарядом q. Тогда 

к действию для свободной частицы (47) надо до-

бавить член 

,q W

dx
S q dsA

ds

μ

μ= − ∫                 (73) 

что дает выражение для изменения импульса 

1
,

W

dp dx
p p mcA q F

ds mc ds

λ μ
λ μ ν λ λ
μν μ+ Γ = +     (74) 

где 

.F A A
μν μ ν ν μ

=∇ −∇               (75) 

Сила ,W

dx
q F

ds

μ
λ
μ  действующая на частицу вслед-

ствие вейлевского заряда, не меняет массы частицы. 

С неинтегрируемым случаем вектора Вейля 

авторы статей по вейлевской гравитации по по-

нятным причинам (возражения Эйнштейна) пред-

почитают не иметь дело, но мы рассматриваем 

здесь именно этот любопытный вариант. В связи с 

ним возникает вопрос – как можно было бы обой-

ти эффект «вторых часов»?  

Способ 1. Стохастизация поля вектора Вей-

ля. Пусть влияние случайного векторного поля 
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Вейля Aλ  на движение частицы достаточно мало, 

а само поле Aλ  не имеет выделенных направле-

ний и изотропно. Будем исходить из уравнения 

движения частицы в соответствии с ковариантной 

вейлевской геодезической 

( ) .du u u ds A u u A ds
μ μ α β α λ λ

ααβ
⎡ ⎤+ Γ = − −
⎣ ⎦

    (76) 

Рассмотрим величину 

( )( ) ( )( )2
A A u u A A u u
λ α λ α

α λ α λξ = − − − =  

( )
2

.A u A A
α λ

α λ= −                      (77) 

Эта величина – инвариант. Пусть частица 

движется по стационарной траектории. В системе 

отчета покоящейся частицы, где (1,0,0,0),u
λ
=  

в окрестности частицы 2ξ  неотрицательна: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 2 3
0,A A Aξ = + + ≥         (78) 

поскольку  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0 1 2 3
.A A A A A A

λ

λ
= − − −    (79) 

Поэтому мы можем ввести вероятностное 

распределение нормального типа для случайной 

величины 

( ) ( ) ( ),g x A x A xα β
αβ ⊥ ⊥ξ = −            (80) 

где    

( ) .A A A u u
λ α λ

⊥ λ α
= −              (81) 

Плотность вероятности  w  запишем как:  

2

2 2

1
( ) exp ,

2 2
w

⎛ ⎞ξ
ξ = −⎜ ⎟⎜ ⎟σ π σ⎝ ⎠

         (82) 

где 2
σ  – дисперсия распределения случайной ве-

личины ξ.   

Этот результат обобщается на случай произ-

вольного движения частицы следующим образом.  

Вводится уравнение Ланжевена с собственным 

временем частицы ,d dsτ =  

,du u u d A d
μ μ α β μ

⊥αβ+Γ τ = σ τ            (83) 

где             

( ) 0,A
λ

⊥
τ = ( )2

1 2 1 2
( ) ( ) .A A

λ λ
⊥ ⊥μ μτ τ = −σ δ δ τ − τ  (84) 

Получили уравнение, описывающее броунов-

ский процесс. Фактически, имеют место флуктуа-

ции около классической траектории ОТО.  

Способ 2. Трубки из вейлонов. Предположим, 

что поле вектора Вейля при квантовании приводит 

к очень массивным частицам – вейлонам [4, 18, 

24, 25]. Вейлоны взаимодействуют с обычными 

частицами на очень малых  расстояниях. Рассмот-

рим нерелятивистское движение очень тяжелых 

вейлонов. Если вейлоны образуют структуры 

в виде замкнутых хаотически ориентированных 

трубок, то получается аналогия со сверхтекучими 

вихревыми линиями в гелии [26]. Более реали-

стично было бы рассмотреть модель вихревых ни-

тей в виде аналогов вортонов [27]. В данном слу-

чае имеются в виду релятивистские вихревые 

кольца из вейлонов. При хаотической ориентации 

этих вортонов средний вклад в изменение массы 

частиц при пролете через область из вортонов ну-

левой. Если масса вейлона близка планковской 

массе, то  процессы рассеяния частиц на вортонах 

существенны только на малых (планковских) рас-

стояниях. Таким образом, эффект вторых часов на 

макроскопических расстояниях не наблюдается, 

а на малых (планковских) расстояниях частицы 

должны описываться квантовой теорией и могут 

менять массу дискретным образом, взаимодейст-

вуя с вейлонными вортонами – аналогами ротонов 

[26]. Эти процессы могли бы иметь место на ран-

ней стадии существования Вселенной при очень 

высоких температурах. 

 

 

5. Движение частицы по геодезической  

в цилиндрически симметричном  

гравитационном поле 

 

Рассмотрим задачу о движении частицы в стати-

ческом гравитационном поле с учетом вектора Вей-

ля. Пусть имеется в виду цилиндрическая симмет-

рия. В цилиндрических координатах ( , , , )t r zϕ  век-

тор Вейля зададим в виде 

(0, ( ), ( ),0).
r

A A r A r
ϕ

=                  (85) 

Рассмотрим движение частицы по геодезиче-

ской в плоскости 0.z =  В соответствии с выраже-

нием (56) получаем два уравнения:  

( ) 0,
r r

r

dx dx
r A A r A r

ds ds

σ ν

σν ϕ
+ Γ − + + ϕ =��� � �    (86) 

( ) 0.
r

dx dx
A A r A

ds ds

σ ν

ϕ ϕ

σν ϕ
ϕ+ Γ − + + ϕ ϕ =�� � ��   (87) 

Здесь 

,

d

ds

ϕ
ϕ =�  ,

dr
r

ds
=�  

2

2
,

d

ds

ϕ
ϕ =��  

2

2
,

d r
r

ds

=��  .

dt
t

ds
=�   (88) 
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Можно рассмотреть изотропную статическую ци-

линдрическую метрику данной задачи в виде  

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2exp ( ) exp ( ) .ds r dt r dr r d dz= ν − λ + ϕ +  

(89) 

Здесь ( )rν  и ( )rλ  – две функции, которые нахо-

дятся из решения уравнений для гравитации. Тогда  

( )2 2
0,

r r r

t t r
r t A A r A r

ϕ ϕ ϕ
+Γ +Γ ϕ − + + ϕ =�

� ��� � �     (90) 

( ) 0,
r

A A r A
ϕ

ϕ
ϕ− + + ϕ ϕ =�� � ��              (91) 

где r

ϕ ϕ
Γ  и r

ϕ ϕ
Γ  – функции только от r.  

Итого есть два уравнения второго порядка, 

которые приводят к спиральной траектории дви-

жения пробной частицы.  

Если 0,
r
A ≡  то 

2 2 0,r r

t t
r t g A rϕ

ϕ ϕ ϕϕ
+ Γ +Γ ϕ + ϕ =�

� ��� �         (92) 

( )( )2 2
1 .

t t
A r g A g tϕ ϕ

ϕϕ
ϕ = − ϕ = �
�� �         (93) 

Квадрат обычной 3-скорости частицы v
�

 находит-

ся из соотношения (при 1)c =  

2

2

2
,

tt

g
v

g t

ϕϕ
ϕ

= −
��

�
                      (94) 

тогда  

( )
2

.
1

A r

v

ϕ

ϕ =
−

�� �                         (95) 

Если в (92) положить 0,r ≡�  то  

2 2
0,

r r

t t
t

ϕ ϕ
Γ +Γ ϕ =�

�                 (96) 

откуда        

2
const,

r

tt

r

g
v

ϕϕ

ϕ ϕ

Γ
= =

Γ

�

              (97) 

что противоречит (95). Таким образом, при 0
r

A ≡  

и ( ) 0A r
ϕ

≠  реализуется спиральное движение (r 

и ϕ меняются у частицы в процессе движения).  

Пусть теперь 0A
ϕ
≡  и ( ) 0.

r

A r ≠  Эта задача 

подробно разобрана в [23]. Положим в (90) и (91) 

0r ≡�  и 0.A
ϕ
≡  Тогда 0.ϕ ≡��  Это соответствует 

случаю интегрируемого вектора Вейля и  стацио-

нарного движения по орбите с постоянным радиу-

сом r. Величина 3-скорости кругового движения 

находится из (97). При этом z-компонента углово-

го момента M – сохраняющаяся величина. Она 

находится так. Рассматривается лагранжиан проб-

ной частицы с учетом поля Вейля [23]: 

( )0
exp ,

r
L m A dr g x xμ ν

μν
= ∫ � �         (98) 

который приводит при constr =  к соотношению 

для углового момента: 

0

0
exp ( ) const.

r

r

r

L
M m A r dr g

ϕ ϕ

⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟′ ′= − = ϕ =
⎜ ⎟∂ϕ ⎝ ⎠
∫ �

�

  (99) 

 

 

Заключение 

 

Вейлевская геометрия приводит к двум типам 

геодезических линий – инвариантным и ковари-

антным. Ковариантные геодезические можно ин-

терпретировать как экстремали действия для то-

чечной частицы с переменной массой. Соответст-

венно, уравнения свободного движения для точеч-

ной частицы в вейлевской геометрии содержат 

дополнительный член, который  можно назвать 

вейлевской силой. Этот член просто меняет мас-

штаб массы до нарушения конформной инвари-

антности, но после нарушения локальной кон-

формной инвариантности приводит к реальному 

изменению массы физической частицы. Под на-

рушением конформной инвариантности мы имеем 

в виду выбор конкретного экземпляра пространст-

ва Вейля из класса эквивалентности по отноше-

нию к преобразованиям (1). 

Подчеркнем, что вектор Вейля Aμ  в отличие 

от электромагнитного потенциала, действует на 

частицу не только при наличии вейлевского заря-

да и ненулевой напряженности, но и сам по себе, 

через вейлевскую связность (4). 

Некоторые авторы вместо вектора Вейля 

в геодезических используют градиент скалярной 

функции, несмотря на то, что в лагранжиане у них 

присутствует ненулевая напряженность вектора 

Вейля. На наш взгляд, это непоследовательно. Ко-

нечно, это позволяет избавиться от эффекта вторых 

часов, но не соответствует духу геометрии Вейля.  

В неинтегрируемом случае вектора Вейля мы 

предложили два выхода. А именно: 1) неинтегри-

руемый вектор Вейля имеет малую норму на мак-

роскопических масштабах и меняется хаотически, 

так что усреднение по векторному полю приводит 

лишь к некоторой стохастизации движения части-

цы; 2) ненулевое значение вектора Вейля имеет 

место только в области планковских масштабов, 

в аналогах вортонов – вихревых колец. При этом 

изменение массы у других частиц при взаимодей-

ствии с вейлевскими аналогами вортонов проис-

ходит дискретным образом.  
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Эти варианты вейлевской гравитации нуждают-

ся в развитии. Следует показать, могут ли они быть 

реализованы в физике частиц таким образом, чтобы 

с одной стороны не противоречить надежно уста-

новленным экспериментальным фактам, а с дру-

гой – объяснить или предсказать новые эффекты. 
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Введение 
 

Столетие назад Г. Вейль предложил свою тео-

рию гравитации, основанную на локальной сим-

метрии относительно калибровки измерений [1]. 

Идеи Г. Вейля являются актуальными и сейчас. 

Количество публикаций, основанных на этих иде-

ях, постоянно увеличивается.     

В последние годы рассматриваются различ-

ные варианты применения вейлевской (локальной 

конформной) симметрии к гравитации с точки 

зрения модификации общей теории относительно-

сти (ОТО) для описания темной материи, темной 

энергии, эволюции ранней Вселенной [2–7]. Мо-

дификации ОТО с учетом локальной конформной 

инвариантности исследуются в течение долгого 

времени как попытки решения различных проблем, 

в частности: способов перенормировок в квантовой 

гравитации, перенормировки тензора энергии-

импульса, динамики инфляции в ранней Вселенной 

и появления массы у элементарных частиц [8–11].  

Обычный лагранжиан ОТО конформно не ин-

вариантен. Но авторы отмечают, что конформная 

симметрия для больших энергий может иметь ме-

сто в более общей теории гравитации, чем ОТО 

[12, 13]. Отмечается также, что стандартную мо-

дель физики частиц можно трактовать как при-

ближенно конформную при энергиях частиц, много 

больших массы бозона Хиггса (вакуумное среднее 

поля Хиггса имеет значение 246 ГэВ). Если поло-

жить равной нулю массу бозона Хиггса, то стан-

дартная модель конформно-инвариантна. Идея 

конформности является привлекательной как в гра-

витации, так и в физике частиц.  

При определенных условиях (при низких 

энергиях, например) конформная симметрия на-

рушается и осуществляется переход к ОТО. На-

рушение конформной симметрии в различных мо-

делях может происходить различными способами. 

Нарушение конформной симметрии может проис-

ходить перед нарушением электрослабой симмет-

рии (3) (2) (1)SU SU U⊗ ⊗  [2, 3], может происхо-

дить перед нарушением симметрии (5)SU  [14] 

и может происходить еще раньше. Нарушение 

конформной симметрии обычно рассматривают 

с привлечением дилатонного поля (поля, связан-

ного с локальными растяжениями метрики).  
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В этой публикации рассматривается примене-

ние идей Г. Вейля к построению конформных ла-

гранжианов гравитации. Имеется в виду случай 

только линейных по кривизне R  лагранжианов. 

После нарушения конформности лагранжиан дол-

жен соответствовать лагранжиану ОТО. Отметим, 

что мы не делали попытку представить сколько-

нибудь широкий обзор множества моделей кон-

формной гравитации. Выбрано небольшое их чис-

ло. Но можно надеяться, что и на основании рас-

смотренных примеров можно получить представ-

ление о значительной роли геометрии Вейля в 

альтернативных моделях гравитации. 

В разделе 1 рассматривается теория гравита-

ции Вейля-Дирака [15]. Эта теория формулируется 

как естественное обобщение гравитации на случай  

пространства Вейля. В разделе 2 приведены урав-

нения теории Вейля–Дирака. При нарушении кон-

формной инвариантности у векторного поля Вейля 

появляется масса и возникает понятие вейлона 

как частицы этого поля [5, 6, 14]. В связи с вей-

лоном упоминается об «эффекте вторых часов». 

В разделе 3 нами предложен способ сохранить 

общие свойства теории Вейля–Дирака, но избе-

жать «эффекта вторых часов». В разделе 4 рас-

смотрен лагранжиан с одним комплексным ска-

лярным полем, как непосредственное обобщение 

лагранжиана теории Вейля-Дирака. В разделе 5 

очень кратко рассмотрен конформный случай для 

теории гравитации Бранса-Дикке [16–18]. В разде-

ле 6 описана модель [19] с одним дилатонным 

комплексным скалярным полем, которое имеет 

правильный знак кинетического члена. Раздел 7 

посвящен общему описанию лагранжиана, содер-

жащего дилатонное и физическое скалярное поля. 

Разделы 8–10 содержат три примера конформных 

лагранжианов с двумя скалярными полями. И, на-

конец, в разделе 11 подводится краткий итог об-

суждению различных конформных лагранжианов. 

На основе проделанного обзора предлагается на-

ша версия конформного лагранжиана.  

Отметим, что мы старались придерживаться 

следующих нотаций в римановой геометрии (как 

в [20]): сигнатура метрики ( , , , ),+ − − −  тензор 

кривизны ,R
λ λ λ λ ρ λ ρ
μνσ ν μσ σ μν νρ μσ σρ μν= ∂ Γ − ∂ Γ + Γ Γ − Γ Γ  

тензор Риччи ,R R
λ

μσ μλσ=  скалярная кривизна 

.R g R
μν

μν
=   

Вейлевская связность определяется с учетом 

вектора Вейля:  

 

.A A g A
λ λ λ λ λ
μν μν μ ν ν μ μνΓ = Γ + δ + δ −

�

          (1) 

Вейлевская кривизна задается соотношением 

6 6 .R R A A A
α α

α α
= − ∇ −

�

                (2) 

Вейлевские величины, в отличие от римановых, 

обозначены «шляпками». Здесь Aα – вектор Вейля. 

При вейлевских (локально-конформных) преобра-

зованиях метрика и вектор Вейля меняются сле-

дующим образом: 

2
,g g gαβ αβ αβ→ =Ω�  ln ( ).A A A x

α α α α
→ = −∂ Ω�  (3) 

Здесь ( )xΩ  – положительная гладкая функция 

(конформный фактор). Вейлевским весом геомет-

рической величины H называют число ( ) ,k W H=  

которое является степенью в вейлевском преобра-

зовании: .

k
H H H→ =Ω�  

 

 

1. Лагранжиан гравитации Вейля-Дирака 

 

Действие для гравитации в ОТО [20, 21] имеет 

вид: 
2 2

4
.

2

P
g

M c
S R g d x= −∫

�
                  (4) 

Обычно полагают  

,
8

P

N

c
M

G
=

π

�
 1,=�  1,c =  1.

N
G =         (5) 

Здесь 
P

M  – приведенная масса Планка, 
N

G  – 

ньютоновская постоянная тяготения. Приведенная 

масса Планка зачастую удобней обычной, так как 

позволяет не выписывать множитель 8 .π  

Для действия гравитационного поля в про-

странстве Вейля попробуем использовать инвари-

антный относительно локальных масштабных 

преобразований аналог (4) с переменной массой 

Планка ,
P P

M M= ψ
�

 зависящей от вектора Вейля: 

2

2 2 4
,

2
A P

c
S M R g d x= − ψ∫
� �

               (6) 

где 

0( , )

( ) exp ,
x x

x A dx
λ

λ

γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟ψ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫                (7) 

0
( , )x xγ  – произвольная гладкая кривая, соеди-

няющая фиксированную точку 
0
x  и текущую точ-

ку x на гладком многообразии M, R
�

 – вейлевская 

кривизна. Однако такое геометризованное дейст-
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вие (6), зависящее только от метрики g
μν

 и векто-

ра Вейля ,Aλ  накладывает следующее ограниче-

ние на вектор Вейля A :  

0,F A A
μν μ ν ν μ
= ∇ −∇ =                  (8) 

приводя к интегрируемой вейлевской геометрии 

(IWG). Действительно, поскольку можно записать 

2 2 2 2 2
6 6 ,R R A Aψ = ψ − ψ − ψ ∇

�

             (9) 

то следует вычислить вариацию величины ,I  где  

1 2 3
6 6 ,I I I I= − −                       (10) 

2 4

1
,I R gd x= ψ −∫  2 2 4

2
,I A gd x= ψ −∫  

2 4

3
.I A gd x= ψ ∇ −∫                     (11) 

Вариация 
1
I  по g

μν
δ  дает: 

( )4 2 2 2

1 .I d x g G g gμνμν μν μ νδ = − ψ + ψ −∇ ∇ ψ δ∫ �   (12) 

Для 
3

I  можно записать: 

( )2 4

3I A g d xλ

λ= ψ ∂ − =∫  

( )4 2 2
.d x A g A gλ λ

λ λ
⎡ ⎤= ∂ ψ − − − ∂ ψ
⎣ ⎦∫     (13) 

Предполагая, что 2
A
λ

ψ  на бесконечности убывает, 

получаем, что вариация 

3 2
2 ,I Iδ = − δ                          (14) 

так как   

( )2 2 4

2
I A g d xδ = δ ψ − =∫  

4 2 21
,

2
d x g A A g A gμν

μ ν μν

⎛ ⎞= − ψ − δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫       (15) 

( )( ) exp ,x A dxλλψ = ∫                    (16) 

4 2

3I d x A gλ

λ
⎡ ⎤δ = − δ − ∂ ψ =⎣ ⎦∫  

( )4 2
2d x A A gλ

λ= − δ ψ − =∫  

( )4 2 2
2 .d x A g= − δ ψ −∫                  (17) 

Учтем, что  
2 2

2

μ ν
ψ −∇ ∇ ψ

=
ψ

�

 

2
4 2 2 4 .g A g A A A A

μν μν μ ν μ ν
= + ∇ − ∇ −      (18) 

Полагая вариацию 0Iδ =  и собирая все результаты, 

получаем уравнения, следующие из вариации 
A

S
�

 

по метрике :g
μν

δ  

2
2 2 2 0.G A A g A g A A

μν μ ν μν μν μ ν
+ + + ∇ − ∇ =   (19) 

Так как тензор Эйнштейна 
1

2
G R g R
μν μν μν

= −  – 

симметричный, то уравнения (19) могут удовле-

творяться только при условии   

.A A
μ ν ν μ

∇ = ∇                          (20) 

Это обстоятельство связано с несимметричностью 

вейлевского аналога тензора Риччи R
μν

�

 в общем 

случае.  

Итак, действие для гравитации (6), с линей-

ным относительно кривизны R
�

 лагранжианом, 

зависящее только от геометрических атрибутов 

пространства Вейля – метрики g и вектора Вейля A, 

не относится к общему случая пространства Вейля, 

а имеет в виду только интегрируемую вейлевскую 

геометрию (IWG). Чтобы использовать действие (6), 

в выражении (7) мы должны положить 
( )

,
x

A
ν

ν

∂ σ
=

σ
 

где ( )xσ  – некоторое вещественное скалярное поле.  

Дирак [15] предложил другое вейлевское ин-

вариантное действие, введя в лагранжиан гравита-

ции с линейной зависимостью от кривизны R  до-

полнительное скалярное поле ( ),xβ  не связанное 

с вектором A, которое имеет нужный вейлевский 

вес ( ) 1:W β =−  

3
2 4
( )

16
g

N

c
S x R g d x

G
= − β =

π
∫

� �

 

2 2 41
( ) ,

2
P

M x R g d x= − β∫
�

 1,=�  1.c =      (21) 

Вариация 
g

Sδ
�

 по метрике g
μν

δ  приводит к при-

емлемому симметричному тензору: 

( )2

1
4G g

μ ν μν λ
μν λ= − β β − β β −

β
 

( ); ;2

2
,g g

μν λ ν λν
λ λ− ββ −ββ

β
             (22) 

как это следует из выражения (12) для 
1
Iδ  при за-

мене в нем ( ).xψ→β  Это также следует из соот-

ношения  (19)  при  подстановке .A
ν

ν

β
=
β

 

Действие для гравитационного поля в виде 

(21) за счет введения дополнительной функции 

Дирака ( )xβ  является конформно-инвариантным. 

Поле ( )xβ  можно интерпретировать не как пере-

менную массу Планка, а как переменный параметр 

связи гравитации и материи: 
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2
1 ( )

.
N

x

G Gβ

β
=                          (23) 

Итак,  
2 2 2 2 2

6 6 ,R R A Aβ =β − β − β ∇
�

             (24) 

причем член 2
6 A− β ∇  можно заменить в лагран-

жиане (24) на 12 A
λ

λ+ ββ  с помощью интегрирова-

ния поверхностного члена, т. е. приема, использо-

ванного при выводе выражения (13), с заменой ψ 

на β. Таким образом, 

( )2 2 2 41
6 12 .

2
g PS M R A A A g d xλ λ

λ λ= − β − β + ββ∫
�

  (25) 

Отметим, что в гравитации Вейля–Дирака вектор 

,A
ν

 вообще говоря, это неинтегрируемый вектор 

Вейля. Кроме того, Дирак включил в лагранжиан 

Lβ  вейлевскую инвариантную связь скалярного 

поля β и вектора A: 

( )( ) ,g A A
μ μν

μ μ μ ν ν
α∂ β∂ β = α β −β β −β
� �

       (26) 

а также напряженность Fμν  векторного поля A 

и член 4
~ :β  

2 4
2 .F F

μν

μν
ω + λβ                    (27) 

Здесь α – параметр, 
1

~

A
e

ω  – произвольная неот-

рицательная величина, определяющая вклад на-

пряженности Fλρ  вектора Вейля A в тензор энер-

гии-импульса, 
A

e  – безразмерный вейлевский «за-

ряд», λ – безразмерный параметр. Окончательно 

получается вейлевски инвариантный лагранжиан 

гравитации Дирака в виде: 

2

4 41
,

2 16

P
M

S L g d x L g d xβ β β= − = −

π
∫ ∫

�

    (28) 

где Lβ  записывается как: 

2 2
6 12L R A A A

λ λ

β λ λ= β − β + ββ +  

( )( ) 4 2
2 ,A A F F

μ μ μν

μ μ μν
+α β − β β − β + λβ + ω   (29) 

или 

( )( )2
6 6L R A

λ

β λ μ μ= β + β β + α − β − β ×  

( ) 4 2
2 .A F F

μ μ μν

μν
× β − β + λβ +ω         (30) 

Знак кривизны R в выражении (30) и в публикации 

[6] разный (из-за разности выбора соглашений 

о свертывании индексов в тензоре Римана).  

При 6,α =  0,λ =  0ω =  получается конформ-

но-инвариантный лагранжиан (см. также [8, 22]) 

2

0
6 ,L R

λ

λ= β + β β                     (31) 

приводящий к конформному уравнению Пенроуза–

Тагирова–Черникова [22]: 

0.
6

R
β− β =�                        (32) 

При 0,α =  0,λ =  0ω =  получаем вейлевский ин-

вариантный лагранжиан  

2 ( )
g

L R x= β
�

                      (33) 

с действием (21). 

Дирак, приведя в [15] сначала полный ла-

гранжиан (30), затем подробно разобрал частный 

случай 6.α =  Но с точки зрения изучения влияния 

поля β и вейлевского вектора A на динамику гра-

витации более интересен случай отрицательных 

значений 0α <  [6]. Действительно, с учетом знака 

в (28) кинетическая энергия скалярного поля ( )xβ  

будет положительной в (30), если 0.α <  Поэтому 

при значениях 0α <  это поле может играть физи-

ческую роль в данной модели, если оно не исчезло 

после нарушения свойства конформности.   

 

 

2. Уравнения гравитации Вейля–Дирака 

 

Рассмотрим гравитацию Вейля–Дирака. Урав-

нения движения получаются варьированием дей-

ствия (28) с лагранжианом (30) по метрике ,g
μν

δ  

по полю δβ  и по вектору .A
ν

δ  Следуя [4–6], по-

лучаем при вариации действия по метрике :g
μν

δ  

( ) ( )1

2

A
R g R G T T T

β μνμν μν μν μν μν
− ≡ = = + +  

( ) ( )
( )

2

2

8
.

m
F T

T g x
μν

μν μνπ
+ + − λβ

β
        (34) 

где 

( )( )

2 2

1 1
2 2

2
T g

β μν μν α μν
α

α⎛ ⎞= − + β β + −α β −⎜ ⎟
β β⎝ ⎠

 

;
;2 2

2 2
,g

μν α μ ν

α
− ββ + ββ
β β

                (35) 

( )( )
6

2

A g
T A A A A

μν
μν μ ν λ

λ

⎛ ⎞
= α − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )
( )

6
,A A g Aμ ν ν μ μν λ

λ

α −
+ β +β − β

β
       (36) 
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( ) 2

2

8 1 1

16 4

F
T g F F F F

μν μν λρ μ νλ
λρ λ

π ⎡ ⎤= ω − =⎢ ⎥π πβ ⎣ ⎦
 

2

2

1
2 .

2
g F F F F
μν λρ μ νλ

λρ λ

ω ⎡ ⎤= −⎢ ⎥β ⎣ ⎦
           (37) 

Здесь введен ( )m
T

μν  – тензор энергии-импульса 

обычной материи. Величины ( )
,

m

T
μν  ψ и J

μ
 вхо-

дят в выражение для вариации лагранжиана 
matter
L  

обычной материи: 

4
,

m matter
S d xL g= −∫                   (38) 

( ) ( )
8

m

matter
L g T g g

μν

μν
δ − = π δ − +  

16 .J A g g
λ

λ+ π δ − + Ψδβ −               (39) 

Это плотность вейлевского заряда обычной мате-

рии и плотность вейлевского тока обычной мате-

рии. Вариация по полю δβ дает уравнение:    

( ); 2
;4 ( 6) .

2
R A A A

λ

λ λ λ

λ λ

β ψ
= α − β λ − α − + −

β β
  (40) 

Вариация по вектору A
ν

δ  дает уравнение: 

( ) ( )2
;4 16 2 6 .F J A

μν μ μ μ

ν
ω = π − α − β β −β      (41) 

Далее положим 
( )

0,
m

T
μν
=  0,J

λ
=  0.Ψ =              (42) 

Вейлевский ток обычной материи J
μ

 полагаем 

равным нулю. Итак, из (41) с учетом определения    

F A A
ν ν μ

μ μ ν
= ∂ − ∂                    (43) 

получаем:  

; ;
0,F

μν

ν μ
=                         (44) 

то есть: 

( )2

;
0.A

μ μ

μ

ββ −β =                    (45) 

Соотношения (34) – (41) инвариантны относи-

тельно преобразований Вейля при условии (42). 

Величины β и A
α

 определены с точностью до 

преобразований Вейля 

2 ( ),g g xαβ αβ→ Ω   

1
( )x

−β→βΩ ln ( ).A A x
α α α
→ −∂ Ω        (46) 

Пусть произошло нарушение вейлевской инвариант-

ности: полагаем ( ) 1,xβ =  что соответствует ОТО. 

Тогда из (41) следует, что 

( ); 2

1
4 6 .

2

F J A
μν μ μ

ν
= π + α −

ω

          (47) 

Воспользуемся далее рассуждениями из [6]. Пусть 

( )6 0.α − <  Если положить ( ) 2

2

1
6 0,

2
A

kα − = − <

ω

 

0,J
μ
=  ( ) 1,xβ =  то получаем: 

2

; 0.
A

F k A
μν μ

ν
+ =                      (48) 

Из (44) следует, что 

;

0.A
μ

μ
=                            (49) 

Отсюда  
2

0,
A

A k A
ν μ μ

ν
∇ ∇ + =                  (50) 

то есть получаются уравнения Прока (49), (50) для 

свободного векторного поля вейлонов со спином 1 

и массой A

A

k
m

c
=

�
 [5, 6]. При этом скалярная 

кривизна, связанная с космологической постоян-

ной и наличием вейлонов (свободного от обычной 

материи пространства), равна 

( )2 2

;4 2 4 2 .
A A

R k A A A k A A
λ λ λ

λ λ λ= − λ + + = − λ +   (51) 

Заметим, что в ранней вселенной флуктуации 

векторного поля вейлонов могут приводить к 

флуктуации кривизны в соответствии с соотноше-

нием (51).  

Масса вейлона в модели Розена–Израэлита [6] 

( )
2

1 1
6 ~ ,

2

A

A

k
m

c c
= = −α

ωω

� �
        (52) 

то есть произвольна, если параметр ω произволен. 

Пусть пробная макрочастица движется по 

геодезической, причем можно принять в некото-

рой ее окрестности в геодезической системе коор-

динат 0.
λ

μνΓ =  Тогда 4-скорость пробной частицы 

меняется как 

( )du
u u A A u u

ds

λ
λ μ ν λ α λ
μν α= −Γ + − =  

( ) ,A A u u
λ α λ

α= −                       (53) 

а ее масса m как ([23]) 

( )1
.

dm
A u

m ds

α

α
=                        (54) 

Здесь 2
,ds g dx dxα β

αβ=  .

dx
u

ds

λ
λ
=  Такое изменение 

массы, если оно происходит при ненулевой напря-

женности Fαβ  вектора Вейля ,A
α

 связано с пара-

доксальным «эффектом вторых часов» в геомет-

рии Вейля [24, 25].  
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По замечанию А. Эйнштейна, в пространстве-

времени, описываемой геометрией Вейля, сущест-

вование резких спектральных линий в излучении 

от звезд невозможно из-за того, что скорость хода 

атомных часов зависит от их прошлой истории. 

Или иначе говоря, двое различных часов, пропу-

тешествовавших по Вселенной различными путями 

и вернувшихся в первоначальную точку, будут 

иметь разную скорость хода.  

В [23] мы отмечали, что проявление «эффекта 

вторых часов» в виде соотношения (54) может 

быть интересно в качестве способа «необратимо-

го» изменения массы частицы при переходе через 

микроскопические области ненулевой напряжен-

ности F λ

μ  вектора Вейля .A
μ

 Но такое изменение 

массы должно быть обязательно дискретным; т. е. 

поле вектора Вейля и его напряженность должны 

быть квантованными. Кроме того, такая возмож-

ность не должна противоречить эксперименталь-

ным фактам и общим концепциям физики частиц. 

Проблема реализации такой возможности заклю-

чается в том, что вектор Вейля будет менять массу 

у любой массивной частицы.  

Допустим  тогда в связи с этим, что в выраже-

ние (54) входит не вектор Вейля, а вектор Вейля, 

умноженный на вейлевский заряд, т. е. ,
W
q A

μ
 

причем этот вейлевский заряд 
W
q  (ничего общего 

не имеющий с электрическим зарядом) ненулевой 

только для некоторых типов частиц. Но такое до-

пущение приводит к тому, что свободные класси-

ческие массивные частицы с нулевым вейлевским 

зарядом будут двигаться по геодезическим про-

странства Римана 

1
0,

dp
p p

ds mc

λ
λ μ ν
μν+ Γ =              (55) 

а классические частицы с ненулевым вейлевским 

зарядом и переменной массой будут двигаться 

с учетом геометрии Вейля в одном и том же физи-

ческом пространстве-времени. Кроме того, на час-

тицу в пространстве Вейля будет действовать сила 

,
W

dx
q F

ds

μ

λ
μ  так что изменение 4-импульса p

μ  

классической вейлевской частицы будет опреде-

ляться соотношением 

1
.

W W

dp dx
p p mcq A q F

ds mc ds

λ μ
λ μ ν λ λ
μν μ+ Γ = +   (56) 

Если поле вейлонов ( ),A x
α

 определяемое как 

решение уравнений Прока (50), мало по амплиту-

де, то масса пробной частицы m практически не 

меняется при движении. В этом случае проявления 

«эффекта вторых часов» практически нет. Его нет 

также, если частицы безмассовые. Если мы рас-

сматриваем современную эпоху, то для нее усло-

вие малости амплитуды можно взять в виде 
2

52 2

2
~10 m .

H
A A

c

α − −

α
<  Здесь H – постоянная 

Хаббла.  

Допустимо считать ( )xβ  переменной величи-

ной и после нарушения локальной конформной 

инвариантности, как считал Дирак [15] и считают 

другие авторы; см., например, [4]. Если ( )xβ  – 

функция, то она соответствует переменному пара-

метру у силы гравитации 
2

,

( )

N
G

G

x
β =

β
 где 

14 3 2 1
6,67 10

N
G m c g− − −= ⋅  – постоянная Ньютона. 

Разумеется, изменение гравитационного парамет-

ра должно быть достаточно малым, чтобы не про-

тиворечить результатам астрономических наблю-

дений. Переменность величины ( )xβ  успешно 

применялась некоторыми авторами для объясне-

ния наблюдаемых скоростей звезд в галактиках.  

 

 

 

3. Наша модификация лагранжиана гравитации 

Вейля–Дирака 

 

В принципе, можно использовать векторное 

поле в лагранжиане, аналогичное вектору Вейля, 

и при этом вообще избежать «эффекта вторых ча-

сов». Для этого следует модифицировать гравита-

цию Вейля–Дирака, введя два векторных поля. 

Вектор Вейля A в определении пространства Вей-

ля ( , , )M g A  будет чисто градиентным, если поло-

жить его равным 

( )
,

x
A

ν

ν

∂ β
=

β
                        (57) 

где ( )xβ  – функция Дирака. Функция β при вей-

левском преобразовании меняется как:              

1
.

−β→β = βΩ�                     (58) 

Введем также другой вектор ( ),C x
μ

 который при 

вейлевском преобразовании меняется как и вектор 

Вейля :A
μ

    

ln ( )
.

x
C C C

x
μ μ μ μ

∂ Ω
→ = −

∂

�            (59) 
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Тогда  

2 2 2 2
6 12 6 ,R R A A A R

λ λ λ

λ λ λ
β = β − β + ββ = β + β β

�

 (60) 

и модифицированный лагранжиан принимает вид: 

( )( )2
6L R C C

λ μ μ
β λ μ μ= β + β β + α β − β β − β +
�

 

4 2
2 ,E E

μν

μν
+ λβ + ω                     (61) 

,E C C
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂                      (62) 

где вектор Вейля A в лагранжиан (61) уже не вхо-

дит, а из α не вычитается число 6. Еще раз под-

черкнем, что A
μ

 и C
μ

 – совершенно разные век-

торы, но лагранжианы (30) и (61) формально сов-

падают. Заметим здесь, что только вектор A
μ

 ис-

пользуется в определении вейлевской связности: 

.A A g A
λ λ λ λ λ

μν μν μ ν ν μ μνΓ = Γ + δ + δ −
�

        (63) 

При 6 0α + <  кинетическая энергия поля ( )xβ  будет 

положительная. Если рассматривать массу у час-

тицы до нарушения конформной инвариантности, 

то эта масса должна быть переменная: 

( )0
.m m x= β                           (64) 

Это – случай интегрируемой геометрии Вейля 

(IWG). При фиксировании ( ) 1xβ =  вектор A ν

ν

β
=
β

 

в связности Вейля (63) исчезает, и эта связность ста-

новится римановой связностью Леви–Чивита .

λ

μνΓ  

Вектор C
μ

 и его напряженность E
μν

 в лагранжиане 

остаются, но локального эффекта «вторых часов» 

после нарушения конформной симметрии нет из-за 

использования интегрируемой геометрии Вейля. 

Пусть два электрона на разных концах вселенной 

имеют разные массы вследствие переменности ( ).xβ  

При сведении их в одну точку у них теперь будут 

одинаковые массы. Векторные частицы со спином 1, 

связанные с векторным полем ,C
μ

 лучше называть 

не вейлонами, как принято в [5, 6], а как-то иначе, 

например вектонами [26]. Собственно вейлоны 

в такой модификации лагранжиана уже не суще-

ствуют, поскольку вектор C
μ

 уже не имеет гео-

метрической интерпретации вектора Вейля .A
μ

 

 

 

4. Конформный лагранжиан с одним  

комплексным скалярным полем 
 

Поскольку вещественное скалярное поле ( )xβ  

нужно только для соблюдения конформности ла-

гранжиана (29), но само по себе не определяет 

геометрию пространства Вейля, то его можно за-

менить на комплексное скалярное поле χ: 
2 *

.β →χχ  Произведение *

χχ  должно преобразо-

вываться с вейлевским весом 2.W = − . Такое поле 

использовалось рядом авторов, см. например, [19, 

27, 28]. Комплексность поля χ означает, что ему 

можно приписать электрический заряд и ввести 

взаимодействие с электромагнитным потенциалом 

B. Таким образом, введем комплексный вектор w, 

объединяющий вещественный вектор Вейля A 

и вещественный электромагнитный потенциал B:  

.w A iB= +                          (65) 

В вектор электромагнитного потенциала B мы 

включили электрический заряд, и он обратно про-

порционален параметру δ (см. ниже). Введем обо-

значение: 

( )( ) ( )exp ( ) .x x i xχ = β η                (66) 

Тогда можно определить комплексную вейлевскую 

производную: 

( )ˆ
.w A i B

μ

μ μ μ μ μ μ

β⎛ ⎞
∂ χ = ∂ χ − χ = − χ + η − χ⎜ ⎟

β⎝ ⎠

�

  (67) 

Лагранжиан вейлевской гравитации с действием 

2

2 4

2
P

c
S M L g d x
χ χ
= − ∫

�

            (68) 

запишем так:  

( )

( ) ( )

*2

*

6

ˆ ˆ
6

L R g

g

μν

χ μ ν

μν

μ ν

= χ + ∂ χ ∂ χ +

+ α − ∂ χ ∂ χ +
� �

 

4 2 2
2 ,F F Н H

μν μν

μν μν
λ χ +ω + δ          (69) 

где δ – параметр связи электромагнитного поля, 

H
μν

 – напряженность электромагнитного поля :B
ν

 

.H B B
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂                  (70) 

В системе Гаусса 
2 2

2

2

1
,

2 16

P
M c

ce

δ =

π�
                (71) 

где e – электрический заряд. Отметим, что векто-

ры A (вектор Вейля) и B  (электромагнитный по-

тенциал) входят в лагранжиан (69) похожим обра-

зом, но первый связан с абелевой некомпактной 

группой, второй – с абелевой компактной группой. 

Кроме того, в отличие от электромагнитного по-

тенциала B, вектор Вейля A входит также в связ-

ность Вейля (63).   
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Полагая формально ( )exp ln ( )i xχ = β  и 0,A =  по-

лучаем из (69) лагранжиан:                

( ) ( )
2 2

1 1
6 6L R g g B

μν μν

χ μ ν μ μ
= + ∂ β∂ β+ α − β − β ×

β β
 

( ) 2
2 .B Н H

μν

ν ν μν
× β − β + λ + δ              (72) 

Заметим, что лагранжиан (72) конформно не 

инвариантен, но сохраняет свой вид при преобра-

зовании ,lβ→ β  где l – вещественный параметр. 

Если потребовать, чтобы при этом преобразовании 

сохраняло вид исходное поле ( )exp ln ,iχ = β  то 

( )exp 2 ,l n= π  где n – целое число. 

Полагая ( )exp lnχ = β = β  и 0,B =  получаем из 

(69) лагранжиан (30): 

( ) ( )
2 2 2

1 1
6 6

L
R g A

β λ μν
λ μ μ= + β β + α − β − β ×

β β β
 

( ) 2 2

2

1
2 .A F F

μν

μ μ μν
× β − β + λβ + ω

β
       (73) 

Рассмотрим случай, когда 

( ) ( )1 ,x xβ = + μ  1,μ << ,              (74) 

то есть когда произошло нарушение вейлевской 

симметрии, но есть малые флуктуации поля β. То-

гда при подстановках   

1,β≈ ,B A→
2 2

,Н H F F
μν μν

μν μν
δ →ω

ν ν
β = μ   (75) 

выражения (72) и (73) практически совпадают. 

Сделаем еще одно замечание. Если обобщить 

результаты раздела 3 на комплексный случай и 

определить:  

,w C iB
μ μ μ
= +  

2

2
,

2
A

μ

μ

∂ χ
=

χ
 
ˆ

,w
μ μ μ
∂ χ = ∂ χ − χ
�

  (76) 

,E C C
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂                      (77) 

то лагранжиан скалярного поля χ 

( ) ( )
*

*2 ˆ ˆ
6L R g g

μν μν

χ μ ν μ ν
= χ + ∂ χ ∂ χ + α ∂ χ ∂ χ +

� �

 

4 2 2
2 .E E Н H

μν μν

μν μν
+ λ χ +ω + δ          (78) 

будет соответствовать интегрируемой геометрии 

Вейля (IWG), причем при преобразованиях Вейля  

ln ( )C C x
α α α
→ −∂ Ω                    (79) 

плотность лагранжиана gL
χ

−  будет инвариантной. 

Рассмотрим теперь вариант лагранжиана (78), 

когда напряженность E
μν

 векторного поля C
μ

 

в лагранжиан не входит. Это может быть только 

в случае, когда не только вектор Вейля A
μ

 гради-

ентный в соответствии с (78), но и вектор C
μ

 гра-

диентный. Причем калибровка конформного фак-

тора в выражении (79) должна быть фиксирована 

условием: 0C
α
=  при оставшемся ненулевом поле 

( ).xχ  Тогда лагранжиан (78) сводится к лагран-

жиану:  

( ) ( )
**2 ˆ ˆ6L R g gμν μν

χ μ ν μ ν
= χ + ∂ χ ∂ χ +α ∂ χ ∂ χ +  

4 2
2 ,Н H

μν

μν
+ λ χ + δ                    (80) 

где  
ˆ ,iB
μ μ μ
∂ χ = ∂ χ − χ  .H B B

μν μ ν ν μ
= ∂ − ∂       (81) 

Напомним здесь, что B
μ

 – электромагнитный по-

тенциал. В такой калибровке конформного факто-

ра ( )xΩ  лагранжиан (80) является лагранжианом 

заряженного скалярного поля с неминимальной 

связью с гравитацией.  

 

 

5. Конформный лагранжиан  

в модели Бранса–Дикке 

 

Лагранжиан и действие для гравитации Бран-

са–Дикке [16–18] выглядит так: 

( ) ( ) ( ),
( )

BD
L x R g x x

x

αβ
α β

ω

= ϕ − ∂ ϕ ∂ ϕ
ϕ

 

41
.

16
BD BD

S d x gL= − −

π
∫                (82) 

Здесь ϕ – вещественное скалярное поле Бранса–Дик-

ке, ω – параметр теории. Если сделать подстанов-

ку 2
,ϕ =β  то лагранжиан будет имет вид:   

2
4 .

BD
L R

μ

μ
= β − ω∂ β∂ β                  (83) 

Сравнивая это выражение с (31), видим, что ла-

гранжиан (83) будет конформно=инвариантным, 

если  

3
.

2
ω= −                             (84) 

Полевые уравнения модели Бранса–Дикке 

имеют вид [17,18]: 

( )(m)

2

1 8

2
R g R T g

α

μν μν μν μν α

π ω
− = + ∂ ϕ∂ ϕ +

ϕ ϕ
 

( )
1

,g
μ ν μν

+ ∂ ∂ ϕ − ϕ
ϕ

�                    (85) 
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( )( )
8 3 2 .

m

T
α

α
π = + ω ϕ�                  (86) 

Здесь ( )m
T
μν

 – тензор энергии-импульса обычной 

материи. Случай ОТО имеет место, когда .ω→∞    

Тензор энергии-импульса должен быть бессле-

довым в конформном случае, т. е. при 3 2 0.+ ω =  

При этом поле ϕ перестает быть динамическим.  

Здесь следует сделать замечание. Если ввести 

конформные преобразования метрики                 

2
( )g x gαβ αβ→Ω                       (87) 

при условии (84), то тем самым осуществляется 

переход к интегрируемой геометрии Вейля. Соот-

ветствующие римановы пространства с различны-

ми gαβ  и ϕ находятся в конформном соответствии 

и образуют класс эквивалентности (пространство 

Вейля) по преобразованиям (87). В этом случае 

вектор Вейля градиентный. Обычно называют 

(см., например, [29]) фреймом Эйнштейна (или 

эйнштейновской калибровкой) выбор ( ),xΩ  когда 

const,ϕ ≡  и фреймом Иордана (или римановой 

калибровкой), когда ϕ – некоторая функция, как 

в выражении (82). При этом, конечно, аффинные 

связности будут разными, отличаясь друг от друга 

вейлевским преобразованием. Если же преобразо-

вывать лагранжиан (83) при произвольном пара-

метре 
3
,

2
ω≠ −  то после преобразования (87) он 

будет описывать «различную физику».    

Итак, теория Бранса–Дикке [16–18] для кон-

формного выбора параметра (84) сводится к уже 

рассмотренному варианту – лагранжиану (31), ча-

стному случаю теории Вейля–Дирака  [15]. 

 

 

6. Модель Hans Ohanian 

 

Автором [19] предлагается использовать ком-

плексное поле ( )xχ�  на основе общей геометрии 

Вейля в лагранжиане для гравитации. Взаимодей-

ствие вектора Вейля A
μ

 со скалярным полем по-

зволяет привлечь механизм спонтанного наруше-

ния локальной конформной симметрии. 

В [19] отмечается общий факт, что непра-

вильный знак у кинетического члена дилатонного 

поля в лагранжиане приводит к «духам» (ghosts) 

и нестабильности системы. Пропагатор Фейнмана 

с неправильным знаком приводит к нарушению 

унитарности при квантовании теории. Поэтому 

если дилатонное поле с неправильным знаком не 

исчезает после нарушения локальной конформной 

инвариантности, это приведет к трудностям при 

квантовании скалярного поля. Однако если это 

поле исчезло при выборе калибровки, то проблем 

со знаком поля нет, но и конформности уже нет; 

а квантование неконформной модели гравитации 

имеет свои трудности [8]. Поэтому желательно 

иметь как правильный знак кинетического члена у 

скалярного поля, так и возможность квантования 

конформно инвариантной классической модели. 

По мнению [19], использование вектора Вейля 

в лагранжиане решает проблему неправильного зна-

ка кинетического члена и дает также динамический 

механизм нарушения конформной симметрии.   

Выпишем лагранжиан (69) L
χ

 для случая ну-

левого электромагнитного потенциала 0B
μ
=  и ла-

гранжиан L
χ
�  модели [19]: 

( )

( ) ( )

2 2
22 2

2
*

2

2
*

2

2 2

6
2

6
2

P P

P

P

c c
M L M R

c
M g

c
M g

χ

μν

μ ν

μν

μ ν

− = − χ −

− ∂ χ ∂ χ −

− α − ∂ χ ∂ χ −
� �

 

2 2
42 2 2

2 ,
2 2

P P

c c
M M F F

μν

μν
− λ χ − ω          (88) 

2

* 2 *sinh
sinh

6
L R g

μν

χ μ ν

Θ
= − χχ − Θ ∂ χ∂ χ +�

� � � �  

( )
*

2
cosh g

μν

μ ν
+ Θ ∂ χ ∂ χ −

� �

� �  

42 1
cosh .

24 4
F F
μν

μν

λ
− Θ χ −

�

�            

 

(89) 

Здесь A
μ

 – вектор Вейля, 

,F A A
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂  ,A
μ μ μ
∂ χ = ∂ χ − χ
�

 

.A
μ μ μ
∂ χ = ∂ χ − χ
�

� � �                      (90) 

Приравнивая 
2

2
,

2
P

c
M L L

χ χ
− =

�  получаем связи 

в выражениях (88) и (89):  

2
2 2

2 2

sinh
( ) ( ) ,

3
P

x x

M c

Θ
χ = χ�  2 6

sinh 0,Θ = − >
α

 

2 6
cosh 0,

α −
Θ = >

α
                 (91) 

4

2 2

24
sinh ,

9
p

M c

λ
λ = Θ�  2

2 2

1
.

2
P

M c

ω =        (92) 
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Мы видим, что при выборе 0α <  получается 

правильный знак кинетической энергии. C точно-

стью до обозначений лагранжиан (88) и лагранжи-

ан (89) модели [19] совпадают при выборе знака 

параметра 0.α < . 

Плотность конформного тока в случае ла-

гранжиана (89) записывается как: 

2 * *
cosh .

L

A

χ μ μ

μ

∂
⎡ ⎤= − Θ χ∂ χ + χ ∂ χ⎣ ⎦∂

� � �
� � � �       (93) 

Автор [19] выбрал комплексное поле ,χ�  а не 

вещественное, мотивируя это несколькими об-

стоятельствами. Два из них таковы. 

1) Фаза скалярного поля конформно-инва-

риантна, а свобода выбора амплитуды скалярного 

поля реализует конформную симметрию.  

2) Введение комплексного скалярного поля 

позволяет имитировать модель Коулмена–Вай-

нберга безмассовой скалярной электродинамики 

[30]. Как в этой модели скаляр поглощается элек-

тромагнитным потенциалом, модели, так и векто-

ром Вейля поглощается один скаляр посредством 

механизма Браута–Энглерта–Хиггса [31, 32], но 

остается другое массивное скалярное поле, кото-

рое может служить в качестве вклада массивных 

слабо взаимодействующих частиц (WIMP) в тем-

ную материю.  

Очевидно, что в модель [19] легко ввести 

взаимодействие с электромагнитным полем ( )B x
μ

 

по схеме (67). Тогда комплексность скалярного 

поля χ�  выглядит более естественно. 

Рассмотрим квантовые поправки к лагран-

жиану (89). Как и в [19], возьмем за основу ре-

зультаты Коулмена–Вайнберга [30] в той части, 

которая относится к скалярной квантовой элек-

тродинамике. Квантовые поправки приводят к пе-

ренормировке потенциала (вейлевский заряд здесь 

равен единице): 

42( ) cosh ( )
24 q

U U
λ

χ = Θ χ → χ =
�

� � �  

( )

28
4

2 2

3cosh 1
ln .

28 h

⎛ ⎞χΘ ⎜ ⎟= χ −
⎜ ⎟π ⎝ ⎠

�

�               (94) 

Здесь λ�  приобрела конкретное значение. Величи-

на 
2

h  – это значение 
2

χ�  в минимуме, 

22

min
.h = χ�                         (95) 

 

Оно может быть найдено приравниванием: 

2

2 21
sinh .

6 2

P
M c

h Θ =                   (96) 

Масштаб массы h найден из соответствия ОТО 

при 
2 2

.hχ =�  Отсюда находится масса вейлона 

в модели [19]: 
4

2 2

2

cosh
24 ,

sinh
A P
m M

Θ
=

Θ

                (97) 

и масса скаляра: 
8

2 2

2

9 cosh
.

8 sinh
P

m M
χ

Θ
=

π Θ

�                (98) 

Квантовые поправки приводят к изменению фор-

мы для потенциала поля классического лагран-

жиана (94), но не дают непосредственно величины 

масштаба нарушения массы. Эта величина задает-

ся из соображения соответствия конформного ла-

гранжиана (89) лагранжиану ОТО (4), т. е. h зада-

ется величиной массы Планка в (96). Тем самым 

фиксируется конформный фактор ( ).xΩ  Если же 

отождествления (96) не производить, а считать, 

что введенный скаляр 
2

h  преобразуется как 
2

:χ�  

2 2 2
( ),x

−

χ → χ Ω� �  2 2 2
( ),h h x

−

→ Ω          (99) 

то вид потенциала изменился, но нарушения  кон-

формной инвариантности за счет квантовых по-

правок не происходит. 

Сделаем замечание о конформной аномалии. 

Она заключается в том, что след усредненного по 

вакууму тензора энергии-импульса квантованного 

безмассового скалярного поля не равен нулю [9]. 

След же классического тензора энергии-импульса 

конформного лагранжиана обязан быть равен ну-

лю [8]. Для комплексного скалярного поля с ла-

гранжианом 

( )
*2

6 ,L R g
μν

μ ν
= χ + ∂ χ ∂ χ            (100) 

тензор энергии-импульса скалярного поля кон-

формно-инвариантен и имеет нулевой след [9]: 

( )( )

( ) * *

*21
6

6

T

g R g

χ

μν μ ν ν μ

μν

μν μ ν

= ∂ χ ∂ χ + ∂ χ ∂ χ −

− χ + ∂ χ ∂ χ +
 

( ) 21
.

3
R g

α

μν μ ν μν α
+ −∇ ∇ + ∇ ∇ χ        (101) 

Здесь надо учесть, что выполняются соотношения: 

,

6

R
α

α
∇ ∇ χ = χ  * *

.
6

R
α

α
∇ ∇ χ = χ         (102) 
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При вычислении квантовых поправок к следу тен-

зора энергии-импульса ( )
T

χ

μν
 комплексного ска-

лярного поля [8, 9] появляются добавки: 

( )

q

T
χ α

α
=  

2

2

1 1
,

31440
C C R R R R

αβγδ αβ
αβγδ αβ

⎡ ⎤
= − + − +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

� (103) 

где Cαβγδ  – тензор Вейля,    

21
2 .

3
C C R R R R R

αβγδ αβγδ αβ
αβγδ αβγδ αβ= − +    (104) 

Для массивного скалярного поля χ след тензора 

энергии-импульса был бы равен:   

2( ) 2
T m

χ α

α
= χ                   (105) 

при условии соблюдения равенства 

2
.

6

R
m

α

α
∇ ∇ χ = χ − χ              (106) 

Итак, конформная аномалия приводит к на-

рушению конформной инвариантности лагран-

жиана свободного скалярного безмассового поля χ 

и появлению масштаба массы, связанного как 

с полем χ, так и с гравитацией. Здесь опять, как 

и в (94), квантовая теория указывает на нарушение 

конформной инвариантности, но не дает конкрет-

ного масштаба массы.  

Вслед за авторами [8, 9] можно сделать вывод, 

что классические конформные теории гравитации 

являются приближенными и применимыми, когда 

квантовые эффекты малы. По вопросу, когда эти 

эффекты малы, есть разные точки зрения, см. для 

примера мнение, высказанное в [33].  

 

 

7. Лагранжианы с двумя скалярными полями 
 

В лагранжиане (69) функция ( )xχ  комплекс-

ная и имеет «двойную нагрузку» – взаимодейству-

ет как с вектором Вейля, так и с электромагнит-

ным потенциалом. Она же связана с выбором 

масштаба измерения массы и при калибровке 
*

1χχ =  и 0A
μ
=  должна приводить к ОТО. Это 

делает модель с одним скалярным полем «эко-

номной» по количеству используемых скаляров, 

но слишком «жесткой». То же замечание относит-

ся и к модели [19]. Кроме того, наличие ненулево-

го вектора Вейля после нарушения локальной 

конформной инвариантности заставляет решать 

проблему «эффекта вторых часов». 

Рассмотрим другую модель, а именно введем 

две скалярные функции: вещественную ( )xβ  и 

комплексную ( ).xϕ  Пусть ( )xβ  по прежнему яв-

ляется функцией Дирака, а ( )xϕ  отвечает за взаи-

модействие с электромагнитным потенциалом. 

Тогда можно записать такой лагранжиан:        

( )2 2
6 6L R F F

λ μ μν
ϕ λ μ μν=β + β β + α − ∂ β∂ β+ ω +

� �

 

( ) ( )
*2

* 2 2ˆ ˆ
2 .Н H

ν μν

ν μν
+ λ ϕϕ −β + ζ ∂ ϕ ∂ ϕ + δ

� �

  (107) 

Чтобы этот лагранжиан был вейлевски инвариан-

тен, нам пришлось ввести модифицированную уд-

линенную производную скалярного поля ϕ: 

ˆ
( ) .w A iB

μ μ μ μ μ
∂ ϕ = ∂ ϕ− ϕ = ∂ ϕ − + ϕ
�

     (108) 

Здесь вейлевский вес ( ) 1,W ϕ = −  ζ – параметр свя-

зи скалярного поля ϕ с вектором .w
μ

 

В принципе, можно ввести несколько вспомо-

гательных скалярных полей, зависящих от дила-

тонного поля σ. В публикации [34] в рамках ин-

тегрируемой геометрии Вейля (IWG) предложена 

такая модель (в наших обозначениях): 

( ),xσ = σ  ,A
μ

μ

∂ σ
=

σ
  ( ) ,pl PM Mσ = σ   ( ) 0

,h hσ = σ  

( ),H H x=                       (109) 

( ) ( )
2 ( )

2

pl
H

M HH
L R g H H

+
+

μν

μ ν

⎛ ⎞σ + ξ
⎜ ⎟= − − ∂ ∂ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� ��

 

( )( )2
,

4
HH h

+
λ

− − σ                   (110) 

4
,

H H
S d x gL= − −∫  .H H A H

μ μ μ
∂ = ∂ −
�

   (111) 

Здесь H – дублет поля Хиггса, ( )xσ = σ  – дила-

тонное поле, plM  – переменная масса Планка, h – 

переменная величина массового параметра поля 

Хиггса H. Лагранжиан (110) позволяет «нару-

шить» электрослабую симметрию раньше нару-

шения конформной симметрии.  

В следующих трех разделах рассмотрим три 

конформно-инвариантные модели, использующие 

два скалярных поля.   

 

 

8. Локально конформный лагранжиан  

в модели Чудновского 

 

Если не включать общий вектор Вейля в опи-

сание гравитационных явлений и взять скалярную 
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кривизну R в лагранжиане для гравитации в пер-

вой степени, то можно использовать конформно-

инвариантное выражение [8, 9]: 

( )* *
1

6 .
6

L R
λ

ϕ λ= ϕϕ + ∇ϕ ϕ            (112) 

Здесь ( )xϕ = ϕ  – комплекснозначное безмассовое 

скалярное поле. Конформно-инвариантный лагран-

жиан (112) приводит к конформному уравнению 

Пенроуза–Тагирова–Черникова [22]: 

0,
6

R
ϕ − ϕ =�                     (113) 

соответствующему нулевой массе поля ϕ. В связи 

с этим возникает вопрос – как ввести массу поля ϕ 

в выражении (112). Для этого в [35] использован 

такой прием. Вводится дополнительное вещест-

венное скалярное поле ( ).xσ  Поле ( )xσ  – дила-

тонное. Можно ввести и необязательную для реа-

лизации основной идеи [35] связь электромагнит-

ного поля B с полем ϕ. Конформно-инвариантный 

лагранжиан запишется так:  

* * 21ˆ ˆ

6 2 12

R R
L

μ μ

ϕσ μ μ
= ∂ ϕ∂ ϕ + ϕϕ − ∂ σ∂ σ − σ −  

( )
2

* 2 2 1
.

4
h H H

μν

μν
−λ ϕϕ − σ −           (114) 

Действие   
4

.S d x gL
ϕσ ϕσ

= −∫                  (115) 

Здесь 
ˆ ,ieB
μ μ μ
∂ ϕ = ∂ ϕ−                    (116) 

,H B B
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂                 (117) 

e, λ и h – безразмерные параметры лагранжиана 

,L
ϕσ

 B
ν

 – потенциал электромагнитного поля, 

использована система единиц Хевисайда. Лагран-

жиан L
ϕσ

 инвариантен относительно локальных 

конформных преобразований: 
2

( ) ( ) ( ),g x x g x
μν μν

→Ω  1
( ) ( ) ( ),x x x

−

ϕ →ϕ Ω  

1
( ) ( ) ( ),x x x

−

σ →σ Ω                (118) 

и относительно локальных калибровочных преоб-

разований электромагнитного потенциала B: 

1
( ),B B x

e
μ μ μ
→ + ∂ η  ( )exp ( ) .i xϕ→ϕ η    (119) 

Пусть теперь конформная инвариантность нару-

шена, т. е. выбрано конкретное значение * 2

0 .ϕϕ = ρ  

Пусть также выбрано и конкретное значение фазы 

скаляра 
0
,η  так что   

( )0 0 0
exp ,iϕ = ϕ = ρ η  0

0
.

h

ρ
σ = σ =       (120) 

Для этого в (114) следует сделать конкретное 

конформное преобразование, взяв                    

1

0

( )
( ) .

x

x
−

σ
Ω =

σ
                     (121) 

Тогда дилатонное поле ( )xσ  исчезает и лагранжиан 

(114) примет вид лагранжиана ОТО с минималь-

ной связью с заряженным скалярным полем ϕ: 

*ˆ ˆ

16
N

R
L

G

μ

ϕ μ
= − + ∂ ϕ∂ ϕ −

π
 

( )
2

* 2

0

1
,

4
H H

μν

μν
−λ ϕϕ −ρ −            (122) 

где эффективная гравитационная постоянная равна 

( )

2

2 2

0

3

4 1 2
N

h
G

h

=

πρ −

                        (123) 

при условии 2 1
.

2
h <  

Таким образом, нефизическое дилатонное по-

ле ( )xσ  в (114) имеет неправильный знак кинети-

ческой энергии, но это не делает модель [35] не-

приемлемой. До нарушения конформной инвари-

антности неправильный знак у поля ( )xσ  не ска-

зывается на физических результатах, поскольку не 

фиксирован масштаб измерений (поля ϕ и σ изна-

чально безмассовые), а после нарушения кон-

формной инвариантности поле ( )xσ  исчезает 

и остается только имеющее физический смысл 

поле ( )xϕ  с массой 
0
ρ  в (122).   

Сделаем общее замечание насчет знака у квад-

рата скалярного поля и производных скалярного 

поля ϕ. В лагранжиане они могут присутствовать 

в общем виде    

2 * *

1 2 ,L m g
μν

ϕ μ ν
= ε ϕϕ + ε ∂ ϕ∂ ϕ  

4
,S d x gL

ϕ ϕ
= −∫                   (124) 

где 
1

1,ε = ±  
2

1.ε = ±  Если знак 
1

1,ε = −  то это 

обычный случай классической теории поля с по-

ложительной массой m. Если знак 
1

1,ε = +  то речь 

идет о тахионном поле (tachyon field) с мнимой 

«потенциальной» массой im, которое говорит 

о неустойчивости рассматриваемой системы. Та-

кая неустойчивость полезна при моделировании 

фазового перехода с потерей симметрии, когда 

система переходит в устойчивое состояние с дру-

гой положительной массой, например, в случае 



Конформные лагранжианы в гравитации Вейля 

 

 25 

механизма Хиггса. В случае кинетического члена 
*

2g
μν

μ ν
ε ∂ ϕ∂ ϕ  помимо знака 

2
ε  следует дополни-

тельно учитывать сигнатуру метрики .g
μν  Если 

сигнатура метрики ( , , , )+ − − −  и 
2

1,ε = +  то в нере-

лятивистском пределе 
*

*

2
~ ,g

t t

μν

μ ν

∂ϕ ∂ϕ
ε ∂ ϕ∂ ϕ

∂ ∂
 

что соответствует положительной кинетической 

энергии поля. Если сигнатура метрики ( , , , ),− + + +  

и 
2

1,ε = −  то кинетическая энергия поля также 

имеет правильный знак. Если сигнатура метрики 

( , , , )+ − − −  и 
2

1ε = −  или сигнатура метрики 

( , , , )− + + +  и 
2

1,ε = +  то это случай духового поля 

(ghost field) с отрицательной кинетической энер-

гией. Духовые поля свидетельствуют о нефизич-

ности модели и при квантовании приводят к отри-

цательным вероятностям и нарушению унитарно-

сти квантовой версии модели. Очевидно, что про-

блемы проистекают из-за того, что таким полям 

можно приписать отрицательную «кинетическую» 

массу. Такие духовые поля могут использоваться в 

промежуточных вычислениях, но не должны вхо-

дить в окончательные результаты. 

Отметим, что вектор Вейля A в лагранжиане 

(114) не присутствует; но это не значит, что его 

нет вообще. Действительно, при локально-конфор-

мном преобразовании (118) коэффициенты рима-

новой связности Леви–Чивиты 

( )
1

2
g g g g

λ λα
μν μ αν ν αμ α μνΓ = ∂ + ∂ − ∂      (125) 

меняются по соотношению: 

.g

λ
μλ λ λ λν

μν μν μ ν μν

ΩΩ Ω
Γ →Γ + δ + δ −

Ω Ω Ω
    (126) 

Чтобы они оставались инвариантными, их надо 

переопределить как коэффициенты связности λ

μνΓ
�

 

пространства Вейля, введя при этом вектор Вейля 

.A
μ

 Поскольку в лагранжиан (114) напряженность 

вектора Вейля не входит, удобно положить вектор 

Вейля  

,A
μ

μ

σ

=

σ

                        (127) 

тогда  

.g

λ
μλ λ λ λν

μν μν μ ν μν

σσ σ
Γ = Γ − δ − δ +

σ σ σ

�

     (128) 

После нарушения конформной инвариантности 

коэффициенты связности будут равны римановым 

.

λ

μνΓ  Таким образом, модель [35] основана на ин-

тегрируемой геометрии Вейля (IWG) со связно-

стью, задаваемой формулой (128). 

Инфлатоном называют частицу инфлатонного 

поля (поля, приводящего к инфляции). После на-

рушения конформной инвариантности и квантова-

нии поле ( )xϕ  может  играть роль инфлатонного 

поля. Здесь речь идет об определенной простой 

модели нарушения конформной инвариантности 

и об определенной модели инфляции с выбором 

зависимости инфляционного потенциала в виде 

( )
2

* 2

0( ) .U ϕ = λ ϕϕ −ρ                 (129) 

Итак, модель Чудновского [35] проста, и в то 

же время совмещает одновременно нарушение 

локальной конформной инвариантности и появле-

ние массы у первоначально безмассового поля ϕ. 

Ее можно назвать игрушечной моделью (toy 

model) одновременного нарушения конформной 

симметрии и появления массы у скалярного поля 

посредством механизма Хиггса. В этой модели 

«нефизическое» дилатонное поле исчезает после 

нарушения конформной инвариантности. Но отме-

тим, что в некоторых моделях инфлатон, в прин-

ципе, может совпадать с дилатоном. 

 

 

9. Конформный лагранжиан в модели Bars, 

Steinhardt, Turok 

 

В статье [2] предложена более громоздкая мо-

дель, которая идейно напоминает модель Чуднов-

ского. Выпишем соответствующий лагранжиан: 

( )21
2

12

1

2

H
L H H R

g D H D H

+

ϕ

μν +

μ ν μ ν

= − σ − −

⎛ ⎞
− ∂ σ∂ σ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

( )
2

2 2 4
.

4 4
SMH H h L

+
′λ λ⎛ ⎞

− − σ + σ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (130) 

По сравнению с обозначениями в [2], мы измени-

ли некоторые знаки в лагранжиане и изменили 

обозначение дилатонного поля на ( ).xσ  Здесь ( )H x  

дублет поля Хиггса, 
SM
L  – добавок к лагранжиану, 

куда входят все остальные поля (кварки, лептоны, 

калибровочные бозоны). В унитарной калибровке 

для симметрии (2) (1)SU U×  можно взять поле 

Хиггса H в виде: 

0

( ) .( )

2

H x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                      (131) 
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После нарушения конформной симметрии при 

фиксировании дилатонного поля 
0

( )xσ = σ  поле 

( )H x  приобретает массу,   

2 2

0 0 0
,H H h

+
= σ  

0

246 ГэВ
,

2
h =

σ

 

2
2

0

1 1 2
.

16 12
N

h

G

−

= σ

π

               (132) 

Итак, модель [2] по идеологии совпадает с мо-

делью [35]. Отметим, что здесь фазовый переход 

с нарушением электрослабой симметрии происхо-

дит одновременно с нарушением конформной 

симметрии. Как можно предположить, в публика-

ции [2], видимо, имеется в виду случай интегри-

руемой геометрии Вейля с вектором Вейля 

,A
μ

μ

σ

=

σ

 который становится нулевым после нару-

шения симметрии, хотя об этом в [2] не говорится.  

В публикации [2], помимо приведенной моде-

ли, предлагается также более общая модель с не-

сколькими скалярными полями, которую здесь не 

будем рассматривать.  

 

 

10. Конформный лагранжиан в модели  

de Cesare, Moffat, and Sakellariadou 

 

В публикации [3] предложена модель, которая 

основана на общей геометрии Вейля, с учетом 

взаимодействия вектора Вейля с полем Хиггса. Эта 

модель является в некотором смысле непосредствен-

ным усложнением модели [2]. Полный лагранжиан 

модели [3] выглядит несколько громоздко, поэтому 

лучше рассмотреть его по частям. Мы изменили не-

которые знаки и обозначения по сравнению с [3], 

чтобы сохранить в них преемственность с предыду-

щими обозначениями нашей публикации. 

В [3] вводится вещественное дилатонное поле 

σ и поле Хиггса H: 

( )2
2 ,g HL H H R

+

σ
= −ξ σ + ξ

�

          (133) 

где R
�

 – кривизна, вычисленная с учетом вектора 

Вейля A: 

6 6 .R R A g A A
α μ ν

α μν
= − ∇ −

�

          (134) 

Производные поля Хиггса и дилатонного поля 

вводятся с учетом вектора Вейля: 

( )( ),
H
L g H A H H A H

μν + +

μ μ ν ν= ∂ − ∂ −    (135) 

( )( ).
2

L g A A
μνω

σ μ μ ν ν

ξ
= − ∂ σ − σ ∂ σ − σ     (136) 

Вводится потенциал полей H и σ: 

( ) ( )
2

2 2 4
, .

4
V H H H h

+
λ

′σ = − σ + λ σ        (137) 

Помимо этого вводится напряженность вектора 

Вейля: 

2

1
,

4
A

A

L F F
μν

μν
= −

ξ
 .F A A

μν μ ν ν μ
= ∂ − ∂   (138) 

Это значит, что в [3] имеется в виду вектор Вейля, 

который не сводится к градиенту скаляра. Полный 

лагранжиан модели [3] с безразмерными парамет-

рами ,
σ

ξ  ,
H

ξ  ,
ω

ξ  λ, ,′λ  
A

ξ  записывается так:  

( , ) .HA g H AL L L L V H L
ϕ σ

= + + − σ +       (139) 

Нарушение конформной симметрии 
0

( )xσ = σ  

фиксирует параметры модели, устанавливая зна-

чения космологической постоянной Λ и массы μ 

бозона Хиггса:   

4

0 ,

8
N
G

Λ
′λ σ =

π
 

2

2 2

0
,

2

v
h= σ  2 2

0

1
,

16
H

N

v
G

σ
ξ σ + ξ =

π
 

2 2 2

0
.hμ = −λ σ                     (140) 

После нарушения конформной симметрии у век-

торного поля Вейля появляется масса:  

( )
2

2 2 2 2

0 0
3

4 4
A H

v

m v
ω

σ

ξ
= ξ σ + ξ + σ + =  

2

2

3
1 .

16 4 2N

v

G h

ω
ξ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟π ⎝ ⎠

              (141) 

Соответствующее действие для векторного поля 

вейлонов записывается в виде: 

4 2

2

1 1
.

24
A A

A

S d x g F F m A Aμν μ

μν μ

⎡ ⎤
= − − −⎢ ⎥

ξ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫   (142) 

Модель [3] не определяет конкретную величину 

массы вейлона .

A
m   

 

11. Обсуждение 
 

Здесь рассмотрена лишь очень малая часть 

вариантов конформных лагранжианов, имеющих-

ся в литературе, и наш обзор очень ограничен по 

объему выборки. Многие важные работы вообще 

не были упомянуты (обзор множества подходов 

заслуживает отдельной публикации). Но тем не ме-

нее приведенные примеры конформных лагран-

жианов представляются достаточно характерными, 

показывающими одно из определенных направле-

ний, по которому движется мысль исследователей 

в области альтернативных вариантов гравитации. 
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На наш взгляд, позволить комплексному ди-

латонному полю играть двойную роль как в моде-

ли Hans Ohanian [19] (иметь физическое значение 

после нарушения конформности) – значит делать 

модель достаточно «жесткой». Комплексная ска-

лярная функция тогда играет роль и дилатона, и 

поля, управляющего инфляцией. На основе не-

большого набора параметров модели трудно опи-

сать наблюдаемые явления в космологии и физике 

частиц. Кроме того, поле вектора Вейля, становя-

щееся массивным после нарушения конформно-

сти, имеет проблему, связанную с «эффектом вто-

рых часов». 

Модель с двумя скалярными полями в духе 

подхода Чудновского [35] более гибкая. Но она 

имеет некоторый дефект – дилатонное поле имеет 

неправильный знак кинетической энергии, как 

и в моделях [2, 3]. 

Соблюсти правильный знак у кинетического 

члена дилатонного поля можно, добавляя вейлев-

ское взаимодействие с векторным полем типа (67), 

(90), (108), как это подчеркнуто в [19]. Но введен-

ное таким образом векторное поле, на наш взгляд, 

не желательно отождествлять с вектором Вейля A, 

чтобы не столкнуться с эффектом «вторых часов» 

[24]. Проще оставаться в рамках интегрируемой 

геометрии Вейля. Тогда вектор Вейля можно ото-

ждествить с градиентом дилатонного поля. Это 

поле β должно быть вещественным, так как гради-

ент скалярного поля будет входить в аффинную 

связность, как в выражении (128). Но модель 

с одним вещественным векторным полем доста-

точно «бедна» и, как минимум, нуждается еще 

в комплексном скалярном поле. 

Таким образом, можно сформулировать сле-

дующую модель. В нашей модели имеются: веще-

ственное дилатонное поле ( ),xβ  комплексное ска-

лярное поле ( ),xϕ  вещественный вектор ( ),C x
μ

 

электромагнитный потенциал ( ).B x
μ

 Введем без-

размерные параметры α, μ, λ, ρ, ξ, 
2
,ω  

2
.δ  Дейст-

вие 
2

4
.

2

P
M

S d x gLβϕ βϕ= − −∫  

Лагранжиан модели записывается так:   

( )( )

( ) ( )

2

2 *
* 2 4

6

2 ( )

L R g C C

g C iB

λ μν
βϕ λ μ μ μ μ

μν
μ μ μ

=β + β β + α β − β β − β +

+μ ϕϕ −ρβ + λβ + ξ ∂ ϕ− + ϕ ×

 

( ) 2 2( ) ,C iB Н H E E
μν μν

ν ν ν μν μν
× ∂ ϕ− + ϕ + δ +ω  (143) 

 

 

где введена производная комплексного скалярного 

поля ϕ, которая одновременно вейлевски-инва-

риантна и калибровочно-инвариантна:  

ˆ
( ) .C iB

μ μ μ μ
∂ ϕ = ∂ ϕ− + ϕ
�

             (144) 

Аффинная связность записывается в рамках ин-

тегрируемой геометрии Вейля (1), где вектор Вей-

ля градиентный: 

.A
ν

ν

∂β
≡

β
                        (145) 

До нарушения конформной симметрии масса час-

тиц зависит от дилатонного поля: 

( )0
.m m x= β                      (146) 

Напряженности векторных полей С и B, вообще 

говоря, ненулевые: 

,E C C
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂  .H B B
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂     (147) 

Конечно, в модели можно заменить скаляр ϕ на 

дублет поля Хиггса: ( ) ( ),x H xϕ →  а также доба-

вить взаимодействие с фермионами подобно тому, 

как это сделано в [2, 3, 28]. Можно ввести и ка-

либровочные поля как в [3].  

Предлагаемый нами лагранжиан (143) кон-

формно инвариантен. Основное отличие от моде-

лей [15] и [3] заключается в том, что вектор С, хо-

тя и преобразуется при локальных конформных 

преобразованиях как вектор Вейля A: 

2
( ) ,g g x g

μν μν μν
→ =Ω�  

ln ( )
,

x
A A A

x
μ μ μ μ

∂ Ω
→ = −

∂

�  

ln ( )
,

x
C C C

x
μ μ μ μ

∂ Ω
→ = −

∂

�           (148) 

но не совпадает с ним. Это свойство позволяет 

избавиться от эффекта «вторых часов», но сохра-

нить основные черты моделей [3] и [15].   
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УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ СТИШОВИТА ДО 1000 ГПа И БОЛЕЕ 10000 К,  

ФАЗОВАЯ СТАБИЛЬНОСТЬ СТИШОВИТА И ОПИСАНИЕ ПРИ ВЫСОКИХ ДАВЛЕНИЯХ 

УДАРНЫХ АДИАБАТ ПОЛИМОРФНЫХ ФАЗ SiO2 КАК УДАРНЫХ АДИАБАТ ПОРИСТОГО 

СТИШОВИТА 
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ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 607188, г. Саров Нижегородской обл. 

 
Предложено новое уравнение состояния (УРС) стишовита, которое верифицировано 

на основе экспериментальных данных. Параметры УРС (объемный модуль, равновесная 

плотность и температура Дебая) получены с использованием измерении статического 

сжатия при комнатной температуре и изобарической теплоемкости при нормальном дав-

лении. Показано, что уравнение состояния адекватно предсказывает свойства стишовита 

в широкой области условий в статических и ударно-волновых экспериментах при высо-

ких давлениях и температуре до 1000 ГПа и > 10000 К в очень хорошем согласии с изме-

рениями. Продемонстрировано, что ударные адиабаты полиморфных фаз SiO2 (кварца, 

плавленого кварца, коэсита, кристобалита и других) при P > 30 ГПа могут быть описаны 

ударной адиабатой пористого стишовита и что предсказанные по уравнению состояния 

вторые ударные адиабаты и адиабаты разгрузки находятся в хорошем согласии с экспе-

риментом. Мы проанализировали также стабильность стишовита и показали, что его 

электронная структура на холодной изотерме сохраняется до давления ~ 500 ГПа, и, та-

ким образом, этот минерал может быть рекомендован для использования в качестве дат-

чика давления в статических экспериментах с алмазными наковальнями. 

 

Ключевые слова: уравнение состояния, стишовит, кварц, ударная адиабата, изотермы. 

 

 

Введение 

 

Известно большое количество полиморфных 

фаз SiO2 [1]. При изменении температуры кремнезем 

существует в виде α- и β-модификаций кварца, 

кристобалита и тридимита. В 1953 г. Л. Коэсом 

при нагревании до 700 °С и давлении 4 ГПа была 

получена более плотная (2,92 г/см
3
) по сравнению 

с кварцем фаза SiO2 [2], названная коэситом. Синтез 

еще более плотной фазы SiO2 впервые был осуще-

ствлен С. M. Стишовым и С. В. Поповой (1961 г.) 

при 1200÷1400 °С и 16÷18 ГПа [3]. Вскоре Э. Чао 

нашел природный аналог этой фазы в Аризонском 

метеоритном кратере и назвал его стишовитом [4]. 

Стишовит – очень твердый минерал, имеющий 

среди фаз SiO2 наибольшую плотность при нор-

мальных условиях (4,3 г/см
3
). 

Стишовит и коэсит важны для геофизики и 

оказывают большое влияние на понимание явле-

ний в коре и мантии Земли [5]. Кремнезем являет-

ся одним из основных компонентов коры и мантии 

Земли. Он может существовать в виде стишовита 

внутри Земли с глубины 300 км (10 ГПа) до гра-

ницы с ядром (3000 км, 140 ГПа). В слоях мантии 

могут происходить химические реакции с участи-

ем стишовита. Все это определяет большой науч-

ный интерес к исследованию характеристик сти-

шовита и других фаз кремнезема [6]. 

В этой статье предложено новое уравнение 

состояния стишовита до 1000 ГПа и > 10000 K, 

которое верифицировано на основе эксперимен-

тальных данных по статическому и ударно-

волновому сжатию. В отличие от большинства 

полученных в последние десятилетия уравнений 

состояния в форме Бёрча-Мурнагана [7], в кото-
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рых для описания холодной кривой давления ис-

пользуется три параметра ρ0, B0, dB/dP, в данной 

работе уравнение для холодного давления являет-

ся двухпараметрическим с различным набором ρ0, 

B0 для каждой электронной фазы. Мы используем 

ρ0, B0, полученные из экспериментальных данных 

на нормальной изотерме, температуру Дебая из 

экспериментальной изобарной теплоемкости и 

модель Дугдейла-Макдональда [8] для зависимо-

сти коэффициента Грюнайзена от плотности вме-

сто различных произвольных приближений, ис-

пользуемых в других работах [9–16]. С новым 

уравнением состояния мы исследуем статическое 

и ударно-волновое сжатие стишовита и других 

полиморфных модификаций SiO2 и сравниваем 

теорию с экспериментом. Мы показываем, что пред-

ложенная теория хорошо согласуется с эксперимен-

том в очень широкой области давлений и темпера-

туры до 1000 ГПа и > 10000 K и что ударные 

адиабаты полиморфных фаз SiO2 при P > 30 ГПа 

адекватно описываются ударной адиабатой порис-

того стишовита. Анализ фазовой стабильности 

показал, что электронная фаза стишовита сохраня-

ется до холодного давления 500 ГПа и поэтому 

стишовит может использоваться в качестве датчи-

ка давления в экспериментах по статическому 

сжатию в алмазных наковальнях.       

 Имеется ряд данных по статическому сжатию 

стишовита [9–16], а также данные по теплоемко-

стям стишовита и коэсита при нормальном давле-

нии [17–19].   
 

 

 

Уравнение состояния стишовита 

 

В [20, 21] упругая энергия твердого тела пред-

ставляет собой сумму кинетической энергии элек-

тронов при условии квантования их момента им-

пульса и потенциальной энергии взаимодействия 

электронов с зарядом ядра и между собой. Раз-

личные вещества и их разные фазы описываются 

одним и тем же аналитическим уравнением со-

стояния с двумя параметрами, равновесной плот-

ностью ρ0n и объемным модулем B0n (при P = 0, 

T = 0), или, эквивалентно, равновесной плотно-

стью ρ0n и энергией внешних электронов E0n эле-

ментарной атомной или молекулярной ячейки, 

содержащей одну молекулу.   

Полная энергия E элементарной атомной или 

молекулярной ячейки и давление P в твердом теле, 

даваемые уравнениями (1) и (2) соответственно, 

являются суммой холодной (упругой, потенциаль-

ной) EC, PC и тепловой ET, PT энергий и давлений:  

E = EC + ET;                          (1) 

P = PC + PT.                          (2) 

Упругие составляющие энергии и давления n-й 

электронной фазы (ЭФ) твердого тела определя-

ются выражениями:    

( )
2/3

1/30

0

9
;

2

n

C

n

B
E

⎛ ⎞σ
σ = −σ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

             (3) 

( ) ( )5/3 4 /3

03 ,
C n
P Bσ = σ −σ              (4) 

где σ = ρ/ρ0n – степень сжатия.   

В приближении Дебая тепловые составляющие 

УРС имеют вид:   

3
( ) ,D

T

TRTn
E T D

A T

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ( , ) ( ) ,

T T
P T Eρ = ρΓ ρ    (5) 

где 
3

3

0

3
( )

1

x

t

t dt
D x

x e
=

−

∫  − функция Дебая, R − газовая 

постоянная, n – число атомов в молекуле, A – мо-

лекулярная масса, Г(ρ) − функция Грюнайзена, 

/ ,
D

x T T=  
D
T  − температура Дебая. В приближе-

нии Дугдейла-Макдональда [8] коэффициент 

Грюнайзена равен: 

( )

( )

2 2 /3

2

2 /3

1
.

3 2

x

x

d PV

V dV

d PV

dV

Γ = − −              (6) 

При ( )5/3 4 /3

03
x
P B= σ −σ  значение ( )Γ σ  равно: 

( )
1/ 3

1/3

2 1
.

3 2

σ −
Γ σ =

σ −
                      (7) 

Температура Дебая стишовита равна TD = 

= (1130÷1140) K [10]. Зависимость температуры 

Дебая TD от степени сжатия σ определяется из вы-

ражения: 

( )
ln

.
ln

D

T

T

V

∂⎛ ⎞
Γ σ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

Интегрирование этого выражения дает: 

0

0

( )
exp .

D D

t dt
T T

t

ρ

ρ

⎛ ⎞Γ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫                   (8) 

Когда ( )Γ σ  определяется из (7), получается сле-

дующее выражение для температуры Дебая: 

( )
1/ 2

4 /3

0( ) 3 2 ,
D D
T Tσ = σ − σ              (9) 
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где 
0D

T  − температура Дебая при σ = 1. Учет зави-

симости ( )
D
T σ  важен для веществ с высоким зна-

чением 
0
.

D
T  По определению температура Дебая 

равна: 
max

/ ,
D

T k= ω�  где ωmax – максимальная 

частота колебаний в модели Дебая, ,
2

h
=

π

�  h – 

постоянная Планка, k – постоянная Больцмана. 

Поэтому ( )
1/ 2

4/3

max max( ) (1) 3 2 .ω σ = ω σ − σ  

 

 

Нормальная изотерма стишовита 
 

Подобранные на основании имеющихся экспе-

риментальных данных [9–16] параметры уравнения 

состояния (3), (4) для стишовита 
0

4,3ρ =  г/см
3
, 

0
343B =  ГПа практически совпадают с данными 

работы [20] 1991 г. Результаты исследований сти-

шовита, выполненных в последующие годы, дают 

возможность подробно тестировать это уравнение 

состояния. На рис. 1 показана зависимость давле-

ния от плотности на нормальной изотерме стишо-

вита. Наша теоретическая кривая хорошо описы-

вает экспериментальные данные [9–16] до 55 ГПа. 

Некоторое превышение экспериментальных зна-

чений ниже 5–7 ГПа, по-видимому, объясняется 

небольшой пористостью  изготовленных образцов 

стишовита, связанной с их дефектной структурой. 

 

Рис. 1. Зависимости давления от плотности  

на нормальной изотерме стишовита 

 

При P > 50 ГПа наша теоретическая кривая 

проходит вблизи экспериментальных точек рабо-

ты [12]. Экспериментальные данные [15] проходят 

выше нашей теоретической зависимости и данных 

[12]. Основная причина отличия, по нашему мне-

нию, связана с разной  шкалой давления, исполь-

зованной в разных экспериментах. Наша теорети-

ческая зависимость близка к данным по рубино-

вой шкале давления Мао 1986 г. [23]. В работе 

[15] значения давления были изменены с исполь-

зованием уравнения состояния B1 и B2 фаз NaCl из 

измерений методом рентгеновской дифракции объе-

ма (плотности) NaCl. При давлении 50–130 ГПа 

в [12, 15] определено уравнение состояния для 

кристаллической структуры CaCl2 кремнезема. 

Мы считаем, что электронная структура SiO2 со-

храняется до высоких давлений (степеней сжатия), 

несмотря на изменение кристаллической структу-

ры, и, соответственно, до высоких давлений ис-

пользуем уравнение состояния стишовита. Даль-

нейшее сравнение с экспериментальными данны-

ми по ударно-волновому сжатию коэсита, кварца и 

плавленого кварца  подтверждает правильность 

такого подхода.  

 

 

Теплоемкость стишовита 

 

Теплоемкость стишовита экспериментально 

определена в работах [17, 24]. На рис. 2 представ-

лены зависимости изобарной теплоемкости стишо-

вита от температуры при нормальном давлении, 

рассчитанные по уравнению состояния данной ра-

боты, и экспериментальные точки из [17, 24].  
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Рис. 2. Зависимость теплоемкости стишовита  

от температуры при P = 10
–4

 ГПа 

 

Наша теоретическая зависимость получена при 

температуре Дебая ( )
1/ 2

4/3

0( ) 3 2 .
D D
T Tσ = σ − σ  

Аппроксимация выполнялась, исходя из наилуч-

шего описания экспериментальных данных при 

T > 300 K. При этом значение температуры Дебая 

(1130 K) получилось близким к значениям, приве-

денным в работах [10, 25]. Некоторое отличие ап-

[22] 

[9] 
[16] 
[19] 

[13] 
[15] 

[12] 
[17], [24] 

Данная работа 
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проксимации от экспериментальных данных при 

T < 300 K объясняется изменением температуры 

Дебая при возрастании температуры [10]. При низ-

кой температуре колеблются молекулы и молеку-

лярные кластеры, при высоких температурах про-

исходят независимые колебания атомов.      

 

 

Тепловое расширение стишовита 

 

Плотность при постоянном давлении P может 

быть определена с помощью следующего условия: 

.

C T
P P P+ =                           (10) 

Для PC и PT, заданных уравнениями (4) и (5) соот-

ветственно, получаем следующее уравнение:  

( )5/3 4 /3

0 03 .
T

B E Pσ −σ + Γρ σ =          (11) 

При постоянном давлении и меняющейся темпе-

ратуре (или ET) можно использовать уравнение 

(11) для получения плотности в зависимости от 

температуры, описывающей тепловое расширение. 

В частности, при нулевом или стандартном давле-

нии решение уравнения (11) при постоянной Г да-

ется следующей аналитической формулой:  

( )
1/ 2

0 01/3
1 1 4 /3

.
2

ThE B+ − Γρ
σ =        (12) 

В случае, когда Г = Г(σ), уравнение (11) может 

быть решено итерационно (численно). 

Экспериментальные данные по тепловому рас-

ширению стишовита приведены в работах [19, 26]. 

На рис. 3 приведено сравнение зависимости от тем-

пературы нашей теоретической плотности стишови-

та при нормальном давлении с экспериментальными 

данными. Видно, что наше уравнение состояния 

адекватно описывает данные из работ [19, 26]. 
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Рис. 3. Зависимость расширения стишовита  

от температуры при P = 10
–4

 ГПа 

Высокотемпературные изотермы стишовита 

 

Уравнение (11) при постоянной температуре 

дает изменение давления в зависимости от плот-

ности вдоль изотерм. Экспериментальные изотер-

мы стишовита получены в работах [13, 25] до 

давления 55 ГПа. На рис. 4 приведены экспери-

ментальные данные [13, 25] и наши теоретические 

значения давления на изотермах 300 – 1700 K. Наш 

теоретический расчет очень хорошо описывает 

экспериментальные данные [13, 25].  

Коэффициент Грюнайзена и теплоемкость оп-

ределяют тепловую составляющую уравнения со-

стояния. Адекватность описания экспериментальных 

данных по давлению на изотермах 300 – 1700 K (см. 

рис. 4) свидетельствует о правильности нашей хо-

лодного давления P(ρ) для стишовита и зависимо-

стей Г(ρ) и СV(T), по крайней мере, в этом диапа-

зоне температур. 
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Рис. 4. Зависимости давления от плотности  

на трех изотермах стишовита 

 

 

Ударно-волновое сжатие стишовита 

 

C использованием описанного выше уравне-

ния состояния можно рассчитать сжатие веществ 

ударными волнами. Пусть плотность, давление 

и внутренняя энергия вещества перед фронтом 

ударной волны ρ00, P0, E0, за фронтом ударной 

волны ρ, P, E. Из законов сохранения массы, им-

пульса и энергии на ударном скачке получаются 

уравнения: 

00
/( );D D uρ = ρ −                      (13) 

0 00
;P P Du− = ρ                       (14) 

0

0

00

( ) 1 1
.

2
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P P

E E
⎛ ⎞+
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          (15) 
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Тепловую энергию в соответствии с (2), (5) можно 

записать в виде: 
( )

,
( )

H X

T

P P
E

−
=

Γ σ ρ
 где σ = ρ/ρ00. 

В этом случае связь между плотностью и давлени-

ем за фронтом ударной волны определяется выра-

жением:  

0H
P P− =  

00

00

( (1/ 1/ ) / 2)
.

1 (1/ 1/ ) / 2

o o

C C C T o
P E E E P−Γ ρ − − − ρ − ρ

=
−Γρ ρ − ρ

 (16) 

По найденному значению PH на основании за-

конов сохранения массы (13) и импульса (14) на 

фронте ударной волны определяется массовая 

скорость 

1/ 2

00

( 1)
H
P

u
⎛ ⎞σ −

= ⎜ ⎟
ρ σ⎝ ⎠

 и скорость ударной 

волны /( 1)D u= σ σ −  и, таким образом, получает-

ся расчетная зависимость D(u). 

Подставляя в (17) EC, PC, согласно уравнениям 

состояния (3), (4) получаем зависимость давления 

за фронтом ударной волны от степени сжатия σ: 

0HP P− =

 

( ) ( ) ( )

( )

2 2
5/ 3 4/ 3 1/ 3 1/ 3

0 1 0 0 0 1

1

3 1.5 1 1 / 1 / 2

,
1 / 1 / 2

TB E P
⎡ ⎤⎛ ⎞
σ −σ − Γσ σ − − σ − + Γρ σ + Γ σ σ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦=
−Γ σ σ −

 (17) 

где σ = ρ/ρ0, σ1 = ρ00/ρ0. 

Для пористых сыпучих тел P0 = 0, EС0 = 0, EТ0 = 0 

и давление P равно: 

( )
( )

2
5/3 4 /3 1/3

03 1,5 1

,
1 1 / 2

B

P
m

⎛ ⎞
σ −σ − Γσ σ −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
−Γ σ −

    (18) 

где m = 1/ σ1 = ρ0/ρ00 – пористость материала.   

Экспериментальные данные по ударно-волно-

вому сжатию стишовита приведены в работах [26, 

27]. Эти данные не использовались в подборе пара-

метров уравнения состояния стишовита. На рис. 5 

показаны экспериментальные данные работы [26] 

и наш теоретический расчет адиабаты Гюгонио 

стишовита в гидродинамическом приближении. 

Видно, что гидродинамическое приближение дает 

давление ниже, чем экспериментальные данные 

[26]. Описание экспериментальных данных полу-

чается при учете прочности стишовита. Напряже-

ние за фронтом плоской ударной волны превышает 

давление за счет гидростатического сжатия на две 

трети предела текучести (2Y/3). С пределом теку-

чести 30 ГПа наш расчет проходит через экспери-

ментальные точки [26]. Высокая прочность стишо-

вита согласуется с его высокой твердостью [28].   
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Рис. 5. Зависимость давления от плотности  

при ударно-волновом сжатии стишовита (ρ0 = 4,3 г/см
3
) 

 

В работе [27] получены экспериментальные 

ударные адиабаты стишовита при давлении в ин-

тервале 1000 – 2000 ГПа. На рис. 6 показано срав-

нение наших теоретических результатов с экспе-

риментальными данными [26] и [27]. Ввиду высо-

кого нагрева материала при таком высоком давле-

нии, при котором происходит потеря прочности, 

расчеты проводились в гидродинамическом при-

ближении без учета прочности. Из рис. 6 видно, 

что теоретическая кривая стишовита в терапаскаль-

ной области давлений проходит по правой границе 

погрешности эксперимента. Более точное описание 

ударной адиабаты стишовита при плотности выше 

8 г/см
3
 возможно за счет учета перехода в пост-

стишовитовую фазу с параметрами ρ0 = 4,76 г/см
3
 

и B0 = 483 ГПа. Кривая для ударной адиабаты пост-

стишовитовой фазы показана на рис. 6 штрихпунк-

тирной линией. Пунктиром показаны комнатные 
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0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

ρ, г/см
3

P, ГПа

две фазыExpt.

 - [27]

 - [28]

 - [28]

 - MD [28]

изотермы 300 K

одна фаза

 

Рис. 6. Зависимость давления от плотности при 

ударно-волновом сжатии стишовита (ρ0 = 4,3 г/см
3
): 

�, �, • – эксперимент; ▲ – MD-расчет 
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изотермы стишовита и постстишовитовой фазы 

SiO2. Разница в давлении на изотермах стишовита 

и постстишовитовой фазы в районе 1000 ГПа со-

ставляет около 6 %.   

 

Ударно-волновое сжатие кремнезема 
 

В 1963 г. Мак-Квин с сотрудниками [29] объ-

яснили поведение за фронтом ударной волны 

кварца и плавленого кварца при давлениях боль-

ших 30 ГПа как сжатие фазы со структурой рути-

ла, которая была недавно открыта и названа сти-

шовитом. В дальнейшем был показан переход 

в фазу стишовита и из других полиморфных мо-

дификаций кремнезема при их ударно-волновом 

сжатии (см. [30, 31]). Термодинамические свойства 

кварца, коэсита и стишовита исследовались в [32]. 

Наше уравнение состояния стишовита дает 

хорошее описание при давлениях выше 30 ГПа 

экспериментальных ударных адиабат для фаз SiO2 

с низкой плотностью как ударных адиабат порис-

того стишовита. Используя уравнение (19) с хо-

лодной кривой (4), функцией Грюнайзена (7) и 

температуру Дебая (9), как в стишовите, но ис-

пользуя начальную плотность кварца, коэсита, 

плавленого кварца или любой другой фазы SiO2 

низкой плотности, теоретически получаем их пара-

метры ударных волн в широком интервале давле-

ний. Такое же описание получается для пористых 

образцов разных фаз SiO2. Таким способом теоре-

тические ударные адиабаты SiO2 с разной начальной 

плотностью получаются при изменении единствен-

ного параметра (начальной плотности) при сохране-

нии параметров уравнения состояния стишовита.  

Экспериментальные точки на адиабате Гюго-

нио коэсита получены в [26, 30] до 140 ГПа. Под-

робная информация по ударно-волновому сжатию 

α-кварца до 1300 ГПа получена в [33]. Данные для 

плавленого кварца до 1600 ГПа содержаться в [34]. 

На рис. 7 показаны зависимости скорости ударной 

волны D от массовой скорости u кварца, коэсита, 

кристобалита, плавленого и пористого кварца. 

Наши теоретические данные хорошо описывают 

экспериментальные данные для всех фаз SiO2.    

Зависимость давления от плотности за фрон-

том ударной волны показана на рис. 8. Для кварца 

на рис. 8 помимо экспериментальных данных [33] 

приведены результаты последних экспериментов 

[35] тех же авторов. В [35] получено девять экспери-

ментальных точек при давлении от 200 до 1078 ГПа, 

которые хорошо согласуются с данными преды-

дущей работы [33] и нашими теоретическими ре-

зультатами. Данные [35] имеют более высокую 

точность и поэтому меньшее отклонение экспери-

ментальных точек от теоретической кривой. 

0 2 4 6 8 10 12 14

0

4

8

12

16

20

24

U, км/с

,   - коэсит [27], [31]

,   - кварц [34], [37]

,   - плавленый кварц [35], [38]

 - керамика [44]

D, км/с

 

Рис. 7. Зависимости скорости фронта ударной волны  

от массовой скорости при ударно-волновом сжатии  

полиморфных модификаций кремнезема. Цвет линий  

                    соответствует цвету маркеров 
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Рис. 8. Cравнение изменения давления P c плотностью ρ 

при ударно-волновом сжатии коэсита, кварца, плавленого  

                      кварца и пористого кремнезема  
 

Ударная адиабата стишовита, кварца, плавле-

ного кварца описывается до высоких давлений без 

учета электронных возбуждений с использованием 

только холодного давления и теплового давления 

решетки. Отклонение теоретической зависимости 

от экспериментальных данных начинается для квар-

ца и плавленого кварца при давлении 800, 650 ГПа 

соответственно, когда согласно расчетам темпера-

тура за фронтом волны достигает 70000 К. В таких 

условиях возможны электронные возбуждения и 

диссоциация SiO2, которые мы не рассматриваем в 

данной работе.  
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Скорость звука 

 

Изотермический модуль объемного сжатия 

определяется выражением:  

/ / .
T T T
B V P V P= − ∂ ∂ = ρ∂ ∂ρ  

В случае, когда ,
C T

P P E= + Γρ  значение изотер-

мического объемного модуля равно: 

( ) 2ln
1 .

ln

T

T C T

dE
B B P

d

⎛ ⎞∂ Γ
= ρ + + + ρ Γ⎜ ⎟∂ ρ ρ⎝ ⎠

     (19) 

При высоких температурах / 0,
T

dE dρ =  и когда 

коэффициент Грюнайзена Г вычисляется по фор-

муле (7), то объемный модуль BT равен: 

( )5/ 3 4 /3

0 5 4
T
B B= σ − σ +  

( )( )

1/ 3

1/ 3 1/ 3
1

3 3 2 2 1
T
P

⎛ ⎞
σ⎜ ⎟+ −

⎜ ⎟σ − σ −
⎝ ⎠

 

Изотермический (адиабатический) модуль объем-

ного сжатия равен: ,P
S T

V

C
B B

C
=  где ,

P
C  

V
C  – те-

плоемкость при постоянном давлении и постоян-

ном объеме соответственно. Объемная скорость 

звука равна ( )
1/ 2

/ .c B= ρ  

В работе [36] приведены результаты измере-

ний объемной скорости звука за фронтом ударной 

волны в плавленом кварце до 1100 ГПа. На рис. 9 

показано сравнение наших теоретических значе-

ний с данными [36]. Теория согласуется с экспе-

риментом [36] в пределах ошибок эксперимента.  
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Рис. 9. Зависимости изэнтропической (объемной)  

скорости звука от давления в ударно сжатом плавленом  

                             кварце (ρ00 

= 2,2 г/см
3
) 

 

 

Повторное ударное сжатие  

и изэнтропы разгрузки 

 

Расчет второй ударной адиабаты производит-

ся по уравнению (16), в котором 
0 1
( ),E ρ  

0 1
( )P ρ  – 

параметры вещества на первой ударной волне.  

Из первого закона термодинамики для адиаба-

тического (изэнтропического) процесса получаем 

2
.

S S

dE dE
P

dV d

⎛ ⎞⎛ ⎞− = ρ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 Воспользовавшись при-

ближением Ми-Грюнайзена, получим 2 T

S

dE

d

⎛ ⎞
ρ =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 

.

T
E= Γρ  Интегрирование дает: 

T
E =  

( )
( )

( )1

1 exp .
T

d
E

σ

σ

⎛ ⎞Γ σ σ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟σ
⎝ ⎠

∫  

(1)
T
E  и (1)σ  – тепловая энергия и степень сжатия 

в начальной точке, через которую проведена изэн-

тропа. При коэффициенте Грюнайзена Г, опреде-

ляемом выражением (7), получаем: 

( )

( ) ( )

1

11 2

32

1

1 1 2

2 3

3 2

1 .

1 3 1 2

T T
E E

⎛ ⎞
⎜ ⎟σ σ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞
σ σ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Для зависимости давления от плотности при раз-

грузке получаем: 

( ) ( ) ( )
( )

( )1

( ) 1 expS C T

d
P P E

σ

σ

⎛ ⎞Γ σ σ⎜ ⎟σ = σ + Γ σ ρ =
⎜ ⎟σ
⎝ ⎠

∫  

( )

( ) ( )

11

32

5 4

3 3
0 1

1
1 21 1 2
3

2 3

2 1

3 1 .

1 3 1 2 3 2

TB E

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟σ σ −
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞
⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟= σ −σ +ρ

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟σ σ − σ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Результаты экспериментов по разгрузке обычно 

представляют в виде функции ( )uP . Для получе-

ния ( )uP  мы можем воспользоваться инвариантом 

Римана: 
1

2dP

ddP dP d cd
du d

c d c

⎛ ⎞
⎜ ⎟ρρ ρ⎝ ⎠= = = ρ =

ρ ρ ρ ρ ρ
 

[36] 
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и, следовательно,  

( )

( )

( )

( )1 1

( ) (1) (1) .
c d c d

u u u

ρ σ

ρ σ

ρ ρ σ σ
σ = + = +

ρ σ
∫ ∫  

Полученные зависимости ( )P σ  и ( )u σ  (или ( ))uσ  

дают в параметрическом виде зависимость ( ).P u  

Ряд экспериментальных ударных адиабат по-

вторного сжатия кварца получен в работе [37]. 

Рис. 10 показывает, что наша теория достаточно 

хорошо описывает точки [37] на первой и второй 

адиабате Гюгонио.        
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Рис. 10. Зависимости давления от массовой скорости на  

первой и второй ударной адиабате кварца (ρ00 = 2,65 г/см
3
)  

 

Ряд данных по адиабатическому расширению 

ударно сжатого кварца с начальных значений дав-

ления выше 300 ГПа получен в [33, 35, 39]. Раз-

грузка кварца производилась в полимер TPX c 

начальной плотностью  0,83 г/см
3
 и силикагель с  

плотностью 0,19 и 0,11 г/см
3
. На рис. 11 показаны 

наши теоретические адиабаты разгрузки и экспе-

риментальные точки [33] при разгрузке кварца в 

полимер с плотностью 0,83 г/см
3 из состояний в 

фазе стишовита. Видно идеальное совпадение 

теории и эксперимента.  

На рис. 12,а, б показаны экспериментальные 

точки и наши теоретические значения на кривых раз-

грузки в силикагель с плотностью 0,19 и 0,11 г/см3. 

В этом случае экспериментальные точки на кри-

вых разгрузки при давлении 50–120 ГПа несколь-

ко отклоняются от теоретической кривой для раз-

грузки стишовита. Учет фазового перехода сти-

шовита в кварц на разгрузке при снижении упру-

гого давления ниже 30 ГПа позволяет описать эти 

точки, как показано штрихпунктирной линией. 
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Рис. 11. Зависимости давления от массовой скорости на 

ударной адиабате кварца с ρ00 = 2,65 г/см
3 

(штриховая 

кривая) и на изэнтропах разгрузки, рассчитанных по УРС 

стишовита (сплошные кривые). Маркеры – эксперимен-

тальные точки из [33]. В эксперименте [33] разгрузка 

производилась в полимер polymethylpentene (commonly  

               known as TPX) плотностью 0,83 г/см
3
 

 

8 10 12 14 16 18 20 22 24

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9
P, TПа

Эксперимент:

 - [34], [37], [40]

 - данная работа

 - данная работа (две фазы)

U, км/с      

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

Эксперимент:

 - [34], [37], [40]

 - данная работа

 - данная работа (две фазы)

U, км/с

P, ТПа

 
а                                                                                    б 

Рис. 12. Зависимости давления от массовой скорости на ударной адиабате кварца с ρ00 = 2,65 г/см
3 

(штриховая кривая) 

и на изэнтропах разгрузки, рассчитанных по УРС стишовита (сплошные кривые). Маркеры – экспериментальные 

точки из [33]. В эксперименте [33] разгрузка производилась в силикагель плотностью 0,19 г/см
3
 (а) и 0,110 г/см

3
 (б) 
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Обсуждение результатов 

 

Наши теоретические расчеты широкого круга 

физических величин для разных фаз SiO2 показы-

вают высокую точность описания предложенным 

уравнением состояния стишовита большого набо-

ра экспериментальных данных. 

Правильное описание ударных адиабат фаз 

SiO2 с низкой плотностью (коэсит, кварц, плавле-

ный кварц и другие) как ударных адиабат порис-

того стишовита свидетельствует о правильности 

предложенного уравнения состояния стишовита. 

Уравнение состояния Бёрча-Мурнагана, предло-

женное в [26], с параметрами 
0

4,3ρ =  г/см3, 

0
309B =  ГПа, dB/dP = 4.8 и 2,6

1,35/Γ = σ  приво-

дит при высоких давлениях к неправильным ре-

зультатам и явно нефизическим эффектам.    

На рис. 13 сплошными черными линиями по-

казаны наши теоретические ударные адиабаты 

кварца и плавленого кварца вместе с эксперимен-

тальными данными [33], [35] для кварца и [34] для 

плавленого кварца. Результаты расчетов с уравне-

нием состояния стишовита из [26] показаны тон-

кими линиями. Пунктирными линиями показаны 

нормальные изотермы по нашему уравнению со-

стояния и по УРС из [26]. Видно, что для кварца 

уравнение состояния из [26] описывает экспери-

мент [33], [35] до 200 ГПа, а наше уравнение со-

стояния до 850 ГПа. Для плавленого кварца урав-

нение состояния из [26] дает неправильный резуль-

тат, начиная с самых низких давлений. Из рис. 14 

видно, что давление на комнатной изотерме по 

УРС из [26] значительно выше, чем по нашему 

уравнению состояния.    
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Рис. 13. Зависимость давления от плотности при  

ударно-волновом сжатии кварца и плавленого кварца. 

Расчет по УРС данной работы показан сплошными  

                                  черными линиями 

На рис. 14 показана зависимость давления от 

плотности при ударно-волновом сжатии стишови-

та 
00

( 4,3ρ =  г/см3). Наша теоретическая ударная 

адиабата и холодное давление показаны на двух 

нижних кривых сплошной и штриховой линией со-

ответственно. Для уравнения состояния из [26] 

адиабата Гюгонио и холодное давление показаны 

на верхних кривых. Уравнение состояния из [26] 

дает значение холодного давления в стишовите 

очень близкое к значениям на ударной адиабате 

вплоть до очень высоких давлений и степеней 

сжатия. Это является следствием резкого падения 

коэффициента Грюнайзена со степенью сжатия 

(например, 0,215Γ =  при σ = 2), которое  приво-

дит к явно нефизическому поведению стишовита и 

других фаз SiO2 за фронтом ударной волны: сжа-

тию до очень больших значений σ = 2/Г + 1. Фак-

тически сжатие за фронтом ударной волны огра-

ничено высоким нагревом вещества и обычно не 

превышает σ = 4÷6 (предельное сжатие).  

 

Рис. 14. Зависимость давления от плотности  

при ударно-волновом сжатии стишовита 

 

На рис. 15 показаны зависимости давления от 

плотности на трех изотермах стишовита. Сплош-

ными линиями показаны наши теоретические изо-

термы, штриховыми линиями – результаты расче-

тов по уравнению состояния из [26], маркерами – 

экспериментальные данные [13, 25]. Наша теория 

хорошо описывает эксперимент во всей исследо-

ванной области давления и температуры. Расчет 

по УРС из [26] дает заметное отличие от экспе-

риментальных точек и нашей теории при давле-

нии ниже 25 ГПа и от наших теоретических кри-

вых выше 70 ГПа. При давлении 150 ГПа, отве-

чающем границе ядра Земли, давление по УРС из 

[26] на 12 % выше, чем по нашей теории. Для 

P, ТПа 

P, ТПа 
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условий внутри больших планет это различие 

значительно больше. При одинаковой плотности 

давлению 500 ГПа по нашему УРС отвечает дав-

ление 770 ГПа по УРС из [26]. При одинаковом 

давлении 500 ГПа плотность стишовита по на-

шему УРС на 10 % выше, чем по УРС из [26]. 

 

Рис. 15. Зависимости давления от плотности на трех 

изотермах стишовита 

 

 

Заключение 

 

Предложенное уравнение состояния стишовита 

дает хорошее описание при давлениях выше 30 ГПа 

экспериментальных ударных адиабат для фаз SiO2 

с низкой плотностью как ударных адиабат порис-

того стишовита с использованием холодной кри-

вой, функции Грюнайзена и температуры Дебая, 

как в стишовите, но с использованием начальной 

плотности кварца, коэсита, плавленого кварца или 

любой другой фазы SiO2 низкой плотности. Такое 

же описание получается для пористых образцов раз-

ных фаз SiO2. Таким образом, теоретические удар-

ные адиабаты SiO2 с разной начальной плотностью 

получаются при изменении одного единственного 

параметра (начальной плотности) при сохранении 

параметров уравнения состояния стишовита.  

Хорошее описание ударно-волновых экспе-

риментов с кварцем и плавленым кварцем при вы-

соких давлениях свидетельствует о высокой ста-

бильности электронной структуры стишовита, на 

нулевой (или комнатной) изотерме она сохраняется, 

по крайней мере, до 500 ГПа. Поэтому уравнение 

состояния стишовита ( )5/3 4 /3

03P B= σ −σ  (где 

0
/ ,σ = ρ ρ  

0
4,30ρ = г/cм3, 

0
343B = ГПа) может 

служить в качестве шкалы давления в статических 

экспериментах при высоких давлениях. Измеряя 

методом рентгеновской дифракции плотность об-

разцов стишовита, используемых  как датчик дав-

ления, давление при измеренной плотности полу-

чаем по уравнению состояния стишовита. При вы-

соких давлениях в качестве датчика может ис-

пользоваться кварц, который под давлением пере-

ходит в стишовит.  
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В рамках теории гравитации Вейля–Дирака с неминимальной связью  вещественно-

го скалярного поля рассматривается задача описания конформной стадии эволюции Все-

ленной на основе метрики Фридмана. Приведены конформно-инвариантные решения для 

масштабного фактора. 

Показано, что квантовые поправки к следу тензора энергии-импульса частично ком-

пенсируются калибровкой функции Дирака, приводящей к лагранжиану общей теории 
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1. Введение 
 

Известно, что Стандартная модель физики 

частиц при достаточно больших энергиях мас-

штабно инвариантна [1]. Тем не менее общая теория 

относительности (ОТО) масштабно не инвариант-

на [2]. Этот факт стимулирует разработку альтер-

нативных теорий гравитации, которые масштабно 

инвариантны на классическом уровне и включают 

в себя элементы Стандартной модели (см., напри-

мер, [3]). Такие теории не должны противоречить 

данным наблюдательной космологии. Например, в 

моделях инфляции потенциальная энергия инфла-

тонного поля должна иметь приемлемую форму 

с приблизительно «плоским» участком [4]. 

В литературе встречаются различные модели 

гравитации с учетом свойства масштабной инва-

риантности (см., например, [5–7]). В этом контек-

сте рассматриваются теории гравитации, инвари-

антные при вейлевских преобразованиях метрики 

2
( ) .g x g

μν μν
→Ω                    (1) 

Далее преобразования (1) для краткости будем 

называть также локально конформными (такой 

термин распространен в литературе) или вейлев-

скими, хотя под конформными преобразованиями 

в физике и математике имеются в виду и другие 

преобразования, см. для примера [8]. 

Итак, примем, что классическое действие для 

гравитационного поля имеет (приближенную) кон-

формную симметрию. Мы предполагаем, что эво-

люция Вселенной началась с нарушения конфор-

мной симметрии и фиксирования масштаба массы.  

После этого инфлатонное скалярное поле 

привело к расширению Вселенной. Когда инфла-

тонное поле скатилось в минимум потенциала, то 

стало осциллировать вблизи минимума, рождать 

массивные бозоны [9]. При этом рождающееся 

массивное вещество разогрелось. При охлаждении 

разогретого вещества происходили фазовые пере-

ходы, в том числе переход с нарушением электро-

слабой симметрии [9, 10].   

Здесь рассмотрим только конформную стадию 

Вселенной на основе интегрируемой геометрии 

Вейля. Свобода выбора масштаба измерения в 

геометрии Вейля позволяет естественным образом 

описать конформную симметрию Вселенной. Бу-

дем считать, что гравитационное поле можно опи-

сывать как классическое, но сделаем попытку 

учесть и квантовые добавки. 
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Для конкретности используем метрики Фрид-

мана–Леметра–Робертсона–Уокера (FLRW, см. [2]) 

и конформную теорию гравитации Вейля–Дирака 

с вещественным скалярным полем, неминимально 

связанным с гравитацией [11]. Пространство Фрид-

мана является стандартной моделью пространства-

времени в космологии [12]. В данной работе мы 

рассматриваем, какие появляются особенности в 

такой модели, если в качестве геометрии про-

странства-времени использовать интегрируемую 

геометрию Вейля. Отметим, что в этом направле-

нии есть ряд публикаций (см., например, [13–18, 

27–29), но наш анализ имеет ряд особенностей. 

В первую очередь, здесь нас интересует вопрос 

о происхождении нарушения локальной конформ-

ной инвариантности.  

В разделе 2 рассматриваем общие уравнения 

теории гравитации Вейля–Дирака [11, 16] и при-

водим выражение для связи кривизны пространст-

ва-времени и скалярного поля Дирака β. 

В разделе 3 рассматриваем конформную кос-

мологию на основе метрик FLRW и приводим 

конформные решения для случая с ненулевым 

космологическим параметром λ. 

В разделе 4 рассматриваем влияние квантовых 

поправок на классические уравнения Эйнштейна 

с учетом конформного поля. 

В разделе 5 приводим возможное обобщение 

лагранжиана Вейля–Дирака с учетом электромаг-

нитного поля и комплексного скалярного поля.  

В заключении подводится итог проведенному 

рассмотрению конформной космологии Фридмана. 

 

 

2. Уравнения модификации теории  

Вейля–Дирака 
 

Рассмотрим вариант конформной гравитации, 

предполагающий неминимальную связь вещест-

венного скалярного поля β и гравитации. Этот ва-

риант предложен Дираком [11] и в дальнейшем 

рассматривался рядом исследователей, для приме-

ра см. [15, 16, 19, 20]. Воспользуемся далее моди-

фикацией теории Вейля–Дирака, близкой к форме 

Розена и Израэлита [16].  

Положим гравитационную постоянную Нью-

тона 1,G =  скорость света 1.c =  Действие без 

обычной материи конформно инвариантно: 

{4 2 21
6

16
C

S d x g R g E Eμν μν
β μ ν μν= − − β + β β +ω

π
∫  

( )( ) }42 ,C C
μ μ

μ μ
+α β − β β − β + λβ           (1) 

Используемые нами величины отличаются от ве-

личин Розена и Израэлита [15, 16] следующим об-

разом: скалярная кривизна R имеет другой знак, 

параметр 0,α <  напряженность векторного поля  

.E C C
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂  Сигнатура метрики, которую 

мы используем: ( , , , )+ − − −  (см. [2]). 

Существенно подчеркнуть, что лагранжиан (1) 

совпадает с лагранжианом [11, 15, 16] с точностью 

до обозначений и выбора соглашений о знаках 

кривизны R и тензора Риччи ,Rαβ  но в коэффици-

енты вейлевской геометрической связности у нас 

входит не вейлевский вектор ,C
μ

 а градиент 

( ) :x
ν ν
∂ β ≡β  

.g
λ λ λ λ λ
μν μν μ ν ν μ μνΓ = Γ + δ β + δ β − β

�

 

Это приводит к тому, что используемая здесь гео-

метрия пространства Вейля является интегрируе-

мой. Уравнения движения получаются варьирова-

нием действия (1) по метрике ,g
μν

δ  по полю δβ 

и по вектору .C
ν

δ  Следуя [15, 16, 19], при вариации 

действия по метрике g
μν

δ  получаем уравнения:  

( ) ( )1

2

C
R g R G T T T

β μνμν μν μν μν μν
− ≡ = ≡ + +  

( ) ( )
( )

2

2

8
,

m
E T

T g x
μν

μν μν π
+ + λβ +

β
           (2) 

где 

( )( )

2 2

1 1
2 2

2
T g

β μν μν α μ ν
α

α⎛ ⎞= − + β β + −α β β −⎜ ⎟
β β⎝ ⎠

 

;
;2 2

2 2
,g

μν α μ ν

α
− ββ + ββ
β β

                   (3) 

(C)

2

g
T C C C C

μν
μν μ ν λ

λ

⎛ ⎞
= α − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ),C C g C
μ ν ν μ μν λ

λ

α
+ β +β − β
β

             (4) 

( ) 2

2

8 1 1

16 4

E
T g E E E E

μν μν λρ μ νλ
λρ λ

π ⎡ ⎤= ω − =⎢ ⎥π πβ ⎣ ⎦
 

2

2

1
2 ,

2
g E F E E
μν λρ μ νλ

λρ λ

ω ⎡ ⎤= −⎢ ⎥β ⎣ ⎦
            (5) 

.E C C
ν ν μ

μ μ ν
= ∂ − ∂                      (6) 

Здесь введен ( )m
T

μν  – тензор энергии-импульса 

материи. В работах [16, 19] параметр принят рав-

ным 
2

1.ω =  Величины ( )
,

m

T
μν  ψ и J

μ
 входят 

в выражение для вариации лагранжиана 
matter
L  
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материи, выраженного здесь в единицах приве-

денной массы Планка 
1

:
8

PL
M

G
=

π

 

4

matter

1
,

16
m

S d x L g= ⋅ −

π
∫             (7) 

( ) ( )
matter 8

m

L g T g g
μν

μν
δ − = π δ − +  

16 .J B g g
λ

λ
+ π δ − +Ψδβ −                (8) 

Наложим условие отсутствия следа на тензор ма-

терии ( )m
T

μν  для сохранения конформности урав-

нений (2): 
( )

0.
m

T
λ

λ =                           (9) 

По поводу этого условия см., например, [21], 

предложение 6.11.3 и [22], п. 6.3. В соотношении 

(8) Ψ и J
λ

 – это плотность вейлевского заряда 

обычной материи и плотность вейлевского тока 

обычной материи. Вариация по полю δβ дает 

уравнение:  

( ); 2
;( 6) 4 .

2
R C C C

λ

λ λ λ

λ λ

β ψ
= α + − β λ −α + −

β β
  (10) 

Вариация по вектору C
ν

δ  дает уравнение: 

( )2
;4 16 2 .E J C

μν μ μ μ

ν
ω = π − αβ β −β         (11) 

Далее положим вейлевский ток материи и вейлев-

ский заряд обычной материи равными нулю: 

0,J
λ
=  0.Ψ =                       (12) 

Итак, из (11) с учетом определения тензора E
ν

μ
 

получаем:  

; ;
0,E

μν

ν μ
=                         (13) 

то есть: 

( )2

;
0.C

μ μ

μ

ββ −β =                   (14) 

Соотношения (2) – (11) инвариантны относитель-

но преобразований Вейля при условии (12). Вели-

чины β и C
α

 определены с точностью до преобра-

зований Вейля 
2 ( ),g g xαβ αβ→ Ω  

1
( )x

−β→βΩ  ln ( ).C C x
α α α
→ −∂ Ω        (15) 

Величина ( ) 1xβ =  соответствует ОТО. Тогда из (11) 

следует, что 

; 2

1
4 .

2

C J C
μν μ μ

ν
= π + α

ω

              (16) 

 

Воспользуемся далее рассуждениями из [16]. 

Пусть 0.α <  Если положить 2

2

1
0,

2
A

kα = − <

ω

 

0,J
μ
=  ( ) 1,xβ =  то получаем: 

2
; 0.

A
E k C
μν μ

ν
+ =                    (17) 

Из (13) следует, что 

;

0.C
μ

μ

=                          (18) 

Отсюда                  
2

0,
A

C k C
ν μ μ

ν
∇ ∇ + =                  (19) 

т. е. получаются уравнения Прока (18), (19) для 

свободного векторного поля Cμ  (вейлонов или 

вейлевских мезонов) со спином 1 и массой 

A

A

k
m

c
=

�
 [16]. При этом скалярная кривизна, свя-

занная с космологической постоянной и наличием 

вейлонов (свободного от обычной материи про-

странства), равна 

( )2 2
;4 2 4 2 .

A A
R k C C C k C C

λ λ λ

λ λ λ
= − λ + + = − λ +  (20) 

Заметим, что в ранней вселенной флуктуации 

векторного поля (вейлонов) могут приводить к 

флуктуации кривизны в соответствии с соотноше-

нием (20).  

Отметим, что так как векторное поле Cμ  у нас 

не входит в вейлевскую геометрическую связность, 

в отличие от [1, 11, 16], то его можно квантовать 

без опасений «задеть» при этом метрику .gαβ  

 

 

3. Космология Фридмана с одним скалярным 

полем 
 

Положим вектор  

C

μ

μ β
≡
β

                            (21) 

в уравнениях (2). То есть, мы допускаем, что есть 

этап в эволюции Вселенной, когда векторное поле 

C
μ  не вносит существенного вклада в тензор 

энергии-импульса. Упрощенное действие (1), ко-

торое мы будем использовать в этом разделе, 

в данном случае можно записать так: 

( )4 2 4 ( )1
6 2 ,

16

mS d x g R g Sμν

μ ν
= − − β + β β + λβ +

π
∫   

(22) 

где добавлено действие 
( )
S
m

 релятивистской ма-

терии с нулевой массой и нулевым следом тензора 
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энергии-импульса ( )
0,

m

T
α

α
=  не нарушающее кон-

формность уравнений (2). Это хорошо известный 

случай (вещественного) скалярного поля, конформно 

связанного с гравитацией, который рассматривался 

во множестве работ, например в [5, 6, 22–27].  

Далее мы рассмотрим различные варианты 

метрики FLRW (Робертсона – Уокера). 

 

3.1. Замкнутая однородная  

и изотропная Вселенная 

Рассмотрим нестационарную метрику FLRW 

замкнутой однородной и изотропной Вселенной 

в синхронной системе отсчета [16]: 

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2
( ) sin .

1

dr
ds dt a t r d r d

r

⎛ ⎞
= − + ϑ + ϑ ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (23) 

При подстановке в уравнения (2) метрика (23) да-

ет два соотношения  

2
1 2

1 2 2

1 8
2 4 ,

2

a
R R p

a

π β β β
− = − + − − + λβ

β ββ β

� �� �

�

  (24) 

2
0 2

0 2 2

1 8
3 6 .

2

a
R R

a

π β β
− = ε − − + λβ

ββ β

� �

�

        (25) 

Здесь   
( )1

1 ,

m

T p= −  ( )0
0 .

m

T = ε                 (26) 

Соотношения (24) и (25) можно переписать в виде 

[16]: 
2 2

2

2 2 2 2

1 8 1
2 ,

33

a a

aa a

π β β
+ = ε − − + λβ

ββ β

� �

� �

      (27) 

2
2

2 2

4 1 1
.

3 3

a a
p

a a

π β β β⎛ ⎞= − + ε + − − + λβ⎜ ⎟ β ββ β⎝ ⎠

� �� �

�� �

    (28) 

Задание произвольной функции ( ) 0tβ >  при-

водит к двум уравнениям для определения функ-

ции ( ).a t  Скалярная кривизна  

2

2 2

1
6 .

a a
R

a a a

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

�� �

                (29) 

C другой стороны, из выражения (10) 

; 2
6 4 ,R

λ

λ
β

= − λβ
β

                   (30) 

откуда 
2

2

2 2

1 2
3 .

3

a a a

a aa a

β β
+ + = − − + λβ

β β

�� �

�� � �

     (31) 

Соотношение (31) является также следствием урав-

нений (27) и (28) при условии 3 .pε =  

 

Подчеркнем, что функция ( )tβ  до нарушения 

конформной инвариантности произвольна. Если при-

нять, как в [16], что при 0:t =  0
(0),a a=  ( ) 0

0 ,β = β  

(0) 0,β =�  то из (27) следует, что  

2
2

02 2

0

1 1
,

3

a

a a

= − + λβ
�

 2

0

1
.

3

a

a

≈ λβ
��

        (32) 

Это означает, что Вселенная расширяется при 

0λ >  и 2

02

0

1 1
.

3a

<< λβ  Тогда можно записать при-

ближенное решение:  

2

0 0

1
exp .

3
a a t

⎛ ⎞
≈ λβ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
                (33) 

Если задается конкретная функция ( ),tβ  то тем 

самым считается, что конформная инвариантность 

нарушена и обратный переход к произвольной за-

висимости ( )tβ  невозможен. Зависимость ( )tβ  

можно подобрать так, чтобы она соответствовала 

определенным данным космологических наблю-

дений; подробнее см. [15, 16, 27]. Мы не ставим 

здесь целью такой подбор. Можно привлечь пере-

менность функции ( )tβ  как источник рождения 

материи. В [15, 16, 27] это делается на основе клас-

сического поля чисто феноменологическим образом. 

Если в уравнениях (27), (28) положить 0pε = =  

(отсутствие материи) и 1,β=  то можно получить 

решение де Ситтера для ( ),a t  соответствующее 

пустому пространству:  

3
( ) ch .

3
a t t

⎛ ⎞λ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

                  (34) 

 

3.2. Плоская однородная  

и изотропная Вселенная 

В [28] рассмотрен случай, когда метрика пло-

ская и задана в виде: 

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) sin .ds dt a t dr r d r d= − + ϑ + ϑ ϕ  (35) 

Если иметь в виду случай действия (22), то полу-

чаем два различных уравнения из соотношений (2) 

при отсутствии релятивистской материи ( 0) :pε = =  

2 2
2

2 2
2 2 4 ,
a a a

a a a

β β β
+ + + − = λβ

β β β

�� � �

�� � �

      (36) 

2 2
2

2 2
3 6 3 .
a a

aa

β β
+ + = λβ

β β

� �

� �

             (37) 
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Уравнение (10) для функции Дирака β в дан-

ном случае имеет вид: 

2

2

2

2
3 .

3

a a a

a a a

β β
+ = − − + β λ

β β

�� �

� �� �

         (38) 

Оно является следствием соотношений (36) и (37), 

но не совпадает с выражением, приведенным в [28]: 

2

2
3 2 .
a

a

β β β
+ = −

β β β

�� � �

�

                  (39) 

Заметим, что для функции β Дезера–Дирака 

в [28] вместо уравнения (10) используется соот-

ношение 

ln ln ln 0Ag Bg
μν μν

μ ν μ ν
∇ ∇ β + ∂ β∂ β =      (40) 

при значениях параметров 3 .B A=  Оно и приво-

дит у авторов [28] к выражению (39). 

По этому поводу в [29] написано: «Если пе-

рейти к гармонической системе координат в про-

странственно-плоской Вселенной, то уравнение для 

Дираковского скалярного поля имеет следующую 

форму (40) (для ранней эволюции Вселенной, ко-

гда динамика Вселенной определяется только ска-

лярным полем, а обычная материя еще не возник-

ла)…». В наложении условия гармоничности   

( ) 0.gg
μν

ν
∂ − =                    (41) 

на уравнение для функции β кроется, на наш 

взгляд, нарушение конформности, так как при ло-

кальном конформном преобразовании g g
μν

− →  

2 ( ) .x g g
μν

→Ω −  Вейлевски инвариантный аналог 

калибровки де Дондера приведен в [30]: 

( )
1

4 0.g g
μν

ν

⎛ ⎞
∂ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
                (42) 

Сделаем подстановку как и в [28]: 
0

ln ,
a

u

a

=  

ln .v = β  Тогда получаем из (36), (37) два уравнения: 

( )2 2
2 exp 2 ,

3
u uv v v

λ
+ + =� � � �          (43) 

2
0.u v uv v+ − − =�� �� � � �                  (44) 

Из (43) следует, что  

exp( ).
3

u v v

λ
+ = ±� �                (45) 

Как получено в [28], уравнение (44) является след-

ствием (45). То есть, задавая произвольную функ-

цию ( ) exp( ( )),t v tβ =  мы автоматически получим 

решение для ( ) exp( ( )).a t u t=  Этот вывод согласу-

ется с конформностью исходного действия (22).   

Если принять, что Вселенная расширяется, то 

решение (45) записывается в виде: 

.
3

a

a

β λ
= − + β

β

�

�

                        (46) 

Какая бы ни была функция ( ),tβ  она должна 

иметь значение 1β =  (или близкое к 1), чтобы дей-

ствие (22) перешло в действие ОТО. Иными сло-

вами, конкретную калибровку β для нарушения 

конформности с целью соответствия ОТО здесь 

приходится задавать «руками», а не получать из 

какого-то дополнительного условия. 

Если поставить начальные условия в произ-

вольный момент времени 0
t  в виде 0 0

( ),a a t=  

0 0
( ),tβ =β  

0
( ) 0tβ =�  и 0,Λ >  то получаем расши-

рение пустого пространства по экспоненциально-

му закону 

( )2

0 0 0

1
( ) exp .

3
a t a t t

⎛ ⎞
= λβ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
         (47) 

 

3.3. Открытая однородная и изотропная  

Вселенная с отрицательной λ 

Нестационарная изотропная метрика открытого 

типа с конформным временем η рассмотрена в [31]: 

( )2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) sin .ds a d dr sh r d d⎡ ⎤= η η − − ϑ + ϑ ϕ
⎣ ⎦  

(48) 

Рассмотрим случай отрицательного параметра  

0λ = −λ <�                            (49) 

в действии (22). В данном случае уравнения (2) 

имеют вид: 

2
2 2

11 11 2 2

1 8
2 2 ,

2

a

R g R p a
a

π β β β
− = − + λβ + + −

β ββ β

�� � �

�

�   (50) 

2
2 2

00 00 2 2

1 8
6 3 .

2

a

R g R a
a

π β β
− = ε −λβ − −

ββ β

� �

�

�    (51) 

Здесь   
2

11 11 2

1
2 1,

2

a a

R g R
a a

− = − + +

�� �

 

2

00 00 2

1
3 3.

2

a

R g R
a

− = −

�

                (52) 

Скалярная кривизна  

( )
3

6
.R a a

a

= − ��                       (53) 

Уравнение (10) для ( ) :tβ  

3 22
2 1 0.

3

a a

a

a a

⎛ ⎞β+ β+ − β+ λβ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

� ��

�� � �          (54) 
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Как и в [31], сделаем замену в (54) при условии 

0 :λ >�  

( ) ( ) ( )
3

.
2

a fβ η η = η
λ�

               (55) 

Тогда получается уравнение Дюффинга [31]: 

3
0.f f f− + =

��                        (56) 

Это уравнение подробно рассмотрено в [31]. Вывод 

по его исследованию в [31] сделан следующий. 

Точка с координатами ( ), (0,0)f f =

�  на фазовой 

плоскости уравнения Дюффинга является особой 

точкой типа седла. Это нулевое решение неустойчи-

во. Особые точки с координатами ( ), ( 1,0)f f = ±�  

являются центрами, и являются устойчивыми со-

стояниями равновесия для уравнения Дюффинга 

(56). Авторы [31] утверждают, что в случае ком-

плексного скалярного поля это означает наруше-

ние симметрии. Общее решение уравнения (56) 

приведено в [5]. Простейшим решением (56) явля-

ется функция  

0

2
( ) .

ch( )
f η =

η−η
                    (57) 

На следующем рисунке показан ее вид.  

 

Зависимость (57) от η при 0 0η =  и 0η >  

 

Мы можем выбрать произвольную зависимость 

для ( ) 0,β η >  полностью определив тем самым 

функцию ( )
( )

( )
3

.
2

f
a

η
η =

β ηλ�
 То есть имеется кон-

формный произвол в выборе функции Дирака ( ).β η    

Плотность энергии и давление материи запи-

сываются так:  

2 2 2

4 2

9
8 1 ,

22

f f f

a f

⎛ ⎞
πε = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

�

�

 

2 2 2

4 2

3
8 1 .

22

f f f
p

a f

⎛ ⎞
π = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

�

�

            (58) 

Отметим, что эти значения получаются из соот-

ношений 

( ) ( )2 ( )1
8 ,

2

m

R g R g x T T
βμν μν μν μν μν⎛ ⎞− + λβ − = π⎜ ⎟

⎝ ⎠
�  (59) 

и приводят к ненулевым диагональным компонен-

там 
( )

8 ,
m

T
μν

π  выписанным в (58). Хотя след 

( )
0

m

T
α

α
=  вследствие конформности уравнений (2), 

тем не менее из (58) и (59) следует, что имеется 

материя с нулевой массой и релятивистским урав-

нением состояния 3 0pε = ≠  (типа излучения).    

Решение (57) соответствует вакуумному слу-

чаю с 0.pε = =  Это можно проверить прямой 

подстановкой (57) в (58). Выражение (57) приво-

дит к следующей связи ( )β η  и ( ) :a η  

0

1 3 1
( ) .

( ) ch( )
a η =

β η η− ηλ�
               (60) 

Если в (50) и (51) положить 1,β=  то получаем со-

отношения: 
2

2 3 4

1
2 8
a a

p

a a a

λ − + − = − π =
�� �

�  

2 2

2 2

2
1 ,

23

f f

f f

⎛ ⎞λ
= − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

��

              (61) 

2 2 2

2 4 2 2

3
3 8 2 1 .

2

a f f

a a f f

⎛ ⎞λ
λ − + = πε = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

��

�

�  (62) 

В случае вакуума, соответствующего выраже-

нию (57) для ( )f η  и значения 1β=  имеет место 

следующая зависимость конформного фактора от 

конформного времени η:  

0

3 1
( ) .

ch( )
a η =

η−ηλ�
                 (63) 

Если же взять 1f =  как устойчивое решение 

уравнения (56), то при 1β=   

3
( ) .

2
a η =

λ�
                          (64) 

Итак, устойчивое решение (56) соответствует мак-

симальному значению конформного фактора (64). 

Конформный фактор (64) соответствует статическо-

му пространству анти-де-Ситтера, см. метрику (48).  
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Помимо калибровки 1,β =  непосредственно 

приводящей к ОТО, можно выбрать другие калиб-

ровки ( ),β η  чтобы получать разные космологиче-

ские решения. Например, пусть 

0
1,β >>  0

2
( ) 1 ,

ch ( )

β
β η = +

η
 

2

0

3 ch( )
( ) .

ch ( )
a

η
η =

λ β + η�

                  (65) 

Тогда при малых временах 
0

3 ch( )
( ) ,a

η
η ≈

βλ�
 а при 

больших отрицательных и больших положитель-

ных конформных временах 
3 1

( ) ,
ch( )

a η ≈
ηλ�

 т. е., 

сначала Вселенная расширяется, а потом схлопы-

вается, причем при 0η =  сингулярности нет (но 

сингулярность есть как при ,η = −∞  так и при 

).η= +∞  Конформное время достижения макси-

мального значения конформного параметра 
max
a  

находится из соотношения 
max 0

ch( ) .η = β  При-

мер (65) имеет смысл рассматривать, если 1.λ <<�  

Рассмотренный вариант действия (22) с отри-

цательным параметром λ = −λ�  соответствует неус-

тойчивому случаю, когда потенциальная энергия 

поля ( )U β  при возрастании ( )β η  и достаточно боль-

ших значениях β уменьшается, будучи отрицатель-

ной: 
2 4

( ) 2 .U Rβ = β + λβ  Кроме того, отрицательный 

параметр λ не соответствует ОТО, в которой кос-

мологическая постоянная равна 56 2
3 10 см

−

Λ ≈ ⋅  

(см., например [12]; данные Peebles, 2003). Но это 

не должно нас смущать, так как при добавлении 

еще одного скалярного поля ϕ отрицательную ве-

личину λ можно легко компенсировать.  

Пусть, например, задан лагранжиан с вещест-

венным дилатонным полем β, комплексным полем 

ϕ и параметрами λ, 1
,λ  μ и ρ:  

( )
2

2 * 2 2
6L R

α
βϕ α=β + β β +μ ϕϕ −ρ β +  

( )
2

4 *

12 2+ λβ + λ ϕϕ                    (66) 

При нарушении конформной симметрии 1β=  и 

спонтанном нарушении калибровочной симметрии 

поля ,
c

ϕ = ρ  поэтому 

4

1 eff2 2 2 .L R Rβϕ = + λ + λ ρ = + λ          (67) 

Если 0λ <  и 4

1 eff2 2 2 0,− λ + λ ρ = λ >  то эффек-

тивное значение космологической постоянной 
eff

λ  

может быть выбрано достаточно малым и положи-

тельным, что будет находиться в согласии с на-

блюдениями; т. е. лагранжиан (66) после наруше-

ния конформной и калибровочной симметрии све-

дется к лагранжиану ОТО (67). 

Здесь возникает три вопроса: 1) каким «есте-

ственным» образом фиксировать калибровку β; 

2) как в случае необходимости «исправить» непра-

вильный знак кинетического члена для β в (66); 

3) как могли бы возникнуть частицы поля ϕ. 

Что касается первого вопроса, то в рамках 

классической конформной теории гравитации это 

можно сделать только «руками». Нарушение кон-

формной инвариантности и конкретный вид функ-

ции ( )xβ  имеют феноменологический характер. 

Выбор 1β=  в лагранжиане (22) соответствует 

ОТО, как еще говорят, «эйнштейновской картине».  

Что касается второго вопроса, то это можно 

сделать, введя в (66) добавку в виде  

( )( )g C Cμ μ ν ν

μν
α β − β β − β                 (68) 

с вейлевским вектором C
μ

 и параметром α таким, 

что 6 0.α + <  При этом условие (21) снимается, 

и Cμ  будет уже произвольным вещественным 

вектором.  

Третий вопрос решается так. Когда поле ϕ 

приобретает массу 2 2
8m

ϕ
= μρ  в соответствии с ви-

дом лагранжиана (66) вследствие спонтанного на-

рушения симметрии, то в метрике (48) с конформ-

ным фактором  

1( )
ch( )

a

a η =
η

                       (69) 

происходит рождение массивных частиц поля ϕ, 

как это показано в монографии [24]. Предельный 

спектр рожденных пар частиц при η→+∞  имеет 

вид (см. [24], с. 202, формула (9.141)): 

( )

( )2

sin
( ) .

sh
n l

l

πσ

=

π

                    (70) 

Здесь  

1

3
,a =

λ�
 

1

22 2

1

1 1
,

4 2
m a
ϕ

⎛ ⎞
σ = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 0 ,l≤ < +∞   (71) 

l – непрерывное собственное значение оператора 

Лапласа–Бельтрами скалярного поля ϕ (см. [24], 

с. 175) в случае метрики открытого типа. Если 
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,Nσ =  где N – целое число, то ( ) 0.n l =  Итак, 

в процессе эволюции Вселенная заполнится час-

тицами поля ϕ, если .Nσ ≠  

 

3.4. Общее рассмотрение метрик FLRW  

с конформным временем 

Нестационарная изотропная метрика закрыто-

го типа с конформным временем 

( )2 2 2 2 2 2 2 2( ) sin ( ) sinds a d dr r d d⎡ ⎤= η η − − ϑ + ϑ ϕ
⎣ ⎦

 (72) 

приводит, как показано в [5], к уравнению для f 

вида                       
3sign( ) 0f kf f+ − λ =��                    (73) 

с 1.k =  Здесь ( )f η  определяется выражением:  

( ) ( ) ( )
3

.
2

a fβ η η = η
λ

                (74) 

Выражения (73) и (74) – общие и выполняются 

для метрики (48) с 1,k = −  для метрики (72) с 1k =  

и для метрики (75) с 0 :k =   

( )2 2 2 2 2 2 2 2( ) sin .ds a d dr r d d⎡ ⎤= η η − − ϑ + ϑ ϕ
⎣ ⎦

  (75) 

Плотность энергии и давление материи в общем 

случае записываются так:  

2 2 2

4 2

9
sign( ) ,

22

f f f
k

a f

⎛ ⎞
ε = − λ +⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

�

 

2 2 2

4 2

3
sign( ) .

22

f f f
p k

a f

⎛ ⎞
= − λ +⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

�

         (76) 

Можно найти общее решение уравнения (73) в эл-

липтических функциях Якоби (см., например, [5]).  

Рассмотрим вакуумные решения с 0,ε =  0p =  

при 1β =  уравнения (73) для разных случаев. Для 

конформного времени мы пишем ( ),a a= η  для 

синхронного времени ( ),a a t=  
dt

a
η = ∫  (см. [22]). 

Случай 1,k = −  0 :λ >  вакуум 
0

2
( ) ,

sh( )
f η =

η− η
 

( )0
3

( ) sh .
3

a t t t

⎛ ⎞λ
= −⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

                                    (77) 

Случай 1,k =  0:λ >  вакуум 
0

2
( ) ,

sin( )
f η =

η−η
 

( )0
3

( ) ch .
3

a t t t

⎛ ⎞λ
= −⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠

                                    (78) 

Случай 0,k =  0:λ >  вакуум 
0

2
( ) ,f η =

η−η
 

( )0 0( ) exp .
3

a t a t t

⎛ ⎞λ
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                    (79) 

Случай 1,k = −  0:λ <  вакуум 
0

2
( ) ,

ch( )
f η =

η−η
 

( )0
3

( ) sin .
3

a t t t

⎛ ⎞−λ
= −⎜ ⎟⎜ ⎟−λ ⎝ ⎠

                              (80) 

Случай 1,k =  0:λ <  вакуумного решения нет, пер-

вый интеграл уравнения (73) 
2 2 4

0.
2 2 4

f f f
C+ + = >

�

 

Случай 0,k = 0:λ <  вакуумного решения нет, 

первый интеграл уравнения (73)
2 4

0.
2 4

f f
C+ = >

�

 

При 
1

4
C =  решение для ( )f η  имеет вид:  

1.2
( ) sin am ,i sin ,

2 2
f

⎡ ⎤η⎛ ⎞ ⎛ ⎞
η = ≈ η⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
       (81) 

где   

( )am , ,u k = ϕ  ( )
2 2

0

, .

1 sin

dv
u k

k v

ϕ

ϕ =

−
∫     (82) 

Отметим, что в любом случае выполняется 

соотношение 3 ,pε =  т. е. след тензора энергии-им-

пульса безмассовой материи ( )m
T

α

α
 равен нулю.  

 

 

4. О квантовых поправках 
 

Во Вселенной с планковскими размерами су-

щественны квантовые эффекты. Можно предпола-

гать поэтому, что конформная инвариантность 

в данной ситуации нарушена. Здесь мы не будем 

обсуждать гипотезу Р. Пенроуза с полностью кон-

формной версией развития Вселенной [32], тре-

бующую отдельного анализа. 

Распространено общее мнение, что на план-

ковских временах нужно учитывать гравитоны, 

уравнение для которых в ОТО конформно не ин-

вариантно [24, 33]. Впрочем, вопрос об описании 

гравитонов в других теориях гравитации является 

в настоящее время предметом обсуждения, см., на-

пример, публикацию [34], где рассмотрены грави-

тационные волны в квадратичной версии конформ-

ной гравитации. По этому поводу см. также [35].  

В [36] рассмотрено малое отклонение hμν  от 

метрики пространства анти де Ситтера. Автор [36] 
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показал, что можно ввести эффективную массу 

гравитона 
g
m  в пространстве анти де Ситтера по 

формуле 
2

3
g

m

Λ
= −  в соответствии с уравне-

ниями для возмущений метрики 

2
0,

3
h h
μν μν

Λ
− =�  0,h

μ

μ
=  

;
0.h

μ

ν μ
=        (83) 

Ввести таким же образом массу гравитона в про-

странстве де Ситтера нельзя. Но если задать неко-

торое тензорное поле ,
μν
Φ  удовлетворяющее 

конформно-инвариантному уравнению при раз-

мерности 4n =  и 4 :R = − Λ  

1
0,

6
R

μν

⎡ ⎤
− Φ =⎢ ⎥⎣ ⎦

�                  (84) 

то ему можно сопоставить массу 
2

.
3

g
m

Λ
=  Идея 

автора, по-видимому, заключается в том, чтобы 

рассматривать гравитоны в соответствии с урав-

нением  

0h
η μν

=�                      (85) 

в конформно соответствующем псевдоевклидо-

вом пространстве с метрикой Минковского η, 

а потом сделать вейлевское преобразование μν
Φ =  

1
( )x h

−

μν
=Ω  и перейти к уравнению (84).    

Частицы с массой при очень больших энерги-

ях хорошо аппроксимируются безмассовыми. По-

этому при расширении Вселенной, когда кванто-

вые эффекты гравитации уже малы, но энергии 

частиц еще велики по сравнению с их массой, 

конформная модель гравитации является хорошим 

приближением для описания реального случая. 

Конформно-инвариантная потенциальная энер-

гия дилатонного поля Дирака β записывается так:   

2 4
( ) 2 .U Rβ =β + λβ

� �

                  (86) 

Здесь R
�

 – скалярная вейлевская кривизна (см. на-

пример, [37]), которая отличается от римановой 

кривизны R. Вейлевская кривизна R
�

 в случае гра-

диентного вектора Вейля A ν

ν

∂β
≡

β
 и интегрируе-

мой геометрии Вейля равна: 

2
6 .R R

λ

λ
β β

= +
β

�

                   (87) 

С точки зрения геометрии Вейля лагранжиан (86) 

представляет собой вейлевскую «потенциальную 

энергию» дилатонного поля β, а вейлевская «ки-

нетическая энергия» поля β содержится в лагран-

жиане (1) в члене ( )( ).C C
μ μ

μ μ
α β − β β − β  

Заметим, что если выбрать калибровку 2
( )xβ =  

4

R
=

λ

�

 при наличии произвольного (не градиент-

ного) вектора Cα  в выражении (10), то при пара-

метре 0α =  лагранжиан (1) принимает вид  

2 2
L R E E

μν
β μν= ξ +ω

�

                 (88) 

с параметром ξ, зависящим от λ. Он похож на 

квадратичный лагранжиан Вейля ([38, 39]):  

2 2
L R F F

μν

μν
= + ω

�

                   (89) 

с ненулевой напряженностью поля вектора Вейля 

.F A A
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂    

Величина λ в (86) должна быть постоянной, 

чтобы действие на основе лагранжиана (1) было 

вейлевски инвариантным. Тем не менее есть способ 

обойти это требование. Он изложен, например, 

в [2, 4, 7]. Для этого надо ввести второе скалярное 

поле ( ),m xβ  преобразующееся так же, как и β: 

( ) 1~ ( ),x x
−β Ω  ( ) 1~ ( ),m x x

−

β Ω          (90) 

но не совпадающее с β. Тогда функция 
( )

( )

x

m xβ

β
 бу-

дет инвариантом при вейлевских преобразовани-

ях, произвольным образом зависящих от точки x. 

Таким образом, введя зависимость 
( )

( )

x
h

m xβ

⎛ ⎞β
λ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

�

 

в лагранжиан (1) с произвольной функцией  h , мы 

получаем переменную функцию 4( )
,

( )

x
h

m xβ

⎛ ⎞β
β⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 не 

нарушающую локальной конформной инвариант-

ности действия. При этом уравнения движения 

скалярного поля β должны быть модифицированы 

с учетом наличия дополнительного поля ( ).m xβ  

Вещественное поле Дирака β (дилатон) рас-

сматривается здесь как классическое (с-поле). Де-

ло в том, что калибровочная функция β входит 

в преобразование геометрической связности Вей-

ля и в кривизну Вейля. Кроме того, ее смысл за-

ключается в том, что β – это переменная величина 

параметра связи гравитации и материи, которая 

при значении β = 1 соответствует постоянной гра-

витации Ньютона :
N

G  
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2
.

NG
Gβ =

β
                        (91) 

Квантовать поле β – это означает квантовать па-

раметр связи гравитации и материи .Gβ  Калибро-

вочная вещественная функция β по определению 

положительна, и значение β = 0 ей присвоить 

нельзя, поэтому вакуум для поля β не определен. 

В квазиклассическом приближении β должна ос-

таваться неквантованной. Квантование метрики 

здесь не рассматривается.  

Если в лагранжиан дополнительно ввести дру-

гую скалярную функцию ϕ, которая может при-

нимать значение нуль, и рассматривать ее как ска-

лярное поле, то тогда ϕ можно квантовать, введя 

соответствующее вакуумное состояние |0>.  

Рассмотрим далее в качестве примера кон-

формно-инвариантное действие с дираковским 

полем β и скалярным безмассовым полем ϕ:  

{4 21
6

16
S d x g R gμνβϕ μ ν= − − β + β β +

π
∫  

4 4
2 2 .g

μμν ν
ϕ μ ν

β ⎫⎛ ⎞ β⎛ ⎞⎪+ λβ + λ ϕ + ξ ∂ ϕ− ϕ ∂ ϕ− ϕ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟β β⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎭
 (92) 

Мы могли бы ввести и неминимальную связь 

поля ϕ с гравитацией в (92), например, добавив 

член 
2

6R g
μν

μ ν
− ϕ − ϕ ϕ  к лагранжиану действия 

(92), но в данном случае это не существенно. Па-

раметр ξ должен выбираться так, чтобы при этом 

кинетическая энергия поля ϕ входила с правиль-

ным знаком, т. е. 0.ξ <    

Есть два основных типа квантовых поправок, 

известных в литературе, которые вносят вклад 

в тензор энергии-импульса скалярного поля.  

 

 

4.1. Первый тип квантовых поправок 

Первый вид квантовых поправок связан с фак-

том, что с учетом флуктуаций меняется член 

( )
2

*
2

ϕ
λ ϕϕ  в действии (92) ([40, 41]. Действительно, 

будем трактовать поле ϕ квантовым образом, введя  

,
c

ϕ= ϕ + Δϕ                       (93) 

где 
c
ϕ  – классическая часть поля, Δϕ  – кванто-

вые флуктуации. 

В общем виде в однопетлевом вычислении 

в псевдоевклидовом пространстве (и пренебрегая 

влиянием на метрику) перенормированное значе-

ние 
4

2
ϕ
λ ϕ  можно записать так [40, 41]:  

2

4 4 4

2
2 2 2 ln ,c

c c q c

M
ϕ

ϕ
λ ϕ → λ ϕ + λ ϕ           (94) 

где величина введенного параметра массы ( )M x  

не фиксирована. Если принять величину M ло-

кальной и меняющейся как ( )xβ  при вейлевских 

преобразованиях, т. е. по соотношению (90), то 

выражение (94) будет конформно-инвариантным. 

Такой подход с переменной величиной ( )M x  

здесь приемлем, поскольку «обрезание» в (94) при 

квантовополевых вычислениях делается при дос-

таточно большой, но произвольной (не фиксиро-

ванной) массе M. 

Более конкретно (см. [41]) в однопетлевом 

приближении в псевдоевклидовом пространстве  

2

4 4 4

2

18 25
2 2 ln .

12M

ϕ

ϕ ϕ

λ ϕ⎛ ⎞λ ϕ → λ ϕ + ϕ −⎜ ⎟
π ⎝ ⎠

    (95) 

В [8] с учетом бесконечного числа петлевых вкла-

дов показано, что  

4 4

2

1
2 2 .

9
1 ln

M

ϕ ϕ

ϕ

λ ϕ → λ ϕ
λ ϕ⎛ ⎞− ⎜ ⎟
π ⎝ ⎠

          (96) 

Если принять, что 1
~ ( ),M x

−

Ω  то вейлевская ин-

вариантность не нарушается при перенормировке 

(95), (96). 

Таким образом, в классическом действии (92) 

вместо 4
2 ,

ϕ
λ ϕ  где const,

ϕ
λ =  можно использо-

вать перенормированную конформно-инвариантную 

величину ( ) 4

ren
2 ,

ϕ
λ ϕ  где ( )

ren
ϕ

λ  – функция от 

вейлевского инварианта 
( )

( ) ,
( )

x

h x
M x

ϕ
=  выбранного 

из квантовых соображений и не меняющегося 

в точке x  при преобразованиях (90). При этом 

помимо ( )xϕ  появляется дополнительное кон-

формно-инвариантное поле ( ).M x  Можно попы-

таться отразить этот факт, модифицировав ла-

гранжиан (92), но мы не будем здесь это делать. 

Итак, квантовую перенормировку потенциала 
4

2
ϕ
λ ϕ  не обязательно трактовать как нарушение 

конформной инвариантности лагранжиана (92). 

Перенормировка приводит к тому, что 
`ϕ
λ  стано-

вится не постоянной, а вейлевски инвариантной 

функцией ( )
ren

( ).h x
ϕ

λ =  Основной вывод здесь 

такой, что квантовая перенормировка параметра ϕ
λ  

не приводит непосредственно к фиксированию 
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калибровки функции Дирака β в плоском про-

странстве.   

В искривленном пространстве-времени с уче-

том потенциала скалярного поля ϕ вида 

4 2( ) 2U R
ϕ

ϕ = λ ϕ −ς ϕ                   (97) 

были проведены вычисления перенормированной 

величины 
ren

( )U ϕ  Элизалде и Одинцовым [42]. 

Авторы [42] получили такой результат (в наших 

обозначениях): 

4 4

2

1
2 2

9
1 ln

M

ϕ ϕ

ϕ

λ ϕ → λ ϕ +
λ ϕ⎛ ⎞− ⎜ ⎟
π ⎝ ⎠

 

( )2

1

3

2

1
1 1 .

9
1 ln

R

M

ϕ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ ϕ + ς −
⎢ ⎥

λ⎛ ⎞ϕ⎧ ⎫⎢ ⎥− ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎩ ⎭⎝ ⎠⎣ ⎦

      (98) 

Для лагранжиана (92) параметр 0.ς =  
 

 

4.2. Второй тип квантовых поправок 

В сильном гравитационном поле происходит 

поляризация вакуума и след тензора энергии-им-

пульса квантованного поля ϕ получает квантовые 

добавки (см., например, [22] и [24]). Таким обра-

зом, с учетом квантовых поправок конформная 

инвариантность классического действия  (92) мо-

жет нарушаться.  

Рассмотрим случай, когда имеются флуктуа-

ции нулевого вещественного скалярного поля ϕ. 

Лагранжиан действия (92) 

2 4 4
6 2 2L R g

μν
βϕ μ ν ϕ= β + β β + λβ + λ ϕ +  

g
μμν ν

μ ν

β⎛ ⎞ β⎛ ⎞
+ξ ∂ ϕ− ϕ ∂ ϕ− ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟β β⎝ ⎠⎝ ⎠

          (99) 

можно переписать так: 

2 4
6 2L R g

μν
βϕ μ ν= β + β β + λβ +  

4

4 2
2 ,g

μν

ϕ

μ ν

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ ϕ ϕ
+ λ β + ξ β⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟β β β⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     (100) 

или так 
2 4

6 2L R g
μν

βψ μ ν= β + β β + λβ +  

4 4 2
2 .g

μν

ϕ μ ν
+ λ ψ β + ξ ψ ψ β             (101) 

Величина 
( )

( )
( )

x

x

x

ϕ
ψ =

β
 является вейлевским инва-

риантом. При вариации действия (92) по метрике 

g
μν

δ  получаем уравнения:  

( ) ( )2 2 4 2 ( )1
,

2
R R T x T

βν ν ν ν ψ ν
μ μ μ μ μ

⎛ ⎞β − δ = β + δ λβ + β⎜ ⎟
⎝ ⎠

(102) 

( )

2 2

1 4
T

β ν ν α ν
μ μ α μ= δ β β − β β −

β β
 

;
;2 2

2 2
,

ν α ν

μ α μ
− δ ββ + ββ
β β

               (103) 

4 21
,

16
S d x g gμν
ψ μ ν
= − − β ξ ψ ψ

π
∫      (104) 

2 ( ) 2
8

S
T

g g

ψψ

μν μν

δ
β = π =

− δ
 

2 2 4 41
.

2
g

λ

μ ν μν λ ϕ= −ξβ ψ ψ + ξ β ψ ψ + λ β ψ  (105) 

Пусть 0.ψ =  Тем не менее, в уравнении (102) при-

сутствуют добавки за счет квантовых флуктуаций 

поля ψ. Вакуумное состояние |0> следует взять 

для поля βψ, и рассматривать перенормированный 

тензор энергии-импульса 
2 ( )

,T
ψ ν

μ
β  считая величи-

ну β классической: 

2 1

2
R R
ν ν

μ μ

⎛ ⎞β − δ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )2 4 2 ( )

ren
0 0 .T x T

β ν ν ψ ν
μ μ μ=β + δ λβ + β   (106) 

Перенормированный тензор 2 ( )
0 0T

ψ ν

μ
β  имеет 

ненулевые члены за счет квантовых поправок. 

Бесследовая часть перенормированного тензора 

энергии-импульса 2 ( )

ren
0 0T

ψ ν

μ
β  может быть 

интерпретирована как относящаяся к безмассовой 

материи с уравнением состояния 3 .pε =  Более 

существенным является значение следа 
2 ( )

0 0
ren

T
ψ μ

μ
β . Этот след может нарушать кон-

формную инвариантность уравнений, задавая тем 

самым калибровку функции β. Значение следа 

(106) записывается как: 
2 4 4 4 (0)

;
ren ren

4 6 ,R T
λ λ

λ ϕ λ−β = λβ − ββ + λ β ψ −ξ (107) 

где  

(0) 2 21
.

2
T g

λ

μν μ ν μν λ=β ψ ψ − β ψ ψ         (108) 
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Перенормированное значение 
4 4

2
ϕ
λ ψ β  рассмот-

рено в предыдущем разделе, см. формулу (96). 

Выражение для аномального следа известно при 

1β =  (см. [22], с. 93): 

(0)

ren

8

T
λ
λ

=

π

 

2 2

2

1 1
,

32880
eC C b R R R c R dR

αβγδ αβ
αβγδ αβ

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠π ⎝ ⎠
�  

       (109) 

где Cαβγδ  – тензор Вейля. Для тензора (108) коэф-

фициенты 1,e = −  1,b = −  6,c =  
5

2
d = −  (см. [22]). 

Далее рассмотрим только метрику FLRW. В си-

лу высокой симметрии этой метрики тензор Вейля 

равен нулю: 0.Cαβγδ =     

Тогда выражение (107) можно переписать 

в виде: 
2 4

; 2

2
0

2 2

96 3 3
1 ln

R

M

λ
ϕλ

ϕ

λ β ⋅ψβ
= + λβ + +

ψβ
− λ
π

 

2

1

3

2
0

1
1

6
9

1 ln

R

M

ϕ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

ψ ⎢ ⎥+ − −
⎢ ⎥

⎛ λ ⎞⎢ ⎥⎧ ⎫ψ
−⎜ ⎟⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟π⎢ ⎥⎩ ⎭⎝ ⎠⎣ ⎦

 

2 2

2

1
.

32160

b R R R c R dR
αβ

αβ

⎛ ⎞ξ ⎛ ⎞− − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
πβ ⎝ ⎠⎝ ⎠

�  (110) 

Здесь 
0

const.M =  Вклады, связанные с функцией ψ, 

нулевые, так как для вакуума полагаем 0.ψ =  Ум-

ножаем выражение (110) на 33

2
aλ β  и получаем 

в метрике, зависящей от конформного времени η: 

3sign( )f kf f+ − λ =��  

3
2 23 1

.
2 2160 3

a
b R R R c R dR

αβ
αβ

ξ ⎛ ⎞⎛ ⎞= λ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟β π ⎝ ⎠⎝ ⎠
� (111) 

В правой части выражения (111) по сравнению 

с уравнением (73) появились аномальные кванто-

вые добавки, которые нарушают конформность 

исходного уравнения (73). Конформность уравне-

ния (110) сохранялась бы, если бы выполнялось 

равенство 

( )

2 2 4

4

1 const
~ .

3
b R R R c R dR

a

αβ
αβ

⎛ ⎞− + + = β⎜ ⎟
⎝ ⎠ η

�   (112) 

Возьмем зависимость ( )
( )
( ) 3

2

f
a

η
η = λ

β η
 и подста-

вим ее в правую часть выражения (111). В качест-

ве ( )f η  возьмем вакуумные решения (77)–(80). 

Рассмотрим значения функции:    

(1) (4) 2 21
( , ,... ) .

3
F b R R R c R dR

αβ
αβ

⎛ ⎞β β β = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� (113) 

Здесь мы обозначили 

( )( ) .

n

n

n

d

d

β η
β ≡

η
                     (114) 

Для краткости выпишем только первые два члена 

в функции F.   

Случай 1,k = −  0 :λ >    

( ) ( )2 4 24 8
12 3 12

3 3
F b d b c d= − − λ β + λ − − ×  

( ) 3sh ch( ) ...
d

d

β
× η η β +

η
 

Случай 1,k =  0 :λ >  

( ) ( )2 4 24 8
12 3 12

3 3
F b d b c d= − − λ β −λ − − ×  

3
sin cos ...

d

d

β
× η ηβ +

η
 

Случай 0,k =  0 :λ >  

( ) ( )2 4 2 34 8
12 3 12 ...

3 3

d
F b d b c d

d

β
= − − λ β − λ − − ηβ +

η
 

Видно, что первый член в функции F, не содер-

жащий производных, приводит к перенормировке 

параметра λ в выражении (110): 

( )2 2 2 22 2 4
12 .

3 3 2160 3
b d

ξ
λβ → λβ + − λ β

π
    (115) 

Следующие члены в функции F зависят от произ-

водных функции β вплоть до 4-го порядка вклю-

чительно. Эти члены явным образом приводят к 

нарушению конформности уравнения (111). Тем 

не менее мы можем обнулить квантовые добавки, 

содержащие производные функции β по кон-

формному времени η. Для этого надо положить 

( ) const,β η =  фиксируя тем самым калибровку β. 

Для согласия с ОТО полагаем 1.β =  

Рассмотрим для примера плоский случай 

0.k =  Для него подробно выпишем функцию F, 

взяв следующие значения параметров в (113): 1,b = −  

6,c =  
5
.

2
d = −  Тогда  
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2 2
4 3 (1) 2 (2) 2

(3) 3 (4) 4 (2) 2 (1)

2 2 (2) 2 2 (2) (2) 4 2 (3) (1) 4

2 2
58 (44 104

3 3

44 58 (94 16

22 ) 33 24

F
λ λ

= − β − β β η+ β β η +

+ ββ η + β η − β η − ββ η+

+ β β β η + β β β η + β β β η −

 

3 (4) 4
6 ).− β β η                         (116) 

При 1β =  получаем значение 
2

42
58 .

3
F

λ
= − β  

Итак, уравнение (111) для масштабного фак-

тора ( )a η  принимает вид:   

3

ren
sign( ) 0,f kf f+ − λ =��           (117) 

где  

( ) 2

ren 12 ,
1080

b d
ξ

λ = λ + − λ
π

       (118) 

( )
2

( ) .
3

f a
λ

η = η                (119) 

Уравнение (117) описывает эволюцию ранней 

Вселенной с учетом нарушенной конформной 

симметрии (β = 1).   

Так для плоского случая в синхронном време-

ни t получаем экспоненциальное решение: 

( )ren

0 0
( ) exp .

3
a t a t t

⎛ ⎞λ
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (120) 

Мы фиксировали калибровку функции Дирака 

β = 1 после учета квантовых поправок к следу тен-

зора энергии-импульса поля ϕ, входящего в ла-

гранжиан (92). Это привело к исчезновению чле-

нов в перенормированном тензоре энергии-

импульса, зависящих от производных масштабно-

го фактора ( ).a η  Вид уравнения (73) для функции 

( )f η  не изменился, см. выражение (117). Если бы 

мы фиксировали калибровку β = 1 до учета кван-

товых поправок, все члены с производными ( )a η  

остались бы. Тогда получился бы стандартный 

случай, рассмотренный, например, в [43]. В прин-

ципе, можно считать, что ( ) 1,β η ≈  задав слабую 

переменность β для описания небольшой вариа-

ции параметра гравитации Gβ  (но так, чтобы она 

не противоречила астрономическим данным). 
 

 

5. Об общем виде конформного лагранжиана 
 

В данной публикации фактически мы исполь-

зовали только часть модифицированного лагран-

жиана Вейля–Дирака (1), которая представлена 

выражением (22). 

Более общий конформный лагранжиан нашей 

модели, который включает и лагранжиан Вейля–Ди-

рака, можно записать так:   

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
* 2 4 *

*

6

2 2

( ) ( )

L R g C C

g C iB C iB

λ μν
βϕ λ μ μ μ μ

ϕ

μν
μ μ μ ν ν ν

=β + β β +α β − β β − ⋅β +

+μ ϕϕ −ρβ + λβ + λ ϕϕ +

+ ξ ∂ ϕ − + ϕ ∂ ϕ − + ϕ +

 

2 2
Н H E E

μν μν

μν μν
+δ +ω               (121) 

где введена производная комплексного скалярного 

поля ϕ, которая одновременно вейлевски инвари-

антна и калибровочно инвариантна:  

ˆ
( ) .C iB

μ μ μ μ
∂ ϕ = ∂ ϕ− + ϕ
�

             (122) 

Аффинная связность записывается в рамках ин-

тегрируемой геометрии Вейля, где вектор Вейля 

градиентный и равен .

ν
∂β

β
 Напряженности век-

торных полей C и B, вообще говоря, ненулевые: 

,E C C
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂  .H B B
μν μ ν ν μ

= ∂ − ∂    (123) 

Предлагаемый нами лагранжиан (121) кон-

формно-инвариантен. Здесь вектор Bμ  – электро-

магнитный потенциал, а вектор Cμ  – специфиче-

ский вектор, связанный с вейлевской геометрией 

исходного многообразия. Отметим, что вектор С, 

хотя и преобразуется при локальных конформных 

преобразованиях как вектор Вейля: 
2 ( ) ,g g x g

μν μν μν
→ =Ω�  

ln ( )
,

x
C C C

x
μ μ μ μ

∂ Ω
→ = −

∂

�              (124) 

но не входит в вейлевскую связность. Взаимодей-

ствует Cμ  только со скалярным полем ϕ на основе 

выражения (122). Такой лагранжиан позволяет 

описать и стадию инфляции после нарушения ло-

кальной конформной симметрии. Этот лагранжи-

ан можно усложнить, включив в него члены, отно-

сящиеся к стандартной модели, подобно тому, как 

сделано в [1,3] .  

После фиксирования калибровки β = 1 в ла-

гранжиане (121) осталась только одна особенность 

от прошлой конформной симметрии, а именно на-

личие вектора Вейля .C
μ  Это векторное поле может 

ассоциироваться с темной материей, и его кванто-

вание приводит к «темным вейлевским мезонам». 

Но это не вектор Вейля ,A
μ  обсуждавшийся в [37], 

и используемый в [1, 11, 16, 20] в связности Вейля, 

который приводит к парадоксальному «эффекту 
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вторых часов». Влияние вектора Cμ  на космологи-

ческие решения мы обсудим в других публикациях. 

 

 

Заключение 
 

В данной работе в рамках метрик Фридмана–

Леметра–Робертсона–Уокера мы рассмотрели кон-

формно-инвариантные решения на основе лагран-

жиана теории гравитации Вейля–Дирака с вещест-

венным скалярным полем β [11].  

Поскольку конформная инвариантность в ре-

альном мире нарушена, то возникает вопрос, как 

описать это нарушение. Многие авторы, начиная 

с П. А. М. Дирака, калибруют функцию β, отве-

чающую за конформную инвариантность, следую-

щим образом. Выбирается некоторое феноменоло-

гическое значение функции β, которое задает пе-

ременный параметр тяготения Ньютона [5, 11, 27], 

используется для объяснения ротационных кри-

вых в галактиках [19], описывает рождение мате-

рии в космологии [15, 16] и т. п. Это – чисто фе-

номенологический подход, когда калибровка зада-

ется «руками» для описания определенных космо-

логических и астрономических фактов. Вообще 

желательно было бы иметь и более общий прин-

цип фиксации калибровки β типа минимизации 

некоторого функционала от β, который давал бы 

конкретное значение этой функции. Такой функ-

ционал в рамках самой классической конформной 

гравитации не может быть найден. 

Мы рассмотрели влияние вакуумных кванто-

вых поправок для тензора энергии-импульса на 

классические уравнения Эйнштейна с учетом до-

полнительного скалярного поля ϕ. Эти поправки 

нарушили конформность уравнений гравитации. 

От квантовых поправок, зависящих от производ-

ных масштабного фактора а, мы избавились, фик-

сируя калибровку β = 1. Эта калибровка миними-

зировала (обнулила) такого типа квантовые по-

правки в функционале (113), приведя к уравнени-

ям ОТО. Но космологический параметр λ оказался 

при этом перенормирован. Отметим, что фиксиро-

вание калибровки функции Дирака β произошло 

после учета квантовых поправок.  

Итак, естественным способом нарушения вей-

левской инвариантности лагранжиана типа (121), 

на наш взгляд, является учет квантовых вакуум-

ных поправок для тензора энергии-импульса раз-

личных полей, входящих в лагранжиан. Мы огра-

ничились простейшим кинетическим членом для 

скалярного поля ϕ в лагранжиане (92), но могли 

бы рассмотреть и потенциальные члены, а также 

векторные поля, как это сделано в [43] . В данном 

случае это не существенно, просто численные зна-

чения параметров , , ,a b c d  в выражениях (111) 

и (113) были бы другими.  

Отметим, что в выражении (118) перенорми-

рованное значение 
ren

λ  может быть достаточно 

малым, если ( )12 1.
1080

b d
ξλ

− ≈ −
π
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