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ПРИ ГЕНЕРАЦИИ СЕТОК МЕТОДОМ ОТСЕЧЕНИЯ
В ПАКЕТЕ ПРОГРАММ "ЛОГОС"
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Описан подход к удалению малых ребер в многогранных ячейках при генерации
неструктурированных сеток методом отсечения в пакете программ "Логос". Удаление
малых ребер выполняется при отсечении ячеек шаблонной сетки треугольниками по-
верхностной сетки. Под малым ребром понимается ребро многогранной ячейки, длина
которого составляет меньше 30% длины ребра ячейки шаблонной сетки. Отсекаемые
ячейки разделяются на два типа — содержащие характерные особенности модели и про-
стые ячейки. Подходы к удалению малых ребер для каждого типа ячеек существенно
различаются. Для простых отсекаемых ячеек используется алгоритм, основанный на
методе марширующих кубов. При удалении малых ребер в ячейках, содержащих ха-
рактерные особенности модели, выполняется анализ совокупности объемов тетраэдров,
построенных путем разбиения выпуклой отсеченной ячейки и ее окрестности. Способ
построения тетраэдров, а также условие выпуклости ячейки и ее окрестности гаранти-
руют положительность объемов всех сформированных тетраэдров, что является необ-
ходимым условием для удаления малых ребер. Тестирование предложенных алгорит-
мов показало, что данный подход позволяет удалять из сетки до 70% малых ребер,
является автоматическим и универсальным, так как не зависит от класса рассматри-
ваемых задач. Это позволяет применять его для построения многогранных сеток на
геометрических моделях произвольной сложности.
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Введение

В пакете программ "Логос" [1] одним из эта-
пов подготовки расчетных сеток для численно-
го моделирования задач аэро- и гидродинамики
является генерация сеток методом отсечения [2].
Генератор позволяет выполнять построение се-
точных моделей для объектов с произвольной
геометрией, что делает его универсальным сред-
ством для проведения численных исследований
в области аэро- и гидродинамики. Одна из глав-
ных отличительных особенностей этого генера-
тора заключается в том, что он является полно-
стью автоматическим. Автоматизация построе-
ния сетки неизбежно накладывает жесткие тре-
бования к алгоритмам генерации сетки.

Одним из наиболее ярких примеров является
построение отсеченного многогранника (ячейки
сетки) с заданными свойствами. Вне зависимо-
сти от входных данных отсеченная ячейка долж-
на быть максимально хорошего качества (т. е.
удовлетворять определенным критериям), ина-
че численное моделирование может завершить-
ся неудачно. Вопросу качества сеток посвящено
большое количество исследований. Так, напри-
мер, в работах [3—7] приводится описание ме-
тодов, позволяющих улучшать качество сеток,
состоящих из таких элементов, как треуголь-
ник, призма, пирамида и шестигранник. В рабо-
тах [8, 9] рассматриваются подходы к улучшению
качества сеток с многогранными элементами.

В работе [8] отмечается, что в сетках с мно-
гогранными элементами к проблемам приводит
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наличие малых ребер: образуются ячейки с ма-
лым объемом, грани с малой площадью и т. д. В
данной статье описан метод, используемый для
удаления малых ребер* в выпуклых ячейках на
основе разбиения выпуклых многогранных яче-
ек на тетраэдры.

Формулировка подхода к удалению
малых ребер

Модуль отсечения является одной из состав-
ных частей генератора объемных сеток на ос-
нове метода отсечения. Основные этапы рабо-
ты генератора подробно описаны в работе [2].
Входными данными для работы модуля является
поверхностная треугольная сетка (пример сетки

*Под удалением ребра понимается замена одного его
узла на другой.

Рис. 1. Набор входных данных для работы модуля отсечения: а — поверхностная треугольная сетка; б —
характерные особенности; в — декартов адаптивный шаблон

Рис. 2. Пример модели с выделенными характерными особенностями

показан на рис. 1, а) с выделенными характерны-
ми особенностями (если они имеются) (рис. 1, б),
а также декартов адаптивный шаблон (рис. 1, в).

Под характерными особенностями понимают-
ся острые края исходной поверхностной сетки.
На рис. 2 более подробно показан пример моде-
ли, взятой из работы [10], с выделенными в ней
характерными особенностями.

Ячейки декартова адаптивного шаблона — па-
раллелепипеды, грани которых могут быть до-
полнительно разбиты, — далее будем называть
шаблонными ячейками.

Отсечение треугольными ячейками (для крат-
кости треугольниками) исходной поверхностной
сетки проводится отдельно для каждой шаблон-
ной ячейки, в которую они были распределе-
ны на предыдущем этапе работы генератора [2].
Пример шаблонной ячейки с попавшими в нее
треугольниками показан на рис. 3.
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Рис. 3. Исходная шаблонная ячейка: а — с набором треугольников; б — с отброшенной внешней частью
относительно сетки из треугольников

В зависимости от наличия или отсутствия
характерных особенностей в рассматриваемой
ячейке формируется одна или несколько поверх-
ностных граней. Под поверхностной гранью по-
нимается грань отсеченной ячейки, узлы кото-
рой лежат на исходной поверхностной треуголь-
ной сетке. Грани отсеченной ячейки, располо-
женные внутри объема, ограниченного исходной
поверхностной сеткой, будем называть внутрен-
ними. Грани отсеченной ячейки, полученные в
результате отсечения треугольниками, — отсе-
ченные.

Так как в основе модуля отсечения лежит по-
иск пересечений треугольников с ячейками шаб-
лонной сетки, при построении могут возникать
ребра малой длины, которые приводят к по-
явлению многогранных ячеек с малым объе-
мом (меньше 10−20 м3), неудовлетворительным
отношением длин сторон (больше 1 000), малы-
ми площадями граней (меньше 10−20 м2) и т. д.
Пример фрагмента сетки c такими ячейками по-
казан на рис. 4.

Рис. 4. Пример сетки с ячейками, содержащими малые ребра

В свою очередь, малые поверхностные грани в
отсеченных ячейках приводят к появлению ма-
лых призматических ячеек, так как построение
призматических слоев в генераторе проводит-
ся на основе поверхностных граней, полученных
после отсечения треугольниками ячеек шаблон-
ной сетки. В результате одна малая грань отсе-
ченной ячейки приводит к образованию несколь-
ких слоев малых призматических ячеек.

В зонах сетки, не содержащих характер-
ных особенностей, проблема малых ребер бы-
ла успешно решена путем выделения основных
типовых случаев пересечения шаблонной ячей-
ки треугольниками поверхностной сетки. При-
мер показан на рис. 5: желтым цветом отмечены
внутренние узлы шаблонной ячейки и треуголь-
ники, попавшие в ячейку. Для всех представлен-
ных случаев был реализован единый алгоритм
удаления малых ребер из сетки. При разработке
алгоритма использовался метод марширующих
кубов [11].
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Поясним на примере использование алгоритма
удаления малых ребер при отсутствии характер-
ных особенностей. Некоторые случаи пересече-
ния шаблонной ячейки с треугольниками, пока-
занные на рис. 5, можно сгруппировать с точки
зрения удаления малых ребер (рис. 6). После
этого, независимо от расположения узлов, отме-
ченных на рис. 6 желтым цветом (внутри объе-
ма, ограниченного исходной треугольной сеткой
или вне его), малые ребра из данных ячеек уда-
ляются единообразно по следующим правилам.
Узлы A, B, C, D (рис. 7) будут объединены в
один узел D. Затем узел D будет спроецирован
на поверхность треугольной сетки.

В областях же, через которые проходят ха-
рактерные кривые, могут возникать ячейки до-
статочно сложной формы (как выпуклые, так и
невыпуклые). Примеры таких ячеек показаны
на рис. 8. Формы таких ячеек могут быть любы-
ми, и они не подлежат обобщению.

В работе [12] приводится условие допустимо-
сти многогранной ячейки сетки. Многогранная
ячейка считается допустимой, если:
а) она является звездной относительно центра

тяжести своих вершин (отрезок, соединяю-

Рис. 5. Возможные варианты пересечений треугольника с кубом

Рис. 6. Пример обобщения случаев пересечения шаблонных ячеек с треугольниками для единообразного
удаления малых ребер

щий центр тяжести с любой из вершин ячей-
ки, располагается внутри ячейки);

б) центр тяжести каждой грани лежит внутри
конуса, натянутого на ребра грани, с верши-
ной в точке C центра тяжести многогранни-
ка.

Пример допустимой ячейки показан на рис. 9.
Координаты центра тяжести Cf грани f опре-

деляются по формуле

~Cf =
1

N

N∑
i=1

~ni, (1)

где N — количество узлов грани; ~ni — координа-
ты i-го узла грани.

Координаты центра тяжести ячейки C вычис-
ляются следующим образом:

~C =
1

Nf

Nf∑
i=1

~Cfi ,

где Nf — количество граней ячейки; ~Cf — коор-
динаты центра грани, вычисленные по форму-
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Рис. 7. Пример удаления малых ребер из ячейки, не
содержащей характерных особенностей

Рис. 8. Примеры отсеченных ячеек, построенных на
основе шаблонных ячеек, содержащих характерные
особенности модели

Рис. 9. Допустимая многогранная ячейка

ле (1). Таким образом, в работе [12] делается
вывод, что многогранная ячейка является допу-
стимой, если каждый из тетраэдров вида, пока-
занного на рис. 9, имеет положительный объем.
Полное количество таких тетраэдров равно 2ne,
где ne — количество ребер.

Исходя из такого определения допустимости
многогранной ячейки, можно сделать вывод, что
при удалении малого ребра из ячейки достаточ-
но проверить положительность объемов тетраэд-
ров преобразованной ячейки. Если объемы всех
тетраэдров, полученных после удаления ребра,
остаются положительными, то удаление ребра
является допустимой операцией над сеткой, в
противном случае — недопустимой, и ребро оста-
ется в сетке.

Отметим, что данное правило справедливо
только для выпуклых многогранных ячеек. Вы-
пуклость ячейки определяется по формуле [13]
(рис. 10)

α=

arccos
(
−
(
~N1, ~N2

))
,

[
~N,
(
~N1, ~N2

)]
>0;

2π−arccos
(
−
(
~N1, ~N2

))
,
[
~N,
(
~N1, ~N2

)]
≤0,

где ~N1 — нормаль к первой поверхностной гра-
ни; ~N2 — нормаль ко второй поверхностной гра-
ни; ~N — вектор ребра между двумя гранями,
ориентированный против часовой стрелки отно-
сительно первой грани. Если α ≥ π, то ячейка
выпуклая; если α < π — невыпуклая.

При генерации сеток методом отсечения реа-
лизован алгоритм разрезания невыпуклых мно-
гогранных ячеек на множество выпуклых, по-
этому алгоритм удаления ребер в ячейках может
быть использован для всех выпуклых ячеек сет-
ки после выполнения разрезания.

Рис. 10. Иллюстрация к формуле определения вы-
пуклости ячейки
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Алгоритм удаления малых ребер из
выпуклых многогранных ячеек

Разбиение ячейки на тетраэдры. Алго-
ритм удаления малых ребер в выпуклых ячей-
ках с характерными кривыми является одной из
составляющих частей модуля отсечения. Под
малыми ребрами в данном алгоритме подразу-
меваются ребра ячейки, длина которых мень-
ше 30% длины ребра шаблонной ячейки до от-
сечения. При выполнении алгоритма рассмат-
риваются все выпуклые ячейки, через которые
проходят характерные кривые. Все ячейки, в
окрестности которых есть невыпуклые ячейки,
не участвуют в преобразовании. Под окрестно-
стью ячейки понимаются все соседи по узлам те-
кущей рассматриваемой ячейки.

Для каждой рассматриваемой ячейки произ-
водится оценка ее ребер, т. е. формируется спи-
сок ребер — кандидатов на удаление. Если спи-
сок пуст, то выполняется переход к следующей
ячейке по списку, иначе текущая рассматрива-
емая ячейка разбивается на множество тетраэд-
ров. Пример ячейки, разбитой на тетраэдры, по-
казан на рис. 11.

Разбиение ячейки проводится аналогично то-
му, как было предложено в работе [12]: каждый
тетраэдр натянут на центр тяжести многогран-
ника C, центр тяжести одной из граней Cf , а так-
же одно из ребер этой грани (см. рис. 9). Окрест-
ность рассматриваемой ячейки также разбивает-
ся на тетраэдры. В результате получаем фраг-
мент сетки, состоящий из тетраэдров (рис. 12).

Следует отметить, что разбиение ячейки на
множество тетраэдров является лишь вспомо-
гательным средством для оценки возможности
удаления ребер из многогранной ячейки и не
является частью результирующей многогранной
сетки.

Рис. 11. Пример разбиения ячейки на тетраэдры

Рис. 12. Разбиение на тетраэдры рассматриваемой
ячейки и ее окрестности

Удаление ребра из сетки. Для проверки
возможности удаления малых ребер из ячейки,
содержащейся в полученном фрагменте, из этих
ребер формируются все возможные сочетания
без повторений (кортежи). Все кортежи обраба-
тываются последовательно в порядке уменьше-
ния количества содержащихся в них ребер.

При рассмотрении кортежа производится уда-
ление всех его ребер из тетраэдральной сетки.
В результате вместо исходной сетки получает-
ся преобразованная сетка из тетраэдров. После
этого оцениваются знаки объемов всех тетраэд-
ров, в которые входят узлы удаляемых ребер.
Объем положителен, если∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ax bx cx

ay by cy

az bz cz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

т. е. если векторы ~a = (ax, ay, az), ~b = (bx, by, bz),
~c = (cx, cy, cz), направленные вдоль ребер одного
из трехгранных углов тетраэдра, образуют пра-
вую тройку.

Если хотя бы один из тетраэдров имеет отри-
цательный объем, то переходим к рассмотрению
следующего кортежа. Операция повторяется до
тех пор, пока не будет найден подходящий кор-
теж или не будут рассмотрены все кортежи.

Отдельно следует отметить, что на изменен-
ные многогранные ячейки также накладывает-
ся ряд ограничений. Удаление малых ребер из
сетки не должно приводить к образованию вы-
рожденных многогранных ячеек (состоящих ме-
нее чем из четырех граней):
– содержащих внутренние точки (находящи-

еся внутри объема, ограниченного исходной
поверхностной сеткой);

– не являющихся плоскими.
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Дополнительное движение узлов сетки.
Удаление малых ребер не всегда приводит к
укрупнению поверхностных граней отсеченной
сетки. Подобная ситуация показана на рис. 13.
В данном случае условие положительности объ-
емов тетраэдров в окрестности ячейки выполне-
но, но фактически удаление малых ребер грани
привело к ухудшению качества сетки: пятиузло-
вая грань GABCM преобразовалась в трехузло-
вую GBM меньшей площади.

Из данного примера следует, что производить
удаление малых ребер из сетки недостаточно.
Чтобы предотвратить возникновение похожих
ситуаций, были добавлены операции перемеще-
ния узла и разбиения ребра сетки узлом. Кратко
опишем эти операции.

Пусть дана грань многогранной сетки, пока-
занная на рис. 14. Грань состоит из узлов 1—5.
Узлы 2—4 расположены внутри треугольной ис-
ходной сетки, а узлы 1, 5 — на ее поверхности.
Ребра 1-2, 4-5 — малые, их желательно из сетки
удалить. Но ребра можно удалять тогда и толь-
ко тогда, когда узел 3 переместится в новый узел
3∗. Если узлы 1 и 5 — обычные поверхностные
узлы, то узел должен быть просто спроециро-
ван на поверхность исходной треугольной сетки;

Рис. 13. Пример уменьшения площади поверхност-
ной грани: а — ячейка до удаления малых ребер; б —
ячейка после удаления малых ребер

Рис. 14. Схематичный пример грани

если же узлы 1 и 5 принадлежат одному харак-
терному ребру, то узел 3∗ также должен быть
"посажен" на это характерное ребро. Предпо-
ложим, что в текущей рассматриваемой ячейке
нет больше малых ребер. Тогда ребро 1-2 полу-
чит локальный номер 1, ребро 4-5 — локальный
номер 2, а движение точки 3 в узел 3∗ — номер 3.
Таким образом, единственно возможный кортеж
удаляемых ребер в ячейке — 1_2_3. Других ва-
риантов удаления нет.

После перемещения узла необходимо произве-
сти разбиение ребра сетки. Так, для примера,
показанного на рис. 14, в сетку будет добавлено
два ребра: 1-3∗ и 3∗-5, а сама грань будет удале-
на из сетки. Даже если отсеченная грань имеет
более сложный вид, принцип удаления ребер из
нее является одним и тем же как для поверхност-
ных, так и для внутренних граней. Имеется од-
на лишь разница: поверхностные грани вырож-
даются, если удаление малых ребер приводит к
образованию сильно вытянутой грани, т. е. гра-
ни, в которой периметр много больше ее площа-
ди. Определение таких граней осуществляется
согласно формуле

k =
P 2

4πS
,

где P — периметр грани; S — площадь грани.
Если k > 25, то грань считается сильно вытяну-
той.

Помимо образования сильно вытянутых гра-
ней при удалении малых ребер, необходимо избе-
гать образования граней, все узлы которых при-
надлежат одному характерному ребру. Такие
грани необходимо удалять из сетки.

Результаты апробации алгоритма

При тестировании на задачах, переданных
представителями предприятий разных отраслей
промышленности, была получена следующая
статистика: предложенный алгоритм позволяет
удалять до 70% малых ребер из сетки; улучше-
ния по изменению соотношений объемов наблю-
далось на 85% задач, по соотношению площа-
дей — на 60% задач. Данные для некоторых за-
дач по критерию Неудовлетворительное соот-
ношение длин ребер в ячейке (> 1 000) приводят-
ся в таблице.

На рис. 15, 16 показаны результаты работы мо-
дуля отсечения для моделей DLRF6 и SU37 [3].
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Рис. 15. Результат работы модуля отсечения для модели DLRF6: а — исходная сетка с выделенным фраг-
ментом; б — фрагмент сетки до исправления; в — фрагмент сетки после исправления
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Рис. 16. Результат работы модуля отсечения для фрагмента модели SU37: а — исходная сетка с выделенным
фрагментом в области крыла ракеты; б — фрагмент сетки до исправления; в — фрагмент сетки после
исправления
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Данные для некоторых задач по критерию
Неудовлетворительное соотношение длин
ребер в ячейке

Количество неудовлетворительных
Номер отсеченных ячеек
задачи до удаления после удаления

малых ребер малых ребер
1 666 15
2 222 26
3 243 3
4 13 0
5 177 15
6 206 21

Заключение

В данной работе приведено описание подхода
к удалению малых ребер при генерации сеток
методом отсечения в пакете программ "Логос".
При реализации подхода были учтены особенно-
сти формирования ячеек в генераторе. На ос-
новании этого был предложен ряд ограничений
и условий по корректному удалению малых ре-
бер в ячейках, а также дополнительные опера-
ции по модификации сетки, что позволило по-
высить эффективность применения подхода.

Реализованный алгоритм является автомати-
ческим и универсальным, так как не зависит
от класса рассматриваемых задач, что позволя-
ет применять его для построения многогранных
сеток на геометрических моделях произвольной
сложности.

Описанный подход позволил повысить каче-
ство расчетных сеток, обеспечив существенное
расширение возможностей по проведению чис-
ленного моделирования задач аэро- и гидроди-
намики на данных сетках.
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