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ВАНТ, сер. Математическое моделирование физических процессов. 2022. Вып. 2

УДК 621.039

МЕТОД АССОЦИИРОВАННЫХ ИНВАРИАНТНЫХ ПОДПРОСТРАНСТВ
В ЗАДАЧАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НЕЙТРОНОВ

В СЛАБОСВЯЗНЫХ СИСТЕМАХ

Э. А. Бибердорф∗, Е. Ф. Митенкова∗∗, Т. В. Семёнова, Е. В. Соловьёва∗∗
(∗Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН, Новосибирск; ∗∗ИБРАЭ РАН,

г. Москва; ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

При моделировании переноса нейтронов в сложных гетерогенных средах наиболее
точное распределение нейтронов достигается применением статистических алгоритмов
Монте-Карло. Однако алгоритмические особенности используемого при этом мето-
да поколений могут приводить к значительным погрешностям и даже некорректным
результатам в слабосвязных системах. Для вычисления распределения нейтронов в
слабосвязных системах предлагается метод ассоциированных инвариантных подпро-
странств на базе матрицы деления, сформированной с помощью программы TDMCC.
В основу положен метод дихотомии матричного спектра, разработанный в Институте
математики им. С. Л. Соболева СО РАН. Рассматривается новая постановка несим-
метричной спектральной проблемы для решения прикладных задач.

Ключевые слова: слабосвязная (слабосвязанная) система, матрица деления, спек-
тральная задача, дихотомия матричного спектра.

Введение

В нейтронной физике изначально были сформулированы несколько уравнений переноса, в ко-
торых составляющие транспортного оператора описывались в балансовых соотношениях нейтро-
нов генерация—поглощение—утечка по-разному, и решение транспортного уравнения с разными
допущениями и граничными условиями рассматривалось в рамках одной из λ-, c-, kэф-проблем соб-
ственных значений [1]. В задачах на критичность при решении уравнения переноса с kэф-проблемой
вычислялось наибольшее собственное значение — эффективный коэффициент размножения нейтро-
нов kэф, в задачах, сформулированных в рамках c-проблемы, — несколько собственных значений.
При этом собственные значения, определяемые в рамках λ-, c-, kэф-проблем имели принципиальные
различия. Исследованием математических аспектов решения уравнения переноса занимались мно-
гие специалисты, формулируя для транспортного оператора необходимые условия, обеспечивающие
корректное вычисление отдельных собственных значений, спектра в целом и собственных векторов.

Вычисление kэф в системах с максимально полным представлением пространственно-материаль-
ной структуры было главной целью прецизионных кодов, базирующихся на статистических мето-
дах моделирования переноса нейтронов. В расчетах на критичность корректность счета нейтронов
методом Монте-Карло связывается с источником нейтронов деления. В традиционных реактор-
ных системах при соответствующей статистике нейтронов формирование корректного источника
с выходом на главную собственную функцию при любом начальном распределении нейтронов [2]
обеспечивается использованием метода поколений (power iteration method).

Вместе с тем вычислительные особенности метода поколений, обусловленные итерационными про-
цессами с присущими им автокорреляциями, могут приводить к значительным погрешностям в рас-
четах некоторых систем. Различный характер проявления автокорреляций отмечается в расчетах
интегрального значения kэф и локальных характеристик [3]. Так, автокорреляции, практически
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не влияющие на точность расчета kэф для традиционных реакторных систем, в некоторых случа-
ях могут привести к смещению оценок локальных функционалов и недооценке их погрешностей
[2, 4]. Для слабосвязных систем* и систем с доминантным отношением, близким к единице, метод
поколений не гарантирует получения адекватного источника нейтронов даже при очень большой
статистике [5, 6], а некорректные результаты могут возникнуть даже при малых возмущениях [7, 8].

В настоящей работе вычисление функций распределения нейтронов деления в слабосвязных си-
стемах предлагается осуществлять на основе матрицы деления [9]. С помощью программы TDMCC
формируется матрица деленияMf с размерами n×n, в которой в полной мере учитывается простран-
ственно-материальная структура системы, представленной n областями [10]. КорректностьMf оце-
нивается, исходя из нейтронно-физических свойств — длины свободного пробега нейтрона, захвата
и деления в i-областях (i = 1, . . . , n) системы и др. [11]. По сути, матрица деления — это дискрет-
ное представление ядра интегрального оператора A(r′, r) перехода нейтрона деления из точки r′ в
точку r.

Для сформированной матрицы деления Mf ставится задача на собственные значения. Пред-
полагается, что полученные значения, характеризующие локальные свойства отдельных областей
системы, обеспечат достоверное отображение распределения нейтронов деления во всей системе в
целом.

Задачи на собственные значения и новая постановка спектральной задачи

Задачи на собственные значения востребованы в различных прикладных областях физики и меха-
ники. В задачах механики и специализированных задачах, например, связанных с устойчивостью,
собственные значения интерпретируются как собственные частоты колебаний, а собственные век-
торы, в том числе и не главные, отражают соответствующие моды колебаний. Для задач, решение
которых не связано с колебательными процессами, интерпретация собственных векторов часто ока-
зывается затруднительной и решение строится только на основе главных собственных значений.

Использование статистических алгоритмов в программе TDMCC приводит к формированию не-
симметричных матриц деления. При этом для одной и той же системы при разных расчетных
параметрах формируются матрицы, различающиеся как размерами, так и значениями элементов.
Для несимметричных матриц существуют математические сложности вычисления собственных зна-
чений и собственных векторов, обусловленные их непредсказуемой "чувствительностью" к возму-
щению матрицы и изменению отдельных ее элементов. Дополнительные трудности возникают при
вычислении близких собственных значений. Универсальные алгоритмы, обеспечивающие необходи-
мую устойчивость вычисляемых собственных значений и собственных векторов, отсутствуют даже
для несимметричной трехдиагональной матрицы [12]. В этой связи проблема устойчивости для
матрицы деления Mf становится одной из ключевых.

Классическая постановка спектральной задачи с матрицей деления для слабосвязной системы не
обеспечивает получения достоверных распределений нейтронов [13]. В качестве альтернативы пред-
лагается использовать метод ассоциированных инвариантных подпространств (АИП), основанный
на методе дихотомии матричного спектра [14]. Задача дихотомии спектра представляет собой новую
постановку несимметричной спектральной проблемы, ориентированную на характерные особенно-
сти многих прикладных задач [15].

В последние годы этот подход успешно применялся в различных областях. Так, в монографии [16]
показано использование дихотомии матричного спектра относительно мнимой оси в задачах ли-
нейного управления. В задачах механики, например, при анализе колебаний гидродинамических
решеток метод дихотомии позволил получить более полную информацию о характере колебаний
механических систем в сравнении с традиционными подходами [17]. Эффективность метода про-
демонстрирована и в задаче о флаттере крыла в постановке М. В. Келдыша [18] при определении
критической скорости набегающего потока, превышение которой приводит к потере устойчивости
крыла и развитию флаттера. Модификация метода для матриц с большой нормой применялась в

*В некоторых источниках используется термин слабосвязанная система.
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задачах об устойчивости плоскопараллельных течений с определением критического значения чис-
ла Рейнольдса, приводящего к ламинарно-турбулентному переходу [19]. Алгоритм, реализованный
для дихотомии матричного спектра гиперболой, может применяться для исследования устойчиво-
сти течения Блазиуса [20]. Разрабатываемый в настоящее время алгоритм дихотомии матричного
спектра относительно ломаной, состоящей из отрезков прямых и дуг окружностей, ориентирован
на исследования устойчивости автоматических систем управления.

Следует подчеркнуть, что метод дихотомии может применяться для матриц, не являющихся нор-
мальными, позволяя оценивать влияние погрешности исходных данных на точность получаемых
характеристик для неконсервативных систем, описываемых несамосопряженными матрицами [21].

Математические основы метода АИП

Критерий дихотомии. В основу предлагаемого метода АИП положен метод дихотомии мат-
ричного спектра, разработанный в Институте математики им. С. Л. Соболева СО РАН под руко-
водством академика С. К. Годунова [22]. С помощью метода дихотомии множество собственных
значений {λj} матрицы A разделяется на две части в зависимости от их расположения относитель-
но кривой γ. Мерой разделения спектра или, иными словами, критерием дихотомии служит норма
матричного интеграла H =

∮
γ (λI − A

∗)−1(λI − A)−1dλ. Действительно, точки спектра матрицы A

находятся на кривой γ тогда и только тогда, когда операторная норма ω =‖H‖ обращается в бес-
конечность. Если значение ω конечно, то кривая γ делит спектр матрицы на две части, каждой из
которых соответствует инвариантное подпространство, натянутое на собственные векторы.

Несмотря на то, что в основе метода дихотомии матричного спектра лежат контурные интегралы,
для определения их значений разработан итерационный алгоритм, включающий QR-разложения
и другие алгебраические матричные операции и не содержащий обращений матриц. Существует
несколько базовых вариантов этого алгоритма, разница между которыми не существенна. Важно
заметить, что одновременно с вычислением H происходит вычисление проекторов P и I − P (I —
единичная матрица) на инвариантные подпространства матрицы A, соответствующие собственным
значениям, лежащим по разные стороны кривой γ.

Спектральный портрет и инвариантные подпространства. Одномерный спектральный
портрет в виде графика функции ω(r) =‖H(r)‖ для семейства кривых γ(r) позволяет разделить
спектр матрицы A на подмножества, которые группируются в окрестностях кривых γ(ri), и вычис-
лить соответствующие базисы инвариантных подпространств, используя матрицы-проекторы Pi,
удовлетворяющие условию P 2

i = Pi. В результате пространство разбивается на подпространства
меньшей размерности. С помощью сингулярного разложения проекторов [23] могут быть получены
матрицы Ui, состоящие из ортонормированных базисных векторов соответствующих инвариантных
подпространств. Заметим, что если инвариантное подпространство имеет размерность 1, т. е. соот-
ветствует единственному собственному значению, то его базис совпадает с собственным вектором.
Если размерность инвариантного подпространства больше единицы, то совпадение вычисленного
базиса с собственными векторами не обязательно. Знание базисов инвариантных подпространств
позволяет, в частности, привести матрицу A к клеточно-диагональному виду (вычислительно устой-
чивому аналогу формы Жордана).

Для произвольного нормированного вектора x угол αi между ним и выбранным i-м инвариант-
ным подпространством вычисляется по формуле cosαi = 1− ‖ [Ui,x]‖2, где берется евклидова норма
матрицы [Ui,x], полученной из матрицы Ui присоединением к ней вектора-столбца x. Проекция век-
тора x на это подпространство получается его умножением на матрицу проектора: px = Pix. Если
подпространство, на которое осуществляется проецирование, одномерное, то проекция — это век-
тор, коллинеарный собственному. Если собственное подпространство двумерное, то имеем проекцию
вектора на плоскость, и т. д.

Ассоциированные инвариантные подпространства. Рассмотрим векторы, состоящие из ну-
лей и единиц, которые описывают положение зон системы. Например, вектор u = (0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T при длине системы 360 см и разбиении на n = 18 областей указывает на зону
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длиной 80 см, находящуюся в 40 см от левого края системы. При этом квадрат евклидовой нормы
‖u‖2 равен числу областей системы, составляющих заданную зону (для данного примера ‖u‖2= 4).
Такие векторы будем называть векторами-индикаторами.

Инвариантное подпространство матрицы деления является ассоциированным с заданной зоной
системы, если вектор-индикатор зоны образует с этим подпространством угол меньший, чем с дру-
гими инвариантными подпространствами. Ассоциированное подпространство можно расширять за
счет объединения с другими инвариантными подпространствами.

Средние значения и нормировка. Проекцию вектора можно нормировать произвольным об-
разом. В предлагаемом варианте в нормировочные коэффициенты будут входить средние значения
распределений в заданных зонах. Пусть вектор ρ представляет распределение некоторой величины
по длине системы, а u — вектор-индикатор фиксированной зоны. Тогда скалярное произведение
(ρ,u) равно сумме тех компонент ρ, которые заданы в зоне, описываемой вектором u. При этом
(ρ,u)/ ‖ u ‖2 — среднее арифметическое значение распределения ρ в зоне, заданной вектором-
индикатором u.

В частности, если u описывает зону, содержащую в среднем максимальное число нейтронов, а
D — вектор диагональных элементов матрицы деления A =Mf , то mmax = (D,u)/ ‖u‖2 — среднее
значение диагональных элементов в этой зоне. Если pu — проекция вектора-индикатора u, то
mu = (pu,u)/ ‖u‖2 — усредненное значение компонент вектора-проекции pu в зоне, заданной u.

Для сравнения результатов для разных n исходные матрицы деления также нормируются: A/mmax.

Описание метода. Метод АИП включает следующие основные шаги:
1. Предварительная нормировка матрицы деления A (необязательный шаг).
2. Вычисление и анализ одномерного спектрального портрета матрицы A. В качестве кривых
γ(r) используются окружности радиусом r с центром в начале координат. Пики спектраль-
ного портрета матрицы A определяют радиусы ri (i = 1, 2, . . .) окружностей, на которых рас-
положены собственные значения матрицы, в том числе rmax = max |λj |. Для каждого пика
вычисляются проектор Pi и матрица Ui, образованная ортонормированными базисными век-
торами соответствующего инвариантного подпространства.

3. Выбор ассоциированного инвариантного подпространства. Осуществляется на основании вы-
числения и анализа углов, образованных заданным (соответствующим выделяемой зоне) векто-
ром-индикатором u с инвариантными подпространствами. Выбирается инвариантное подпро-
странство, с которым u образует минимальный угол. При этом ru = |λu|— радиус окружности,
на которой лежат собственные значения, соответствующие ассоциированному инвариантному
подпространству.

4. Вычисление проекции pu вектора-индикатора u на выбранное ассоциированное инвариантное
подпространство.

5. Вычисление нормировочного множителя q =
mmax/mu

rmax/ru
с последующей нормировкой проекции

p̂ = qpu.

В результате имеем вектор p̂, принадлежащий инвариантному подпространству матрицы деле-
ния, который близок к вектору-индикатору, описывающему заданную зону. Далее показано, что
нормированные проекции хорошо передают локальные свойства системы.

Результаты численных экспериментов

С помощью метода АИП на основе матрицы деления вычисляются распределения нейтронов де-
ления в бенчмарке Pin-cell Array with Irradiated Fuel, представляющем собой слабосвязную плоскую
систему. Система состоит из топливных зон с разным обогащением wl (l = 1, . . . , k) общей длиной
360 см и 30-сантиметровых слоев воды на концах. На торцах она задается в виде бесконечной квад-
ратной решетки с шагом 1,33 см с размещенным по центру твэлом диаметром 0,95 см, окруженным
водой [24]. При этом решаются следующие задачи:

1. Вычисление распределений нейтронов в симметричной системе (k = 3;w1 = w3).
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2. Вычисление распределений нейтронов в несимметричной системе (k = 7) и обеспечение хоро-
шей согласованности результатов при разном пространственном представлении системы.

Распределение нейтронов в симметричной системе.
Модельная задача. Некоторые проблемы, связанные с особенностями алгебраической спектраль-

ной задачи в классической постановке, продемонстрируем на примере упрощенной симметричной
матрицы с размерами 9× 9

S =



60 3

3 34 4

4 35 4

4 35 4

4 35 4

4 35 4

4 35 4

4 34 3

3 60



.

Эта матрица характеризуется кратным главным собственным значением, для которого собственные
векторы v8 и v9 не выделяют однозначно правую и левую концевые области системы, а осцилля-
ции значений компонент остальных собственных векторов также не позволяют связать полученные
собственные векторы с конкретными областями (табл. 1).

Собственные векторы (функции), вычисленные традиционными методами на базе сформирован-
ной симметричной матрицы деления, дают лишь схематичное представление о распределении ней-
тронов деления в слабосвязной системе [13]. В силу стандартной нормировки максимумы оказыва-
ются зависимыми от разбиения n, а области с одинаковыми размножающими свойствами не сви-
детельствуют о равномерном распределении нейтронов. Также стандартная нормировка вычисляе-
мых собственных векторов не обеспечивает условий для сравнения распределений в зонах с разными
нейтронно-физическими свойствами.

Таблица 1
Собственные векторы симметричной матрицы S (выделены компоненты с максимальными по
модулю значениями)

КомпонентыВектор
1 2 3 4 5 6 7 8 9

v1 0,025 -0,206 0,357 -0,457 0,492 -0,457 0,357 -0,206 0,025
v2 -0,049 0,373 -0,493 0,340 0,000 -0,340 0,493 -0,373 0,049
v3 -0,051 0,490 -0,288 -0,227 0,495 -0,227 -0,288 0,490 -0,051
v4 0,057 -0,488 -0,084 0,502 0,000 -0,502 0,084 0,488 -0,057
v5 -0,056 0,417 0,409 -0,160 -0,510 -0,160 0,409 0,417 -0,056
v6 0,046 -0,301 -0,511 -0,383 0,000 0,383 0,511 0,301 -0,046
v7 0,026 -0,156 -0,344 -0,472 -0,517 -0,472 -0,344 -0,156 0,026
v8 0,702 0,082 0,013 0,002 0,000 -0,002 -0,013 -0,082 -0,702
v9 -0,702 -0,082 -0,013 -0,002 -0,001 -0,002 -0,013 -0,082 -0,702
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Стандартный подход. Для симметричной системы с обогащениями w1 = w3 = 4,5% в зонах
0—40 и 320—360 см, w2 = 0,7% в зоне 40—320 см матрица деления Mf = A100 с размерами 100×100,
полученная методом Монте-Карло,

A100 =



1687 1019 . . . . . .

1239 1290 . . . . . . . . .

812 1030 . . . . . . . . . . . .

451 656 . . . 695 . . . . . . . . .

236 400 . . . 1169 335 . . . . . . . . . 1

. . . . . . . . . 1488 551 334 . . . . . . 4 1

13 12 . . . 1304 746 334 366 . . . 4 2

3 8 . . . 872 623 708 565 . . . 13 3

5 . . . . . . 401 554 718 . . . . . . . . .

5 . . . . . . . . . 366 606 . . . 358 221

. . . . . . . . . 377 . . . 618 484

. . . . . . . . . . . . 991 860

. . . . . . . . . 1226 1233

. . . . . . 956 1727



,

как отмечалось ранее, не может быть симметричной.
Для подобных матриц при больших n появляются комплексные собственные значения с комплекс-

ными собственными векторами, вычисляемые с помощью стандартных пакетов (SciLab и др.). На
рис. 1, а показаны 22 собственных вектора, включая главный (отмечен черным цветом), с наиболь-
шими компонентами в зоне 320—360 см. На рис. 1, б приведены модули компонент комплексных
собственных векторов, отражающих амплитуду источника.

Рис. 1. Собственные векторы с наибольшими значениями компонент в зоне 320—360 см с w3 =4,5% (а) и
модули этих компонент (б ) для матрицы A100
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Приведенная картина подтверждает невозможность представления финального распределения
для каждой конкретной области с учетом вкладов, вносимых в эту область соответствующими соб-
ственными векторами. Тем более неясно, каким образом можно представить распределение во всей
системе.

Метод АИП. В отличие от традиционного подхода метод АИП позволяет получить адекватные
распределения в симметричной (в физическом смысле) системе с приведенной выше несимметрич-
ной матрицей A100. Для матрицы A100 определяем векторы-индикаторы e, f соответственно для
левой и правой концевых зон длиной 40 см: e = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

11

, 0, . . . , 0)T , f = (0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
11

)T , а

также вектор-индикатор g — для центральной: g = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
11

, 1, 1, 1, 1, . . . , 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
11

)T .

Области разбиения с максимальными значениями диагональных элементов матрицы A100 при-
ходятся на концевые зоны, которым соответствуют векторы-индикаторы e и f. Множитель для
предварительной нормировки выбирается в виде mmax = (D, e)/‖e‖2, где D — вектор диагональных
элементов матрицы A100, и дальнейший анализ проводится для нормированной матрицы A100/mmax

(далее сохраним обозначение A100).
Построение ассоциированных инвариантных подпространств осуществляется на основе спектраль-

ного портрета (рис. 2) и углов между векторами-индикаторами и инвариантными подпространства-
ми (рис. 3), где по горизонтальной оси отложены номера инвариантных подпространств, пронуме-
рованных по убыванию модулей собственных значений, а по вертикальной оси — значения углов в
радианах. В результате определяются ассоциированные инвариантные подпространства: двумер-
ные для векторов e и f (для e — объединение подпространств 2 и 4, для f — 1 и 3) и объединение
подпространств 3—5, 7 и 9 для вектора g. Таким образом, несмотря на то, что каждому из пи-
ков спектрального портрета соответствуют одномерные подпространства, вектор g проецируется на
пятимерное подпространство. Нормировка для проекций pe и pf вычисляется по формуле, приве-
денной в п. 5 описания метода, а для нормировки pg используется усреднение модулей собственных
значений, отвечающих подпространствам, вошедшим в ассоциированное подпространство:

p̂g =
1

mg

r3 + r4 + r5 + r7 + r9
5rmax

pg.

Полученные проекции имеют ряд характерных особенностей. Заметим, что при использовании
метода АИП они сопоставляются с конкретными выделенными зонами. Применение метода к систе-
мам с большим числом областей n (в отличие от малых n) может приводить к появлению заметных
ненулевых и даже отрицательных значений первых и последних компонент вектора проекции, при-
ходящихся на области вне выделенной зоны. Эти значения не являются информативными ни для
заданной, ни для соседних зон, и их наличие не требует корректировок при вычислении проекций.

Рис. 2. Спектральные портреты матрицы A100 для разных диапазонов изменения радиуса r: а — 0 < r < 6;
б — 0 < r < 1; в — 0 < r < 0, 1
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Рис. 3. Углы между векторами-индикаторами и инвариантными подпространствами для A100: � — e;
• — f ; N — g

Следует особо отметить, что для протяженных однородных зон вид соответствующей проекции
в сильной степени зависит от выбора подпространства, в котором она представляется. На рис. 4, а
распределение нейтронов в центральной однородной зоне длиной 280 см приближается проекциями
на подпространства разной размерности:

– одномерное, совпадающее с 5-м собственным вектором;
– четырехмерное — объединение инвариантных подпространств с номерами 3—5, 7;
– пятимерное — объединение инвариантных подпространств 3—5, 7, 9;
– шестимерное — объединение инвариантных подпространств 3—5, 7, 9, 11.

Рис. 4. Распределения нейтронов в зоне 40—320 см с матрицей A100, полученные с помощью проекций на
подпространства разной размерности (а) и соответствующие расширенные подпространства (б ): —
одномерное; — четырехмерное; — пятимерное; — шестимерное
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При этом чем точнее проекция приближает границы зоны (круче спуск ее графика сверху вниз),
тем значительнее "заныривание под ноль" вне зоны и тем точнее представление рассматриваемой
зоны. Уменьшить "заныривание" во избежание "нефизичности" процесса помогает расширение опи-
санных подпространств за счет включения собственных векторов 1 и 2 (рис. 4, б ). Однако такой
подход не отвечает приведенному описанию метода (п. 3, 4), поскольку собственные векторы 1 и 2
образуют большие углы с вектором g (см. рис. 3) и не должны включаться в ассоциированное с ним
подпространство. При этом важно, что подобное расширение не отражается на виде проекций внут-
ри заданной зоны. В данном примере центральная зона на рис. 4, а наиболее точно представляется
кривой 4, составляющей в окрестности границы зоны наибольший угол с осью абсцисс (наиболее
крутая кривая). Вид этой кривой внутри центральной зоны остается неизменным и для расширен-
ных подпространств (см. рис. 4, б).

Таким образом, можно констатировать, что проекции для симметричной системы с матрицей деле-
ния A100, вычисленные с помощью метода АИП, обеспечивают адекватное отображение делящихся
свойств системы и корректное распределение нейтронов деления в зонах с одинаковым обогащением
(кривые 1 и 3 на рис. 5, а) и центральной зоне (кривая 2 на рис. 5, а).

Рис. 5. Распределения нейтронов для симметричной системы с матрицей A100, полученные методом АИП
для трех выделенных зон (а) и системы в целом (б )

Несимметричная система. Согласованность распределений при разных разбиениях.
Для корректного вычисления распределения нейтронов в системе с неизвестной априори матери-
альной структурой нужно представить систему как можно подробнее — с большим числом n обла-
стей. При грубом задании системы нивелируются узкие зоны, которые с заметно отличающимися
от соседних зон нейтронно-физическими свойствами окажутся незамеченными, не будут выделены
и в результате предстанут усредненными с соседними зонами. Однако необходимо учитывать воз-
никающие при уменьшении области дополнительные погрешности в элементах матрицы, а также
вычислительные особенности использования метода АИП для систем с мелким пространственным
разбиением. Максимально точную картину распределения можно получить только при сопоставле-
нии вычисляемых проекций при разных n.

Традиционный метод вычисления собственных векторов с компонентной зависимостью от n не
позволяет проводить сравнения даже главных собственных векторов, полученных при разных n, что
исключает возможность адекватных оценок изменений в распределениях, обусловленных включе-
нием в систему дополнительных зон с материальными свойствами, отличными от свойств соседних
зон. Метод АИП обеспечивает адекватное сравнение распределений при разных n, что наглядно
подтверждает следующий пример.
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Рассматривается несимметричная система, пространственно-материальная структура которой пред-
ставлена в табл. 2. Анализируются распределения нейтронов при n = 18 и 36. Здесь ограничимся
матрицей деления Mf = A18 с размерами 18×18:

A18=



308375 64015 856 . . .

63603 301485 33154 . . .

1995 77760 165397 . . . 62

73 2649 40511 . . . 1149 . . . 2 . . . 2

4 92 1452 . . . 59935 . . . 41 . . . 2

4 26 . . . 391376 . . . 1358 . . . 90

2 . . . 100858 . . . 40001 . . . 1979 . . . 2

. . . 3596 . . . 171133 . . . 63966 . . . 2

133 . . . 40682 . . . 302308 . . . 55 10

7 . . . 1351 . . . 78505 . . . 1350 149 9

. . . 63 . . . 2739 . . . 39886 3428 54

2 . . . 82 . . . 160028 101902 1118

. . . 4 . . . 22684 393208 58778

. . . 354 59318 394163



.

В качестве примера укажем векторы-индикаторы для зон с обогащением 4,5 и 90% (см. табл. 2).
Для n = 18 e = (1, 1, 0, . . . , 0)T ; f = (0, . . . , 0, 1, 1)T ; g = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, . . . , 0)T ; h = (0, . . . , 0, 1,
1, 0, 0, 0, 0, 0)T ; для n = 36 e = (1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)T ; f = (0, . . . , 0, 1, 1, 1, 1)T ; g = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

10

, 1,

1, 1, 1, 0, . . . , 0)T ; h = (0, . . . , 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
10

)T . В соответствии с описанным методом для каждо-

го пика на спектральных портретах (рис. 6) вычисляются инвариантные подпространства. На рис. 7
показаны значения углов между векторами-индикаторами и инвариантными подпространствами.
Видно, что достигается хорошее приближение при проецировании каждого вектора-индикатора на
одномерное инвариантное подпространство.

Согласованность получаемых распределений для несимметричной системы при n = 18 и 36 проде-
монстрирована на рис. 8. Можно констатировать, что проекции векторов-индикаторов на ассоции-
рованные подпространства указывают на выделенные зоны вне зависимости от разбиения. Высокая
степень совпадения отношений собственных значений, используемых при нормировке (табл. 3), под-
тверждает адекватность отображения свойств рассматриваемой системы при разных разбиениях.
Также отметим высокую точность вычисляемых проекций.

Некоторое различие в проекциях для зон с одинаковыми свойствами в симметричной системе
(см. кривые 1 и 3 на рис. 5, а) обусловлено несимметричностью исходной матрицы A100. Подобные
различия можно наблюдать и для несимметричной системы при n = 18 и 36 (рис. 8, проекции 2 и

Таблица 2
Пространственно-материальная структура несимметричной системы

w, % 4,5 0,7 90 0,7 4,5 0,7 90
Длина, см 40 60 40 80 40 60 40
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Рис. 6. Спектральные портреты матриц для n = 18 ( ) и n = 36 ( )

Рис. 7. Углы между векторами-индикаторами e ( � ), f ( • ) g ( N ), h ( H ) и инвариантными
подпространствами для системы с n = 18 (а) и n = 36 (б )

Таблица 3
Отношения собственных значений для несимметричной системы

Размеры матрицы rmax = rg re/rmax rf/rmax rh/rmax

18×18 1,1664 0,9952 0,8271 0,8181
36×36 1,5666 0,9920 0,8279 0,8195

4, 1 и 3). Такая "чувствительность" метода к исходным матрицам позволяет проводить детальные
исследования систем с разными вариантами их представлений, в том числе пограничных областей,
для которых получаемые проекции отражают усредненные показатели смежных зон с разными
свойствами (например, разными w).
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Рис. 8. Распределения нейтронов в несимметричной системе при n = 18 ( ) и n = 36 ( ), полученные
в виде проекций векторов-индикаторов: 1 — e; 2 — g; 3 — h; 4 — f

Таким образом, представленные результаты показывают, что нормированные проекции векторов-
индикаторов на указанные ассоциированные подпространства, вычисленные в соответствии с п. 5
описания метода АИП, достоверно отражают свойства зон системы.

Заключение

Классическая постановка спектральной задачи с матрицей деления не обеспечивает получения до-
стоверных распределений нейтронов для слабосвязных систем. Для решения задач в таких системах
представлен метод АИП, основанный на методе дихотомии матричного спектра.

При работе с несимметричными матрицами метод АИП имеет ряд преимуществ по сравнению
с традиционным подходом. Данный метод, наследуя особенности метода дихотомии матричного
спектра, не чувствителен к кратности, вещественности или комплексности собственных значений.
Алгоритмы метода АИП позволяют оценить точность результата и гарантировать быструю сходи-
мость. В алгоритмах предусмотрена возможность выполнения итерационного процесса без обраще-
ния матриц [21].

Алгоритм дихотомии матричного спектра, лежащий в основе метода АИП, разработан не только
для локализации собственных значений λ матрицы A, det(A− λI) = 0, где I — единичная матрица,
но и для спектра матричных пучков det(A− λB) = 0, где B — произвольная квадратная матрица.
Это позволит в ближайшем будущем распространить данный подход на задачи о распределениях
нейтронов в системах, представляемых не одной, а несколькими матрицами, описывающими как
размножающие, так и поглощающие свойства системы.

Предполагается исследование эффективности метода АИП для вычисления распределений ней-
тронов в слабосвязных системах с более сложной пространственной структурой, например, с выде-
леннными узкими (меньше длины свободного пробега нейтрона) пространственными зонами, свой-
ства которых заметно отличаются от свойств смежных зон.

Работа выполнена частично в рамках государственного задания Института математики
им. С. Л. Соболева СО РАН (проект FWNF-2022-0008).
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УДК 519.6

ДВУМЕРНОЕ ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОПЫТА
ПО ПЕРЕМЕШИВАНИЮ В ТРЕХСЛОЙНОЙ ГАЗОВОЙ СИСТЕМЕ
С УСЛОВИЕМ ПРИЛИПАНИЯ НА СТЕНКАХ УДАРНОЙ ТРУБЫ

Ю. В. Янилкин
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Представлены результаты двумерного численного моделирования течения, формиру-
ющегося в трубе постоянного сечения при прохождении ударной волны через трехслой-
ную газовую систему. Использовалось как прямое численное моделирование (решение
двумерных уравнений Эйлера или Навье—Стокса без каких-либо моделей турбулентно-
сти), так и моделирование по (k, ε)-модели турбулентности. Расчеты проводились без
учета и с учетом пограничного слоя на боковых стенках ударной трубы. В начальный
момент времени газы находятся в состоянии покоя при атмосферном давлении и раз-
деляются двумя тонкими пленками. Первая контактная граница наклонена под углом
45 ◦ к фронту ударной волны, вторая расположена параллельно фронту. Центральный
слой системы заполняется ксеноном, перед первой и за второй контактными граница-
ми содержится воздух. Ударная волна формируется на одном конце трубы и движется
в сторону первой контактной границы. Выполнено сравнение результатов численного
моделирования задачи в разных постановках как между собой, так и с эксперименталь-
ными данными.

Ключевые слова: модельные опыты, трехслойная газовая система, численное мо-
делирование, неустойчивость Кельвина—Гельмгольца, неустойчивость Рихтмайера—
Мешкова.

Введение

Существует ряд подходов и физических моделей для расчета турбулентных течений. К широко
используемым подходам можно отнести прямое численное моделирование с решением уравнений
Эйлера или Навье—Стокса и моделирование с применением полуэмпирических моделей турбулент-
ности (RANS-методы). Представляет интерес сравнение этих подходов на конкретной достаточно
сложной задаче, содержащей разные типы неустойчивости, генерирующие турбулентность. В на-
стоящей работе такое сравнение проводится по методике ЭГАК [1], позволяющей проводить как
прямое моделирование, так и с использованием (k, ε)-модели турбулентности.

Тестирование проводится на задаче [2], представляющей собой трехслойную систему разноплот-
ных газов с разнонаклоненными контактными границами (КГ), помещенную в ударную трубу, по
которой распространяется ударная волна (УВ), проходя все КГ системы. Задача представляет зна-
чительный интерес, так как в ней присутствует неустойчивость как Рихтмайера—Мешкова, так и
Кельвина—Гельмгольца. К сожалению, экспериментальная информация скупа и ограничивается
теневыми кадрами на два момента времени.

Численное исследование задачи проводилось ранее в двумерной постановке с использованием
прямого численного моделирования (решением уравнений Эйлера) по методике МИМОЗА [3] в упо-
мянутой работе [2]. Получено качественное согласие результатов расчетов с экспериментальными
данными, однако имеются заметные отличия расчетов от экспериментов по некоторым деталям
течения, которые в указанной работе не нашли своего объяснения.
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Основная цель настоящей работы — дать объяснение имеющимся расхождениям в результатах
расчетов и экспериментов. Для этого в расчетах был реализован учет молекулярной вязкости и
пограничного слоя (далее для краткости погранслоя). Кроме того, были проведены расчеты с вари-
ацией счетной сетки.

Постановка экспериментов

Постановка экспериментов подробно описана в работе [2].
Эксперименты проведены на ударной трубе, в которой устанавливались две тонкие пленки, а

пространство между ними заполнялось газами различной плотности. Экспериментальная картина
течения фиксировалась на несколько моментов времени после прохождения основной УВ через КГ.

В экспериментах специальные начальные возмущения на КГ не задавались, их источниками слу-
жили кусочки разрушающейся под действием проходящей УВ пленки.

Выполнено несколько опытов в одной и той же постановке. При сравнении полученных в различ-
ных опытах картин течения выявлено, что они отличаются друг от друга некоторыми деталями.
К сожалению, в работе [2] не приведены результаты отдельных опытов, они позволили бы понять
погрешность экспериментов. Авторы работы [2] также отмечают, что на всех экспериментальных
фотокадрах течение не просматривается вблизи стенок трубы (в погранслое) из-за технических
особенностей.

Постановки расчетов и использованные численные методы

Численные исследования в настоящей работе выполнялись в нескольких постановках:
1. Численное моделирование задачи осуществлялось по стандартной (невязкой) двумерной га-

зодинамической методике ЭГАК, предназначенной для решения уравнения Эйлера без при-
влечения каких-либо моделей учета турбулентного перемешивания (ТП) (прямое численное
моделирование). Характерной особенностью данной методики является использование мето-
да концентраций (VOF) [4] для расчета движения КГ. Качественно такие же уравнения и их
аппроксимации используются и в работе [2].

2. Счет выполнялся по стандартной методике ЭГАК, в которой дополнительно на боковых гра-
ницах ударной трубы задавалось условие прилипания. Это приближенный способ учета по-
гранслоя напрямую, однако надо иметь в виду, что в этом случае в качестве молекулярной
вязкости выступает схемная вязкость. Точность такого моделирования вязкости невысока, по-
этому данный подход позволяет понять влияние погранслоя лишь на качественном уровне, не
претендуя на количественное описание.

3. Уравнения Навье—Стокса (с динамическим коэффициен-
том вязкости ν = 0,000006 для всех газов) решались как
без учета, так и с учетом погранслоя, т. е. с граничным
условием прилипания на боковых стенках.

4. Еще два расчета проводились с использованием (k, ε)-
модели турбулентности [5] без учета и с учетом по-
гранслоя по алгоритмам [6] с амплитудой шероховатости
0,000005.

Геометрия задачи приведена на рис. 1 (позаимствована
из [2]). Труба заполнена разноплотными газами, которые на-
ходятся в состоянии покоя при атмосферном давлении. Первая
КГ (КГ1) наклонена под углом 45◦ к фронту УВ, вторая КГ
(КГ2) расположена параллельно фронту. В центральном слое
системы содержится ксенон, перед КГ1 и за КГ2 — воздух. УВ
формируется на верхнем конце трубы и движется в сторону
КГ1. Для УВ число Маха М ≈ 2,4. Рис. 1. Геометрия задачи из [2]
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Начальные параметры воздуха: ρ = 0,00125 г/см3 — плотность; γ = 1,4 — показатель адиабаты;
P = 1,01325 г/(см · мс2) — давление. Начальные параметры ксенона (Xe): ρ = 0,0055 г/см3; γ =
= 1,667; P = 1,01325 г/(см · мс2). Параметры сжатого воздуха за фронтом УВ: P2 = 6,64 г/(см ·мс2);
ρ2 = 0,004015 г/см3; Uy = 55,7 см/мс. Уравнение состояния — как для идеального газа.

Геометрия задачи плоская. Граничные условия на стенках трубы задавались в соответствии с
постановками расчетов (таблица).

В качестве исходной в расчетах использовалась квадратная сетка с ячейками hx = hy = 0,005 см.
Такая сетка была взята в соответствии с данными из работы [2], в которой указано, что самая
подробная сетка содержала 22 × 106 ячеек, что примерно соответствует взятому размеру ячейки.
В нескольких расчетах в окрестности КГ ксенон—воздух сетка получалась с помощью технологии
дробных ячеек [1] и была в два (расчет 2N) и четыре (расчет 4N) раза мельче.

Постановки расчетов

Номер Особенности счетарасчета
1 Стандартная газовая динамика, сетка N , внешние границы — жесткие стенки
2 Стандартная газовая динамика, сетка 2N , внешние границы — жесткие стенки
3 Стандартная газовая динамика, сетка 4N , внешние границы — жесткие стенки
4 Стандартная газовая динамика, сетка 2N , на боковых границах задано условие прилипания
5 Вязкая газовая динамика, динамический коэффициент вязкости обоих газов ν = 0,00006, сетка 2N ,

на боковых границах задано условие жесткая стенка
6 Вязкая газовая динамика, динамический коэффициент вязкости обоих газов ν = 0,00006, сетка 2N ,

на боковых границах задано условие прилипания
7 (k, ε)-модель, сетка N , внешние границы — жесткие стенки
8 (k, ε)-модель, сетка N , учет погранслоя на боковых стенках

Результаты расчетов и сравнение с экспериментальными данными

Вводная часть. Поскольку экспериментальная картина течения в виде теневых фотографий
имеется на два момента времени, то сравнение результатов численного моделирования с экспери-
ментами в виде растровых картин далее будет приведено на всех рисунках на эти два момента.
Первая серия рисунков соответствует экспериментальному времени t ≈ 0,27мс, когда КГ2 прошла
расстояние ∆x ≈ 4 см, вторая — времени t ≈ 0,345мс, когда КГ2 прошла расстояние ∆x ≈ 8 см.
Далее в тексте и на рисунках единицы измерения времени и расстояния не приводятся.

На рис. 2 показаны картины течения из расчета по методике МИМОЗА на указанные два момента
времени в сравнении с экспериментальными данными, взятые из работы [2].

Отметим, что положения основной УВ и КГ2 в выполненных расчетах удовлетворительно согла-
суются с экспериментальными данными и результатами расчета по МИМОЗА, поэтому они здесь
не приводятся.

Как отмечено ренее, в расчетах по методике МИМОЗА имеются количественные расхождения с
экспериментальными данными по некоторым деталям. Рассмотрим отличия в течении на момент
t = 0,345мс, характерные и для другого момента времени. Во-первых, заметно отличаются картины
перемешивания, особенно в области первого вихря (на рис. 2 обозначен стрелкой с номером 1): в
расчете вихрь имеет почти в 1,5 раза больший размер в поперечном направлении, и видно различие
в координате его "носика" на стенке ударной трубы. Во-вторых, второй вихрь (на рис. 2 обозначен
стрелкой с номером 2) в расчете сильно сдвинут вправо. В-третьих, в расчете практически отсут-
ствует перемешивание на плоской границе ксенон—воздух, расположенной перпендикулярно оси OX
(обозначена стрелкой с номером 4), в то время как в эксперименте перемешивание ярко выражено.

Возникает вопрос о возможных причинах указанных отличий. Первая напрашивающаяся при-
чина — малое количество ячеек. Вторая возможная причина — наличие погранслоя, который мог
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Рис. 2. Поле течения в эксперименте (верхняя половина) и в расчете по МИМОЗА (нижняя половина) из [2]:
a — t = 0,27мс; б — t = 0,345мс; на экспериментальных кадрах 1 — УВ; 2 — текущее положение КГ2;
3 — начальное положение КГ2; 4 — зона перемешивания; 5 — шпилька крепления; на расчетных картинах
стрелки (нанесены автором) указывают положение вихрей 1—3, стрелка 4 — плоскую КГ

иметь место в эксперименте и не учитывался в расчетах. В работе [6] показано, что в аналогич-
ных опытах на этой ударной трубе по исследованию движения УВ по зоне ТП наличие погранслоя
играет важную роль. И, наконец, третья причина — молекулярная вязкость, которая также не
учитывалась в расчетах.

На приводимых далее рисунках показанные сверху экспериментальные картины — это одни и те
же уже упомянутые теневые фотографии. Как они построены, не указывается — они взяты из ра-
боты [2]. Для большей наглядности растровые картины плотности в расчетах построены в режиме
инверсии, т. е. темные тона изображения плотности становятся светлее по мере ее увеличения. При
этом использовались 20 оттенков черно-белого изображения, распределенных равномерно. В рас-
четах трудно было добиться абсолютной синхронизации с экспериментом по времени, поэтому при
построении сравнительных рисунков совмещались расчетное и экспериментальное положения КГ2
(на рис. 3 они обозначены стрелками), на которой движение носит одномерный характер. Масштабы
рисунков совмещались с использованием известных экспериментальных рисок, линейные координа-
ты которых указаны над левым рис. 3, а. На остальных рисунках эти риски не нанесены. Видно,
что приведенные на рисунках расчетные координаты немного не соответствуют экспериментальным,
однако отличия небольшие и они не сильно сказываются на общей картине течения.
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Рис. 3. Сравнение результатов эксперимента и расчетов в стандартной постановке без учета вязкости на
разных сетках: а — эксперимент; б — расчет N ; в — расчет 2N ; г — расчет 4N ; слева — t = 0,27; справа —
t = 0,345

На рисунках используются следующие обозначения: стандартная или невязкая газодинамика —
это решение уравнений Эйлера без молекулярной вязкости; вязкая газодинамика — решение уравне-
ний Навье—Стокса; погранслой — расчет с занулением скорости на боковых границах ударной трубы
для имитации погранслоя (отметим, что это грубое приближение может использоваться лишь для
качественного анализа течения, не претендуя на точность; для более корректного моделирования
необходимо размещать несколько ячеек на вязком подслое).

Результаты расчетов. Рассмотрим результаты расчетов на сходимость. На рис. 3 представлены
расчеты 1—3 в стандартной постановке, отличающиеся только сетками (см. таблицу). Прежде всего
отметим, что расчет на сетке N (близкой к сетке в расчете по методике МИМОЗА) дает близкие к
расчету по МИМОЗА результаты.

При сравнении расчетов на разных сетках можно отметить, что при качественном согласии их
между собой в течении имеются заметные отличия. Во-первых, с уменьшением размеров ячеек пе-
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ремешивание происходит более интенсивно, в частности, на плоской границе увеличиваются ширина
зоны ТП и мелкомасштабная часть смешения. Во-вторых, более четко проявляются крупные вих-
ри, в частности второй и третий. Таким образом, уменьшение размеров ячеек приводит к лучшему
согласию с экспериментом, однако положение и размеры первого вихря остаются без изменения и
не согласуются с экспериментом.

Расчеты на сетках 4N требуют больших вычислительных ресурсов, поэтому в остальных расчетах
для экономии использовались лишь сетки N и 2N .

Теперь сравним результаты расчетов на сетке 2N с наличием и отсутствием молекулярной вяз-
кости без учета погранслоя (рис. 4). Видно, что наличие вязкости способствует большей степени
перемешивания, особенно в области за третьим вихрем, что приближает результаты расчетов к экс-
периментальным данным, однако положение и размеры первого вихря остаются без изменения и
не согласуются с экспериментом. Таким образом, учет молекулярной вязкости решает проблему
несоответствия результатов расчетов экспериментальным данным не полностью.

На рис. 5 приводятся результаты расчетов с учетом и без учета молекулярной вязкости на сетке 2N
(расчеты 4 и 6), в обоих случаях с учетом погранслоя (занулением скорости на боковых стенках).
Сравнение с рис. 3, 4 показывает, что влияние погранслоя на течение заметно независимо от типа
газовой динамики (вязкая или невязкая), его учет приближает расчет к эксперименту по положению,
форме и размерам первого вихря.

Рис. 4. Сравнение результатов эксперимента и расчетов на сетке 2N без учета и с учетом молекулярной
вязкости: а — эксперимент; б — расчет без вязкости; в — расчет с вязкостью; слева — t = 0,27; справа —
t = 0,345
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Рис. 5. Результаты эксперимента и расчетов по невязкой и вязкой газодинамикам на сетке 2N с учетом
погранслоя: а — эксперимент; б — расчет по невязкой газодинамике; в — расчет по вязкой газодинамике;
слева — t = 0,27; справа — t = 0,345

Таким образом, для корректного моделирования рассматриваемых экспериментов необходим учет
наличия погранслоя. Малая зависимость результатов от типа газовой динамики свидетельствует о
заметном влиянии схемной вязкости на течение сравнительно с молекулярной вязкостью. Отметим
также возросшую степень смешения на плоской границе при наличии погранслоя независимо от
типа газовой динамики.

Далее приводятся результаты расчетов по (k, ε)-модели турбулентности. На рис. 6 показаны ре-
зультаты расчетов без учета и с учетом погранслоя по алгоритму из работы [6]. Отметим, что в
указанной работе при вводе модели погранслоя выбор коэффициента шероховатости не производил-
ся, поэтому его учет носит качественный характер без претензий на точный результат.

В расчете без погранслоя по (k, ε)-модели присутствуют те же погрешности, что и при прямом
моделировании: размеры первого вихря значительно больше, и отличается его местоположение. На
плоских границах ксенона и воздуха в верхней части рис. 6 видно заметное перемешивание, хотя
на нижней границе оно выражено слабее. Отметим, что длинноволновые возмущения в зоне ТП в
расчетах по (k, ε)-модели не наблюдаются.

Учет погранслоя, как и при прямом моделировании, приближает расчет к экспериментальным
данным по размерам и положению первого вихря. Однако на плоской границе, как и прежде,
крупномасштабные возмущения не развиваются. Таким образом, расчеты с (k, ε)-моделью также
подтверждают необходимость учета погранслоя для получения корректного результата при моде-
лировании данной задачи.
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Рис. 6. Сравнение результатов эксперимента и расчетов на сетке N по (k, ε)-модели без учета и с учетом
погранслоя: а — эксперимент; б — расчет без погранслоя; в — расчет с погранслоем; слева — t = 0,27;
справа — t = 0,345

Заключение

Подчеркнем, что автор не ставил перед собой задачу точного описания результатов эксперимен-
тов. Главная цель работы — дать объяснение имеющимся расхождениям в расчетах и экспериментах
и выяснить, какие физические процессы необходимо учесть в расчетах для получения более точного
результата.

В данной работе имеются два приближения. Во-первых, автору не известны точные значения ди-
намического коэффициента вязкости для воздуха и ксенона — были взяты некоторые правдоподоб-
ные значения. Во-вторых, в работе использовался грубый алгоритм учета погранслоя. Несмотря на
это, полученные результаты позволяют на качественном уровне объяснить имеющиеся расхождения
между результатами эксперимента и расчета при прямом двумерном моделировании по стандартной
(невязкой) газовой динамике.

Таким образом, для получения более адекватных результатов при прямом численном моделиро-
вании рассматриваемого опыта необходимо выполнить следующие условия:

1) использовать подробную сетку c размером ячейки не больше h = 0,0025 см (речь идет о мето-
дике ЭГАК, для других методик сетка может быть другой);

2) решать уравнения вязкой среды (уравнения Навье—Стокса), так как в некоторых деталях это
позволяет лучше описывать эксперименты;

3) учитывать погранслой на боковых стенках, так как интересующая часть рассматриваемого
течения расположена вблизи стенок.
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Моделирование по (k, ε)-модели также подтверждает необходимость учета погранслоя. Отметим,
что этот результат носит более общий характер, он справедлив и для других аналогичных опытов,
проводимых на ударных трубах.

В настоящей работе остался в стороне вопрос о влиянии на результаты трехмерного характера
ТП. Однако проведение расчетов трехмерных задач на столь мелких сетках требует очень больших
ресурсов ЭВМ, поэтому они не проводились.

Автор выражает искреннюю благодарность О. Г. Синьковой и И. Н. Тюриной за помощь в прове-
дении расчетов и обработке их результатов, а также В. В. Змушко за ценные замечания по тексту
статьи.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ДВУХ СПОСОБОВ
ГАЗОДИНАМИЧЕСКОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ НА МИШЕНЬ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РЕШЕНИЯ СУЧКОВА

Е. И. Понькин
(СФТИ НИЯУ МИФИ, г. Снежинск Челябинской области)

Двойную волну Сучкова как частное решение системы уравнений, описывающей дву-
мерное газодинамическое течение, прилегающее к косой стенке, предлагается исполь-
зовать при моделировании двух способов воздействия на мишень в экспериментах по
управляемому термоядерному синтезу. При первом способе воздействия на мишень
движением сжимающего непроницаемого поршня установлено, что в окрестности точ-
ки примыкания поршня к косой стенке возникает область большой локальной куму-
ляции. Эта область и параметры кумуляции тем больше, чем более острым является
угол наклона поверхности непроницаемого поршня к косой стенке в начальный момент
времени. При втором способе воздействия на мишень газ в области двойной волны
Сучкова сжимается проницаемым поршнем с заданным давлением. Линия этого порш-
ня всегда перпендикулярна косой стенке, и эффекта большой локальной кумуляции,
естественно, не наблюдается. Для обоих рассмотренных случаев исследованы значе-
ния газодинамических параметров и интегральные характеристики течений сжатия. В
том числе определено, какие массы газа сжаты до разных значений давления и какие
энергетические вклады в процесс сжатия дают разные участки сжимающих поршней.

Ключевые слова: центрированная волна, двойная волна Сучкова, закон движения
поршня, газодинамические параметры.

Введение

В физических экспериментах по реализации управляемого термоядерного синтеза (УТС) на ми-
шень воздействуют двумя способами: движением сжимающего непроницаемого поршня и заданным
внешним давлением. Один из вариантов мишени [1], для которой реализуется первый способ воз-
действия, приведен на рис. 1. Здесь энергия (ток тяжелых ионизированных частиц) вкладывается
в бериллий, который, расширяясь, давит на золотой цилиндр, а последний как непроницаемый
поршень воздействует на DT-мишень.

Мишень со вторым способом внешнего воздействия используется в установке NIF (рис. 2, а). Им-
пульс 192 лазеров направляется в капсулу с шаровой мишенью из DT (рис. 2, б), что соответствует
воздействию на мишень со всех сторон одинаковым давлением. Положительных результатов подоб-
ных экспериментов нет из-за неустойчивости этого сжатия [2], что, в частности, видно из рис. 2, в.

В работах [3, 4] предложены другие конфигурации мишеней, в которых в процессе сжатия радиусы
кривизны непроницаемых сжимающих поверхностей не стремятся к нулю. Роль таких поверхностей
выполняют грани тетраэдра (рис. 3, а) или треугольной призмы (рис. 3, б), выпуклые соответственно
к центру или оси симметрии. Это геометрическое свойство мишеней повышает устойчивость течений
сжатия. В процессе сжатия мишеней характер выпуклости поверхностей не изменяется.

Математическое описание безударного сжатия мишени при различных способах воздействия мож-
но получить, используя решение [5, 6] задачи об истечении газа в вакуум с косой стенки в простран-
стве физических переменных x/t, y/t.
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Рис. 1. Цилиндрическая мишень для реализации УТС

Рис. 2. Установка NIF в Ливерморской национальной лаборатории (США) для реализации УТС [2]

Рис. 3. Возможные конфигурации мишеней для УТС: а — тетраэдр с гранями, выпуклыми к центру; б —
треугольная призма с гранями, выпуклыми к оси симметрии

В работе [6] в пространстве физических переменных x/t, y/t построено автомодельное решение
системы уравнений газовой динамики (СУГД) в виде сходящегося ряда по степеням ϑ, где ϑ — из-
вестная функция независимых переменных x/t, y/t. Это решение при t ≥ 0 описывает истечение
политропного газа в вакуум с косой стенки, а при t ≤ 0 — неограниченное сжатие газа, первона-
чально заполнявшего призматический объем. В задаче об истечении в вакуум момент времени t = 0
является начальным моментом движения газа. В задаче о сжатии момент t = 0 является конеч-
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ным моментом движения газа — моментом сильного сжатия, коллапса, когда весь газ оказывается
сжатым до двумерной поверхности и плотность газа обращается в бесконечность.

Для согласованного случая, когда выполняется соотношение

tg2α =
(γ + 1)

(3− γ)
, (1)

где α — угол наклона косой стенки, γ — показатель политропы газа, получается одно извест-
ное [7] частное решение, задаваемое конечным отрезком сходящегося ряда, — двойная волна Сучкова
(ДВС). В работе [7] это решение построено в пространстве годографа, т. е. независимых переменных
u, v — компонент вектора скорости газа. ДВС переходит в упомянутое выше частное решение в про-
странстве физических переменных x/t, y/t, имеющее вид конечного отрезка сходящегося ряда [5, 6],
после применения к ДВС обратного перехода от независимых переменных u, v к независимым пе-
ременным x/t, y/t.

В работе [8] ДВС была интерпретирована для описания сильного сжатия газа, заполняющего
специальный призматический объем. При этом была установлена принципиально бо́льшая степень
кумуляции газа, чем при неограниченном сжатии плоских, цилиндрических и сферических объемов
газа. Однако в работе [8] и последующих работах А. Ф. Сидорова законы движения сжимающих
поршней не найдены, конкретные свойства течений не исследованы и конфигурации течений не
замкнуты.

В данной работе построено математическое описание двух способов воздействия на мишень: пер-
вый способ — движением сжимающего непроницаемого поршня, второй — заданным внешним дав-
лением (с помощью проницаемого поршня). Также найдены законы движения сжимающих поршней
с использованием решения СУГД [5, 6] в согласованном случае (1).

Для рассматриваемых способов воздействия на мишень исследовано распределение давления в об-
ласти, образованной течениями центрированной волны (ЦВ) сжатия и ДВС (для краткости область
ЦВ+ДВС), в том числе вдоль участка поршня, сжимающего газ в области ДВС. Также исследова-
ны интегральные характеристики течения в области ЦВ+ДВС: определены энергетические вклады
отдельных участков поршней в процессе сжатия и массы газа, сжатые до разных значений давления
различными участками сжимающих поршней.

Кроме того, в работе исследована зависимость характера кумуляции газа от геометрического
положения непроницаемого поршня в начальный момент времени.

Описание с использованием ДВС сильного сжатия мишени
по первому способу воздействия

Постановка задачи. Пусть в начальный момент времени t0 = −1 политропный газ покоится в
области плоскости OXY , ограниченной четырьмя прямыми непроницаемыми стенками (рис. 4, а):

1) x = 0 при 0 ≤ y ≤ y∗;
2) y = y∗ > 0 при x0 ≤ x ≤ 0;
3) x = x0 при x0 tgα ≤ y ≤ y∗;
4) y = x tgα при x0 ≤ x ≤ 0,

где значение x0 равно значению t0, а значение константы y∗ определяет массу сжимаемого газа при
t > t0.

Скорость звука покоящегося газа равна единице. В момент времени t0 поршень (вертикальная
стенка x = x0) начинает плавно вдвигаться в газ так, чтобы сжатие газа происходило безударно, и
при t = 0 весь газ сжимается до бесконечной плотности на прямой x = 0 (при y ≥ 0).

На рис. 4, б область ЦВ отделена от покоящегося газа вертикальной звуковой характеристикойAB,
которая распространяется по закону [9]

x = t.

– 29 –



Е. И. Понькин

Слева область ЦВ ограничена участ-
ком CD сжимающего непроницаемого порш-
ня. Закон движения CD, сжимающего тече-
ние вида ЦВ в момент времени t = 0 до пря-
мой x = 0 (y ≥ 0), известен [10, 11]:

xp (t) =

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

)1/(κ+1)

− t

κ
, (2)

где κ = (γ − 1) /2. В случае воздуха γ =
= 1,402 ≈ 7/5, κ = 0,201 ≈ 1/5; для водорода
γ = 5/3, κ = 1/3.

Области ЦВ и ДВС разделены звуковой
характеристикой AD (см. рис. 4, б), кото-
рая в рассматриваемом согласованном слу-
чае (1) является прямой, задаваемой уравне-
нием [10, 11]

y =

√
βκ

κ + 1
x+

√
β

κ + 1
t,

где β = (κ + 1) / (1− κ) = (γ + 1) / (3− γ).
Область ДВС ограничена слева участком DE
непроницаемого сжимающего поршня.

Рис. 4. Начальная конфигурация течения при t0 =

= −1 (а) и его конфигурация при t0 < t < 0 (б): 0 —
покоящийся газ; 1 — область ЦВ; 2 — область ДВС

Точное автомодельное решение СУГД для согласованного случая в области ДВС в пространстве
физических переменных x/t, y/t задается функциями c, u и v [5, 6]:

c =
1

β

(
1 + κ

x

t
+ κ

√
β
y

t

)
; u =

(
1− κ

β

)
x

t
− κ√

β

y

t
− 1

β
; v = − κ√

β

x

t
+ (1− κ)

y

t
− 1√

β
. (3)

Здесь u, v — декартовы компоненты вектора скорости газа; c = ρ(γ−1)/2 — скорость звука газа в
рассматриваемом случае изэнтропических течений; ρ — плотность газа. Связь между плотностью
и давлением газа устанавливается через уравнение состояния для политропного газа p = ργ/γ.

Все переменные в задаче стандартным образом сделаны безразмерными с использованием кон-
кретных значений размерных масштабных значений t00, x00, u00, ρ00 — времени, расстояния, скоро-
сти и плотности соответственно. При этом положено

t00 =
x00
u00

; u00 = c00; c00 = ρ
(γ−1)/2
00 .

Оценка мощности энерговложения Ar в мишень (область ЦВ+ДВС + покоящийся газ) выполня-
лась по формуле

Ar =
1

∆t

V2∫
V1

pdV, (4)

где ∆t — время, за которое в мишень вкладывается энергия, затрачиваемая на изменение объема
области ЦВ+ДВС + покоящийся газ от значения V1 до значения V2; p — распределение давления в
данной области.

Расчет массы сжимаемого в моменты времени t0 < t < 0 газа выполнялся для областей давления
Ap, Bp и Cp, задаваемых следующими неравенствами:

Ap :
3

4
pmax ≤ p ≤ pmax; Bp :

2

3
pmax ≤ p ≤ pmax; Cp :

1

2
pmax ≤ p ≤ pmax, (5)
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где pmax — максимальное давление в ДВС между участком DE сжимающего поршня, косой стенкой
и характеристикой AD.

Алгоритм построения поверхности непроницаемого поршня, сжимающей газ в об-
ласти ДВС. Контактная характеристика DE будет совпадать с поверхностью непроницаемого
поршня, сжимающего газ в области ДВС, когда каждая точка поверхности поршня будет иметь
скорость, равную скорости частиц газа в данный момент времени. Закон движения частиц газа в
области ДВС, согласно [5, 6], задается следующими выражениями:

x (t) =
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

1 + β

(
t

t0

) 1−κ
1+κ
−

1 +
√
βκ
(
y0
t0
−
√
β
x0
t0

)
1 + β

t

κ
; (6)

y (t) =

(
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

)√
β

1 + β

(
t

t0

) 1−κ
1+κ

+

κ
(
y0
t0
−
√
β
x0
t0

)
−
√
β

1 + β

t

κ
. (7)

В момент времени t = t0 + ε, где ε = 0,1, рассмотрим поверхность поршня CDE, показанную

на рис. 4, б, как набор m точек. Дискретизируем ось времени t: ti = (t0 + ε)
n− 1

n
i, где n — число

интервалов разбиения промежутка времени от t0 + ε до 0; i задает номер временного интервала.
Тогда для моментов времени ti ≥ t0 + ε формулы (2), (6) и (7) переписываются в следующем виде:

– в области ЦВ, когда yi,j ≥ yD,i и xpi,j = xi,j = xD,i:

xpi,j =

(
xpi−1,j +

ti−1

κ

)(
ti
ti−1

)1/(κ+1)

− ti
κ

; (8)

– в области ДВC, когда yi,j < yD,i и xi,j < xD,i:

xi,j =
xi−1,j +

√
βyi−1,j +

ti−1

κ
1 + β

(
ti
ti−1

) 1−κ
1+κ
−

1 +
√
βκ
(
yi−1,j

ti−1
−
√
β
xi−1,j

ti−1

)
1 + β

ti
κ

; (9)

yi,j =

(
xi−1,j +

√
βyi−1,j +

ti−1

κ

)√
β

1 + β

(
ti
ti−1

) 1−κ
1+κ

+

κ
(
yi−1,j

ti−1
−
√
β
xi−1,j

ti−1

)
−
√
β

1 + β

ti
κ
. (10)

Здесь xi,j = xj (ti); yi,j = yj (ti); j задает точку на поверхности поршня CDE, j = 1,m; i = 1, n.
Пара (xD,i, yD,i) задает координаты точки D, которые определяются выражениями

xD,i =

(
xD,i−1 +

ti−1

κ

)(
ti
ti−1

)1/(κ+1)

− ti
κ

; yD,i =
κ
√
β

1 + κ
xD,i +

√
β

1 + κ
ti. (11)

При i = 1 xD,1 = xp (−1 + ε); yD,1 =
κ
√
β

1 + κ
xp (−1 + ε) +

√
β

1 + κ
(−1 + ε).

Точка D по закону (11) движется вверх по поверхности поршня на участке CD, сжимающей газ в
области ЦВ. Тем самым количество точек поршня на участке CD уменьшается, а количество точек
поршня на участке DE увеличивается.

Результаты математического моделирования первого способа воздействия на мишень.
Рассмотрим случай, когда в момент времени t = t0 + ε участок DE непроницаемого поршня пер-
пендикулярен косой стенке (см. рис. 4, б). Введем обозначения: t0ε = t0 + ε; xp0ε = xp (t0ε); m1 —
начальное количество точек на участке DE; m2 — начальное количество точек на участке CD. То-
гда можно определить координаты m = m1 +m2 точек поверхности непроницаемого поршня CDE
в начальный момент времени:
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– для участка DE в области ДВС, когда j = 1,m1:

M1,j =

(
x1,j =

m1 (xp0ε + t0ε) + (xp0ε − t0ε) j
2m1

, y1,j =
xp0ε + t0ε√
β (1− κ)

− x1,j√
β

)
; (12)

– для участка CD в области ЦВ, когда j = (m1 + 1),m:

M1,j =

(
x1,j = xp0ε, y1,j =

κxp0ε + t0ε√
β (1− κ)

+

[
1− κxp0ε + t0ε√

β (1− κ)

]
j −m1

m2

)
. (13)

Координаты точек исходной поверхности поршня CDE, задаваемые формулами (12), (13), ис-
пользуются для определения координат точек поверхности непроницаемого поршня в последующие
моменты времени t > t0ε по формулам (7)—(9).

На рис. 5 показаны результаты расчета положения поршня CDE от времени и функции p в
области ЦВ+ДВС для исходного наклона участка непроницаемого поршня DE, перпендикулярного
косой стенке в области ДВС.

Из рис. 5 видно, что характеристика AD, разделяющая области ЦВ и ДВС, движется вверх
по одномерному течению, и поэтому газ, пересекая эту характеристику, попадает из области ЦВ
в область ДВС. Это добавляет точки в расчет по формулам (9), (10) удаляя их из расчета по
формуле (8). Расчеты показывают, что точки поверхности непроницаемого поршня, которые в
момент времени t0ε находились в области ДВС, сохраняют свою исходную ориентацию относительно
косой стенки (лежат на перпендикулярной прямой — см. рис. 5, а, б) и двигаются по направлению
к ней. Движение точек поверхности поршня, которые в результате сжатия перешли из области
ЦВ в область ДВС, уже не определяется исходным наклоном стенки DE, а определяется только
газодинамическими параметрами течения ДВС. Видно, что со временем эта, как бы новая, часть
поверхности сжимающего непроницаемого поршня начинает выгибаться в сторону косой стенки,
фактически касаясь ее в своей крайней точке. Исходный наклон сжимающего непроницаемого
поршня по отношению к косой стенке фактически пропадает. Там, где поршень касается косой
стенки, возникает область повышенного давления — локальная кумуляция газа (см. рис. 5, в).

Для оценки характера кумуляции газа в области ДВС выполнен расчет масс газа для интервалов
давления Ap, Bp и Cp, задаваемых неравенствами (5). Для этого вводится величина δm — отношение

Рис. 5. Распределение давления газа в призматическом объеме при его сжатии непроницаемым поршнем
CDE: а — t1 = −0,9; б — t2 = −0,5; в — t3 = −0,1
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массы газа в области ДВС, задаваемой неравенством как Ap, Bp или Cp, к массе газа в области ДВС
или во всей области сжатия. То есть, например, для интервала давления Ap и области ДВС будем
иметь выражение

δm =
mAp

mADE
.

Результаты расчета δm для рассматриваемого исходного наклона участка сжимающего поршня
DE к косой стенке показаны на рис. 6, а, б. На рис. 6, в приведен график зависимости от времени
мощности энерговложения в мишень, определяемой по формуле (4).

При приближении к моменту коллапса нижние границы интервалов давления Ap, Bp и Cp сдви-
гаются к точке E (см. рис. 5, в) из-за роста давления в области сильной кумуляции и выгибания
участка поверхности поршня DE к косой стенке. Область пространства, занимаемого газом с дав-
лением из интервалов Ap, Bp и Cp, уменьшается. При этом газ из области ЦВ перетекает в область
ДВС, что обусловлено движением характеристики AD по основному (одномерному) течению. Как
следствие, масса газа в области ДВС растет, что приводит к уменьшению значений δm с течением
времени в этой области (см. рис. 6, а).

Масса сильно сжатого газа для всей области ЦВ+ДВС невелика и составляет не более 10% от
общей массы сжимаемого газа. Из рис. 6, б видно, что с течением времени значения δm растут, что
связано с перетоком газа из области ЦВ в область ДВС.

Функция Ar зависимости мощности энерговложения в мишень от времени (см. рис. 6, в) на про-
межутке времени от t0 до 0,1t0 — линейная функция времени, максимум которой не превышает
10% от Amax

r . На интервале времени от 0,1t0 до нуля наблюдается резкое возрастание мощности
энерговложения в мишень (значение Ar изменяется от 0,1Amax

r до Amax
r ). Из анализа характера

изменения мощности энерговложения в мишень качественно сжатие можно разделить на два этапа:
медленное сжатие газа при t0 < t < 0,1t0 и последующий резкий удар при 0,1t0 < t < 0.

Определение зависимости характера кумуляции газа от исходного положения участка
поршня DE относительно косой стенки. В работах [5, 6] показано, что в однозначно опреде-
ленном течении ДВС (3) линию DE, являющуюся участком поверхности непроницаемого поршня,
сжимающим газ в ДВС, можно задавать разными способами (рис. 7). На рис. 8 показаны резуль-
таты расчета функции p вдоль поверхности непроницаемого поршня CDE в моменты времени t1 =
= −0,9, t2 = −0,5 и t3 = −0,1 для показанных на рис. 7 трех случаев исходного наклона участка DE

Рис. 6. Значения δm для интервалов давлений Ap ( ), Bp ( ), Cp ( ) в областях ДВС (а), ЦВ+ДВС (б)
и мощность энерговложения в мишень (в)
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Рис. 7. Способы задания исходного положения (t = t0ε) участка DE непроницаемого поршня в области ДВС
относительно косой стенки: а — перпендикулярен косой стенке; б –– является продолжением линии CD; в —
наклонен под острым углом к косой стенке

Рис. 8. График функции p в моменты времени t1 ( ), t2 ( ) и t3 ( ) вдоль поршня CDE в области
ЦВ+ДВС для различных исходных положений поршняDE: а — перпендикулярен косой стенке; б –– является
продолжением линии CD; в — наклонен под острым углом к косой стенке
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непроницаемого поршня к косой стенке. На рис. 8 lp обозначает расстояние вдоль поршня CDE;
горизонтальные участки соответствуют участку CD поршня.

Из графиков на рис. 8 видно, что при приближении к коллапсу:

– давление газа в области сильной кумуляции превышает давление газа в области ЦВ более чем
на порядок;

– степень кумуляции давления газа в области ДВС зависит от исходного положения линии DE.
При смещении положения линии DE влево относительно перпендикуляра к косой стенке дав-
ление газа в основании угла между косой стенкой и непроницаемым поршнем увеличивается,
несмотря на то, что в конце движения исходный вид поршня полностью утрачивается;

– значение максимума давления вдоль участка DE для случая, когда линия DE наклонена к
косой стенке под острым углом, является наибольшим для трех рассматриваемых случаев (см.
рис. 8, в).

Описание с использованием ДВС сильного сжатия мишени
по второму способу воздействия

Постановка задачи. В работе [12, c. 184—187] рассматривалась постановка задачи о плавном
движении проницаемого поршня (мягкий поршень) по фоновому течению при заданном давлении
на поршне. В этом случае не предполагается выполнение на поршне условия непротекания. В
качестве краевого условия для рассматриваемой в [12] характеристической задачи Коши (ХЗК) на
поршне задается давление. Из единственного решения данной ХЗК стандартного вида однозначно
определяются закон движения проницаемого поршня и значения газодинамических параметров на
нем [12].

Рассмотрим поверхность проницаемого поршня, перпендикулярного косой стенке в любой момент
времени, который двигается по фоновому течению, задаваемому решением ДВС в согласованном
случае (1). Поверхность такого поршня в момент времени t0 < t < 0 задается уравнением

y =

√
β

κ + 1

(
x0 +

t0
κ

)(
t

t0

) 1
κ+1

− x√
β
− t

κ
√
β
. (14)

Движение поверхности (14) согласовано с движением участка CD поршня в области ЦВ и харак-
теристикой AD таким образом, что в любой момент времени точка D принадлежит поверхности
проницаемого поршня. Закон движения точек поверхности (14) задается выражениями

x (t) =
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

1 + β
·
(
t

t0

) 1
1+κ
−

1 +
√
βκ
(
y0
t0
−
√
β
x0
t0

)
1 + β

t

κ
; (15)

y (t) =

(
x0 +

√
βy0 +

t0
κ

)√
β

1 + β

(
t

t0

) 1
1+κ

+

κ
(
y0
t0
−
√
β
x0
t0

)
−
√
β

1 + β

t

κ
. (16)

Отличие формул (15), (16) от формул (6), (7) — в показателе степени в первом слагаемом.
Контактная поверхность, задаваемая уравнением (14), удовлетворяет постановке стандартной

ХЗК о движении мягкого поршня по фоновому течению типа ДВС с заданным давлением. Это
легко показать, вычислив значение скорости звука вдоль линии DE:

c (t) =
1

β
+

κ√
β

(
1√
β

x

t
+
y

t

)
=

κ
κ + 1

(
x0
t0

+
1

κ

)(
t

t0

)− κ
κ+1

.

Видно, что значение скорости звука вдоль прямой DE не зависит от x, y, т. е. в каждый фикси-
рованный момент времени оно постоянно и свое. Отсюда очевидно, что поверхность проницаемого
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поршня в области ДВС, задаваемая выражением (14), является поверхностью постоянного давле-
ния. Тем самым доказано, что построенное решение описывает второй способ сжатия — давлением
на мишень, одинаковым со всех сторон.

Алгоритм построения поверхности проницаемого поршня, сжимающей газ в области
ДВС. Алгоритм построения поверхности проницаемого поршня постоянного давления в области
ДВС при t0 ≤ t ≤ 0 повторяет алгоритм построения поверхности непроницаемого поршня для
первого способа воздействия на мишень. Координаты точек участка CD (см. рис. 4, б) поршня
в области ЦВ вычисляются по формуле (8), а координаты участка DE поршня в области ДВС
вычисляются по дискретизированным формулам (15), (16), а именно:

xi,j =
xi−1,j +

√
βyi−1,j +

ti−1

κ
1 + β

(
ti
ti−1

) 1
1+κ
−

1 +
√
βκ
(
yi−1,j

ti−1
−
√
β
xi−1,j

ti−1

)
1 + β

ti
κ
, (17)

yi,j =

(
xi−1,j +

√
βyi−1,j +

ti−1

κ

)√
β

1 + β

(
ti
ti−1

) 1
1+κ

+

κ
(
yi−1,j

ti−1
−
√
β
xi−1,j

ti−1

)
−
√
β

1 + β

ti
κ
. (18)

При переходе частиц газа из области ЦВ в область ДВС, как указано выше, за счет движения
характеристики AD точки поверхности поршня CDE исключаются из расчета по формуле (8) и
добавляются в расчет по формулам (17) и (18).

Замечание. В работе [6] допущена неточность. Формулы (20), (21) из [6], совпадающие с фор-
мулами (6), (7) из настоящей работы, не описывают движение поверхности поршня с постоянным
давлением в области ДВС рассмотренного здесь второго случая. Указанное движение описывается
формулами (17) и (18) из данной работы.

Анализ свойств течения сжатия газа в области ДВС под действием проницаемого
поршня. На рис. 9 показаны результаты расчета функции p в области ЦВ+ДВС для поршня CDE
(участок DE поршня в области ДВС проницаем), точки поверхности которого в области ДВС дви-
жутся по закону (17), (18), в моменты времени t1 = −0,9, t2 = −0,5 и t3 = −0,1. Видно, что уча-

Рис. 9. Распределение давления газа в призматическом объеме в моменты времени t1 (а), t2 (б), t3 (в) при
его сжатии поршнем CDE (участок DE поршня в области ДВС проницаем)
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сток DE проницаемого поршня в рассматриваемые моменты времени перпендикулярен косой стен-
ке. Газ из области ЦВ с течением времени перетекает в область ДВС, но при этом области локальной
сильной кумуляции не наблюдается, потому что
часть газа покидает область сжатия через про-
ницаемый поршень.

На рис. 10 показаны результаты расчета
функции p вдоль поверхности поршня CDE в
моменты времени t1—t3. Видно, что давление
газа на поршне в области ДВС совпадает с дав-
лением газа на поршне в области ЦВ для рас-
сматриваемых моментов.

На рис. 11 показаны интегральные характери-
стики сжатия (значения δm в интервалах давле-
ний Ap, Bp, Cp для областей ДВС и ЦВ+ДВС и
Ar — мощности энерговложения в мишень) тече-
ния типа ЦВ+ДВС поршнем CDE, участок DE
которого в области ДВС (см. рис. 9) является
проницаемым.

Из рис. 11, а видно, что изменение с течением
времени значений δm носит качественно иной
характер, чем при предыдущем способе воздей-
ствия на мишень. Так как давления на поршне
CDE для областей ЦВ и ДВС совпадают, то при
приближении к моменту коллапса минимальная
граница интервалов давления Ap, Bp и Cp сдви-
гается к точке E таким образом, что площади
областей пространства, занимаемых газом с дав-
лением из интервалов Ap, Bp и Cp, по отношению
к площади области ДВС остаются неизменны-

Рис. 10. График функций p в моменты времени
t1 ( ), t2 ( ) и t3 ( ) вдоль поверхности порш-
ня CDE в области ЦВ+ДВС

Рис. 11. Значения δm для интервалов давлений Ap ( ), Bp ( ) и Cp ( ) в областях ДВС (а), ЦВ+

+ДВС (б) и мощность энерговложения в мишень (в)

– 37 –



Е. И. Понькин

ми. Поэтому на рис. 11, а значения δm в области ДВС для интервалов давлений Ap, Bp, Cp посто-
янны и для каждого свои.

Рост значений δm на рис. 11, б связан с перетоком газа из области ЦВ в область ДВС. Значения
δm меньше по сравнению с предыдущим способом воздействия на мишень (см. рис. 6, в), так как
часть газа покидает область сжатия через участок DE проницаемого поршня, и не превышают 7%
от общей массы сжимаемого газа.

Из сравнения графиков функции Ar, приведенных на рис. 6, в и 11, в, видно, что качественно про-
цессы сжатия для обоих способов воздействия на мишень подобны друг другу и разделяются на два
этапа: медленное сжатие и последующий резкий удар. При этом для варианта воздействия на ми-
шень проницаемым поршнем с заданным давлением значение Amax

r меньше, чем для непроницаемого
поршня, приблизительно в 5 раз.

Заключение

В данной работе частное решение СУГД — ДВС — применено к математическому описанию двух
способов воздействия на мишень, используемых в физических экспериментах по УТС.

Установлено, что если газ в области ДВС сжимать первым способом воздействия на мишень —
движением непроницаемого поршня, то вне зависимости от начальной геометрической конфигу-
рации поршень с течением времени начинает выгибаться в сторону косой стенки. В окрестности
крайней точки поршня, в которой он касается косой стенки, возникает область большой локальной
кумуляции. Размер области и параметры кумуляции тем больше, чем более острый угол наклона
поверхности непроницаемого поршня к косой стенке в начальный момент времени.

В случае, когда газ в области ДВС сжимается вторым способом воздействия на мишень — про-
ницаемым поршнем с заданным давлением, равным давлению на поршне, сжимающем ЦВ, линия
этого поршня всегда перпендикулярна косой стенке в течении ДВС и эффекта большой локальной
кумуляции, естественно, не наблюдается.

Автор выражает признательность и благодарность своему научному руководителю профессору
С. П. Баутину за внимание, помощь и поддержку.
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ДООПЫТНОЕ ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
КВАЗИИЗЭНТРОПИЧЕСКОЙ СЖИМАЕМОСТИ ДЕЙТЕРИЯ И ГЕЛИЯ

В ОБЛАСТИ ВЫСОКИХ ДАВЛЕНИЙ
ПО МЕТОДИКЕ "ЛЭГАК"

А. О. Бликов, М. А. Мочалов, Е. В. Шувалова, Е. А. Бакулина, Е. А. Пронин
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области;

НГТУ им. Р. Е. Алексеева, г.Нижний Новгород)

Приводятся результаты численного моделирования по методике ЛЭГАК процесса
сжатия дейтерия и гелия в области давлений до 12ТПа и плотностей до 11 г/см3, прове-
денного до получения результатов опытов. Расчетные постановки соответствуют трем
типам экспериментальных устройств регистрации параметров квазиизэнтропической
сжимаемости газов и их макетам, в которых регистрируются кинематические пара-
метры движения границ оболочек. Основными целями доопытного численного иссле-
дования данных экспериментов являются получение параметров сжатия газов, в том
числе тех, определение которых во время проведения опыта не представляется возмож-
ным, а также при необходимости оптимизация постановки эксперимента для эффек-
тивного его проведения. Представлено сравнение полученных результатов численного
моделирования с результатами опытов, проведенных после расчетного исследования.
Согласие этих результатов позволило расширить применимость методики ЛЭГАК для
нового класса задач и в дальнейшем использовать результаты расчетов по методике
ЛЭГАК с целью оптимизации технологии экспериментальной регистрации параметров
квазиизэнтропической сжимаемости газов.

Ключевые слова: гелий, дейтерий, сжимаемость, двухкаскадное сферическое устрой-
ство, расчеты двумерных задач, методика ЛЭГАК.

Введение

Как известно, для моделирования состояний,
характерных для астрофизических объектов, в
лабораторных условиях используются различ-
ные методы: электрофизические [1, 2], лазер-
ные [3], взрывные [4]. В РФЯЦ-ВНИИЭФ с
1960-х гг. развивается метод квазиизэнтропи-
ческого сжатия. С использованием этого мето-
да исследована сжимаемость изотопов водорода,
гелия, аргона, азота и других газов в диапазоне
давлений 50—12 000ГПа, получаемая с помощью
нагружающих устройств на основе взрывчатых
веществ (ВВ) с двумя типами геометрии — ци-
линдрической [5] и сферической [6]. В подобных
устройствах экспериментально измеряется сред-
няя плотность сжатого газа на несколько момен-
тов времени. При этом соответствующие значе-
ния давления определяются из результатов рас-

четного моделирования. Экспериментальное ис-
следование проводится в два этапа: 1) опыт с
макетом, в котором регистрируются кинемати-
ческие параметры движения границ оболочек; 2)
опыт с полноразмерным устройством для изме-
рения сжимаемости газов.

Особая роль отводится расчетному моделиро-
ванию обоих этапов. При численном модели-
ровании сжатия макета (первый этап исследо-
вания) проводятся расчеты с целью определе-
ния места расположения датчиков измеритель-
ной системы, в которой должны отсутствовать
наводящие возмущения, и с целью отработки
технологии счета для описания работы полно-
размерного устройства, в том числе для выбо-
ра размеров коллиматоров и моментов времени
рентгенографирования.

Численное моделирование сжатия полнораз-
мерного устройства (второй этап исследования),
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помимо определения значений плотности и дав-
ления газов в фазах сжатия, также преследует
цель оценки влияния двумерных факторов (эле-
менты крепления, система инициирования, экс-
центриситет расположения каскадов и др.) на
основные результаты.

В настоящей статье представлены результаты
доопытного двумерного численного моделирова-
ния квазиизэнтропического сжатия с помощью
сферических устройств и их макетов по методи-
ке ЛЭГАК [7, 8].

Постановка опытов

Опыты проводились на рентгенографическом
комплексе РФЯЦ-ВНИИЭФ [9—15]. Общая схе-
ма постановки экспериментов со сферическими
устройствами показана на рис. 1. Подробное
описание технологии проведения экспериментов
представлено, например, в работе [12].

Следует упомянуть о некоторых моментах, су-
щественных при планировании опытов. Изобра-
жение границ оболочек устройства 1 (см. рис. 1)
фиксируется во время опыта при одновремен-
ном использовании тормозного излучения трех
мощных бетатронов 2. Особенностью рентгено-
графического комплекса является возможность
регистрировать несколько (до девяти) фаз дви-

Рис. 1. Схема постановки эксперимента с устрой-
ством сферической геометрии на рентгенографиче-
ском комплексе РФЯЦ-ВНИИЭФ: 1 — эксперимен-
тальное устройство; 2 — рентгеновские источники;
3 — регистраторы рентгеновских изображений; 4 —
свинцовые коллиматоры; 5 — защитные конусы (Al);
6 — защитное устройство

жения оболочек за один эксперимент и, следо-
вательно, прослеживать динамику сжатия [12].
Кроме того, для устранения влияния рассеянно-
го излучения на регистраторы 3 размер поля ре-
гистрации ограничен коллиматорами 4 и защит-
ными конусами 5. Таким образом, при подготов-
ке к эксперименту для применения всех возмож-
ностей рентгенографического комплекса необ-
ходимо правильно оценить временной интервал
его работы, включающий момент максимально-
го сжатия оболочки нагружающего устройства,
что является одной из целей расчетного иссле-
дования, а также определить размеры рабочего
поля для системы регистрации.

В настоящей работе рассмотрены двухкаскад-
ные устройства трех типов, конструкция ко-
торых схематично показана на рис. 2. Под
каскадом подразумеваются однотипные после-
довательно соединенные элементы конструк-
ции, включающие оболочку и газ. Параметры
устройств приведены в табл. 1, где RI и hI —
внешний радиус и толщина оболочки первого
(внешнего) каскада; RII и hII — внешний ради-
ус и толщина оболочки второго (внутреннего)
каскада; RВВ — внешний радиус заряда ВВ. В
устройствах 1 и 3 присутствует вставка из орг-
стекла между внешним каскадом и ВВ.

В экспериментах с данными сферическими
устройствами рентгенографическим комплексом

Рис. 2. Схематичное изображение эксперименталь-
ных устройств: 1 — газ; 2 — внутренняя оболочка
(оболочка второго каскада); 3 — внешняя оболочка
(оболочка первого каскада); 4 — оргстекло; 5 — ВВ;
6 — система инициирования
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Таблица 1
Характеристики сферических устройств

Первый каскад Второй каскадНомер устройства RВВ, см Наличие оргстекла
RI, см hI, см RII, см hII, см

1 7,5 0,4 5,8 0,4 18 +
2 10,16 0,7 4,5 0,5 18 −
3 10,16 0,7 3,6 0,5 22 +

зарегистрирован процесс квазиизэнтропическо-
го сжатия. По экспериментальным рентгено-
граммам по методике [16] восстановлены грани-
цы оболочек каскадов и определен момент мак-
симального сжатия газа.

Для каждого устройства были проведены экс-
перименты с соответствующим макетом. Кон-
струкция макета представляет собой в верх-
ней части полусферу (1/2 часть сферическо-
го устройства), нижняя часть содержит изме-
рительный блок различных экспериментальных
методик [12].

Целями проведения экспериментов с макетами
являлись исследование динамики разгона, сим-
метрии полета оболочек и, соответственно, реги-
страция диаграмм радиальной скорости, (R, t)-
диаграмм радиусов контактных границ и времен
прихода детонационной и ударной волн. Вре-
мена прихода волн в зависимости от углов в
сферической системе координат фиксировались
электроконтактными датчиками. Точки на на-
чальных участках (R, t)-диаграмм получены при
использовании рентгенографической методики.
Для измерения скорости полета оболочек при-
менялась гетеродин-интерферометрическая ме-
тодика с PDV-датчиками [17].

Методика ЛЭГАК

Доопытное двумерное численное моделирова-
ние квазиизэнтропического сжатия газов прове-
дено по методике ЛЭГАК [7, 8], которая предна-
значена для расчета многомерных нестационар-
ных течений многокомпонентной сплошной сре-
ды. Основные положения методики ЛЭГАК сле-
дующие:
– конечно-разностные схемы строятся на осно-

ве метода расщепления по физическим про-
цессам;

– используется лагранжево-эйлеров подход на
регулярной счетной сетке (четырехугольной
в двумерном случае);

– на каждом временном шаге расчет течений
сплошной среды осуществляется в два эта-
па:
• на первом (лагранжевом) этапе сетка

увлекается веществом; рассчитывают-
ся изменения величин за счет действу-
ющих сил;
• на втором (эйлеровом) этапе происхо-

дит перестроение счетной сетки по за-
данным правилам и конвективные по-
токи величин пересчитываются с одной
сетки на другую;

– для локализации сильнодеформируемых
контактных границ при расчете много-
компонентных течений используется метод
концентраций, в основу которого положены:
• введение концентраций компонентов в

смешанной ячейке (массовых и объем-
ных долей);
• определение уравнений замыкания для

компонентов смешанной ячейки на
лагранжевом этапе вычислений;
• использование специального донорно-

акцепторного алгоритма, ограничива-
ющего счетную диффузию [18], для
расчета конвективных потоков величин
компонентов из смешанных ячеек.

Для уменьшения дисбаланса полной энергии
временная и пространственная аппроксимации
строятся на основе принципа полной консерва-
тивности и согласованности. Разностная схема
является явной, условно устойчивой, с ограни-
чением на шаг по времени.

Одноименная программа функционирует как
на однопроцессорных, так и на многопроцессор-
ных вычислительных системах [8].

Постановка расчетов

Экспериментальные сферические устройства
имеют секторную симметрию. В расчетах ис-
пользовалась начальная постановка задачи c
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1/4 частью центральной плоскости конструкции
сферического нагружающего устройства.

Расчеты двумерной осесимметричной задачи
проведены в однообластной постановке на непо-
движной сферической сетке. Внешний радиус
математической области выбран равным 25 см в
устройствах 1, 2 и 40 см — в устройстве 3. В
качестве вещества окружения эксперименталь-
ной сборки задан вакуум. По результатам пред-
варительных расчетов на последовательно сгу-
щающейся сетке выбрано следующее простран-
ственное разбиение: размер ячейки по радиу-
су 0,01 см, по углу — 0,5◦ . Во всей области, за
исключением вакуума, построена равномерная
счетная сетка. Общее количество точек в рас-
четах составило 0,35÷ 0,5млн.

В табл. 2 для каждого экспериментального
устройства представлены названия веществ в по-
становках расчетов и их начальные состояния,
определяемые по значениям плотности ρ0 и дав-
ления P0. Номера веществ (кроме вакуума) со-
ответствуют рис. 2. Система инициирования на
рис. 2 определяется заданием соответствующей
области продуктов взрыва, которые обозначены
в табл. 2 аббревиатурой ПВ.

Для устройств 1 и 2 использовалось ВВ на
основе гексогена, для устройства 3 — на осно-
ве октогена. Для описания поведения веществ
использовались уравнения состояния из библио-
теки общего фонда УРС-ОФ [19]. Для модели-
рования поведения газов выбраны уравнения со-
стояния, описание которых можно найти, напри-
мер, в работах [20—22]. Отметим, что начальное
состояние газа характеризуется заданием нену-

Таблица 2
Начальные параметры веществ

Устройство
Номер вещества Вещество 1 2 3

ρ0 P0 ρ0 P0 ρ0 P0

1 D2 0,02 0,013 0,036 0,026 0,036 0,026
1 He 0,025 0,0168 0,038 0,0268 0,038 0,0252

2, 3 Сталь 7,85 0 7,85 0 7,85 0
4 Оргстекло 1,18 0 − − 1,18 0
5 ВВ гексоген 1,86 0 1,86 0 − −
5 ВВ октоген − − − − 1,88 0
6 ПВ гексоген 1,86 0 1,86 0 − −
6 ПВ октоген − − − − 1,88 0

Вакуум 0,001 0 0,001 0 0,001 0

левого начального давления P0. В расчетах газ
находился в покое до прихода ударной волны.

Для моделирования упругопластического по-
ведения стальных оболочек использовалась фе-
номенологическая модель сдвиговой прочности
Б. Л. Глушака [23]. Учет откольной прочности
стали осуществлялся с помощью модели хрупко-
го откола с критериальным параметром разру-
шения Pкр = −4ГПа [24].

В экспериментах подрыв ВВ реализовывал-
ся при помощи системы инициирования, из-за
конструкции которой наблюдалась асимметрия
выхода детонационной волны на внутреннюю
границу заряда ВВ [12]. В расчетах для всех
устройств учет системы инициирования ВВ осу-
ществлялся путем задания слоя мгновенной де-
тонации с криволинейной внутренней поверхно-
стью. Контактная граница этого слоя и ВВ
построена с помощью функции R (ϕ) = R0 −

−A sin

(
2πϕ

b
+ c

)
со специально подобранными

параметрами R0, A, b, c. Процесс распростране-
ния детонационной волны моделировался с по-
мощью пошагового алгоритма контроля скоро-
сти детонации [25].

Результаты расчетов

Для демонстрации процесса сжатия на приме-
ре моделирования работы устройства 3 с дейте-
рием на рис. 3 приведены поля распределения
веществ с изолиниями давления на характерные
моменты времени: t = 9 мкс — приближение де-
тонационной волны к внешней границе оргстек-
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ла; t = 14 и 25мкс — выход ударной волны на
внешние границы первого и второго каскадов со-
ответственно; t = 31,17мкс — время максималь-
ного сжатия центрального газа.

С целью обоснования выбора сеточного разби-
ения проведена оценка влияния пространствен-
ной дискретизации на характеристики сжатия
устройства 2 с дейтерием. В табл. 3 приведены
зависимость значения средней плотности ρmax

центрального газа в момент максимального сжа-
тия от размера счетной ячейки по радиусу hr
и относительное отклонение ρmax (hr) от зна-
чения линейной экстраполяции на ось ординат
(hr → 0). Как видно из табл. 3, для сетки с раз-
мером 0,01 см ρmax отличается от значения ли-
нейной экстраполяции не более чем на 2%, что
соответствует удовлетворительной точности для
задач подобного класса.

Рис. 3. Динамика сжатия устройства 3 (газ — дейтерий) с изолиниями давления (ГПа)

Для устройства 2 проведены дополнительные
исследования с целью оценки влияния на основ-
ные параметры сжатия газа характерного раз-
мера счетной ячейки, наличия конструктивных
особенностей в виде элементов крепления или от-
верстий в оболочках каскада, а также влияния
упругопластических свойств оболочек.

Таблица 3
Результаты расчетов с вариацией hr

Относительное
hr, см ρmax, г/см3

отклонение ρmax, %
0,02 8,1096 3,07
0,01 8,2045 1,93
0,005 8,3187 0,56
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Анализ влияния наличия элементов крепле-
ния внутреннего каскада к оболочке внешне-
го каскада на параметры сжатия проведен для
опыта с дейтерием. Учет элементов крепления
приводит к снижению максимального значения
средней плотности газа в центральной области
на 0,1%.

Перед экспериментом для напуска газа в цен-
тральную полость используют небольшое отвер-
стие в оболочке внутреннего каскада, диаметр
которого составляет 0,1 см. При расчетном мо-
делировании с учетом отверстия максимальное
значение средней плотности дейтерия централь-
ной области увеличилось примерно на 1,5% по
сравнению с расчетом без отверстия.

Исследование влияния упругопластических
свойств оболочки внутреннего каскада проведе-
но в расчетах с дейтерием и гелием. Результаты
показывают, что отсутствие упругопластических
свойств оболочки приводит к увеличению макси-
мального значения средней плотности централь-
ного газа: на 2% для дейтерия и на 2,6% для
гелия.

В целом, отмечено незначительное влияние
этих факторов на параметры сжатия газа с уче-
том экспериментальной погрешности измерения
его средней плотности, составляющей ∼15%.

Для каждого устройства проведено расчетное
моделирование сжатия полусферического маке-
та с целью выбора тактики счета и определения
моментов рентгенографирования в эксперимен-
те. В качестве результатов расчетов полусфе-
рических макетов приводятся (R, t)-диаграммы
движения границ оболочек для каждого устрой-
ства.

На рис. 4 показано сравнение расчетных
временных зависимостей радиусов оболочек(
(R, t) диаграмм

)
с экспериментальными данны-

ми из работ [10, 12] для устройства 1. Рас-
четные временные зависимости внутреннего ра-
диуса оболочки второго каскада приведены для
лучей, находящихся под углами ϕ = 0, 30, 90о;
остальные зависимости приведены для ϕ = 0.

На рис. 5 показаны результаты для устрой-
ства 2. Приведено сравнение расчетных вре-
менных зависимостей радиусов внешней и внут-
ренней границ стальных оболочек с эксперимен-
тальными данными из работ [12, 15]. Расчет-
ные временные зависимости внутренних радиу-
сов оболочки второго каскада приведены для уг-
лов исследования ϕ = 0, 45, 90о; остальные зави-
симости приведены для ϕ = 0.

Рис. 4. (R, t)-диаграммы движения границ оболочек
устройства 1: эксперимент [10, 12]: � — результаты
рентгенографирования; � — данные электроконтакт-
ной методики; — данные PDV; расчет: —
внешняя граница оргстекла; — внешняя грани-
ца первого каскада; — внутренняя граница обо-
лочки первого каскада; — внешняя граница вто-
рого каскада; , , — внутренняя граница
оболочки второго каскада для ϕ = 0, 30, 90о соответ-
ственно

Рис. 5. (R, t)-диаграммы движения границ оболочек
устройства 2: эксперимент [12, 15]: � — результаты
рентгенографирования; � — данные электроконтакт-
ной методики; — данные PDV; расчет: —
внешняя граница первого каскада; — внутрен-
няя граница оболочки первого каскада; — внеш-
няя граница второго каскада; , , — внут-
ренняя граница оболочки второго каскада для ϕ =

= 0, 45, 90о соответственно

На рис. 6 показаны результаты расчета для
устройства 3 в виде временных зависимостей ра-
диусов внешней и внутренней границ стальных
оболочек, а также оргстекла в сравнении с экс-
периментальными данными из работы [13]. Рас-
четные временные зависимости приведены толь-
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Рис. 6. (R, t)-диаграммы движения границ оболо-
чек устройства 3: эксперимент [13]: � — результаты
рентгенографирования; � — данные электроконтакт-
ной методики; — данные PDV; расчет: —
внешняя граница оргстекла; — внешняя граница
первого каскада; — внутренняя граница оболоч-
ки первого каскада; — внешняя граница второго
каскада; — внутренняя граница оболочки второ-
го каскада для ϕ = 0

ко для ϕ = 0, для остальных углов исследования
зависимости практически неразличимы.

Отметим, что представленные результаты по-
лучены только при экспериментальном и расчет-
ном моделировании сжатия дейтерия. Анало-
гичные результаты исследований гелия концеп-
туально близки к результатам с дейтерием.

Как видно из рис. 4—6, наибольшее отличие
в результатах с использованием того или иного
газа наблюдается в моменты, близкие к макси-

Рис. 7. Поля величин на момент остановки внутренней оболочки устройства 3 (газ — дейтерий): а —
давление (ГПа); б — плотность (г/см3)

мальному сжатию. Время максимального сжа-
тия, необходимое для выбора времен рентге-
нографирования, определяется моментом, при
котором происходит увеличение внутреннего
радиуса второго каскада, и находится по расчет-
ным (R, t)-диаграммам из рис. 4—6. Максималь-
ное отличие расчетных данных от эксперимен-
тальных значений, полученных с помощью элек-
троконтактных датчиков, не превышает 3,5%.

Расчетное моделирование сжатия газов в пол-
норазмерных сферических устройствах прово-
дится с целью получения параметров состояния
сжатого газа, т. е. определения значений плотно-
сти и давления. На рис. 7 показаны поля рас-
пределения давления и плотности вблизи цен-
тральной области в момент остановки внутрен-
него каскада, полученные в расчете полнораз-
мерного сферического устройства 3 с дейтерием.
Черной линией обозначена граница центральной
газовой полости.

Как видно из рис. 7, диапазон разброса значе-
ний давления и плотности по объему централь-
ной полости на момент максимального сжатия
достаточно велик. Учитывая сложный характер
распределения, для оценки основных термоди-
намических параметров сжатого газа использо-
ваны их средневзвешенные величины.

В табл. 4 приведены основные результаты рас-
четов и экспериментальные данные для трех ти-
пов экспериментальных устройств. Представле-
ны расчетные значения средней плотности ρmax

и давления Pmax центрального газа в момент
его максимального сжатия. Расчетное давление
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Таблица 4
Результаты экспериментов и расчетов

Номер Газ ρ0, Rmin, ρexp, Pcalc, ЛЭГАК
устройства г/см3 мм г/см3 ГПа ρmax, г/см3 Pmax, ГПа

1 D2 0,020 9,1 4,3 ± 0,9 2 210 4,76 2 059
He 0,025 10,0 3,8 ± 0,9 1 580 3,57 1 466

2 D2 0,036 7,07 6,5 ± 1,1 5 650 7,64 5 341
He 0,038 6,6 8,4 ± 1,9 4 750 6,98 4 574

3 D2 0,0353 4,76 10,0 +1,3
−0,9 11 400 10,455 10 136

He 0,0365 4,98 8,8 ± 1,3 10 062 10,38 10 086

Pmax вычислялось как средневзвешенное по фор-

муле Pmax =

∑
i
MiPi∑
i
Mi

. Здесь i — номер ячей-

ки счетной области; Mi = ρiViαi — масса i-й
ячейки, где ρi, Vi — плотность и объем ячей-
ки, αi — массовая концентрация центрального
газа в i-й ячейке. Прямое измерение в опытах
давления газа на момент максимального сжа-
тия не представляется возможным, поэтому оно
определяется посредством проведения расчетов
одномерной задачи [26] и обозначено в табл. 4
как Pcalc. Экспериментальное значение сред-
ней плотности газа при максимальном сжатии
ρexp вычисляется из предположения сфериче-
ской формы внутренней границы оболочки вто-
рого каскада [10]. Значение внутреннего усред-
ненного радиуса Rmin оболочки второго каскада
определяется по результатам трассировки заре-

Рис. 8. Сравнение результатов расчетов по методике ЛЭГАК (�) с экспериментальными зависимостями
P (ρ) для дейтерия: � — из [28]; N — из [8, 22]; � — из [9, 12]; ◦ — из [27]; � — для устройства 1 [10]; • —
для устройства 2 [15]; N — для устройства 3 [13]

гистрированной рентгенограммы [10—15] по ме-
тодике обработки [16].

Для оценки погрешности расчетных данных
из табл. 4 выбрана максимальная средняя плот-
ность ρmax, значения которой напрямую опреде-
ляются из эксперимента. Анализ показал, что
расчетные отклонения меньше, чем максималь-
ная экспериментальная погрешность, определен-
ная из табл. 4.

Для визуализации результатов на рис. 8, 9 со-
браны экспериментальные данные в виде зави-
симостей давления от плотности для дейтерия
и гелия из работ [8—15, 22, 27, 28] и расчет-
ные значения из сводной табл. 4, которым со-
ответствуют эксперименты 2011 г. для устрой-
ства 1, 2020 г. — для устройства 2 с дейтери-
ем, 2013 г. — для устройства 2 с гелием, а так-
же эксперимент 2016 г. для устройства 3. Как
видно из рис. 8, 9, расчетные значения согласу-
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Рис. 9. Сравнение результатов расчетов по методике ЛЭГАК (�) с экспериментальными зависимостями P (ρ)
для гелия: � — из [11]; � — из [14]; ◦ — из [27]; � — для устройства 1 [10]; • — для устройства 2 [12]; N —
для устройства 3 [14]

ются с общей картиной экспериментальных дан-
ных по квазиизэнтропическому сжатию газов.

Заключение

В работе представлены результаты доопыт-
ного численного моделирования работы сфе-
рических устройств трех типов для регистра-
ции параметров квазиизэнтропической сжима-
емости дейтерия и гелия в области давлений
2 000—12 000ГПа и плотностей 3,5—11 г/см3,
впервые проведенного по методике ЛЭГАК. По-
лученные после численного моделирования экс-
периментальные результаты с приемлемой точ-
ностью согласуются с расчетными. На основа-
нии сравнения расчетных и экспериментальных
данных можно сделать вывод о том, что методи-
ка ЛЭГАК позволяет с удовлетворительной точ-
ностью получать численные результаты, предва-
ряющие экспериментальные исследования ква-
зиизэнтропической сжимаемости дейтерия и ге-
лия, и использовать эти результаты с целью оп-
тимизации постановки опыта для эффективного
его проведения.
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О ПРИМЕНЕНИИ СРЕДСТВ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ
ДЛЯ ПОДДЕРЖАНИЯ КАЧЕСТВА ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СЕТКИ

ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ

А. В. Бабанов, А. В. Воеводин, А. Н. Щербаков
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Рассматривается проблема автоматической коррекции разностной сетки в процес-
се численного решения задач газовой динамики. В лагранжево-эйлеровой методике
МИМОЗА проблема неудовлетворительного качества пространственной сетки связа-
на с деформациями линий разностной сетки, выделенных лагранжевым признаком,
который запрещает перестроение расположенных на этих линиях узлов после лагран-
жева этапа численного решения уравнений газовой динамики. Как правило, подобное
свойство узлов используется для выделения контактных границ веществ, которые сов-
падают с линиями разностной сетки. При больших деформациях разностной сетки в
задаче рано или поздно наступает момент, когда лагранжев признак узлов необходимо
удалить. В методике МИМОЗА эта процедура обычно выполняется в ручном режиме,
что вносит в численное решение фактор неопределенности времени удаления лагран-
жева признака.
Проблему идентификации дефектных узлов разностной сетки с лагранжевым при-

знаком с последующей своевременной его заменой на другой тип перестроения авто-
ры решают средствами технологии машинного обучения. Представлен шаблон набора
входных данных для обучения искусственной нейронной сети, характеризующий пред-
посылки образования дефектных конфигураций для узлов с лагранжевым признаком.
Приведены результаты апробации алгоритмов новой технологии на двух тестах с силь-
ными деформациями лагранжевых линий.

Ключевые слова: искусственная нейронная сеть, многослойный персептрон, поддер-
жание качества пространственной разностной сетки, газовая динамика.

Введение

При использовании ALE (Arbitrary
Lagrangian-Eulerian) метода [1] для модели-
рования задач механики сплошной среды
вычисления на временном шаге проводятся в
два этапа. На первом (лагранжевом) этапе
узлы пространственной разностной сетки пере-
мещаются вместе с веществом. На следующем
(эйлеровом) этапе по определенным правилам
перестраивается пространственная разностная
сетка, а затем на нее производится пересчет се-
точных величин, полученных после лагранжева
этапа.

В ALE-методике МИМОЗА [2] при построе-
нии начальной пространственной сетки контакт-
ные границы раздела веществ обычно совпада-
ют с линиями сетки, называемыми в этом слу-

чае лагранжевыми линиями (ЛЛ), и выделя-
ются специальным лагранжевым типом пере-
строения сетки. После лагранжева этапа узлы
разностной сетки, расположенные на ЛЛ (име-
ющие лагранжев признак), не изменяют свое-
го геометрического положения при перестроении
пространственной сетки и ограничивают (запре-
щают) движение потоков объема через границу
счетной ячейки при пересчете величин. Такой
подход в случае малых деформаций простран-
ственной сетки позволяет проводить расчет мно-
гокомпонентной среды с более высокой точно-
стью.

Для построения новой пространственной сет-
ки между ЛЛ используются локальные итера-
ционные алгоритмы, которые, однако, не гаран-
тируют, что новая разностная сетка не будет со-
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держать сильно вытянутых или даже вырожден-
ных счетных ячеек. Для предотвращения пере-
крытий (перехлестов) в соседних счетных ячей-
ках при сильной деформации вещества лагран-
жев тип перестроения сетки в узлах заменяют
другим типом, который открывает возможность
для свободного движения вещества через грани-
цу счетной ячейки, что приводит к появлению в
задаче смешанных ячеек [3], содержащих более
одного вещества.

До настоящего времени в методике МИМОЗА
процедура замены лагранжева типа перестрое-
ния сетки в узле не была строго формализова-
на и вносила в проблему актуального состояния
пространственной сетки на счетных временных
шагах фактор неопределенности.

В статье рассматривается возможность ис-
пользования механизма автоматического снятия
лагранжева признака узлов, основанного на на-
боре индикаторов (значений геометрических па-
раметров), учитывающих состояние простран-
ственной сетки в задаче, без участия челове-
ка. Такой механизм должен анализировать вы-
бранные параметры программными средствами
на счетных временных шагах. Однако даже для
структурированной криволинейной сетки, состо-
ящей из четырехугольников, таких параметров
может быть выбрано много, что неизбежно при-
водит к появлению в программе многочислен-
ных логических ветвлений и условных перехо-
дов с недостаточно обоснованным определением
пороговых критериев. В итоге программная ре-
ализация такого алгоритма по сложности меха-
низма принятия решения становится близкой к
проблеме распознавания образов.

Одним из современных и мощных инструмен-
тов решения задачи выявления зависимостей
среди многочисленных параметров, которые ха-
рактеризуют рассматриваемый объект, являют-
ся алгоритмы машинного обучения [4—6]. Тех-
нология машинного обучения может находить
трудноуловимые для когнитивных способностей
человеческого мозга многопараметрические за-
висимости (критерии). Данное свойство ма-
шинного обучения позволяет пропустить этап
формирования точного программного алгоритма
для механизма решения проблемы ЛЛ и помо-
гает выбрать обобщенные критерии идентифи-
кации "дефектных" узлов на ЛЛ. Таким обра-
зом, решение исходной проблемы сводится к за-
даче классификации данных для сегментов (от-
резков) ЛЛ: либо сегмент не влияет на качество
разностной сетки, либо он вскоре приведет к об-

разованию перекрытия (перехлеста) в соседних
счетных ячейках.

В противоположность традиционному подхо-
ду программирования механизм принятия реше-
ния, основанный на принципах машинного обу-
чения, является менее затратным, простым в со-
провождении и более гибким в его настройке на
разные классы задач. Технология машинного
обучения, основанная на искусственных нейрон-
ных сетях (ИНС), позволяет решать задачу клас-
сификации данных, оперируя информацией об
объекте и набором весовых синаптических коэф-
фициентов связей между нейронами.

С учетом вышеизложенного авторы разрабо-
тали и реализовали в методике МИМОЗА искус-
ственную интеллектуальную систему (ИИС) для
поддержания качества пространственной сетки.
ИИС позволяет решать связанные с этим про-
блемы с помощью нейросетевого классификато-
ра, построенного на основе ИНС прямого рас-
пространения — многослойного персептрона [7,
8], обученной классическим методом обратного
распространения ошибки [9, 10].

Определение шаблона
входных данных ИНС

Для решения проблемы заблаговременного
снятия лагранжева признака для узлов про-
странственной сетки необходимо выявить усло-
вия и предпосылки образования деформаций
сегментов ЛЛ, которые на следующих времен-
ных шагах могут привести к образованию пере-
крытий и перехлестов счетных ячеек. Отметим,
что здесь данный вопрос рассматривается толь-
ко для случая двумерных сферических сеток.

Рассмотрим наиболее распространенный тип
деформации сегментов пространственной сетки
на ЛЛ — пики, показанные на рис. 1. В про-
цессе счета такие пики образуют нежелательную
геометрическую конфигурацию ячеек простран-
ственной сетки из-за потери свойства квазиорто-
гональности над (под) точками излома.

Рассмотрим сегмент пространственной сетки
(блок узлов разностной сетки 3×3) с сильным из-
ломом (рис. 2), где данные собираются для цен-
тральной точки 1. ЛЛ, отмеченную пунктирны-
ми линиями, в выбранном сегменте характеризу-
ют три точки: 1—3. Существует связь между пи-
кообразными деформациями ЛЛ и некоторыми
геометрическими параметрами. Продемонстри-

– 54 –



О применении средств машинного обучения для поддержания качества пространственной. . .

Рис. 1. Пример деформации ЛЛ: — ЛЛ; • —
точки излома

Рис. 2. Построение шаблонного набора входных дан-
ных для нейронной сети: а — сегмент ЛЛ с изломом;
б — треугольник для определения первого парамет-
ра шаблона; в — угол — второй параметр шаблона;
г — векторы для формирования третьего—пятого па-
раметров

руем получение этих параметров на примере из-
лома ЛЛ в точке 1.

Сформировавшийся излом можно идентифи-
цировать по следующим производным геометри-
ческим параметрам:
– площадь треугольника, образованного точ-

ками 1—3, нормированная на длину ребра
(жирная линия на рис. 2, б );

– угол между двумя векторами
−→
1 2 и

−→
1 3, на

рис. 2, в;
– длины трех векторов, образованных

точкой 4 начала разбиения столбца
(см. рис. 2, г) и точками 1—3, нормиро-
ванные на корень из суммы квадратов длин
этих векторов.

Пять указанных геометрических параметров
формируют шаблон набора входных данных, ко-
торый описывает ситуацию для одного узла на

ЛЛ и является вектором-входом для нейронной
сети. Совокупность подобных шаблон-наборов и
соответствующих им ответов — "хорошим" или
дефектным является узел ЛЛ — формирует базу
обучающей выборки.

Стоит отметить, что ИНС проводит классифи-
кацию узлов ЛЛ не по набору конкретных значе-
ний геометрических параметров (площадь, угол,
длины векторов), а на основе набора примеров.
То есть не требуется четко формализовать кри-
терии отбора дефектных узлов.

Разметка данных
для обучающей выборки

В пакете визуализации и инженерного анализа
IZOMIM [11] реализована процедура сбора дан-
ных для выбранного шаблонного набора из за-
дач, решенных с использованием лагранжево-
эйлерова подхода на сферической сетке. Для со-
здания обучающей выборки выделялись узлы на
ЛЛ в местах сильных изломов пространствен-
ной разностной сетки, для которых неминуемо
приходилось снимать лагранжев признак. При
обучении нейронной сети соответствующий же-
лаемый ответ для таких точек устанавливался
равным единице. Для остальных узлов на ЛЛ
устанавливался желаемый ответ, равный нулю,
свидетельствующий о том, что в этих точках
лагранжев признак снимать еще рано. Обуча-
ющая выборка создавалась на основе расчета 1
обучающей задачи (см. разд. "Тестовые расче-
ты"). Данные расчетов верификационной зада-
чи из того же раздела не входили в обучающую
выборку.

Для качественного обучения и достижения
стабильных результатов в задаче классифика-
ции нейронные сети должны обучаться на боль-
ших объемах данных. Если данных для каче-
ственного обучения ИНС недостаточно, то ино-
гда над набором данных выполняется операция
аугментации. Аугментация данных [7] — спе-
циальный прием для создания дополнительных
обучающих данных из имеющихся шаблонных
наборов. С этой целью авторами на языке про-
граммирования Python была реализована вспо-
могательная программа увеличения объема дан-
ных обучающей выборки, полученных из пакета
IZOMIM.
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Архитектура искусственной
нейронной сети

Для решения поставленной задачи класси-
фикации данных (хороший/дефектный узел
лагранжева типа) авторы реализовали ИНС с
архитектурой многослойного персептрона [7, 8],
которую и использовали в расчетах.

Топология ИНС — количество слоев, равное 3,
и число нейронов в них 5, 30 и 2 — подбиралась
исходя из следующих условий:
1) успешность обучения ИНС – процент пра-

вильных ответов;
2) минимизация количества скрытых слоев (не

первый и не последний слой) и числа персеп-
тронов в них, так как существует прямая за-
висимость вычислительной нагрузки от чис-
ла персептронов в ИНС.

Количество персептронов входного (первого)
слоя обуславливается шаблоном входных дан-
ных. Количество персептронов выходного (по-
следнего) слоя указывает на использование клас-
сификационной парадигмы обучения нейронной
сети. В предлагаемой парадигме решаются за-
дачи классификации данных: номер персептро-
на с максимальным активированным значением
есть номер множества, с которым будет соотне-
сен представленный на вход ИНС объект. Узлы
на ЛЛ в местах сильных изломов счетной сетки,
для которых необходимо убрать лагранжев при-
знак, — первое множество, остальные узлы на
ЛЛ — второе множество.

Тестовые расчеты

Обучающая задача. В момент времени t =
= 0 в области, представляющей полусферу ради-
усом 1 см, находится идеальный газ с уравнением
состояния p = (γ − 1) ρe. Удельная внутренняя
энергия равна нулю. Полусфера разделена на
пять подобластей, каждая из которых ограниче-
на замкнутым контуром, представляющим собой
ЛЛ, с внутренним и внешним радиусами. В каж-
дой подобласти заданы вещества с различными
термодинамическими свойствами (табл. 1).

При дискретизации области каждый столбец
пространственной сетки получался равномер-
ным разбиением внешней границы задачи по уг-
лу на 40 интервалов. Каждая строка разност-
ной сетки получалась разбиением столбца зада-
чи равномерно по массе на 80 интервалов. На

Таблица 1
Начальные данные обучающей задачи

Номер Внешний γ Плотность, Количество
подоб- радиус, г/см3 счетных ячеек
ласти см по радиусу

1 0,20 1,50000 1,8 34
2 0,25 1,50000 1,6 5
3 0,72 1,66667 1,4 22
4 0,80 1,66667 1,2 3
5 1,00 1,66667 1,0 16

границах раздела веществ для 35-й, 40-й, 62-й,
65-й строк задавались ЛЛ.

Скорости в узлах внешней границы полусфе-
ры задавались по следующему принципу:

— в каждом узле 81-й строки, кроме столбца с
номером 21:

Uxj,k = −0,1xj,k;
Uyj,k = −0,1yj,k;

— в столбце с номером 21

Uxj,k = −0,1xj,k + 0,01xj,k;

Uyj,k = −0,1yj,k + 0,01yj,k.

Обучающая задача была рассчитана тремя
различными способами. В расчете 1 задача счи-
талась без использования ИНС и без снятия при-
знака ЛЛ в местах сильных деформаций. Рас-
чет 2 выполнялся без ИНС, но в точках выра-
женных изломов на ЛЛ лагранжев признак за-
благовременно снимался расчетчиком в ручном
режиме, исходя из результатов расчета 1, пока-
завших, когда и из-за каких узлов ожидается
перехлест разностной сетки. Данные узлы вно-
сились в обучающую выборку для ИНС, кото-
рая использовалась в расчете 3. В расчете 3
признак ЛЛ счетной сетки снимался автомати-
чески в процессе счета без прерывания на осно-
ве прогноза ИНС. Узлы с лагранжевым призна-
ком, выделенные для создания обучающей вы-
борки, имели следующие индексы (строка; стол-
бец): (65;21), (40;20), (40;21), (40;22), (35;20),
(35;21), (35;22).

В расчете 1 некоторые ячейки пространствен-
ной сетки приводили к ситуации перехлеста, ко-
гда внутри счетной ячейки находилась вершина
соседней ячейки. Расчет закончился аварийной
остановкой в момент времени t = 11.

При проведении расчета 2 до момента аварий-
ного останова (t < 11) были выполнены записи
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разрезов (значений всех газодинамических и се-
точных величин), с прерыванием процесса сче-
та, затем в ручном режиме вносились измене-
ния в ЛЛ разностной сетки и производился за-
пуск на продолжение расчета. Снятие лагран-
жева признака было произведено в узлах с ин-
дексами (65;21), (40;20), (40;21), (40;22), (35;20),
(35;21), (35;22). Вследствие этого на момент вре-
мени t = 11 пространственная сетка не имела
перехлестов.

В расчете 3 на основе прогноза ИНС в про-
цессе счета идентифицировались дефектные уз-
лы разностной сетки с лагранжевым призна-
ком и автоматически вносились соответствую-
щие изменения. В пространственной сетке на
контрольный момент времени перехлестов не об-
наружено. В табл. 2 представлены данные о мо-
ментах времени автоматического снятия лагран-
жева признака с узлов и индексы этих узлов.

На рис. 3 показан вид счетной сетки на кон-
трольный момент времени для трех вариантов
расчета обучающей задачи.

Верификационная задача. В области,
представляющей в момент времени t = 0 полу-
сферу радиусом 1 см, находится идеальный газ
с уравнением состояния p = (γ − 1) ρe и показа-
телем адиабаты γ = 1,666667. Удельная внут-
ренняя энергия равна нулю. Данная полусфера

Рис. 3. Вид счетной сетки для трех вариантов расчета обучающей задачи, t = 11: а — расчет 1; б —
расчет 2; в — расчет 3

Таблица 2
Результат работы ИНС в расчете 3

Момент времени Индексы узла (j; k)

7,1 (65; 21)
8,8 (35; 21)
8,9 (35; 20)
8,9 (35; 22)
9,1 (40; 21)
10,2 (40; 20)
10,2 (40; 22)

разделена на три подобласти, каждая из кото-
рых ограничена замкнутым контуром, представ-
ляющим собой ЛЛ, с внутренним и внешним ра-
диусами. В каждой подобласти заданы веще-
ства с одинаковым уравнением состояния (иде-
альный газ), но с разными плотностями. Ради-
усы и плотности для каждой подобласти приве-
дены в табл. 3.

При дискретизации области каждый столбец
пространственной сетки получался равномер-
ным разбиением внешней границы задачи по уг-
лу на 40 интервалов. Каждая строка разност-
ной сетки получалась разбиением столбца зада-
чи равномерно по массе на 80 интервалов. На
границах раздела веществ — в 65-й и 70-й стро-
ках — задавались ЛЛ.
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Таблица 3
Начальные данные для верификационной за-
дачи

Номер Внешний Плотность, Количество
подобласти радиус, см г/см3 счетных ячеек

по радиусу
1 0,8 2,0 64
2 0,9 1,0 5
3 1,0 5,0 11

Скорости в узлах задавались следующим об-
разом:

— в каждом узле 81-й строки, кроме узлов с
номерами столбцов 6, 11, 16, 21, 26, 31, 36:

Uxj,k = −0,1xj,k;
Uyj,k = −0,1yj,k;

— в узлах 81-й строки с номерами столбцов 6,
11, 16, 21, 26, 31, 36

Uxj,k = −0,1xj,k + 0,01xj,k;

Uyj,k = −0,1yj,k + 0,01yj,k.

Аналогично предыдущей задаче данный тест
рассчитывался в трех различных вариантах. В
расчете 1 задача считалась без использования
ИНС и без снятия признака ЛЛ в местах силь-
ных деформаций. Расчет 2 выполнялся без
ИНС, но в точках выраженных изломов на ЛЛ
лагранжев признак заблаговременно снимался
расчетчиком в ручном режиме. В расчете 3 при-
знак ЛЛ счетной сетки снимался автоматически
в процессе счета без прерывания на основе про-
гноза ИНС с весовыми коэффициентами, полу-
ченными при обучении на первой задаче.

В расчете 1 на момент времени t = 7,3 обра-
зовались сильные изломы на ЛЛ и перехлесты в
сетке.

В расчете 2 на момент времени t = 6 в узлах с
индексами (70;4), (70;6), (70;11), (70;16), (70;21),
(70;26), (70;31), (70;36), (70;38) лагранжев при-
знак был снят и на момент времени t = 7,3 про-
странственная сетка не имела самопересечений.

В расчете 3 верификационной задачи реше-
ние о снятии с сегментов пространственной раз-
ностной сетки признака ЛЛ принималось ИНС
без участия человека и на контрольный момент
времени в пространственной сетке отсутствова-
ли перехлесты. В табл. 4 представлены данные о

Таблица 4
Результат работы ИНС в расчете 3 верифика-
ционной задачи

Момент времени Индексы узла (j; k)

5,1 (70; 4)
5,1 (70; 38)
5,3 (70; 21)
5,4 (70; 11)
5,4 (70; 16)
5,4 (70; 26)
5,4 (70; 31)
5,5 (70; 6)
5,5 (70; 36)

моментах времени снятия лагранжева признака
в узлах и индексы этих узлов.

На рис. 4 показан вид счетной сетки на кон-
трольный момент времени для разных вариан-
тов расчета.

В результате серии расчетов можно сделать
вывод о том, что реализованная ИИС позво-
ляет производить заблаговременное автоматиче-
ское снятие признака ЛЛ с линейных сегментов
пространственной сетки с сильными деформаци-
ями. Можно отметить универсальный характер
построенного шаблонного набора, архитектуры
сети и синаптических весов, полученных с ис-
пользованием обучающих данных в ходе подго-
товки и проведения серии расчетов двумерных
задач газовой динамики на сферических сетках,
постановка которых напоминает обучающую за-
дачу для разных веществ.

Заключение

В статье представлены некоторые методиче-
ские аспекты наполнения обучающей выборки
для ИНС прямого распространения, построен-
ной на базе модели многослойного персептро-
на и предназначенной для классификации дан-
ных при решении проблемы заблаговременного
снятия лагранжева признака в узлах простран-
ственной разностной сетки во время проведения
расчета.

Для двумерных сферических разностных се-
ток выбран шаблонный набор признаков, слу-
жащих входными данными для ИНС. Построен-
ная ИНС в совокупности с выбранным шаблоном
признаков позволяет для двумерных простран-
ственных сеток описанного типа с высокой ве-
роятностью предупреждать и устранять изломы
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Рис. 4. Вид счетной сетки для трех вариантов расчета верификационной задачи, t = 7,3: а — расчет 1; б —
расчет 2; в — расчет 3

на ЛЛ, которые могут создавать потенциально
опасные области разностной сетки и приводить
к преждевременной остановке расчета. Таким
образом, с помощью технологии машинного обу-
чения для расчетов по методике МИМОЗА уда-
лось решить задачу заблаговременного снятия
лагранжева признака у множества точек на ЛЛ,
образующих пикообразные конфигурации.

Для структурированной четырехугольной
разностной сетки общего вида представлен-
ный в статье шаблонный набор признаков
будет недостаточным. Однако разработанная
ИНС легко модернизируется под более слож-
ные расчеты, содержащие сетки с ЛЛ, путем
добавления новых признаков и расширения
обучающей выборки.
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УЛУЧШЕНИЕ КАЧЕСТВА ОБЪЕМНЫХ ЯЧЕЕК
ПУТЕМ УДАЛЕНИЯ МАЛЫХ РЕБЕР

ПРИ ГЕНЕРАЦИИ СЕТОК МЕТОДОМ ОТСЕЧЕНИЯ
В ПАКЕТЕ ПРОГРАММ "ЛОГОС"

Д. Н. Смолкина
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Описан подход к удалению малых ребер в многогранных ячейках при генерации
неструктурированных сеток методом отсечения в пакете программ "Логос". Удаление
малых ребер выполняется при отсечении ячеек шаблонной сетки треугольниками по-
верхностной сетки. Под малым ребром понимается ребро многогранной ячейки, длина
которого составляет меньше 30% длины ребра ячейки шаблонной сетки. Отсекаемые
ячейки разделяются на два типа — содержащие характерные особенности модели и про-
стые ячейки. Подходы к удалению малых ребер для каждого типа ячеек существенно
различаются. Для простых отсекаемых ячеек используется алгоритм, основанный на
методе марширующих кубов. При удалении малых ребер в ячейках, содержащих ха-
рактерные особенности модели, выполняется анализ совокупности объемов тетраэдров,
построенных путем разбиения выпуклой отсеченной ячейки и ее окрестности. Способ
построения тетраэдров, а также условие выпуклости ячейки и ее окрестности гаранти-
руют положительность объемов всех сформированных тетраэдров, что является необ-
ходимым условием для удаления малых ребер. Тестирование предложенных алгорит-
мов показало, что данный подход позволяет удалять из сетки до 70% малых ребер,
является автоматическим и универсальным, так как не зависит от класса рассматри-
ваемых задач. Это позволяет применять его для построения многогранных сеток на
геометрических моделях произвольной сложности.

Ключевые слова: пакет программ "Логос", неструктурированная сетка, улучшение
качества сетки, малые ребра, метод отсечения.

Введение

В пакете программ "Логос" [1] одним из эта-
пов подготовки расчетных сеток для численно-
го моделирования задач аэро- и гидродинамики
является генерация сеток методом отсечения [2].
Генератор позволяет выполнять построение се-
точных моделей для объектов с произвольной
геометрией, что делает его универсальным сред-
ством для проведения численных исследований
в области аэро- и гидродинамики. Одна из глав-
ных отличительных особенностей этого генера-
тора заключается в том, что он является полно-
стью автоматическим. Автоматизация построе-
ния сетки неизбежно накладывает жесткие тре-
бования к алгоритмам генерации сетки.

Одним из наиболее ярких примеров является
построение отсеченного многогранника (ячейки
сетки) с заданными свойствами. Вне зависимо-
сти от входных данных отсеченная ячейка долж-
на быть максимально хорошего качества (т. е.
удовлетворять определенным критериям), ина-
че численное моделирование может завершить-
ся неудачно. Вопросу качества сеток посвящено
большое количество исследований. Так, напри-
мер, в работах [3—7] приводится описание ме-
тодов, позволяющих улучшать качество сеток,
состоящих из таких элементов, как треуголь-
ник, призма, пирамида и шестигранник. В рабо-
тах [8, 9] рассматриваются подходы к улучшению
качества сеток с многогранными элементами.

В работе [8] отмечается, что в сетках с мно-
гогранными элементами к проблемам приводит
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наличие малых ребер: образуются ячейки с ма-
лым объемом, грани с малой площадью и т. д. В
данной статье описан метод, используемый для
удаления малых ребер* в выпуклых ячейках на
основе разбиения выпуклых многогранных яче-
ек на тетраэдры.

Формулировка подхода к удалению
малых ребер

Модуль отсечения является одной из состав-
ных частей генератора объемных сеток на ос-
нове метода отсечения. Основные этапы рабо-
ты генератора подробно описаны в работе [2].
Входными данными для работы модуля является
поверхностная треугольная сетка (пример сетки

*Под удалением ребра понимается замена одного его
узла на другой.

Рис. 1. Набор входных данных для работы модуля отсечения: а — поверхностная треугольная сетка; б —
характерные особенности; в — декартов адаптивный шаблон

Рис. 2. Пример модели с выделенными характерными особенностями

показан на рис. 1, а) с выделенными характерны-
ми особенностями (если они имеются) (рис. 1, б),
а также декартов адаптивный шаблон (рис. 1, в).

Под характерными особенностями понимают-
ся острые края исходной поверхностной сетки.
На рис. 2 более подробно показан пример моде-
ли, взятой из работы [10], с выделенными в ней
характерными особенностями.

Ячейки декартова адаптивного шаблона — па-
раллелепипеды, грани которых могут быть до-
полнительно разбиты, — далее будем называть
шаблонными ячейками.

Отсечение треугольными ячейками (для крат-
кости треугольниками) исходной поверхностной
сетки проводится отдельно для каждой шаблон-
ной ячейки, в которую они были распределе-
ны на предыдущем этапе работы генератора [2].
Пример шаблонной ячейки с попавшими в нее
треугольниками показан на рис. 3.
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Рис. 3. Исходная шаблонная ячейка: а — с набором треугольников; б — с отброшенной внешней частью
относительно сетки из треугольников

В зависимости от наличия или отсутствия
характерных особенностей в рассматриваемой
ячейке формируется одна или несколько поверх-
ностных граней. Под поверхностной гранью по-
нимается грань отсеченной ячейки, узлы кото-
рой лежат на исходной поверхностной треуголь-
ной сетке. Грани отсеченной ячейки, располо-
женные внутри объема, ограниченного исходной
поверхностной сеткой, будем называть внутрен-
ними. Грани отсеченной ячейки, полученные в
результате отсечения треугольниками, — отсе-
ченные.

Так как в основе модуля отсечения лежит по-
иск пересечений треугольников с ячейками шаб-
лонной сетки, при построении могут возникать
ребра малой длины, которые приводят к по-
явлению многогранных ячеек с малым объе-
мом (меньше 10−20 м3), неудовлетворительным
отношением длин сторон (больше 1 000), малы-
ми площадями граней (меньше 10−20 м2) и т. д.
Пример фрагмента сетки c такими ячейками по-
казан на рис. 4.

Рис. 4. Пример сетки с ячейками, содержащими малые ребра

В свою очередь, малые поверхностные грани в
отсеченных ячейках приводят к появлению ма-
лых призматических ячеек, так как построение
призматических слоев в генераторе проводит-
ся на основе поверхностных граней, полученных
после отсечения треугольниками ячеек шаблон-
ной сетки. В результате одна малая грань отсе-
ченной ячейки приводит к образованию несколь-
ких слоев малых призматических ячеек.

В зонах сетки, не содержащих характер-
ных особенностей, проблема малых ребер бы-
ла успешно решена путем выделения основных
типовых случаев пересечения шаблонной ячей-
ки треугольниками поверхностной сетки. При-
мер показан на рис. 5: желтым цветом отмечены
внутренние узлы шаблонной ячейки и треуголь-
ники, попавшие в ячейку. Для всех представлен-
ных случаев был реализован единый алгоритм
удаления малых ребер из сетки. При разработке
алгоритма использовался метод марширующих
кубов [11].
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Поясним на примере использование алгоритма
удаления малых ребер при отсутствии характер-
ных особенностей. Некоторые случаи пересече-
ния шаблонной ячейки с треугольниками, пока-
занные на рис. 5, можно сгруппировать с точки
зрения удаления малых ребер (рис. 6). После
этого, независимо от расположения узлов, отме-
ченных на рис. 6 желтым цветом (внутри объе-
ма, ограниченного исходной треугольной сеткой
или вне его), малые ребра из данных ячеек уда-
ляются единообразно по следующим правилам.
Узлы A, B, C, D (рис. 7) будут объединены в
один узел D. Затем узел D будет спроецирован
на поверхность треугольной сетки.

В областях же, через которые проходят ха-
рактерные кривые, могут возникать ячейки до-
статочно сложной формы (как выпуклые, так и
невыпуклые). Примеры таких ячеек показаны
на рис. 8. Формы таких ячеек могут быть любы-
ми, и они не подлежат обобщению.

В работе [12] приводится условие допустимо-
сти многогранной ячейки сетки. Многогранная
ячейка считается допустимой, если:
а) она является звездной относительно центра

тяжести своих вершин (отрезок, соединяю-

Рис. 5. Возможные варианты пересечений треугольника с кубом

Рис. 6. Пример обобщения случаев пересечения шаблонных ячеек с треугольниками для единообразного
удаления малых ребер

щий центр тяжести с любой из вершин ячей-
ки, располагается внутри ячейки);

б) центр тяжести каждой грани лежит внутри
конуса, натянутого на ребра грани, с верши-
ной в точке C центра тяжести многогранни-
ка.

Пример допустимой ячейки показан на рис. 9.
Координаты центра тяжести Cf грани f опре-

деляются по формуле

~Cf =
1

N

N∑
i=1

~ni, (1)

где N — количество узлов грани; ~ni — координа-
ты i-го узла грани.

Координаты центра тяжести ячейки C вычис-
ляются следующим образом:

~C =
1

Nf

Nf∑
i=1

~Cfi ,

где Nf — количество граней ячейки; ~Cf — коор-
динаты центра грани, вычисленные по форму-
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Рис. 7. Пример удаления малых ребер из ячейки, не
содержащей характерных особенностей

Рис. 8. Примеры отсеченных ячеек, построенных на
основе шаблонных ячеек, содержащих характерные
особенности модели

Рис. 9. Допустимая многогранная ячейка

ле (1). Таким образом, в работе [12] делается
вывод, что многогранная ячейка является допу-
стимой, если каждый из тетраэдров вида, пока-
занного на рис. 9, имеет положительный объем.
Полное количество таких тетраэдров равно 2ne,
где ne — количество ребер.

Исходя из такого определения допустимости
многогранной ячейки, можно сделать вывод, что
при удалении малого ребра из ячейки достаточ-
но проверить положительность объемов тетраэд-
ров преобразованной ячейки. Если объемы всех
тетраэдров, полученных после удаления ребра,
остаются положительными, то удаление ребра
является допустимой операцией над сеткой, в
противном случае — недопустимой, и ребро оста-
ется в сетке.

Отметим, что данное правило справедливо
только для выпуклых многогранных ячеек. Вы-
пуклость ячейки определяется по формуле [13]
(рис. 10)

α=

arccos
(
−
(
~N1, ~N2

))
,

[
~N,
(
~N1, ~N2

)]
>0;

2π−arccos
(
−
(
~N1, ~N2

))
,
[
~N,
(
~N1, ~N2

)]
≤0,

где ~N1 — нормаль к первой поверхностной гра-
ни; ~N2 — нормаль ко второй поверхностной гра-
ни; ~N — вектор ребра между двумя гранями,
ориентированный против часовой стрелки отно-
сительно первой грани. Если α ≥ π, то ячейка
выпуклая; если α < π — невыпуклая.

При генерации сеток методом отсечения реа-
лизован алгоритм разрезания невыпуклых мно-
гогранных ячеек на множество выпуклых, по-
этому алгоритм удаления ребер в ячейках может
быть использован для всех выпуклых ячеек сет-
ки после выполнения разрезания.

Рис. 10. Иллюстрация к формуле определения вы-
пуклости ячейки
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Алгоритм удаления малых ребер из
выпуклых многогранных ячеек

Разбиение ячейки на тетраэдры. Алго-
ритм удаления малых ребер в выпуклых ячей-
ках с характерными кривыми является одной из
составляющих частей модуля отсечения. Под
малыми ребрами в данном алгоритме подразу-
меваются ребра ячейки, длина которых мень-
ше 30% длины ребра шаблонной ячейки до от-
сечения. При выполнении алгоритма рассмат-
риваются все выпуклые ячейки, через которые
проходят характерные кривые. Все ячейки, в
окрестности которых есть невыпуклые ячейки,
не участвуют в преобразовании. Под окрестно-
стью ячейки понимаются все соседи по узлам те-
кущей рассматриваемой ячейки.

Для каждой рассматриваемой ячейки произ-
водится оценка ее ребер, т. е. формируется спи-
сок ребер — кандидатов на удаление. Если спи-
сок пуст, то выполняется переход к следующей
ячейке по списку, иначе текущая рассматрива-
емая ячейка разбивается на множество тетраэд-
ров. Пример ячейки, разбитой на тетраэдры, по-
казан на рис. 11.

Разбиение ячейки проводится аналогично то-
му, как было предложено в работе [12]: каждый
тетраэдр натянут на центр тяжести многогран-
ника C, центр тяжести одной из граней Cf , а так-
же одно из ребер этой грани (см. рис. 9). Окрест-
ность рассматриваемой ячейки также разбивает-
ся на тетраэдры. В результате получаем фраг-
мент сетки, состоящий из тетраэдров (рис. 12).

Следует отметить, что разбиение ячейки на
множество тетраэдров является лишь вспомо-
гательным средством для оценки возможности
удаления ребер из многогранной ячейки и не
является частью результирующей многогранной
сетки.

Рис. 11. Пример разбиения ячейки на тетраэдры

Рис. 12. Разбиение на тетраэдры рассматриваемой
ячейки и ее окрестности

Удаление ребра из сетки. Для проверки
возможности удаления малых ребер из ячейки,
содержащейся в полученном фрагменте, из этих
ребер формируются все возможные сочетания
без повторений (кортежи). Все кортежи обраба-
тываются последовательно в порядке уменьше-
ния количества содержащихся в них ребер.

При рассмотрении кортежа производится уда-
ление всех его ребер из тетраэдральной сетки.
В результате вместо исходной сетки получает-
ся преобразованная сетка из тетраэдров. После
этого оцениваются знаки объемов всех тетраэд-
ров, в которые входят узлы удаляемых ребер.
Объем положителен, если∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ax bx cx

ay by cy

az bz cz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

т. е. если векторы ~a = (ax, ay, az), ~b = (bx, by, bz),
~c = (cx, cy, cz), направленные вдоль ребер одного
из трехгранных углов тетраэдра, образуют пра-
вую тройку.

Если хотя бы один из тетраэдров имеет отри-
цательный объем, то переходим к рассмотрению
следующего кортежа. Операция повторяется до
тех пор, пока не будет найден подходящий кор-
теж или не будут рассмотрены все кортежи.

Отдельно следует отметить, что на изменен-
ные многогранные ячейки также накладывает-
ся ряд ограничений. Удаление малых ребер из
сетки не должно приводить к образованию вы-
рожденных многогранных ячеек (состоящих ме-
нее чем из четырех граней):
– содержащих внутренние точки (находящи-

еся внутри объема, ограниченного исходной
поверхностной сеткой);

– не являющихся плоскими.
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Дополнительное движение узлов сетки.
Удаление малых ребер не всегда приводит к
укрупнению поверхностных граней отсеченной
сетки. Подобная ситуация показана на рис. 13.
В данном случае условие положительности объ-
емов тетраэдров в окрестности ячейки выполне-
но, но фактически удаление малых ребер грани
привело к ухудшению качества сетки: пятиузло-
вая грань GABCM преобразовалась в трехузло-
вую GBM меньшей площади.

Из данного примера следует, что производить
удаление малых ребер из сетки недостаточно.
Чтобы предотвратить возникновение похожих
ситуаций, были добавлены операции перемеще-
ния узла и разбиения ребра сетки узлом. Кратко
опишем эти операции.

Пусть дана грань многогранной сетки, пока-
занная на рис. 14. Грань состоит из узлов 1—5.
Узлы 2—4 расположены внутри треугольной ис-
ходной сетки, а узлы 1, 5 — на ее поверхности.
Ребра 1-2, 4-5 — малые, их желательно из сетки
удалить. Но ребра можно удалять тогда и толь-
ко тогда, когда узел 3 переместится в новый узел
3∗. Если узлы 1 и 5 — обычные поверхностные
узлы, то узел должен быть просто спроециро-
ван на поверхность исходной треугольной сетки;

Рис. 13. Пример уменьшения площади поверхност-
ной грани: а — ячейка до удаления малых ребер; б —
ячейка после удаления малых ребер

Рис. 14. Схематичный пример грани

если же узлы 1 и 5 принадлежат одному харак-
терному ребру, то узел 3∗ также должен быть
"посажен" на это характерное ребро. Предпо-
ложим, что в текущей рассматриваемой ячейке
нет больше малых ребер. Тогда ребро 1-2 полу-
чит локальный номер 1, ребро 4-5 — локальный
номер 2, а движение точки 3 в узел 3∗ — номер 3.
Таким образом, единственно возможный кортеж
удаляемых ребер в ячейке — 1_2_3. Других ва-
риантов удаления нет.

После перемещения узла необходимо произве-
сти разбиение ребра сетки. Так, для примера,
показанного на рис. 14, в сетку будет добавлено
два ребра: 1-3∗ и 3∗-5, а сама грань будет удале-
на из сетки. Даже если отсеченная грань имеет
более сложный вид, принцип удаления ребер из
нее является одним и тем же как для поверхност-
ных, так и для внутренних граней. Имеется од-
на лишь разница: поверхностные грани вырож-
даются, если удаление малых ребер приводит к
образованию сильно вытянутой грани, т. е. гра-
ни, в которой периметр много больше ее площа-
ди. Определение таких граней осуществляется
согласно формуле

k =
P 2

4πS
,

где P — периметр грани; S — площадь грани.
Если k > 25, то грань считается сильно вытяну-
той.

Помимо образования сильно вытянутых гра-
ней при удалении малых ребер, необходимо избе-
гать образования граней, все узлы которых при-
надлежат одному характерному ребру. Такие
грани необходимо удалять из сетки.

Результаты апробации алгоритма

При тестировании на задачах, переданных
представителями предприятий разных отраслей
промышленности, была получена следующая
статистика: предложенный алгоритм позволяет
удалять до 70% малых ребер из сетки; улучше-
ния по изменению соотношений объемов наблю-
далось на 85% задач, по соотношению площа-
дей — на 60% задач. Данные для некоторых за-
дач по критерию Неудовлетворительное соот-
ношение длин ребер в ячейке (> 1 000) приводят-
ся в таблице.

На рис. 15, 16 показаны результаты работы мо-
дуля отсечения для моделей DLRF6 и SU37 [3].
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Рис. 15. Результат работы модуля отсечения для модели DLRF6: а — исходная сетка с выделенным фраг-
ментом; б — фрагмент сетки до исправления; в — фрагмент сетки после исправления
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Рис. 16. Результат работы модуля отсечения для фрагмента модели SU37: а — исходная сетка с выделенным
фрагментом в области крыла ракеты; б — фрагмент сетки до исправления; в — фрагмент сетки после
исправления
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Данные для некоторых задач по критерию
Неудовлетворительное соотношение длин
ребер в ячейке

Количество неудовлетворительных
Номер отсеченных ячеек
задачи до удаления после удаления

малых ребер малых ребер
1 666 15
2 222 26
3 243 3
4 13 0
5 177 15
6 206 21

Заключение

В данной работе приведено описание подхода
к удалению малых ребер при генерации сеток
методом отсечения в пакете программ "Логос".
При реализации подхода были учтены особенно-
сти формирования ячеек в генераторе. На ос-
новании этого был предложен ряд ограничений
и условий по корректному удалению малых ре-
бер в ячейках, а также дополнительные опера-
ции по модификации сетки, что позволило по-
высить эффективность применения подхода.

Реализованный алгоритм является автомати-
ческим и универсальным, так как не зависит
от класса рассматриваемых задач, что позволя-
ет применять его для построения многогранных
сеток на геометрических моделях произвольной
сложности.

Описанный подход позволил повысить каче-
ство расчетных сеток, обеспечив существенное
расширение возможностей по проведению чис-
ленного моделирования задач аэро- и гидроди-
намики на данных сетках.
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