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Термодинамические свойства различных изотопов водорода в экстремальных усло-

виях критически важны для физики плазмы, включая термоядерный синтез с инерцион-

ным удержанием (ICF), и астрофизики, включая теплое плотное вещество (WDM). Ос-

новная проблема при расчете термодинамических свойств водородной плазмы состоит 

в том, что ее статистическая сумма (СС) с энергетическими уровнями свободных атомов 

H расходится. Здесь мы показываем, что СС атомов H с уровнями энергии, учитываю-

щими конечный размер атомной ячейки в экстремальных условиях, сходится и, таким 

образом, может использоваться для прямых вычислений соответствующих термодина-

мических функций с очень низкими вычислительными затратами. Конечная СС была ис-

пользована для получения универсального уравнения состояния (УРС) водорода 

в широком диапазоне параметров. Получено УРС, которое адекватно описывает состоя-

ние водорода во всем диапазоне плотностей и температур, включая холодную кривую. 

Показано, что новый УРС хорошо согласуется с имеющимися измерениями и расчетами, 

выполненными с использованием самых современных вариантов теории функций плот-

ности (DFT) и квантовых методов Монте-Карло. Это означает, что новый подход пред-

ставляет собой жизнеспособную недорогую альтернативу вышеупомянутым традицион-

ным методам, вычислительные затраты которых во многих случаях непомерно высоки. 

Поскольку сходящаяся СС и соответствующие термодинамические функции были выве-

дены в аналитической форме, полученные формулы могут использоваться при модели-

ровании множества процессов и систем, играющих важную роль в физике плазмы и аст-

рофизике, включая ICF и WDM. 

 

Ключевые слова: статистическая сумма, неидеальная водородная плазма, теплая 

плотная материя, инерциальный термоядерный синтез. 

 

 

1. Введение 
 

Уравнение состояния (УРС) и термодинами-

ческие свойства различных изотопов водорода в 

широком диапазоне температур и давлений кри-

тически важны для физики плазмы, астрофизики, 

термоядерного синтеза с инерционным удержани-

ем (ICF) и теплой плотной материи (WDM) [1–12]. 

Например, для изучения ICF необходимы уравне-

ние состояния и термодинамические свойства 

водорода при экстремальных температурах 

и давлениях [1–5]. В случае воспламенения ICF 

дейтерий-тритиевая капсула сжимается до высо-

ких плотностей и температур либо непосредст-

венно мощным лазерным импульсом, либо кос-

венно путем генерации рентгеновских лучей в 

замкнутом объеме (hohlraum). Во время воспламе-

нения ICF этот дейтерий должен быть сжат до 

плотности в несколько 100 г/см3 и нагрет до не-

скольких кэВ. УРС водорода также необходим для 

изучения условий внутри планет-гигантов, таких 

как Юпитер, Сатурн, Уран, Нептун, которые со-

стоят в основном из водорода [6–8]. В то время 

как плотность внутри этих планет высока из-за 

гравитационного сжатия, температуры внутри них 

намного ниже, чем во время термоядерного синте-

за. Получение точного широкодиапазонного урав-

нения состояния водорода необходимо для полу-
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чения глубокого и ясного понимания этих астро-

физических объектов, потому что размер и рас-

пределение массы планет очень чувствительны 

к уравнению состояния водорода в широком диа-

пазоне параметров температуры и давления. 

Неидеальная плазма, в которой сильно влия-

ние электрон-ионного взаимодействия на свойства 

плазмы, характеризуемое параметром Γ > 1, назы-

вается теплой плотной материей (WDM) [6–12]. 

В WDM электронные возбуждения и частичная 

ионизация сильно влияют на его свойства. Полу-

чение достоверной информации об УРС WDM 

и электропроводности WDM в широком диапазоне 

параметров является совершенно необходимым 

[6–12]. Однако эксперименты по WDM чрезвычай-

но сложны, очень редки и, таким образом, имею-

щиеся в настоящее время экспериментальные дан-

ные, которые обычно получают при использова-

нии импульсного электрического разряда для по-

лучения плазмы и измерения электрического тока, 

скудны [6, 7]. Теория МВД разработана лучше, и 

перечень вычислительных методов, используемых 

в настоящее время для изучения МВД, включает 

квантовую молекулярную динамику QMD [8], мо-

дель среднего атома (ААМ) [9], модель плазмообра-

зования (PF) [10] и химическую модель (СМ) [11, 

12]. Однако вышеупомянутые методы довольно тре-

бовательны к вычислительным ресурсам, что делает 

затраты на вычисления, связанные с их использова-

нием, очень большой проблемой. 

Ясно, что получение глубокого и ясного по-

нимания свойств водорода в широком диапазоне 

температур и давлений является критически важ-

ным. Однако в настоящее время это связано с ря-

дом трудностей и большой неопределенностью 

как в теории, так и в экспериментах. В частности, 

эксперименты с водородом при высоких и экстре-

мальных температурах и давлениях очень сложны 

и связаны с большой неопределенностью, расчеты 

же требуют больших вычислительных мощностей 

и больших вычислительных затрат, которые во 

многих случаях непомерно высоки. 

Хорошо известно, что основная проблема при 

расчете термодинамических свойств водородной 

плазмы состоит в том, что ее статистическая сум-

ма (СС) с уровнями энергии свободных атомов 

водорода, когда пространство, занимаемое одним 

атомом водорода, считается бесконечным, расхо-

дится. Основная проблема здесь заключается в 

том, что СС для свободных атомов H не учитывает 

влияние соседних атомов, что важно в случае, ко-

гда плотность водорода высока, а размер элемен-

тарной ячейки, содержащей один атом H, конечен. 

Здесь мы показываем, что статистическая сумма 

атомов водорода с уровнями энергии, учитываю-

щими конечный размер атомной ячейки, сходится, 

и таким образом, может быть использована для 

прямых расчетов соответствующих термодинами-

ческих функций. Чтобы преодолеть проблему рас-

ходимости СС для водорода, мы используем под-

ход [14], в котором энергетические уровни водо-

рода были скорректированы с учетом конечного 

объема, приходящегося на атом водорода. 

В этом случае размер элементарной ячейки, 

содержащей один атом Н, определяется исключи-

тельно удельным объемом/плотностью плазмы. 

Статистическая сумма водорода при этом конечна 

при любых температуре и давлении. Она явно за-

висит от плотности и температуры и, таким обра-

зом, может использоваться для расчетов термоди-

намических свойств. Поскольку сходящиеся СС и 

соответствующие им термодинамические функции 

могут быть получены в аналитическом виде, их 

можно использовать при моделировании различ-

ных процессов и систем, играющих важную роль в 

физике плазмы и астрофизике, ICF и WDM при 

малых вычислительных затратах с типичным рас-

четом, занимающим от нескольких секунд до не-

скольких минут на персональном офисном ком-

пьютере. Мы также показали, что нелинейное по-

ведение термодинамических функций при малых 

плотностях связано с электронными возбужде-

ниями, которые приводят к переходу от уравнения 

состояния идеального газа, определяемого одной 

нейтральной частицей, к уравнению состояния, 

определяемому независимым движением ядра и 

электронов, и что нелинейность при высоких 

плотностях контролируется нелинейным поведе-

нием потенциала взаимодействия или упруго-

го/холодного давления. Тщательная оценка резуль-

татов этой работы путем сравнения их с имеющи-

мися экспериментальными данными и теоретиче-

скими предсказаниями, полученными с использо-

ванием различных методов, показывает хорошее 

совпадение и указывает на то, что предлагаемый 

подход является жизнеспособной недорогой аль-

тернативой традиционным методам, широко ис-

пользуемым в этой области, таким как [8–12].  

 

2. Электронная статистическая сумма  

атомарного водорода 
 

Статистическая сумма Z водородной плазмы 

записывается следующим известным уравнением 

[15]: 
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= −⎜ ⎟Θ⎝ ⎠
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где n – главное квантовое число, En – энергия со-

стояния с данным n, k – постоянная Больцмана, 

Θ = kT выражается в тех же единицах, что и En, 

T – температура. СС рассчитывается для одной 

атомной ячейки объемом V0 и ее значение для N 

атомов, занимающих объем V = N V0, равно ZN.  

В случае свободного атома энергия в атомных 

единицах 
2

0

e

a

 равна: 

2

1
.

2
n

E

n

= −                           (2) 

Хорошо известно, что в случае, когда исполь-

зуются энергетические уровни свободного атома 

водорода (2), СС расходится из-за того, что его 

члены растут как 2

n
Z n∼  при больших n. В этом 

случае СС нельзя использовать для прямых расче-

тов термодинамических свойств и уравнения со-

стояния. Причина наблюдаемой расходимости яс-

на, поскольку в случае плазмы, в которой объем, 

приходящийся на один атом водорода, конечен 

и зависит от плотности плазмы, взаимодействие 

с соседними атомами изменяет энергию электро-

нов в элементарных атомных ячейках и, таким об-

разом, использование энергетических уровней для 

свободных атомов водорода явно неоправданно. 

Для устранения расходимости СС водорода при-

меняются искусственные приемы, не имеющие 

физического смысла. Обычно расходимость СС 

устраняется за счет введения весовых множителей 

n
w  таких, что 0

n
w ⇒  при n⇒∞  [15–20]. 

Ключевой недостаток традиционного подхо-

да, такой как независимость энергетических уров-

ней сжатого водорода и СС водородной плазмы от 

плотности, был исправлен в работе [14], в которой 

явно объясняется влиянием сжатия атома как на 

энергетические уровни, так и на возникающие СС. 

Вместо деления частиц в плазме на атомы, ионы и 

электроны модель [14] рассматривает электриче-

ски нейтральные атомные ячейки, содержащие 

возбужденные электроны и ядра. Электроны все-

гда остаются внутри атомной ячейки; однако ра-

диус орбиты электрона r уменьшается с увеличе-

нием плотности водорода. Уровни энергии сжатых 

атомов водорода [21–23] явно учитывают конеч-

ный размер элементарной атомной ячейки и опре-

деляются следующим уравнением (в атомных 

единицах): 

2

2

1
( ) ,

2
n

n
Е x

xx

= −                        (3) 

где x  – параметр однопараметрической водородо-

подобной пробной волновой функции [24]  
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а ( )
( )

( )

m

km

k m

d L t
L t

dt

=  – обобщенные полиномы Ла-

герра, ( )
( )

.

k t k
t

k k

d e t
L t e

dt

−

=  

Выражение (3) может быть получено как из 

вариационного решения уравнения Шредингера 

с однопараметрическими водородоподобными проб-

ными волновыми функциями [24], так и из боров-

ского квантования орбитального момента ,mvr n= �  

где m – масса электрона, v – скорость электрона. 

В случай, когда радиус WS
r  сферической ячейки 

Вигнера–Зейтца, содержащей один атом водорода, 

конечен и зависит от плотности водорода 

0
/ ,

n WZ
x r a=  он определяется с помощью смешан-

ного граничного условия на границе ячейки 

( )1
0,

WZ

nn

r r

rR

r

−

=

∂
=

∂
 

где 
1nn

R
−

 – радиальная волновая функция для со-

стояния с наибольшим при данном n  значением 

орбитального квантового числа (и 1/ 2).j n= −  

Это условие сводится к выражению 

1
0,

WZ

WZ

nr

n
x

nr nr

n nx x

r r

r r

r e

n

nr e r e

r x

−

− −

−

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟
⎝ ⎠ = − =

∂
 

которое дает 
0/ ,

WZ
x r a=  где 0

a  – радиус Бора 

(первой боровской орбиты водорода).  

В случае использования теории Бора xn для 

сжатых атомов водорода также определяется ра-

диусом ячейки Вигнера–Зейтца. Когда электрон 

находится внутри сжатой ячейки, радиус его ор-

биты r при сохранении орбитального момента 

уменьшается по мере роста плотности водорода и, 
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таким образом, ячейка Вигнера–Зейтца сжимает-

ся. В случае свободного атома 2

n
x n=  определяет-

ся из условия минимума энергии / 0E x∂ ∂ =  и дает 

классические энергетические уровни 2
1/ 2

n
E n= −  

(в атомных единицах). 

Уравнение (3) при constx =  дает энергию од-

ного атома в твердом теле [21]: 

2 2 / 3
1/ 3

0 02
( ) 2 2 ,

22

n n
x x

Е x E E
xx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ
= − = −σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
   (5) 

где 
n
x  и 

0
E  относятся к состоянию равновесия 

при P = 0, 
0

,

ρ
σ =

ρ
 

0
ρ  – плотность при P = 0. 

В равновесии энергия атома минимальна. Стати-

ческое сжатие приводит к увеличению энергии 

атома, в результате чего возникает упругое (холод-

ное) давление, выражаемое формулой: 

( )5/ 3 4 / 3

0( ) 3 ,P Bσ = σ −σ                    (6) 

которая хорошо согласуется с экспериментом [21–

23]. Здесь 0 0

0

2

9

A
E N

B
A

ρ
=  – объемный модуль, 

A
N – число Авогадро и A – атомная масса. 

При 2

0
/ ,r a n>  как и в [19], используются 

уровни энергии свободного атома, а при 2

0
/r a n<  

расчет энергии атома осуществляется с использо-

ванием сжатой ячейки Вигнера–Зейтца (3). Стати-

стическая сумма (1) с уровнями энергии (3) выра-

жается как 

2

2
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1
2 exp

2
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Z n

n

⎛ ⎞
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Θ⎝ ⎠
∑  

2
2

2
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1 1
2 exp .

2x
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∑              (7) 

Здесь Θ = kT выражено в атомных единицах. 

Первый член в правой части уравнения (7) от-

носится к уровням энергии свободных атомов, а 

второй – к уровням энергии сжатых атомов, опи-

сываемым уравнением (5). Статистическая сумма (7) 

является функцией как температуры, так и объема, 

что позволяет проводить прямые расчеты термо-

динамических свойств водородной плазмы и схо-

дится при любых параметрах плазмы. Для состоя-

ний с 2n x>  уравнение (3) при constx =  дает  

 

 

0
n
E > , следовательно, при больших n члены ста-

тистической суммы 
n

Z  экспоненциально убывают. 

В случае, когда нижние связанные состояния 

мало заселены и в то же время общее число энер-

гетических уровней велико, суммирование в урав-

нении (7) можно заменить интегрированием. 

В результате получаем: 

2 2

2

0

/ 2 1/
2 exp

n x x
Z n dn

∞ ⎛ ⎞−
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

∫  

( )
3/ 2

2 1
2 exp .

2
x

x

π ⎛ ⎞
= Θ ⎜ ⎟

Θ⎝ ⎠
                (8) 

Конечная статистическая сумма Z, выражен-

ная уравнением (7), позволяет проводить прямые 

расчеты различных свойств водородной плазмы, 

широко используемых в физике плазмы, астрофи-

зике, термоядерном синтезе с инерционным удер-

жанием (ICF) и теплой плотной материи (WDM), 

таких как свободная энергия Гельмгольца F, дав-

ление P, энтропия S, свободная энергия Гиббса G 

и многие другие. 

Зависимость членов статистической суммы 
n

Z  

от главного квантового числа n показана на рис. 1. 

При n x≤  
n

Z  являются членами СС свободного 

атома. Они растут при n > 2 с ростом главного 

квантового числа (штриховая кривая). При пере-

ходе к уровням энергии сжатого атома 

( )n x>
n

Z  сначала продолжают расти, достига-

ют максимума, а затем быстро уменьшаются. 

 

Рис. 1. Зависимость от n членов статистической суммы Z
n
 

при температуре 3 эВ и различных плотностях (10
–3

,  
10

–4
, 10

–5
, 10

–6
, 10

–7
 г·см

–3
). Сплошные и штриховые  

линии относятся к сжатым и свободным атомам  

                                  соответственно  

 

 

Z
n
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3. Расчет электронной теплоемкости 
 

Средняя энергия электронов в плазме равна: 

2

1

1
2 exp .n

n

n

E
E n E

Z

∞

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

∑             (9) 

Для электронной теплоемкости при постоянном 

объеме получается выражение: 

22

2
,v

V

E EE
c k

T

−⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟

∂ Θ⎝ ⎠
         (10) 

где E  – среднее значение энергии электрона 

в условиях термодинамического равновесия, 2
E  – 

среднее значение квадрата энергии электрона. 

Изобарная теплоемкость определяется выражением:  

.

P V

V P

P V
с c

T T

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Рассчитанная таким способом изохорная теп-

лоемкость  водорода показана на рис. 2 и 3. На 

рис. 2 показаны зависимости изохорных элек-

тронных теплоемкостей атомарного водорода от 

плотности при различных значениях температуры. 

При низкой плотности электронная теплоемкость 

стремится к 3k/2, как в идеальном газе, что связа-

но с возбуждением электронов в этих условиях. 

С увеличением плотности кривые cv(ρ) имеют 

максимум, величина которого тем больше, чем 

меньше плотность плазмы. После точки максимума 

с увеличением плотности значение электронной 

теплоемкости уменьшается, приближаясь к нулю. 

Сильное изменение теплоемкости является причи-

ной нелинейного поведения давления в неидеаль-

ной плазме.  

 
                                                         ρ, г·см

–3
 

Рис. 2. Зависимость электронной теплоемкости атомарного 

водорода от плотности при различных значениях  

                   температуры (2, 3, 4, 5 эВ) 
 

Согласно расчетам при плотности 10–4 г·см–3 

и температуре 2 эВ внутренняя энергия электро-

нов водородной плазмы примерно в 10 раз пре-

вышает значение 3kT/2.  

На рис. 3 показаны зависимости изохорных 

электронных теплоемкостей атомарного водорода 

от температуры при различных значениях плотно-

сти. При низких значениях температуры элек-

тронная теплоемкость стремится к нулю, при вы-

соких – к 3k/2.  

 
T, эВ 

Рис. 3. Зависимость электронной теплоемкости от  

температуры при разных значениях плотности (10
–1

,  

                                   10
–2

, 10
–3

, 10
–4

 г/см
3
) 

 

Максимум в теплоемкости газов при высокой 

температуре обычно получают в химической мо-

дели тепловой ионизации (уравнение Саха), когда 

рассматривается химическое равновесие нейтраль-

ных атомов, свободных электронов и ядер. Эта 

модель дает результаты, близкие с нашими ре-

зультатами, хотя имеются некоторые различия по 

величине и ширине максимума. Понятие свобод-

ных не взаимодействующих с ядром электронов 

является явным упрощением процессов в плазме, 

так как электроны находятся всегда на расстоянии 

от ядра, не меньшем радиуса электрически ней-

тральной ячейки Вигнера–Зейтца, и всегда взаи-

модействуют с ядром.  

В пределе большого числа заселяемых уров-

ней можно перейти при вычислении физических 

величин от суммирования к интегрированию. 

В результате получаем: 

3 1
.

2
E

x
= Θ−                        (11) 

В этом предельном случае теплоемкость элек-

тронов, распределенных по большому числу дис-

кретных состояний, совпадает с теплоемкостью 

классического идеального газа. В разреженной 

плазме, когда энергия электростатического взаи-

модействия мала по сравнению с тепловой энерги-

ей, электронная составляющая давления также 

описывается уравнением состояния классического 

идеального газа. Этот результат можно считать 

T = 2 эВ 

T = 3 эВ 
T = 4 эВ 

T = 5 эВ 
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подтверждением принципа соответствия Бора, со-

гласно которому квантовая теория приближается к 

классической, когда разность энергий стационар-

ных состояний становится малой. 

 

 

3.3. Расчет давления 

После диссоциации молекулы водорода ста-

тистическая сумма равна произведению электрон-

ной статсуммы и статсуммы поступательного 

движения ядра (в твердом теле колебательного 

движения). Величины давления и энтропии опре-

деляются через производные свободной энергии 

ln .F N Z= − Θ  Для давления получаем:  

Т

F
P

V

∂⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

2 2 2
2

2
1

1 1 / 2 1/
1 2 exp .

3
x

N n n x x
n

V Z xx

∞

+

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Θ −
= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟Θ Θ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ (12)  

Первый член в (12) связан с движением ядра 

(в тяжелых атомах – атомного остатка), второй – 

с заселенностью электроном возбужденных со-

стояний атома. 

Рассчитанные по формуле (12) зависимости дав-

ления от температуры при различной плотности во-

дорода (1, 2, 3, …, 10, 11, 12, 13, 14)·10–3 г·см–3 по-

казаны на рис. 4. В качестве примера на верхней 

кривой маркерами показаны расчетные точки. Рас-

чет сотен точек занимает несколько минут персо-

нального компьютера. На рис. 4 ясно виден пере-

ход от сжатия идеального газа нейтральных ато-

мов при низких температурах к сжатию идеально-

го газа с удвоенным количеством частиц (ядер и 

электронов) после полной ионизации атомов. Пе-

реходная нелинейная область неидеальной плазмы 

занимает достаточно узкий интервал температур. 

На рис 5 показаны зависимости давления от 

температуры при плотности водорода 10–2 г·см–3. 

Прямые линии – асимптоты при низких и высоких 

температурах. 

Нелинейное поведение давления при низких 

плотностях связано с электронными возбужде-

ниями, которые дают переход от уравнения со-

стояния, определяемого движением в атомной 

ячейке одной нейтральной частицы к уравнению 

состояния, определяемого независимым движени-

ем ядра и электрона. При высоких плотностях не-

линейность определяется нелинейным поведением 

потенциала взаимодействия. 

 
T, кК 

Рис. 4. Зависимость давления от температуры при плот-

ности водорода (1, 2, 3, …,10, 11, 12, 13, 14)·10
–3 

г·см
–3

). 

В качестве примера на верхней кривой маркерами  

показаны расчетные точки. Для всех кривых точки  

рассчитываются при одних и тех же значениях температур  
 

 
T, кК 

Рис. 5. Зависимость давления от температуры при  

плотности водорода 10
–2 

г·см
–3

. Прямые линии –  

       асимптоты при низких и высоких температурах 

 

На рис. 6 показаны зависимости от темпера-

туры производных ,

V

P

T

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

 т. е. вдоль изохор. 

Кривые на рис. 6 приведены для тех же плотностей, 

что и на рис. 4. Рис. 6 показывает, что нелинейная 

область перехода от уравнения состояния идеального 

газа слабо возбужденных нейтральных атомов к 

уравнению состояния идеального газа с удвоенным 

числом независимо движущихся частиц, атом-

ного остатка (ядра) и электрона, достаточно уз-

кая (15–30 кК при плотности 10–3 г·см–3, 20–40 кК 

при 10–2 г·см–3). Перед выходом на уравнение со-

стояния полностью ионизованного газа производ-

ные 
V

P

T

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

 имеют слабо выраженный максимум.  

P
, 
Г
П
а
 

P
, 
Г
П
а
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На рис. 7 показаны зависимости давления от 

плотности при различных значениях температуры. 

При низких плотностях обычно достигается пол-

ная ионизация. При высоких плотностях число 

свободных электронов уменьшается, приближаясь 

к нулю. Поэтому наклон 
T

P⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠

 при малых плот-

ностях в два раза выше, чем асимптотически при 

больших плотностях.  

 

 
T, кК 

Рис. 6. Зависимость производных 
V

P

T

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 от температуры 

при плотности водорода (1, 2, 3, …,10, 11, 12, 13, 14)× 

                                     ×10
–3 

г·см
–3

 

 

 
ρ, г·см

–3
 

Рис. 7. Зависимость давления от плотности при разных  

          температурах водорода (5, 10, 15, 20, 25 эВ) 

 

 

3.4. Сравнение расчетного давления  

с экспериментами в парах металлов 

Расчетные кривые давления на рис. 4, 7 мож-

но перестроить в зависимости от температуры при 

разных значениях молярного объема или числа 

атомов в единице объема. В этом случае экспери-

ментальные данные [6] по давлению в парах раз-

личных металлов (B, Al, Si, Fe, Cu, W, Au) при 

одинаковом молярном объеме и температуре 

близки к результатам наших расчетов для водо-

родной плазмы. Это можно объяснить тем, что в 

условиях термодинамического равновесия между 

электронами и излучением при высоких темпера-

турах основной вклад в статистическую сумму 

дают возбужденные состояния с большим значе-

нием главного квантового числа n. Эти состояния 

c возбуждением одного электрона для всех эле-

ментов являются водородоподобными [19]. Отли-

чие уровней энергии состояния с малыми n l от 

уровней энергии водорода легко может быть учтено 

на основании экспериментальных данных [27, 28]. 

Сравнение результатов расчетов уравнения 

состояния (5) паров металлов со значением ρ/A в 

интервале 0,0017 – 0,011 г·см–3 показывает, что 

результаты близки к экспериментальным данным 

[6]. Преимуществом нашего метода является его 

ясность и чрезвычайная дешевизна и доступность 

расчетов. Расчет при постоянной плотности 1000 

точек по температуре занимает минуты персо-

нального компьютера. В [6] приведены отдельные 

точки (числом от 6 до 9), рассчитанные в рамках 

квантовой молекулярной динамики (QMD). Они 

выше данных эксперимента [6] и результатов на-

ших расчетов, как правило, на 10–20 %. При срав-

нении следует учитывать, что ошибки экспери-

мента не менее 15 %, как и ошибки QMD. Точки 

QMD рассчитаны в [6] в узком интервале темпера-

тур (до 30–40 кК). Экспериментальные точки [6] 

находятся в еще более узкой области (13–30 кК). 

В этой области точки описываются либо уравне-

нием состояния идеального газа слабо возбужден-

ных нейтральных атомов, либо они расположены 

на начальном нелинейном участке перехода к вы-

соким возбуждениям или к ионизации атома. 

В пределе больших возбуждений происходит пе-

реход к уравнению состояния идеального газа 

с удвоенным числом независимо движущихся час-

тиц, атомного остатка (ядра) и электрона. Наши 

расчеты более явно фиксируют этот переход по 

сравнению с расчетами QMD, по-видимому, и из-

за малого числа точек QMD [6].  

Результаты сравнения расчетов давления в па-

рах металлов при высокой температуре по уравне-

нию (12) с экспериментом [6] показаны на рис. 8. 

На рис. 8 сплошной линией показаны результаты 

наших расчетов, квадратами показаны точки QMD 

[6], штриховой линией – результаты расчетов ме-

тодом среднего атома (AAM) [29]. Уравнение (12) 

наиболее близко описывает эксперимент [6] для B, 

Ti. Ni, Ag. Данные QMD [6], как правило, выше на 

10–20 %. Результаты расчетов AAM [29] еще выше, 

особенно в области низких температур. В наших 

расчетах для Au начало нелинейного участка зави-

P
, 
Г
П
а
 

25 эВ 
 

20 эВ 
 

15 эВ 
 

10 эВ 
 

5 эВ 

d
P
/d
T
, 
Г
П
а
/к
К
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симости P(T) сдвинуто в сторону больших темпе-

ратур примерно на 3000 K. Экспериментальные 

данные для Al, Si и Cu рис. 9 располагаются ниже 

линии одноатомного идеального газа и, соответст-

венно, ниже наших расчетов, расчетов QMD и, тем 

более, AAM [29]. В принципе это можно было бы 

объяснить влиянием связывания атомов в димерные 

молекулы или в кластеры, содержащие большее 

число атомов. Однако вблизи начала ионизации 

процессы диссоциации обычно заканчиваются. 
 

 

 
T, кК 

 

 
T, кК 

 

 
T, кК 

 

 

 

 
T, кК 

 

 
T, кК 

 

 
 
 

 

Рис. 8. Результаты сравнения расчетов давления в парах Ni (0,2), Ti (0,2), Ag (0,43), B (0,1), Al (0,3), Si (0,2) при 

высокой температуре по уравнению (12) с экспериментом [6]. В скобках за знаком элемента приведена плотность в г/см3
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ρ = 0,2 г/см3 

Наш метод 

Наш метод Наш метод 

Наш метод 

Наш метод Наш метод 

Эксп. 
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T, кК 

 

 
T, кК 

 

 
T, кК 

 

 

T, кК 

Рис. 9. Результаты сравнения расчетов давления в парах 

Cu (0,5), Al (0,1), Cu (0,3), Au (0,5) при высокой  

температуре по уравнению (12) с экспериментом [6].  

В скобках за знаком элемента приведена плотность в г/см3
 

 

 

 

 

3.5. Расчет энтропии 

Энтропия электронов определяется через ве-

личину СС выражением: 

ln ln .

V V

EF NT Z
S Nk Z Nk Z N

T Z T T

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

В случае, когда 
1

1
x

<<
Θ

 (Θ и 
1

х

 в атомных 

единицах) имеем: 

( )
3/ 2

2 1
ln ln 2 ln ;Z x

x
= π + Θ +

Θ
 

3 1 3 1
;

2 2
E

x x

⎛ ⎞
= Θ − =Θ −⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

 

3
;

2

E Nk
N Nk

T x
= −

Θ
 

( )3 3/ 2 3
ln 2 ;

2

Nk Nk
S Nk x Nk

x x
= Θ π + + −

Θ Θ
 

( )3 3/ 2 3
ln 2

2
S Nk x

⎛ ⎞
= Θ π + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )3 3/ 2 3/ 2
ln 2Nk x e= Θ π =  

3 3/ 2 3/ 2 3/ 2 3/ 2

3 3

0 0

4 2 3
ln ln .

4 2 2

r N e e V
Nk Nk

a N a N

⎛ ⎞ ⎛ ⎞π Θ π Θ
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Таким образом, при условии 
1

1
x

<<
Θ

 энтропия 

выражается следующим образом: 

3/ 2 3/ 2

3

0

3
ln ,

2 2

e V
S Nk

a N

⎛ ⎞Θ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 

где 2,718e =  – основание натуральных логариф-

мов. Это выражение такое же, как для энтропии 

идеального газа. 

При низких температурах возможна такая си-

туация, что будет заселено только основное со-

стояние, а вероятность возбуждения будет малой. 

В этом случае для свободной энергии получаем 

выражение: 

1

1
ln exp ,

E
F NT NE

T

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 

 

 

 

 

P
, 
Г
П
а
 

P
, 
Г
П
а
 

P
, 
Г
П
а
 

P
, 
Г
П
а
 

Cu 

ρ = 0,5 г/см3 

Al 

ρ = 0,1 г/см3 

Cu 

ρ = 0,3 г/см3 

Au 

ρ = 0,5 г/см3 

Эксп. 

Наш метод 

Наш метод 

Наш метод 

Эксп. 

Наш метод 

Эксп. 

□ DFT 

□ DFT 

□ DFT 

□ DFT 

+ Эксп. 
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которое не зависит от температуры, и, следова-

тельно, S = 0. В разреженном газе 
1
E  не зависит 

также от объема и электроны не дают вклада в 

давление. В плотном веществе 1

1

E
P N

V

∂
= −

∂
 опре-

деляет упругую составляющую давления при ну-

левой температуре согласно уравнению (6). 

 

3.6. Расчет ионизации 

Данный метод расчета характеристик плазмы 

позволяет с иных позиций подойти к вопросу ио-

низации. В данном методе все энергетические со-

стояния атома в плазме (и с отрицательной, и с 

положительной энергией) являются дискретными. 

Состояния электронов с отрицательной энергией – 

это связанные состояния, и требуется затрата 

энергии – ,
n

E  чтобы оторвать электроны от ядра. 

Электроны с положительной энергией под дейст-

вием внешней силы, очевидно, могут перемещать-

ся из ячейки в соседнюю ячейку при сохранении в 

среднем электрической нейтральности плазмы. 

При рассмотрении электропроводимости такие 

электроны можно считать свободными. Тогда сте-

пень ионизации плазмы можно определить соот-

ношением: 

*

21
2 exp ,n

n n

E
n

Z kT

∞

=

⎛ ⎞
α = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

где *

2n x=  отвечает условию 0.
n
E =  В отличие 

от теории ионизационного равновесия в данном 

случае все атомы рассматриваются как частицы 

одного сорта, которые в условиях термодинамиче-

ского равновесия могут находиться в различных 

возбужденных состояниях. Численный расчет на 

основе выражения (12) показывает, что зависимость 

( )α ρ  имеет скачки в точках, соответствующих 

2
/ 2,x n=  когда за счет сжатия в область 0

n
E >  

переходят состояния с данным значением n. От-

метим, что другие величины (давление, энтропия) 

при этом сохраняют непрерывность. В табл. 1 

приведены значения главного квантового числа n 

в точках скачка и соответствующие этим скачкам 

значения плотности ρ и концентрации частиц N. 

В скобках у числа указана степень десяти.  

Эти скачки в степени ионизации являются от-

ражением явления, аналогичного переходу Мотта 

[30], когда электроны из основного состояния при 

сжатии переходят в состояние с энергией больше 

нуля. В данном случае 0
n
E >  достигается для 

возбужденных состояний, которые заселяются 

в условиях термодинамического равновесия. При 

ионизации основного состояния при сжатии полу-

чается 1.α =  Ионизация возбужденных состояний 

не дает значение 1,α =  величина скачка зависит от 

температуры и тем больше, чем меньше n. 

На рис. 10 показана зависимость степени ио-

низации от плотности при различных значениях 

температуры. На этом рисунке видны скачки в ,α  

соответствующие ионизации возбужденных со-

стояний при сжатии. При различных температурах 

скачки α  происходят при одних и тех же плотно-

стях. Гладкие кривые отвечают расчету по урав-

нению Саха. Такого же рода скачки в степени ио-

низации можно получить в расчетах плазмы ще-

лочных металлов и плазме других элементов. 

 

ρ, г·см
–3

 

Рис. 10. Зависимость доли свободных электронов от 

плотности при значениях температуры 0.7, 1, 2, 3, 4, 5 эВ 

 

Таблица 1 

Значения плотности ρ и концентрации частиц N атомов водорода в точках,  

в которых степень ионизации претерпевает скачок 

n 2 3 4 5 6 7 8 

ρ, г·см
–3

 0,336 0,0295 5,24(–3) 1,37(–3) 4,6(–4) 1,8(–4) 8,2(–5) 

N, 1/см
3
 2,0(23) 1,8(22) 3,1(21) 8,2(20) 2,75(20) 1,1(20) 4,9(19) 
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На рис. 11 показана зависимость степени ио-

низации от температуры при различных значениях 

плотности. Число свободных электронов при оди-

наковой температуре уменьшается с увеличением 

плотности. Для получения α, близкого к единице, 

с увеличением плотности требуются все большие 

и большие температуры. Малое число свободных 

электронов (например, 0,1)α =  при высоких плот-

ностях достигается также при более высоких тем-

пературах.     

 
T, эВ 

Рис. 11. Зависимость доли свободных электронов от 

температуры при значениях плотности 10
–6

, 10
–5

, 10
–4

,  

                                       10
-2

, 10
-1

 г/см
3
 

 

3.7. Распределение электронов  

по кинетической энергии 

Исходя из СС, можно определить распределе-

ние электронов по кинетической энергии. Вероят-

ность электрону иметь кинетическую энергию 

n
2/2x2 равна: 

( )( )2 2 2
2 exp / 2 1/ .

n
n n x x Zϕ = − − Θ  

Определим плотность вероятности 
n

f =  

/
n n

E= ϕ Θ Δ  в виде отношения 
n

ϕ  к безразмерно-

му интервалу изменения кинетической энергии 
2

/
n
E n xΔ =  при изменении n на единицу. При 

большом числе уровней, когда 1n n>> Δ =  дис-

кретное распределение (гистограмма) заменяется 

на непрерывное 2( ) ( ) / .f n n x n= ϕ Θ  В этом случае 

статистическая сумма равна выражению (4) и 

функция распределения равна:  

2

2

2
( ) exp .

2

n n

f n
x x

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟π Θ Θ⎝ ⎠

 

 

Если ввести для безразмерной кинетической 

энергии обозначение 
2

2
,

2

n

x T

ξ =  то получаем вы-

ражение 
2

( ) ,f e−ξ
ξ

ξ =
π

 которое совпадает с рас-

пределением Максвелла для идеального газа. Та-

кое распределение реализуется в плазме при тем-

пературе 1/ .x T<<  

 

Рис. 12. Функция распределения электронов водородной 

плазмы по кинетической энергии: ρ = 10
–3

 г/см
3
. Гладкая 

кривая – распределения Максвелла. T = 16 (1), 5(2),  

        10 эВ (3). Точки: ◦ – T = 30 эВ, × – T = 100 эВ 

 

На рис. 12 представлены результаты числен-

ных расчетов функции распределения ( )f ξ  для 

плазмы с плотностью 10–3 г·см–3 при различных 

температурах (1,6; 5; 10; 30; 100 эВ). Сплошной 

гладкой кривой показано распределение Максвел-

ла. Гистограммы 1, 2, 3 соответствуют температу-

рам плазмы 1,6; 5; 10 эВ, для которых параметры 

неидеальности  равны соответственно 1,2; 0,4; 0,2. 

Во всех трех случаях имеется заметное отклонение 

от распределения Максвелла тем большее, чeм 

больше параметр неидеальности. Анализ рис. 12 

показывает, что функция распределения электро-

нов по кинетической энергии может служить для 

количественной оценки степени неидеальности 

плазмы. 

 

 

3.8. Уравнение состояния холодного водорода 

(дейтерия) 

При низких температурах возможна такая си-

туация, что будет заселено только основное со-

стояние атома, а вероятность возбуждения будет 

малой.  

 

 

f(ξ) 

 
0,5 

 

0,4 
 

0,3 
 

0,2 
 

0,1 

 

   0 ζ = Ek/Θ 
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В таком плотном веществе 
x
P =  

1

00 TT

NE E

V V
==

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 определяет упругую 

составляющую давления при нулевой температуре.  

При нагреве плотного вещества тепловая 

энергия является энергией колебаний атомов 

(ядер) относительно положения равновесия. При 

высоких амплитудах колебаний согласно молеку-

лярно-кинетической теории энергия колебаний, 

приходящаяся на одну частицу, равна 3 ,
T

E kT=  

где k – постоянная Больцмана, T – температура. 

Удельная энергия (на один грамм вещества) равна 

3 3
,A

T

kTN RT
E

A A
= =  где A  – атомная масса, 

A
R kN=  – газовая постоянная. В соответствии 

с теорией Ми-Грюнайзена отношение T

T

P

E
Γ =

ρ
 

является постоянным, не зависящим от температуры. 

При отверждении при низкой температуре (11 K) 

водород образует молекулярные кристаллы, в уз-

лах решетки которых расположены двухатомные 

молекулы H2. Уравнение состояния водорода при 

низких температурах уже в течение почти столе-

тия привлекает интерес исследователей. В 1935 

году Е. Вигнер и Х.Б. Хантингтон [31] предсказа-

ли возможность перехода молекулярного водоро-

да в атомарную фазу по их расчетам при 25 ГПа. 

В последующие годы было выполнено большое 

число как экспериментальных, так и теоретиче-

ских [32–45] работ. Однако четкого доказательст-

ва превращения водорода в атомарную фазу до 

сих пор нет [45–48].    

Нулевая изотерма (холодная кривая) молеку-

лярного водорода в настоящее время может быть 

построена на основании экспериментальных дан-

ных по статическому сжатию до давления 254 ГПа 

[32–38]. При температуре 4 K в работе [32] опре-

делена плотность водорода до давления 2 ГПа. 

Данные [33] до 2,5 ГПа подтверждают эти резуль-

таты. Методом алмазных наковален экспери-

ментальные данные были получены сначала до 

давлений 27–30 ГПа [34–36], затем в работе [8] до 

110 ГПа. В дальнейшем в работе [37] кривая сжи-

маемости водорода была определена до 180 ГПа и 

недавно [38] до 254 ГПа. Эти данные позволяют 

получить энергию молекулярной фазы прямо из 

эксперимента. Экспериментальные точки на изо-

термах для молекулярного водорода приведены на 

рис. 13.   

 

Наше расчетное описание представлено тремя 

кривыми с различными параметрами уравнения 

состояния (6). Такое описание эксперимента пока-

зывает резкое изменение наклона кривых P(ρ) при 

давлениях 2,5 и 100 ГПа, что можно объяснить 

изменением электронной структуры молекулярно-

го водорода при сжатии. В работе [44] отмечается, 

что при давлении 5–150 ГПа водород имеет кри-

сталлическую гпу структуру, в узлах решетки ко-

торой расположены свободно вращающиеся моле-

кулы водорода. При давлении выше 150 ГПа об-

наружена ориентационная упорядоченность моле-

кул водорода при сохранении гпу структуры. Как 

видно из рис. 13, P(ρ) при давлении выше 150 ГПа 

монотонно зависит от плотности и хорошо описы-

вается уравнением состояния (6) с параметрами 

В0 = 62 ГПа и ρ0 = 0,39 г·см–3. Это означает, что 

ориентация молекул мало влияет на зависи-

мость P(ρ). 

 

Рис. 13. Упругое давление в молекулярном водороде 

в зависимости от плотности. Экспериментальные точки 

                                       из [32–38] 

 

 

Рост изотерм P(ρ)/ρ в зависимости от плотно-

сти при высоких плотностях связан с вкладом уп-

ругого (холодного) давления. Упругое давление 

экспериментально измерено до 250 ГПа [32–38]. 

Предполагается, что это — давление в разных фа-

зах молекулярного водорода. Несмотря на много-

численные попытки, экспериментально переход в 

атомарную фазу до сих пор не определен и отсут-

ствуют данные измерений ее уравнения состояния.  

 

 

 

P
, 
Г
П
а
 



Расчет термодинамических характеристик водорода исходя из статистической суммы 

 

 15 

В табл. 2 приведены параметры уравнения со-

стояния в форме (6) атомарной фазы водорода, 

которые интерполируют результаты различных 

теоретических моделей, и параметры молекуляр-

ной фазы, которые хорошо описывают экспери-

ментальные данные.  

Отличие экстраполированных в область высо-

ких давлений теоретических результатов [41] для 

водорода от экстраполированных эксперимен-

тальных данных для молекулярной фазы [37] на-

ходится в пределах от – 6 % при 3 г·см–3 до 4 % 

при 400 г·см–3. Отличие данных А. И. Абрикосова 

[39] и Ю. Кагана [42] составляет –9,5 и 7 % и 0 и 

17 % при 3 г·см–3 и 400 г·см–3 соответственно.   

Таблица 2 

Параметры уравнения состояния Li, Na и водорода  

Элемент ρ
n
, г/см

3
 B

n
, ГПа E

n
, ГПа 

Li 0,548 13,7 8,07 

Li 0,415 6,5 3,84 

Na 1,00 7,8 8,4 

Na 1,18 15,7 14,3 

H2 (мол.) 0,112 1,2 1 

H2 (мол.) 0,19 9,7 4,75 

H2 (мол.) 0,39 62 14,8 

H (ат.) [31] 0,59 185 14,6 

H (ат.) [39] 0,586 145 11,5 

H (ат.) [41] 0,54 112 9,7 

H (ат.) [42] 0,612 143 10,9 
 

В этих условиях с учетом близости экстрапо-

лированной нулевой экспериментальной изотермы 

к ряду теоретических изотерм атомарной фазы (см. 

табл. 2) в расчетах широкодиапазонного уравнения 

состояния взята экспериментальная изотерма мо-

лекулярной фазы. Использование чисто кулонов-

ского потенциала дает рост давления при плотно-

сти водорода 2,7 г/см3. В молекулярной фазе этот 

рост начинается при плотности гораздо меньшей.   

Некоторое уточнение уравнения состояния 

атомарной фазы возможно путем сравнения с экс-

периментальными данными по ICF. Однако важно 

отметить, что экспериментальные результаты (вы-

ход нейтронов, максимальная плотность) зависят, 

помимо уравнения состояния, от целого ряда па-

раметров, таких как степень симметрии сжатия, 

перемешивания и других, которые, как правило, 

не могут быть измерены.  

 

 

 

 

 

3.9. Широкодиапазонное уравнение  

состояния водорода (дейтерия).  

Сравнение с данными FPEOS и DFT 

С помощью нашего метода было разработано 

широкодиапазонное уравнение состояния водоро-

да и дейтерия, которое может применяться для 

решения задач инерциального термоядерного син-

теза (ICF) и астрофизических проблем в областях 

плотностей водорода до 800 г/см3 и температур до 

6 кэВ.  

На рис. 14 показаны графики функций P(ρ)/ρ 

при разных значениях температуры. Сплошными 

кривыми показаны результаты расчетов представ-

ленным здесь методом, которые сравниваются 

с опубликованными результатами исследований, 

выполненных по разным методам. В работе [49] 

с использованием моделирование методом Мон-

те-Карло интегралов по траекториям (PIMC) было 

получено уравнение состояния из первых принци-

пов (FPEOS), которое можно применять при ис-

следованиях ICF. В работе [50] было представле-

но широкодиапазонное уравнение состояния, кото-

рое построено комбинацией двух вариантов мо-

лекулярно-динамического моделирования, осно-

ванного на теории функционала плотности FPMD 

и OFMD. 

При не слишком высокой плотности и высо-

кой температуре уравнение состояния водорода 

близко к уравнению состояния идеального газа, 

имеющего одну (нейтральный атом) или две (про-

тон и электрон) независимо движущиеся частицы 

на атом водорода. Нелинейная зависимость давле-

ния от плотности атомарного водорода в этом 

случае связана электронными возбуждениями 

в процессе перехода от идеального газа с двумя 

и одной частицей на атом водорода. Когда тепло-

вое давление равно или ниже упругого (холодно-

го) давления, увеличение функции P(ρ)/ρ в нашем 

расчете связано с вкладом упругого давления. Из-

за слишком большого времени расчетов методом 

Монте-Карло при высокой плотности методом 

FPEOS [49] получено всего по 5 точек на изотер-

му. Время расчета одной изотермы (1000 точек) 

нашим методом занимает на персональном ком-

пьютере меньше 1 минуты. 
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Рис. 14. Графики функций P(ρ)/ρ при разных значениях 

температуры. Сплошными кривыми показаны результаты 

расчетов представленным здесь методом. Маркерами 

показаны результаты работы [49] методом PIMC и  

результаты двух вариантов молекулярно-динамического 

моделирования, основанного на теории функционала 

                         плотности, FPMD и OFMD  

 

 

Выводы 
 

В работе представлен универсальный метод 

расчета свойств водорода с учетом неидеальности, 

обусловленной сжатием и нагревом. Универсаль-

ность, принципиальное отличие представленного 

метода от существующих и его очевидные конку-

рентные преимущества связаны с тем, что расчеты 

выполняются на основе сходящейся статистиче-

ской суммы, выраженной в аналитической форме, 

что позволяет учесть влияние сжатия и нагрева на 

термодинамические свойства водородной плазмы 

в широких, практически неограниченных, диапа-

зонах плотностей и температур. Необходимо под-

черкнуть, что вычислительные ресурсы являются 

главным ограничением при использовании суще-

ствующих расчетных методов, таких как PIMC 

и DFT, которые вследствие этого позволяют полу-

чать ограниченное количество расчетных данных 

в ограниченном диапазоне температур и плотно-

стей. Вычислительные затраты при использовании 

нашего метода настолько ничтожны, что позволя-

ют получить множество (сотни, тысячи, десятки 

тысяч) наборов термодинамических свойств в ши-

роких диапазонах температуры и плотности в те-

чение всего нескольких минут расчетов на самом 

обычном персональном компьютере. Уравнение 

для статистической суммы, которая, как показано, 

является сходящейся при любых значениях плот-

ности и температуры, получено из решения урав-

нения Шредингера с граничными условиями сме-

шанного типа на границе ячейки Вигнера–Зейца, 

содержащей один атом водорода, размер которой 

изменяется при сжатии, меняя вследствие этого 

уровни энергии в атоме водорода. Показано, что 

классическая проблема физики плазмы – расходи-

мость статистической суммы водородной плазмы – 

связана с недопустимо грубой аппроксимацией 

уровней энергии сжатого атома водорода уровня-

ми свободного, находящегося в бесконечном объ-

еме атома, и что при учете конечного объема, 

приходящегося на один атом, она становится схо-

дящейся.   

Показано, что в области теплой плотной мате-

рии (WDM), близкой к первой ионизации, проис-

ходит переход от сжатия идеального газа ней-

тральных атомов к сжатию идеального газа с уд-

военным количеством частиц (ядер и электронов) 

после полной ионизации атомов. Метод демонст-

рирует описание теплоемкости, связанной с воз-

буждением состояний и числа свободных (с энер-

гией, большей нуля) электронов.  

Применимость метода показана на примере 

расчета давления в парах металлов. При высоких 

возбуждениях (больших значениях главного кван-

тового числа n) уровни энергии всех элементов 

совпадают с уровнями энергии атома водорода.   

Сравнение результатов расчетов уравнения 

состояния (12) для паров металлов со значением 

ρ/A в интервале 0,0017 – 0,011 г·см–3 показывает, 

что результаты близки к экспериментальным дан-

ным [6]. Преимуществом нашего метода является 

его ясность и чрезвычайная дешевизна и доступ-

ность расчетов. Расчет при постоянной плотности 

1000 точек по температуре занимает минуты пер-

сонального компьютера. В [6] приведены отдель-

ные точки (числом от 6 до 9), рассчитанные в рам-

ках квантовой молекулярной динамики (QMD). 

Они выше данных эксперимента [6] и результатов 

наших расчетов, как правило, на 10–20 %. При 

сравнении следует учитывать, что ошибки экспе-

римента не менее 15 %, как и ошибки QMD. Точ-

ки QMD рассчитаны в [6] в узком интервале тем-

P
/ρ
, 
Г
П
а
/г
·с
м

–
3
 

T, эВ 

5515 
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345 

86,2 

43,1 

21,5 
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ператур (до 30–40 кК). Экспериментальные точки 

[6] находятся в еще более узкой области (13–30 

кК). В этой области точки описываются либо 

уравнением состояния идеального газа слабо воз-

бужденных нейтральных атомов, либо они распо-

ложены на начальном нелинейном участке пере-

хода к высоким возбуждениям или к ионизации 

атома. В пределе больших возбуждений  происхо-

дит переход к уравнению состояния идеального 

газа с удвоенным числом независимо движущихся 

частиц, атомного остатка (ядра) и электрона. На-

ши расчеты более явно фиксируют этот переход 

по сравнению с расчетами QMD, по-видимому, и 

из-за малого числа точек QMD [6]. 

Данный метод расчета характеристик плазмы 

позволяет с иных позиций подойти к вопросу ио-

низации. В данном методе все энергетические со-

стояния атома в плазме (и с отрицательной и с по-

ложительной энергией) являются дискретными. 

Состояния электронов с отрицательной энергией – 

это связанные состояния, и требуется затрата 

энергии – ,
n
E  чтобы оторвать электроны от ядра. 

Электроны с положительной энергией под дейст-

вием внешней силы, очевидно, могут перемещать-

ся из ячейки в соседнюю ячейку при сохранении 

в среднем электрической нейтральности плазмы. 

При рассмотрении электропроводимости такие 

электроны можно считать свободными.  
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Приложение 

Электронная статистическая сумма равна: 
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В случае, когда заселенность нижних связанных состояний мала, а полное число уровней энергии 

велико, суммирование в (П1) можно заменить интегрированием. В результате получаем: 
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2

2
,

2

n

t

x

=

Θ

 получим: 

( ) ( )
2 2

3/ 2 3 / 2
2 2 2

0 0

/ 2 1/ 1 1
2 exp 2 exp 2 exp .

2

tn x x
Z n dn x te dt x

x x

∞ ∞

−
⎛ ⎞− π⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = Θ = Θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ Θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  

В этом пределе 
1 1 3 1

ln ln ln2 3ln ln .
2 2 2

Z x
x

= π + + + Θ +
Θ

  

( )
2 2 3 2 3 2

0 0

3ln 1/ln ln 3 1 1
1 .

34 4 4

x xF Z Z N N N
P N N

V V x x V xr r x a x a x

∂ + Θ∂ ∂ ∂ Θ Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = Θ = Θ = = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ Θπ ∂ π π Θ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Для электронной теплоемкости получается выражение: 

22

2
,v

V

E EE
c k

T

−⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟

∂ Θ⎝ ⎠
 

где E  – среднее значение энергии электрона в условиях термодинамического равновесия, 2
E  – 

среднее значение квадрата энергии электрона. Приводим вывод. 
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2

1

1
2 exp n

n

E
E n E

Z

∞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟Θ⎝ ⎠
∑  

2 2

2 2
1 1

1 1
2 exp 2 expn n n

v n n

V

E E E E Z
c n E k n E k

T Z Z

∞ ∞⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ Θ Θ ∂ΘΘ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑  

22

2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1

1 1
2 exp 2 exp 2 exp .n n n n

n n

E EE E E Ek
n E n E n k k

Z Z

∞ ∞ ∞ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Θ Θ ΘΘ Θ Θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

В случае, когда заселенность нижних связанных состояний мала, а полное число уровней энергии 

велико, средняя внутренняя энергия равна: 

3 1

2
E

x
= Θ−  

2 2 2

2

2

0

1 1 / 2 1/ 1 1
2 exp exp .

2

n n x x Z
E n dn I

Z x Z x xx

∞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫  

2 2

2

2 2

0

2 exp .
2 2

n n

I n dn
x x

∞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

∫  

Вводя новую переменную 
2

2
,

2

n
t

x

=

Θ

 имеем 
2 2

2 ,n x t= Θ  и для I  получаем значение: 

( ) ( )
2 2

3 / 2
2 2 3 / 2

2 2

0 0

exp 2 exp
2 2

n n

I n dn x t t dt

x x

∞ ∞⎛ ⎞
= Θ − = Θ Θ −⎜ ⎟⎜ ⎟Θ Θ⎝ ⎠

∫ ∫  

( ) ( ) ( )3/ 2 3/ 2 1/ 2

0

0 0

3
exp exp exp .

2
t t dt t t t t dt

∞ ∞

∞

− = − − + −∫ ∫  

Первый член равен нулю. Интеграл во втором члене согласно [55] равен .
2

π

 

В результате, учитывая выражение (П2) для СС Z, получаем среднюю внутреннюю энергию: 

( )
( ) ( )

( ) ( )

3/ 2
2

3/ 2
2

2 2 3 exp 1/1 1 3 1
exp 1/ .

2
2 4exp 1/

x x
Z

E I x
Z x x x

x x

⎛ ⎞
Θ Θ π Θ⎜ ⎟⎛ ⎞

= Θ − = − = Θ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟π Θ Θ

⎝ ⎠

 

Следовательно, 

3 1
.

2
E

x
= Θ−  

Для производной давления по температуре при постоянном давлении получаем: 

2 2 2 2

2

2 2 2
1

1 1 / 2 1/
2 exp

3 2xV

P Nk N n n k n x x
n

T V VZ x xx x

∞

+

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ −⎛ ⎞
= + − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ΘΘ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
1 1

1 / 2 1/ 1 1 / 2 1/
2 exp 2 exp .

3 2x x

N n n x x n n k n x x
n n

x x xVZ x x x

∞ ∞

+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
− − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Θ ΘΘ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  

 

 

         Статья поступила в редакцию 05.12.2022 




