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Термодинамические свойства различных изотопов водорода в экстремальных усло-

виях критически важны для физики плазмы, включая термоядерный синтез с инерцион-

ным удержанием (ICF), и астрофизики, включая теплое плотное вещество (WDM). Ос-

новная проблема при расчете термодинамических свойств водородной плазмы состоит 

в том, что ее статистическая сумма (СС) с энергетическими уровнями свободных атомов 

H расходится. Здесь мы показываем, что СС атомов H с уровнями энергии, учитываю-

щими конечный размер атомной ячейки в экстремальных условиях, сходится и, таким 

образом, может использоваться для прямых вычислений соответствующих термодина-

мических функций с очень низкими вычислительными затратами. Конечная СС была ис-

пользована для получения универсального уравнения состояния (УРС) водорода 

в широком диапазоне параметров. Получено УРС, которое адекватно описывает состоя-

ние водорода во всем диапазоне плотностей и температур, включая холодную кривую. 

Показано, что новый УРС хорошо согласуется с имеющимися измерениями и расчетами, 

выполненными с использованием самых современных вариантов теории функций плот-

ности (DFT) и квантовых методов Монте-Карло. Это означает, что новый подход пред-

ставляет собой жизнеспособную недорогую альтернативу вышеупомянутым традицион-

ным методам, вычислительные затраты которых во многих случаях непомерно высоки. 

Поскольку сходящаяся СС и соответствующие термодинамические функции были выве-

дены в аналитической форме, полученные формулы могут использоваться при модели-

ровании множества процессов и систем, играющих важную роль в физике плазмы и аст-

рофизике, включая ICF и WDM. 

 

Ключевые слова: статистическая сумма, неидеальная водородная плазма, теплая 

плотная материя, инерциальный термоядерный синтез. 

 

 

1. Введение 
 

Уравнение состояния (УРС) и термодинами-

ческие свойства различных изотопов водорода в 

широком диапазоне температур и давлений кри-

тически важны для физики плазмы, астрофизики, 

термоядерного синтеза с инерционным удержани-

ем (ICF) и теплой плотной материи (WDM) [1–12]. 

Например, для изучения ICF необходимы уравне-

ние состояния и термодинамические свойства 

водорода при экстремальных температурах 

и давлениях [1–5]. В случае воспламенения ICF 

дейтерий-тритиевая капсула сжимается до высо-

ких плотностей и температур либо непосредст-

венно мощным лазерным импульсом, либо кос-

венно путем генерации рентгеновских лучей в 

замкнутом объеме (hohlraum). Во время воспламе-

нения ICF этот дейтерий должен быть сжат до 

плотности в несколько 100 г/см3 и нагрет до не-

скольких кэВ. УРС водорода также необходим для 

изучения условий внутри планет-гигантов, таких 

как Юпитер, Сатурн, Уран, Нептун, которые со-

стоят в основном из водорода [6–8]. В то время 

как плотность внутри этих планет высока из-за 

гравитационного сжатия, температуры внутри них 

намного ниже, чем во время термоядерного синте-

за. Получение точного широкодиапазонного урав-

нения состояния водорода необходимо для полу-
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чения глубокого и ясного понимания этих астро-

физических объектов, потому что размер и рас-

пределение массы планет очень чувствительны 

к уравнению состояния водорода в широком диа-

пазоне параметров температуры и давления. 

Неидеальная плазма, в которой сильно влия-

ние электрон-ионного взаимодействия на свойства 

плазмы, характеризуемое параметром Γ > 1, назы-

вается теплой плотной материей (WDM) [6–12]. 

В WDM электронные возбуждения и частичная 

ионизация сильно влияют на его свойства. Полу-

чение достоверной информации об УРС WDM 

и электропроводности WDM в широком диапазоне 

параметров является совершенно необходимым 

[6–12]. Однако эксперименты по WDM чрезвычай-

но сложны, очень редки и, таким образом, имею-

щиеся в настоящее время экспериментальные дан-

ные, которые обычно получают при использова-

нии импульсного электрического разряда для по-

лучения плазмы и измерения электрического тока, 

скудны [6, 7]. Теория МВД разработана лучше, и 

перечень вычислительных методов, используемых 

в настоящее время для изучения МВД, включает 

квантовую молекулярную динамику QMD [8], мо-

дель среднего атома (ААМ) [9], модель плазмообра-

зования (PF) [10] и химическую модель (СМ) [11, 

12]. Однако вышеупомянутые методы довольно тре-

бовательны к вычислительным ресурсам, что делает 

затраты на вычисления, связанные с их использова-

нием, очень большой проблемой. 

Ясно, что получение глубокого и ясного по-

нимания свойств водорода в широком диапазоне 

температур и давлений является критически важ-

ным. Однако в настоящее время это связано с ря-

дом трудностей и большой неопределенностью 

как в теории, так и в экспериментах. В частности, 

эксперименты с водородом при высоких и экстре-

мальных температурах и давлениях очень сложны 

и связаны с большой неопределенностью, расчеты 

же требуют больших вычислительных мощностей 

и больших вычислительных затрат, которые во 

многих случаях непомерно высоки. 

Хорошо известно, что основная проблема при 

расчете термодинамических свойств водородной 

плазмы состоит в том, что ее статистическая сум-

ма (СС) с уровнями энергии свободных атомов 

водорода, когда пространство, занимаемое одним 

атомом водорода, считается бесконечным, расхо-

дится. Основная проблема здесь заключается в 

том, что СС для свободных атомов H не учитывает 

влияние соседних атомов, что важно в случае, ко-

гда плотность водорода высока, а размер элемен-

тарной ячейки, содержащей один атом H, конечен. 

Здесь мы показываем, что статистическая сумма 

атомов водорода с уровнями энергии, учитываю-

щими конечный размер атомной ячейки, сходится, 

и таким образом, может быть использована для 

прямых расчетов соответствующих термодинами-

ческих функций. Чтобы преодолеть проблему рас-

ходимости СС для водорода, мы используем под-

ход [14], в котором энергетические уровни водо-

рода были скорректированы с учетом конечного 

объема, приходящегося на атом водорода. 

В этом случае размер элементарной ячейки, 

содержащей один атом Н, определяется исключи-

тельно удельным объемом/плотностью плазмы. 

Статистическая сумма водорода при этом конечна 

при любых температуре и давлении. Она явно за-

висит от плотности и температуры и, таким обра-

зом, может использоваться для расчетов термоди-

намических свойств. Поскольку сходящиеся СС и 

соответствующие им термодинамические функции 

могут быть получены в аналитическом виде, их 

можно использовать при моделировании различ-

ных процессов и систем, играющих важную роль в 

физике плазмы и астрофизике, ICF и WDM при 

малых вычислительных затратах с типичным рас-

четом, занимающим от нескольких секунд до не-

скольких минут на персональном офисном ком-

пьютере. Мы также показали, что нелинейное по-

ведение термодинамических функций при малых 

плотностях связано с электронными возбужде-

ниями, которые приводят к переходу от уравнения 

состояния идеального газа, определяемого одной 

нейтральной частицей, к уравнению состояния, 

определяемому независимым движением ядра и 

электронов, и что нелинейность при высоких 

плотностях контролируется нелинейным поведе-

нием потенциала взаимодействия или упруго-

го/холодного давления. Тщательная оценка резуль-

татов этой работы путем сравнения их с имеющи-

мися экспериментальными данными и теоретиче-

скими предсказаниями, полученными с использо-

ванием различных методов, показывает хорошее 

совпадение и указывает на то, что предлагаемый 

подход является жизнеспособной недорогой аль-

тернативой традиционным методам, широко ис-

пользуемым в этой области, таким как [8–12].  

 

2. Электронная статистическая сумма  

атомарного водорода 
 

Статистическая сумма Z водородной плазмы 

записывается следующим известным уравнением 

[15]: 



Расчет термодинамических характеристик водорода исходя из статистической суммы 
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2

1

2 exp ,n

n

E
Z n

∞

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟Θ⎝ ⎠
∑                   (1) 

где n – главное квантовое число, En – энергия со-

стояния с данным n, k – постоянная Больцмана, 

Θ = kT выражается в тех же единицах, что и En, 

T – температура. СС рассчитывается для одной 

атомной ячейки объемом V0 и ее значение для N 

атомов, занимающих объем V = N V0, равно ZN.  

В случае свободного атома энергия в атомных 

единицах 
2

0

e

a

 равна: 

2

1
.

2
n

E

n

= −                           (2) 

Хорошо известно, что в случае, когда исполь-

зуются энергетические уровни свободного атома 

водорода (2), СС расходится из-за того, что его 

члены растут как 2

n
Z n∼  при больших n. В этом 

случае СС нельзя использовать для прямых расче-

тов термодинамических свойств и уравнения со-

стояния. Причина наблюдаемой расходимости яс-

на, поскольку в случае плазмы, в которой объем, 

приходящийся на один атом водорода, конечен 

и зависит от плотности плазмы, взаимодействие 

с соседними атомами изменяет энергию электро-

нов в элементарных атомных ячейках и, таким об-

разом, использование энергетических уровней для 

свободных атомов водорода явно неоправданно. 

Для устранения расходимости СС водорода при-

меняются искусственные приемы, не имеющие 

физического смысла. Обычно расходимость СС 

устраняется за счет введения весовых множителей 

n
w  таких, что 0

n
w ⇒  при n⇒∞  [15–20]. 

Ключевой недостаток традиционного подхо-

да, такой как независимость энергетических уров-

ней сжатого водорода и СС водородной плазмы от 

плотности, был исправлен в работе [14], в которой 

явно объясняется влиянием сжатия атома как на 

энергетические уровни, так и на возникающие СС. 

Вместо деления частиц в плазме на атомы, ионы и 

электроны модель [14] рассматривает электриче-

ски нейтральные атомные ячейки, содержащие 

возбужденные электроны и ядра. Электроны все-

гда остаются внутри атомной ячейки; однако ра-

диус орбиты электрона r уменьшается с увеличе-

нием плотности водорода. Уровни энергии сжатых 

атомов водорода [21–23] явно учитывают конеч-

ный размер элементарной атомной ячейки и опре-

деляются следующим уравнением (в атомных 

единицах): 

2

2

1
( ) ,

2
n

n
Е x

xx

= −                        (3) 

где x  – параметр однопараметрической водородо-

подобной пробной волновой функции [24]  

( )

( )

1/ 2
3/ 2

3

1 ! 2

! 2

nr x

nl

n l n
R e

xn l n

−

⎛ ⎞− − ⎛ ⎞
= − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2 12 2
,

l

l

n L

nr nr
L

x x

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
×⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                    (4) 

а ( )
( )

( )

m

km

k m

d L t
L t

dt

=  – обобщенные полиномы Ла-

герра, ( )
( )

.

k t k
t

k k

d e t
L t e

dt

−

=  

Выражение (3) может быть получено как из 

вариационного решения уравнения Шредингера 

с однопараметрическими водородоподобными проб-

ными волновыми функциями [24], так и из боров-

ского квантования орбитального момента ,mvr n= �  

где m – масса электрона, v – скорость электрона. 

В случай, когда радиус WS
r  сферической ячейки 

Вигнера–Зейтца, содержащей один атом водорода, 

конечен и зависит от плотности водорода 

0
/ ,

n WZ
x r a=  он определяется с помощью смешан-

ного граничного условия на границе ячейки 

( )1
0,

WZ

nn

r r

rR

r

−

=

∂
=

∂
 

где 
1nn

R
−

 – радиальная волновая функция для со-

стояния с наибольшим при данном n  значением 

орбитального квантового числа (и 1/ 2).j n= −  

Это условие сводится к выражению 

1
0,

WZ

WZ

nr

n
x

nr nr

n nx x

r r

r r

r e

n

nr e r e

r x

−

− −

−

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟
⎝ ⎠ = − =

∂
 

которое дает 
0/ ,

WZ
x r a=  где 0

a  – радиус Бора 

(первой боровской орбиты водорода).  

В случае использования теории Бора xn для 

сжатых атомов водорода также определяется ра-

диусом ячейки Вигнера–Зейтца. Когда электрон 

находится внутри сжатой ячейки, радиус его ор-

биты r при сохранении орбитального момента 

уменьшается по мере роста плотности водорода и, 



Б. А. Надыкто, О. Б. Надыкто, А. Б. Надыкто 

 

 6 

таким образом, ячейка Вигнера–Зейтца сжимает-

ся. В случае свободного атома 2

n
x n=  определяет-

ся из условия минимума энергии / 0E x∂ ∂ =  и дает 

классические энергетические уровни 2
1/ 2

n
E n= −  

(в атомных единицах). 

Уравнение (3) при constx =  дает энергию од-

ного атома в твердом теле [21]: 

2 2 / 3
1/ 3

0 02
( ) 2 2 ,

22

n n
x x

Е x E E
xx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ
= − = −σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
   (5) 

где 
n
x  и 

0
E  относятся к состоянию равновесия 

при P = 0, 
0

,

ρ
σ =

ρ
 

0
ρ  – плотность при P = 0. 

В равновесии энергия атома минимальна. Стати-

ческое сжатие приводит к увеличению энергии 

атома, в результате чего возникает упругое (холод-

ное) давление, выражаемое формулой: 

( )5/ 3 4 / 3

0( ) 3 ,P Bσ = σ −σ                    (6) 

которая хорошо согласуется с экспериментом [21–

23]. Здесь 0 0

0

2

9

A
E N

B
A

ρ
=  – объемный модуль, 

A
N – число Авогадро и A – атомная масса. 

При 2

0
/ ,r a n>  как и в [19], используются 

уровни энергии свободного атома, а при 2

0
/r a n<  

расчет энергии атома осуществляется с использо-

ванием сжатой ячейки Вигнера–Зейтца (3). Стати-

стическая сумма (1) с уровнями энергии (3) выра-

жается как 

2

2
1

1
2 exp

2

x

Z n

n

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

Θ⎝ ⎠
∑  

2
2

2
1

1 1
2 exp .

2x

n

n

хx

∞

+

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟Θ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑              (7) 

Здесь Θ = kT выражено в атомных единицах. 

Первый член в правой части уравнения (7) от-

носится к уровням энергии свободных атомов, а 

второй – к уровням энергии сжатых атомов, опи-

сываемым уравнением (5). Статистическая сумма (7) 

является функцией как температуры, так и объема, 

что позволяет проводить прямые расчеты термо-

динамических свойств водородной плазмы и схо-

дится при любых параметрах плазмы. Для состоя-

ний с 2n x>  уравнение (3) при constx =  дает  

 

 

0
n
E > , следовательно, при больших n члены ста-

тистической суммы 
n

Z  экспоненциально убывают. 

В случае, когда нижние связанные состояния 

мало заселены и в то же время общее число энер-

гетических уровней велико, суммирование в урав-

нении (7) можно заменить интегрированием. 

В результате получаем: 

2 2

2

0

/ 2 1/
2 exp

n x x
Z n dn

∞ ⎛ ⎞−
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

∫  

( )
3/ 2

2 1
2 exp .

2
x

x

π ⎛ ⎞
= Θ ⎜ ⎟

Θ⎝ ⎠
                (8) 

Конечная статистическая сумма Z, выражен-

ная уравнением (7), позволяет проводить прямые 

расчеты различных свойств водородной плазмы, 

широко используемых в физике плазмы, астрофи-

зике, термоядерном синтезе с инерционным удер-

жанием (ICF) и теплой плотной материи (WDM), 

таких как свободная энергия Гельмгольца F, дав-

ление P, энтропия S, свободная энергия Гиббса G 

и многие другие. 

Зависимость членов статистической суммы 
n

Z  

от главного квантового числа n показана на рис. 1. 

При n x≤  
n

Z  являются членами СС свободного 

атома. Они растут при n > 2 с ростом главного 

квантового числа (штриховая кривая). При пере-

ходе к уровням энергии сжатого атома 

( )n x>
n

Z  сначала продолжают расти, достига-

ют максимума, а затем быстро уменьшаются. 

 

Рис. 1. Зависимость от n членов статистической суммы Z
n
 

при температуре 3 эВ и различных плотностях (10
–3

,  
10

–4
, 10

–5
, 10

–6
, 10

–7
 г·см

–3
). Сплошные и штриховые  

линии относятся к сжатым и свободным атомам  

                                  соответственно  

 

 

Z
n
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3. Расчет электронной теплоемкости 
 

Средняя энергия электронов в плазме равна: 

2

1

1
2 exp .n

n

n

E
E n E

Z

∞

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

∑             (9) 

Для электронной теплоемкости при постоянном 

объеме получается выражение: 

22

2
,v

V

E EE
c k

T

−⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟

∂ Θ⎝ ⎠
         (10) 

где E  – среднее значение энергии электрона 

в условиях термодинамического равновесия, 2
E  – 

среднее значение квадрата энергии электрона. 

Изобарная теплоемкость определяется выражением:  

.

P V

V P

P V
с c

T T

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Рассчитанная таким способом изохорная теп-

лоемкость  водорода показана на рис. 2 и 3. На 

рис. 2 показаны зависимости изохорных элек-

тронных теплоемкостей атомарного водорода от 

плотности при различных значениях температуры. 

При низкой плотности электронная теплоемкость 

стремится к 3k/2, как в идеальном газе, что связа-

но с возбуждением электронов в этих условиях. 

С увеличением плотности кривые cv(ρ) имеют 

максимум, величина которого тем больше, чем 

меньше плотность плазмы. После точки максимума 

с увеличением плотности значение электронной 

теплоемкости уменьшается, приближаясь к нулю. 

Сильное изменение теплоемкости является причи-

ной нелинейного поведения давления в неидеаль-

ной плазме.  

 
                                                         ρ, г·см

–3
 

Рис. 2. Зависимость электронной теплоемкости атомарного 

водорода от плотности при различных значениях  

                   температуры (2, 3, 4, 5 эВ) 
 

Согласно расчетам при плотности 10–4 г·см–3 

и температуре 2 эВ внутренняя энергия электро-

нов водородной плазмы примерно в 10 раз пре-

вышает значение 3kT/2.  

На рис. 3 показаны зависимости изохорных 

электронных теплоемкостей атомарного водорода 

от температуры при различных значениях плотно-

сти. При низких значениях температуры элек-

тронная теплоемкость стремится к нулю, при вы-

соких – к 3k/2.  

 
T, эВ 

Рис. 3. Зависимость электронной теплоемкости от  

температуры при разных значениях плотности (10
–1

,  

                                   10
–2

, 10
–3

, 10
–4

 г/см
3
) 

 

Максимум в теплоемкости газов при высокой 

температуре обычно получают в химической мо-

дели тепловой ионизации (уравнение Саха), когда 

рассматривается химическое равновесие нейтраль-

ных атомов, свободных электронов и ядер. Эта 

модель дает результаты, близкие с нашими ре-

зультатами, хотя имеются некоторые различия по 

величине и ширине максимума. Понятие свобод-

ных не взаимодействующих с ядром электронов 

является явным упрощением процессов в плазме, 

так как электроны находятся всегда на расстоянии 

от ядра, не меньшем радиуса электрически ней-

тральной ячейки Вигнера–Зейтца, и всегда взаи-

модействуют с ядром.  

В пределе большого числа заселяемых уров-

ней можно перейти при вычислении физических 

величин от суммирования к интегрированию. 

В результате получаем: 

3 1
.

2
E

x
= Θ−                        (11) 

В этом предельном случае теплоемкость элек-

тронов, распределенных по большому числу дис-

кретных состояний, совпадает с теплоемкостью 

классического идеального газа. В разреженной 

плазме, когда энергия электростатического взаи-

модействия мала по сравнению с тепловой энерги-

ей, электронная составляющая давления также 

описывается уравнением состояния классического 

идеального газа. Этот результат можно считать 

T = 2 эВ 

T = 3 эВ 
T = 4 эВ 

T = 5 эВ 
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подтверждением принципа соответствия Бора, со-

гласно которому квантовая теория приближается к 

классической, когда разность энергий стационар-

ных состояний становится малой. 

 

 

3.3. Расчет давления 

После диссоциации молекулы водорода ста-

тистическая сумма равна произведению электрон-

ной статсуммы и статсуммы поступательного 

движения ядра (в твердом теле колебательного 

движения). Величины давления и энтропии опре-

деляются через производные свободной энергии 

ln .F N Z= − Θ  Для давления получаем:  

Т

F
P

V

∂⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

2 2 2
2

2
1

1 1 / 2 1/
1 2 exp .

3
x

N n n x x
n

V Z xx

∞

+

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Θ −
= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟Θ Θ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ (12)  

Первый член в (12) связан с движением ядра 

(в тяжелых атомах – атомного остатка), второй – 

с заселенностью электроном возбужденных со-

стояний атома. 

Рассчитанные по формуле (12) зависимости дав-

ления от температуры при различной плотности во-

дорода (1, 2, 3, …, 10, 11, 12, 13, 14)·10–3 г·см–3 по-

казаны на рис. 4. В качестве примера на верхней 

кривой маркерами показаны расчетные точки. Рас-

чет сотен точек занимает несколько минут персо-

нального компьютера. На рис. 4 ясно виден пере-

ход от сжатия идеального газа нейтральных ато-

мов при низких температурах к сжатию идеально-

го газа с удвоенным количеством частиц (ядер и 

электронов) после полной ионизации атомов. Пе-

реходная нелинейная область неидеальной плазмы 

занимает достаточно узкий интервал температур. 

На рис 5 показаны зависимости давления от 

температуры при плотности водорода 10–2 г·см–3. 

Прямые линии – асимптоты при низких и высоких 

температурах. 

Нелинейное поведение давления при низких 

плотностях связано с электронными возбужде-

ниями, которые дают переход от уравнения со-

стояния, определяемого движением в атомной 

ячейке одной нейтральной частицы к уравнению 

состояния, определяемого независимым движени-

ем ядра и электрона. При высоких плотностях не-

линейность определяется нелинейным поведением 

потенциала взаимодействия. 

 
T, кК 

Рис. 4. Зависимость давления от температуры при плот-

ности водорода (1, 2, 3, …,10, 11, 12, 13, 14)·10
–3 

г·см
–3

). 

В качестве примера на верхней кривой маркерами  

показаны расчетные точки. Для всех кривых точки  

рассчитываются при одних и тех же значениях температур  
 

 
T, кК 

Рис. 5. Зависимость давления от температуры при  

плотности водорода 10
–2 

г·см
–3

. Прямые линии –  

       асимптоты при низких и высоких температурах 

 

На рис. 6 показаны зависимости от темпера-

туры производных ,

V

P

T

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

 т. е. вдоль изохор. 

Кривые на рис. 6 приведены для тех же плотностей, 

что и на рис. 4. Рис. 6 показывает, что нелинейная 

область перехода от уравнения состояния идеального 

газа слабо возбужденных нейтральных атомов к 

уравнению состояния идеального газа с удвоенным 

числом независимо движущихся частиц, атом-

ного остатка (ядра) и электрона, достаточно уз-

кая (15–30 кК при плотности 10–3 г·см–3, 20–40 кК 

при 10–2 г·см–3). Перед выходом на уравнение со-

стояния полностью ионизованного газа производ-

ные 
V

P

T

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

 имеют слабо выраженный максимум.  

P
, 
Г
П
а
 

P
, 
Г
П
а
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На рис. 7 показаны зависимости давления от 

плотности при различных значениях температуры. 

При низких плотностях обычно достигается пол-

ная ионизация. При высоких плотностях число 

свободных электронов уменьшается, приближаясь 

к нулю. Поэтому наклон 
T

P⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠

 при малых плот-

ностях в два раза выше, чем асимптотически при 

больших плотностях.  

 

 
T, кК 

Рис. 6. Зависимость производных 
V

P

T

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 от температуры 

при плотности водорода (1, 2, 3, …,10, 11, 12, 13, 14)× 

                                     ×10
–3 

г·см
–3

 

 

 
ρ, г·см

–3
 

Рис. 7. Зависимость давления от плотности при разных  

          температурах водорода (5, 10, 15, 20, 25 эВ) 

 

 

3.4. Сравнение расчетного давления  

с экспериментами в парах металлов 

Расчетные кривые давления на рис. 4, 7 мож-

но перестроить в зависимости от температуры при 

разных значениях молярного объема или числа 

атомов в единице объема. В этом случае экспери-

ментальные данные [6] по давлению в парах раз-

личных металлов (B, Al, Si, Fe, Cu, W, Au) при 

одинаковом молярном объеме и температуре 

близки к результатам наших расчетов для водо-

родной плазмы. Это можно объяснить тем, что в 

условиях термодинамического равновесия между 

электронами и излучением при высоких темпера-

турах основной вклад в статистическую сумму 

дают возбужденные состояния с большим значе-

нием главного квантового числа n. Эти состояния 

c возбуждением одного электрона для всех эле-

ментов являются водородоподобными [19]. Отли-

чие уровней энергии состояния с малыми n l от 

уровней энергии водорода легко может быть учтено 

на основании экспериментальных данных [27, 28]. 

Сравнение результатов расчетов уравнения 

состояния (5) паров металлов со значением ρ/A в 

интервале 0,0017 – 0,011 г·см–3 показывает, что 

результаты близки к экспериментальным данным 

[6]. Преимуществом нашего метода является его 

ясность и чрезвычайная дешевизна и доступность 

расчетов. Расчет при постоянной плотности 1000 

точек по температуре занимает минуты персо-

нального компьютера. В [6] приведены отдельные 

точки (числом от 6 до 9), рассчитанные в рамках 

квантовой молекулярной динамики (QMD). Они 

выше данных эксперимента [6] и результатов на-

ших расчетов, как правило, на 10–20 %. При срав-

нении следует учитывать, что ошибки экспери-

мента не менее 15 %, как и ошибки QMD. Точки 

QMD рассчитаны в [6] в узком интервале темпера-

тур (до 30–40 кК). Экспериментальные точки [6] 

находятся в еще более узкой области (13–30 кК). 

В этой области точки описываются либо уравне-

нием состояния идеального газа слабо возбужден-

ных нейтральных атомов, либо они расположены 

на начальном нелинейном участке перехода к вы-

соким возбуждениям или к ионизации атома. 

В пределе больших возбуждений происходит пе-

реход к уравнению состояния идеального газа 

с удвоенным числом независимо движущихся час-

тиц, атомного остатка (ядра) и электрона. Наши 

расчеты более явно фиксируют этот переход по 

сравнению с расчетами QMD, по-видимому, и из-

за малого числа точек QMD [6].  

Результаты сравнения расчетов давления в па-

рах металлов при высокой температуре по уравне-

нию (12) с экспериментом [6] показаны на рис. 8. 

На рис. 8 сплошной линией показаны результаты 

наших расчетов, квадратами показаны точки QMD 

[6], штриховой линией – результаты расчетов ме-

тодом среднего атома (AAM) [29]. Уравнение (12) 

наиболее близко описывает эксперимент [6] для B, 

Ti. Ni, Ag. Данные QMD [6], как правило, выше на 

10–20 %. Результаты расчетов AAM [29] еще выше, 

особенно в области низких температур. В наших 

расчетах для Au начало нелинейного участка зави-

P
, 
Г
П
а
 

25 эВ 
 

20 эВ 
 

15 эВ 
 

10 эВ 
 

5 эВ 

d
P
/d
T
, 
Г
П
а
/к
К
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симости P(T) сдвинуто в сторону больших темпе-

ратур примерно на 3000 K. Экспериментальные 

данные для Al, Si и Cu рис. 9 располагаются ниже 

линии одноатомного идеального газа и, соответст-

венно, ниже наших расчетов, расчетов QMD и, тем 

более, AAM [29]. В принципе это можно было бы 

объяснить влиянием связывания атомов в димерные 

молекулы или в кластеры, содержащие большее 

число атомов. Однако вблизи начала ионизации 

процессы диссоциации обычно заканчиваются. 
 

 

 
T, кК 

 

 
T, кК 

 

 
T, кК 

 

 

 

 
T, кК 

 

 
T, кК 

 

 
 
 

 

Рис. 8. Результаты сравнения расчетов давления в парах Ni (0,2), Ti (0,2), Ag (0,43), B (0,1), Al (0,3), Si (0,2) при 

высокой температуре по уравнению (12) с экспериментом [6]. В скобках за знаком элемента приведена плотность в г/см3
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T, кК 

 

 
T, кК 

 

 
T, кК 

 

 

T, кК 

Рис. 9. Результаты сравнения расчетов давления в парах 

Cu (0,5), Al (0,1), Cu (0,3), Au (0,5) при высокой  

температуре по уравнению (12) с экспериментом [6].  

В скобках за знаком элемента приведена плотность в г/см3
 

 

 

 

 

3.5. Расчет энтропии 

Энтропия электронов определяется через ве-

личину СС выражением: 

ln ln .

V V

EF NT Z
S Nk Z Nk Z N

T Z T T

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

В случае, когда 
1

1
x

<<
Θ

 (Θ и 
1

х

 в атомных 

единицах) имеем: 

( )
3/ 2

2 1
ln ln 2 ln ;Z x

x
= π + Θ +

Θ
 

3 1 3 1
;

2 2
E

x x

⎛ ⎞
= Θ − =Θ −⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

 

3
;

2

E Nk
N Nk

T x
= −

Θ
 

( )3 3/ 2 3
ln 2 ;

2

Nk Nk
S Nk x Nk

x x
= Θ π + + −

Θ Θ
 

( )3 3/ 2 3
ln 2

2
S Nk x

⎛ ⎞
= Θ π + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )3 3/ 2 3/ 2
ln 2Nk x e= Θ π =  

3 3/ 2 3/ 2 3/ 2 3/ 2

3 3

0 0

4 2 3
ln ln .

4 2 2

r N e e V
Nk Nk

a N a N

⎛ ⎞ ⎛ ⎞π Θ π Θ
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Таким образом, при условии 
1

1
x

<<
Θ

 энтропия 

выражается следующим образом: 

3/ 2 3/ 2

3

0

3
ln ,

2 2

e V
S Nk

a N

⎛ ⎞Θ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

 

где 2,718e =  – основание натуральных логариф-

мов. Это выражение такое же, как для энтропии 

идеального газа. 

При низких температурах возможна такая си-

туация, что будет заселено только основное со-

стояние, а вероятность возбуждения будет малой. 

В этом случае для свободной энергии получаем 

выражение: 

1

1
ln exp ,

E
F NT NE

T

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
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которое не зависит от температуры, и, следова-

тельно, S = 0. В разреженном газе 
1
E  не зависит 

также от объема и электроны не дают вклада в 

давление. В плотном веществе 1

1

E
P N

V

∂
= −

∂
 опре-

деляет упругую составляющую давления при ну-

левой температуре согласно уравнению (6). 

 

3.6. Расчет ионизации 

Данный метод расчета характеристик плазмы 

позволяет с иных позиций подойти к вопросу ио-

низации. В данном методе все энергетические со-

стояния атома в плазме (и с отрицательной, и с 

положительной энергией) являются дискретными. 

Состояния электронов с отрицательной энергией – 

это связанные состояния, и требуется затрата 

энергии – ,
n

E  чтобы оторвать электроны от ядра. 

Электроны с положительной энергией под дейст-

вием внешней силы, очевидно, могут перемещать-

ся из ячейки в соседнюю ячейку при сохранении в 

среднем электрической нейтральности плазмы. 

При рассмотрении электропроводимости такие 

электроны можно считать свободными. Тогда сте-

пень ионизации плазмы можно определить соот-

ношением: 

*

21
2 exp ,n

n n

E
n

Z kT

∞

=

⎛ ⎞
α = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

где *

2n x=  отвечает условию 0.
n
E =  В отличие 

от теории ионизационного равновесия в данном 

случае все атомы рассматриваются как частицы 

одного сорта, которые в условиях термодинамиче-

ского равновесия могут находиться в различных 

возбужденных состояниях. Численный расчет на 

основе выражения (12) показывает, что зависимость 

( )α ρ  имеет скачки в точках, соответствующих 

2
/ 2,x n=  когда за счет сжатия в область 0

n
E >  

переходят состояния с данным значением n. От-

метим, что другие величины (давление, энтропия) 

при этом сохраняют непрерывность. В табл. 1 

приведены значения главного квантового числа n 

в точках скачка и соответствующие этим скачкам 

значения плотности ρ и концентрации частиц N. 

В скобках у числа указана степень десяти.  

Эти скачки в степени ионизации являются от-

ражением явления, аналогичного переходу Мотта 

[30], когда электроны из основного состояния при 

сжатии переходят в состояние с энергией больше 

нуля. В данном случае 0
n
E >  достигается для 

возбужденных состояний, которые заселяются 

в условиях термодинамического равновесия. При 

ионизации основного состояния при сжатии полу-

чается 1.α =  Ионизация возбужденных состояний 

не дает значение 1,α =  величина скачка зависит от 

температуры и тем больше, чем меньше n. 

На рис. 10 показана зависимость степени ио-

низации от плотности при различных значениях 

температуры. На этом рисунке видны скачки в ,α  

соответствующие ионизации возбужденных со-

стояний при сжатии. При различных температурах 

скачки α  происходят при одних и тех же плотно-

стях. Гладкие кривые отвечают расчету по урав-

нению Саха. Такого же рода скачки в степени ио-

низации можно получить в расчетах плазмы ще-

лочных металлов и плазме других элементов. 

 

ρ, г·см
–3

 

Рис. 10. Зависимость доли свободных электронов от 

плотности при значениях температуры 0.7, 1, 2, 3, 4, 5 эВ 

 

Таблица 1 

Значения плотности ρ и концентрации частиц N атомов водорода в точках,  

в которых степень ионизации претерпевает скачок 

n 2 3 4 5 6 7 8 

ρ, г·см
–3

 0,336 0,0295 5,24(–3) 1,37(–3) 4,6(–4) 1,8(–4) 8,2(–5) 

N, 1/см
3
 2,0(23) 1,8(22) 3,1(21) 8,2(20) 2,75(20) 1,1(20) 4,9(19) 
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На рис. 11 показана зависимость степени ио-

низации от температуры при различных значениях 

плотности. Число свободных электронов при оди-

наковой температуре уменьшается с увеличением 

плотности. Для получения α, близкого к единице, 

с увеличением плотности требуются все большие 

и большие температуры. Малое число свободных 

электронов (например, 0,1)α =  при высоких плот-

ностях достигается также при более высоких тем-

пературах.     

 
T, эВ 

Рис. 11. Зависимость доли свободных электронов от 

температуры при значениях плотности 10
–6

, 10
–5

, 10
–4

,  

                                       10
-2

, 10
-1

 г/см
3
 

 

3.7. Распределение электронов  

по кинетической энергии 

Исходя из СС, можно определить распределе-

ние электронов по кинетической энергии. Вероят-

ность электрону иметь кинетическую энергию 

n
2/2x2 равна: 

( )( )2 2 2
2 exp / 2 1/ .

n
n n x x Zϕ = − − Θ  

Определим плотность вероятности 
n

f =  

/
n n

E= ϕ Θ Δ  в виде отношения 
n

ϕ  к безразмерно-

му интервалу изменения кинетической энергии 
2

/
n
E n xΔ =  при изменении n на единицу. При 

большом числе уровней, когда 1n n>> Δ =  дис-

кретное распределение (гистограмма) заменяется 

на непрерывное 2( ) ( ) / .f n n x n= ϕ Θ  В этом случае 

статистическая сумма равна выражению (4) и 

функция распределения равна:  

2

2

2
( ) exp .

2

n n

f n
x x

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟π Θ Θ⎝ ⎠

 

 

Если ввести для безразмерной кинетической 

энергии обозначение 
2

2
,

2

n

x T

ξ =  то получаем вы-

ражение 
2

( ) ,f e−ξ
ξ

ξ =
π

 которое совпадает с рас-

пределением Максвелла для идеального газа. Та-

кое распределение реализуется в плазме при тем-

пературе 1/ .x T<<  

 

Рис. 12. Функция распределения электронов водородной 

плазмы по кинетической энергии: ρ = 10
–3

 г/см
3
. Гладкая 

кривая – распределения Максвелла. T = 16 (1), 5(2),  

        10 эВ (3). Точки: ◦ – T = 30 эВ, × – T = 100 эВ 

 

На рис. 12 представлены результаты числен-

ных расчетов функции распределения ( )f ξ  для 

плазмы с плотностью 10–3 г·см–3 при различных 

температурах (1,6; 5; 10; 30; 100 эВ). Сплошной 

гладкой кривой показано распределение Максвел-

ла. Гистограммы 1, 2, 3 соответствуют температу-

рам плазмы 1,6; 5; 10 эВ, для которых параметры 

неидеальности  равны соответственно 1,2; 0,4; 0,2. 

Во всех трех случаях имеется заметное отклонение 

от распределения Максвелла тем большее, чeм 

больше параметр неидеальности. Анализ рис. 12 

показывает, что функция распределения электро-

нов по кинетической энергии может служить для 

количественной оценки степени неидеальности 

плазмы. 

 

 

3.8. Уравнение состояния холодного водорода 

(дейтерия) 

При низких температурах возможна такая си-

туация, что будет заселено только основное со-

стояние атома, а вероятность возбуждения будет 

малой.  
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В таком плотном веществе 
x
P =  

1

00 TT

NE E

V V
==

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 определяет упругую 

составляющую давления при нулевой температуре.  

При нагреве плотного вещества тепловая 

энергия является энергией колебаний атомов 

(ядер) относительно положения равновесия. При 

высоких амплитудах колебаний согласно молеку-

лярно-кинетической теории энергия колебаний, 

приходящаяся на одну частицу, равна 3 ,
T

E kT=  

где k – постоянная Больцмана, T – температура. 

Удельная энергия (на один грамм вещества) равна 

3 3
,A

T

kTN RT
E

A A
= =  где A  – атомная масса, 

A
R kN=  – газовая постоянная. В соответствии 

с теорией Ми-Грюнайзена отношение T

T

P

E
Γ =

ρ
 

является постоянным, не зависящим от температуры. 

При отверждении при низкой температуре (11 K) 

водород образует молекулярные кристаллы, в уз-

лах решетки которых расположены двухатомные 

молекулы H2. Уравнение состояния водорода при 

низких температурах уже в течение почти столе-

тия привлекает интерес исследователей. В 1935 

году Е. Вигнер и Х.Б. Хантингтон [31] предсказа-

ли возможность перехода молекулярного водоро-

да в атомарную фазу по их расчетам при 25 ГПа. 

В последующие годы было выполнено большое 

число как экспериментальных, так и теоретиче-

ских [32–45] работ. Однако четкого доказательст-

ва превращения водорода в атомарную фазу до 

сих пор нет [45–48].    

Нулевая изотерма (холодная кривая) молеку-

лярного водорода в настоящее время может быть 

построена на основании экспериментальных дан-

ных по статическому сжатию до давления 254 ГПа 

[32–38]. При температуре 4 K в работе [32] опре-

делена плотность водорода до давления 2 ГПа. 

Данные [33] до 2,5 ГПа подтверждают эти резуль-

таты. Методом алмазных наковален экспери-

ментальные данные были получены сначала до 

давлений 27–30 ГПа [34–36], затем в работе [8] до 

110 ГПа. В дальнейшем в работе [37] кривая сжи-

маемости водорода была определена до 180 ГПа и 

недавно [38] до 254 ГПа. Эти данные позволяют 

получить энергию молекулярной фазы прямо из 

эксперимента. Экспериментальные точки на изо-

термах для молекулярного водорода приведены на 

рис. 13.   

 

Наше расчетное описание представлено тремя 

кривыми с различными параметрами уравнения 

состояния (6). Такое описание эксперимента пока-

зывает резкое изменение наклона кривых P(ρ) при 

давлениях 2,5 и 100 ГПа, что можно объяснить 

изменением электронной структуры молекулярно-

го водорода при сжатии. В работе [44] отмечается, 

что при давлении 5–150 ГПа водород имеет кри-

сталлическую гпу структуру, в узлах решетки ко-

торой расположены свободно вращающиеся моле-

кулы водорода. При давлении выше 150 ГПа об-

наружена ориентационная упорядоченность моле-

кул водорода при сохранении гпу структуры. Как 

видно из рис. 13, P(ρ) при давлении выше 150 ГПа 

монотонно зависит от плотности и хорошо описы-

вается уравнением состояния (6) с параметрами 

В0 = 62 ГПа и ρ0 = 0,39 г·см–3. Это означает, что 

ориентация молекул мало влияет на зависи-

мость P(ρ). 

 

Рис. 13. Упругое давление в молекулярном водороде 

в зависимости от плотности. Экспериментальные точки 

                                       из [32–38] 

 

 

Рост изотерм P(ρ)/ρ в зависимости от плотно-

сти при высоких плотностях связан с вкладом уп-

ругого (холодного) давления. Упругое давление 

экспериментально измерено до 250 ГПа [32–38]. 

Предполагается, что это — давление в разных фа-

зах молекулярного водорода. Несмотря на много-

численные попытки, экспериментально переход в 

атомарную фазу до сих пор не определен и отсут-

ствуют данные измерений ее уравнения состояния.  

 

 

 

P
, 
Г
П
а
 



Расчет термодинамических характеристик водорода исходя из статистической суммы 

 

 15 

В табл. 2 приведены параметры уравнения со-

стояния в форме (6) атомарной фазы водорода, 

которые интерполируют результаты различных 

теоретических моделей, и параметры молекуляр-

ной фазы, которые хорошо описывают экспери-

ментальные данные.  

Отличие экстраполированных в область высо-

ких давлений теоретических результатов [41] для 

водорода от экстраполированных эксперимен-

тальных данных для молекулярной фазы [37] на-

ходится в пределах от – 6 % при 3 г·см–3 до 4 % 

при 400 г·см–3. Отличие данных А. И. Абрикосова 

[39] и Ю. Кагана [42] составляет –9,5 и 7 % и 0 и 

17 % при 3 г·см–3 и 400 г·см–3 соответственно.   

Таблица 2 

Параметры уравнения состояния Li, Na и водорода  

Элемент ρ
n
, г/см

3
 B

n
, ГПа E

n
, ГПа 

Li 0,548 13,7 8,07 

Li 0,415 6,5 3,84 

Na 1,00 7,8 8,4 

Na 1,18 15,7 14,3 

H2 (мол.) 0,112 1,2 1 

H2 (мол.) 0,19 9,7 4,75 

H2 (мол.) 0,39 62 14,8 

H (ат.) [31] 0,59 185 14,6 

H (ат.) [39] 0,586 145 11,5 

H (ат.) [41] 0,54 112 9,7 

H (ат.) [42] 0,612 143 10,9 
 

В этих условиях с учетом близости экстрапо-

лированной нулевой экспериментальной изотермы 

к ряду теоретических изотерм атомарной фазы (см. 

табл. 2) в расчетах широкодиапазонного уравнения 

состояния взята экспериментальная изотерма мо-

лекулярной фазы. Использование чисто кулонов-

ского потенциала дает рост давления при плотно-

сти водорода 2,7 г/см3. В молекулярной фазе этот 

рост начинается при плотности гораздо меньшей.   

Некоторое уточнение уравнения состояния 

атомарной фазы возможно путем сравнения с экс-

периментальными данными по ICF. Однако важно 

отметить, что экспериментальные результаты (вы-

ход нейтронов, максимальная плотность) зависят, 

помимо уравнения состояния, от целого ряда па-

раметров, таких как степень симметрии сжатия, 

перемешивания и других, которые, как правило, 

не могут быть измерены.  

 

 

 

 

 

3.9. Широкодиапазонное уравнение  

состояния водорода (дейтерия).  

Сравнение с данными FPEOS и DFT 

С помощью нашего метода было разработано 

широкодиапазонное уравнение состояния водоро-

да и дейтерия, которое может применяться для 

решения задач инерциального термоядерного син-

теза (ICF) и астрофизических проблем в областях 

плотностей водорода до 800 г/см3 и температур до 

6 кэВ.  

На рис. 14 показаны графики функций P(ρ)/ρ 

при разных значениях температуры. Сплошными 

кривыми показаны результаты расчетов представ-

ленным здесь методом, которые сравниваются 

с опубликованными результатами исследований, 

выполненных по разным методам. В работе [49] 

с использованием моделирование методом Мон-

те-Карло интегралов по траекториям (PIMC) было 

получено уравнение состояния из первых принци-

пов (FPEOS), которое можно применять при ис-

следованиях ICF. В работе [50] было представле-

но широкодиапазонное уравнение состояния, кото-

рое построено комбинацией двух вариантов мо-

лекулярно-динамического моделирования, осно-

ванного на теории функционала плотности FPMD 

и OFMD. 

При не слишком высокой плотности и высо-

кой температуре уравнение состояния водорода 

близко к уравнению состояния идеального газа, 

имеющего одну (нейтральный атом) или две (про-

тон и электрон) независимо движущиеся частицы 

на атом водорода. Нелинейная зависимость давле-

ния от плотности атомарного водорода в этом 

случае связана электронными возбуждениями 

в процессе перехода от идеального газа с двумя 

и одной частицей на атом водорода. Когда тепло-

вое давление равно или ниже упругого (холодно-

го) давления, увеличение функции P(ρ)/ρ в нашем 

расчете связано с вкладом упругого давления. Из-

за слишком большого времени расчетов методом 

Монте-Карло при высокой плотности методом 

FPEOS [49] получено всего по 5 точек на изотер-

му. Время расчета одной изотермы (1000 точек) 

нашим методом занимает на персональном ком-

пьютере меньше 1 минуты. 
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Рис. 14. Графики функций P(ρ)/ρ при разных значениях 

температуры. Сплошными кривыми показаны результаты 

расчетов представленным здесь методом. Маркерами 

показаны результаты работы [49] методом PIMC и  

результаты двух вариантов молекулярно-динамического 

моделирования, основанного на теории функционала 

                         плотности, FPMD и OFMD  

 

 

Выводы 
 

В работе представлен универсальный метод 

расчета свойств водорода с учетом неидеальности, 

обусловленной сжатием и нагревом. Универсаль-

ность, принципиальное отличие представленного 

метода от существующих и его очевидные конку-

рентные преимущества связаны с тем, что расчеты 

выполняются на основе сходящейся статистиче-

ской суммы, выраженной в аналитической форме, 

что позволяет учесть влияние сжатия и нагрева на 

термодинамические свойства водородной плазмы 

в широких, практически неограниченных, диапа-

зонах плотностей и температур. Необходимо под-

черкнуть, что вычислительные ресурсы являются 

главным ограничением при использовании суще-

ствующих расчетных методов, таких как PIMC 

и DFT, которые вследствие этого позволяют полу-

чать ограниченное количество расчетных данных 

в ограниченном диапазоне температур и плотно-

стей. Вычислительные затраты при использовании 

нашего метода настолько ничтожны, что позволя-

ют получить множество (сотни, тысячи, десятки 

тысяч) наборов термодинамических свойств в ши-

роких диапазонах температуры и плотности в те-

чение всего нескольких минут расчетов на самом 

обычном персональном компьютере. Уравнение 

для статистической суммы, которая, как показано, 

является сходящейся при любых значениях плот-

ности и температуры, получено из решения урав-

нения Шредингера с граничными условиями сме-

шанного типа на границе ячейки Вигнера–Зейца, 

содержащей один атом водорода, размер которой 

изменяется при сжатии, меняя вследствие этого 

уровни энергии в атоме водорода. Показано, что 

классическая проблема физики плазмы – расходи-

мость статистической суммы водородной плазмы – 

связана с недопустимо грубой аппроксимацией 

уровней энергии сжатого атома водорода уровня-

ми свободного, находящегося в бесконечном объ-

еме атома, и что при учете конечного объема, 

приходящегося на один атом, она становится схо-

дящейся.   

Показано, что в области теплой плотной мате-

рии (WDM), близкой к первой ионизации, проис-

ходит переход от сжатия идеального газа ней-

тральных атомов к сжатию идеального газа с уд-

военным количеством частиц (ядер и электронов) 

после полной ионизации атомов. Метод демонст-

рирует описание теплоемкости, связанной с воз-

буждением состояний и числа свободных (с энер-

гией, большей нуля) электронов.  

Применимость метода показана на примере 

расчета давления в парах металлов. При высоких 

возбуждениях (больших значениях главного кван-

тового числа n) уровни энергии всех элементов 

совпадают с уровнями энергии атома водорода.   

Сравнение результатов расчетов уравнения 

состояния (12) для паров металлов со значением 

ρ/A в интервале 0,0017 – 0,011 г·см–3 показывает, 

что результаты близки к экспериментальным дан-

ным [6]. Преимуществом нашего метода является 

его ясность и чрезвычайная дешевизна и доступ-

ность расчетов. Расчет при постоянной плотности 

1000 точек по температуре занимает минуты пер-

сонального компьютера. В [6] приведены отдель-

ные точки (числом от 6 до 9), рассчитанные в рам-

ках квантовой молекулярной динамики (QMD). 

Они выше данных эксперимента [6] и результатов 

наших расчетов, как правило, на 10–20 %. При 

сравнении следует учитывать, что ошибки экспе-

римента не менее 15 %, как и ошибки QMD. Точ-

ки QMD рассчитаны в [6] в узком интервале тем-

P
/ρ
, 
Г
П
а
/г
·с
м

–
3
 

T, эВ 

5515 

2757 

1379 

689 

345 

86,2 

43,1 

21,5 

10,8 

5,56 

2,78 

1,38 
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ператур (до 30–40 кК). Экспериментальные точки 

[6] находятся в еще более узкой области (13–30 

кК). В этой области точки описываются либо 

уравнением состояния идеального газа слабо воз-

бужденных нейтральных атомов, либо они распо-

ложены на начальном нелинейном участке пере-

хода к высоким возбуждениям или к ионизации 

атома. В пределе больших возбуждений  происхо-

дит переход к уравнению состояния идеального 

газа с удвоенным числом независимо движущихся 

частиц, атомного остатка (ядра) и электрона. На-

ши расчеты более явно фиксируют этот переход 

по сравнению с расчетами QMD, по-видимому, и 

из-за малого числа точек QMD [6]. 

Данный метод расчета характеристик плазмы 

позволяет с иных позиций подойти к вопросу ио-

низации. В данном методе все энергетические со-

стояния атома в плазме (и с отрицательной и с по-

ложительной энергией) являются дискретными. 

Состояния электронов с отрицательной энергией – 

это связанные состояния, и требуется затрата 

энергии – ,
n
E  чтобы оторвать электроны от ядра. 

Электроны с положительной энергией под дейст-

вием внешней силы, очевидно, могут перемещать-

ся из ячейки в соседнюю ячейку при сохранении 

в среднем электрической нейтральности плазмы. 

При рассмотрении электропроводимости такие 

электроны можно считать свободными.  
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Приложение 

Электронная статистическая сумма равна: 

2
2 2

2 2
1 1

1 1 1
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Z n n

хn x

∞
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= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ΘΘ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑                                          (П1) 

Свободная энергия равна ln .F N Z= − Θ  Давление, связанное с возбуждением электронов, равно:  
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∑ ∑  

В случае, когда заселенность нижних связанных состояний мала, а полное число уровней энергии 

велико, суммирование в (П1) можно заменить интегрированием. В результате получаем: 

2 2 2

2 2
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∫ ∫                              (П2) 

Введя новую переменную 
2

2
,

2

n

t

x

=

Θ

 получим: 
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∫ ∫  

В этом пределе 
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ln ln ln2 3ln ln .
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Z x
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Для электронной теплоемкости получается выражение: 

22

2
,v

V

E EE
c k

T

−⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟

∂ Θ⎝ ⎠
 

где E  – среднее значение энергии электрона в условиях термодинамического равновесия, 2
E  – 

среднее значение квадрата энергии электрона. Приводим вывод. 
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В случае, когда заселенность нижних связанных состояний мала, а полное число уровней энергии 

велико, средняя внутренняя энергия равна: 
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Вводя новую переменную 
2
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,

2

n
t

x

=

Θ

 имеем 
2 2
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Первый член равен нулю. Интеграл во втором члене согласно [55] равен .
2

π

 

В результате, учитывая выражение (П2) для СС Z, получаем среднюю внутреннюю энергию: 
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Следовательно, 
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.
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E

x
= Θ−  

Для производной давления по температуре при постоянном давлении получаем: 
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Показано, что безразмерное уравнение состояния (УРС) для холодного давления 

( )5 / 3 4 / 3
0/ 3 ,P B = σ − σ  где B  – модуль объемного сжатия, ρ – плотность, 0/σ = ρ ρ  – 

степень сжатия, а индекс 0 относится к свойствам материала при нулевых температуре 

0T =  К и давлении 0P =  ГПа, является универсальным и адекватно описывает сжатие 

металлов, диэлектриков и соединений. Предложено и оценено по экспериментальным 

данным новое холодное УРС для алмаза с 0 3,515ρ =  г·см
–3

 и B0 = 442 ГПа. Тщательная 

оценка нового уравнения состояния показывает, что оно хорошо согласуется с экспери-

ментами по статическому и ударному сжатию при давлениях до 1400 ГПа. Таким обра-

зом, оно может использоваться в качестве новой алмазной шкалы давления, где плот-

ность алмаза и исследуемого материала измеряется с помощью рентгеновской дифрак-

ции, а ( )P ρ  выражается через EOS алмаза. Разработана новая рубиновая шкала давления 

7.2

0

1904
1 1 ,

7,2
P

⎛ ⎞⎛ ⎞Δλ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎝ ⎠⎝ ⎠

 где λ0 = 694,24 – длина волны линии флуоресценции рубина 

R1, а ( )Δλ = Δλ ρ  – сдвиг линии при сжатии. 

 

Ключевые слова: алмазные наковальни, шкала давления, универсальное уравнение 

состояния, изотермы, изобары, ударная адиабата. 

 

 

Введение 

 

В течение десятилетий измерения в алмазных 

наковальнях являются важным источником ин-

формации о свойствах материалов при высоких 

давлениях и температурах. В то время как плот-

ность образца может быть измерена непосредст-

венно методом рентгеновской дифракции с высо-

кой точностью, одновременные прямые измерения 

плотности и давления невозможны, и на сего-

дняшний день все еще существуют большие рас-

хождения в P(ρ), связанные с использованием раз-

ных шкал давления, дающие разные давления при 

одинаковых экспериментальных условиях [1–10].  

В 1972 в [1] была предложена рубиновая шка-

ла давления, в которой давление связано с изме-

ряемым в эксперименте сдвигом R1 линии флюо-

ресценции рубина уравнением:   

0

1 1 ,

B

A
P

B

⎛ ⎞⎛ ⎞Δλ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

где A и B – постоянные.  

В работах Мао с соавторами [2–3] было полу-

чено A = 1904 ГПа, B = 7,665 по измерениям линии 

флуоресценции рубина R1 при давлениях до 80 ГПа. 

Ряд шкал давления [4–10] был предложен с тех 

пор, как работа Мао [3] увидела свет. При более 

высоких давлениях 100–300 ГПа эти шкалы осно-

ваны на холодном давлении, полученном из удар-

но-волновых измерений. При равных плотностях 

давление по новым шкалам систематически выше, 
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чем по шкале [3]. Однако завышение само по себе 

не обязательно является признаком совершенства, 

потому что холодное давление, полученное из 

ударно-волновых экспериментов, может содер-

жать систематические ошибки, связанные с выбо-

ром зависимости коэффициентов Грюнайзена от 

плотности и неучтенными воздействиями прочно-

сти материала на ударно-волновые измерения.  

Получение холодного уравнения состояния из 

ударных адиабат могут затруднять фазовые пере-

ходы за фронтом ударной волны, в том числе 

электронные фазовые переходы. Понятие элек-

тронных фаз твердых тел появилось в конце 1940-х 

годов, когда измерение рентгеновской дифракции 

в образцах под давлением показали [11], что различ-

ные фазы церия, отличаясь по плотности на 16 %, 

имеют одинаковый тип кристаллической решетки. 

Э. Ферми объяснил такое отличие тем, что раз-

личные характеристики фаз возникают из-за раз-

личной электронной структуры атомов в этих фа-

зах [12]. Электронные фазы имеют большое зна-

чение для понимания поведения твердых тел под 

давлением, включая ударное воздействие.  

Мы показываем, что способность сохранять 

электронную структуру так же важна, как и со-

хранение кристаллической структуры, и демонст-

рируем, что, поскольку различные металлы и со-

единения, используемые в настоящее время в ка-

честве стандартов давления, испытывают много-

численные вызванные давлением электронные 

фазовые переходы, прежде чем давление достиг-

нет нескольких мегабар. Они должны быть заме-

нены лучшими кандидатами, которые сохраняют 

как кристаллические, так и электронные структу-

ры в многомегабарном диапазоне давлений. 

В работе [8] рассматривается возможность 

получения теплового давления за фронтом удар-

ной волны из первых принципов вычислений. 

Комнатную изотерму получают, вычитая это теп-

ловое давление из давления, получаемого в удар-

но-волновых экспериментах. Как следует из [13] 

расчеты методом функционала плотности не об-

ладают точностью, необходимой для калибровки 

давления, и дают различие в давлении при исполь-

зовании разных приближений до полутора раз.  

В работах [14–19] указывается на необходи-

мость учета прочности материала при получении 

комнатной изотермы. В работах [14, 15] обращается 

внимание на необходимость учета при расчете 

плоских ударных волн девиаторных напряжений, 

связанных с прочностью алмаза. После достиже-

ния предела текучести напряжение Px = P +2Y/3, 

где Y – предел текучести. В [14] предел текучести 

алмаза в ударных волнах оценивается интервалом 

69–96 ГПа.  

В ряде работ [14, 15] показана стабильность 

алмаза до высоких давлений 800–1000 ГПа.  

В работе [16] сделана попытка определения 

методом рассеяния Брюллиена зависимости упру-

гих констант алмаза от температуры. Ввиду боль-

шого разброса экспериментальных данных авторы 

[16] без физического обоснования используют 

квадратичную по температуре интерполяцию для 

упругих констант. Параметры интерполяции оп-

ределяются методом наименьших квадратов. По-

лучение модуля объемного сжатия сопряжено с 

дополнительными трудностями. Используя край-

ние границы интервала для коэффициента С2, 

приведенные в таблице II из [56], можно получить 

в два раза отличающиеся значение С2 и даже по-

ложительное С2 (т. е. рост объемного модуля с по-

вышением температуры). Экстраполяция B0(T) 

дает нулевое значение объемного модуля при 

T = 6000 K, близкой к температуре плавления ал-

маза. При температуре плавления становится рав-

ным нулю модуль сдвига, но не объемный модуль. 

Правильным является основной вывод [16], что до 

1600 К уменьшение объемного модуля не очень 

большое, по нашим данным на 5 %.  

В статье дается сравнение описания свойств 

алмаза с экспериментальными данными по стати-

ческому и ударно-волновому сжатию алмаза. По-

казано, что предложенное универсальное уравне-

ние состояния правильно описывает весь набор 

экспериментальных данных по алмазу.  

 

 

Универсальное уравнение состояния 

 

Начнем с оценки двухпараметрического уни-

версального уравнения состояния [20, 21], где уп-

ругая/холодная энергия твердого тела представ-

ляет собой сумму кинетической энергии внешних 

электронов в атомах и молекулах при условии 

квантования углового момента, и потенциальной 

энергии взаимодействия между электронами и яд-

рами. Электронные фазы различных материалов и 

соединений описываются одним и тем же анали-

тическим выражением [20, 21]. Оно содержит 

только два  параметра, равновесную плотность ρ0n 

и модуль объемного сжатия B0n при P = 0 и T = 0, 

(где n – номер электронной фазы (ЭФ)), или дру-

гие два параметра, плотность ρ0n и энергию E0n 

внешних электронов в ячейке Вигнера-Зейтца, со-
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держащей один атом или молекулу. Полная энер-

гия E сжатой ячейки Вигнера-Зейтца и полное 

давление P в твердом теле представляют собой 

сумму холодных и тепловых  членов: 

E = EC + ET,                          (1)  

P = PC + PT.                           (2) 

Холодная энергия Ec и холодное давление Pc для 

n-го номера ЭФ определяются следующими урав-

нениями 

( )
2 / 3

1/ 30

0

9
,

2

n

C

n

B
E

⎛ ⎞σ
σ = − σ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

             (3) 

( ) ( )5/3 4/3

03 ,
C n
P Bσ = σ −σ                (4) 

где σ = ρ/ρ0n  – степень сжатия.   

В отличие от уравнения Бёрча-Мурнагана 

[25, 26], холодное уравнение состояния (4) [20–24] 

содержит только два параметра, ρ0n и B0n, и не ис-

пользует '
dB

B
dP

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 как параметр уравнения со-

стояния. 

В форме Ми-Грюнайзена тепловая состав-

ляющая давления задается в виде  

PT = ΓρET.                            (5) 

Коэффициент Грюнайзена Г определяется 

в приближении Дугдейла-Макдональда [27], ис-

пользуя зависимости (3), (4):  

1

3

1

3

2 1
( ) .

3 2

σ −
Γ σ =

σ −

                         (6) 

Зависимость температуры Дебая 
D
T  от степе-

ни сжатия определяется из выражения   

lnT
( ) .

lnV

D

T

∂⎛ ⎞
Γ σ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

Интегрирование этого выражения дает:  

( )

1
0

.

t dt

t

D DT T e

σ
Γ

∫
=  

Когда ( )Γ σ  определяется из выражения (6), 

получается следующее выражение для температу-

ры Дебая  

( ) ( )( )
1/ 2

4 /3
1 3 2 .

D D
T Tσ = σ − σ  

Энергию внешних электронов атомов твердо-

го тела можно определить, когда известен модуль 

объемного сжатия B0:  

0
9

,
2

n

A n

AB
E

N
=

ρ
                              (7) 

где A – атомный или молекулярный вес и NA –

число Авогадро.  

Двухпараметрическое универсальное уравне-

ние состояния с параметрами начальной фазы ρ0n 

и B0n справедливо в очень широком диапазоне 

давлений, включая очень высокие давления, пока 

сохраняется число и квантовые состояния внеш-

них электронов. Любое изменение числа и кванто-

вых состояний внешних электронов приводит к 

электронному фазовому переходу (ЭФП), который 

сопровождается скачком как равновесной плотно-

сти, так и объемного модуля, что хорошо видно 

при сравнении теории с измерениями [20–24]. Ка-

ждая электронная фаза описывается отдельным на-

бором ρ0n и B0n. Зависимости объемного модуля B 

и 
dB

dP
 от степени сжатия и даны уравнениями [21]: 

( ) ( )5/3 4/3

0 5 4 ,B Bσ = σ − σ                  (8) 

1/3

1/3

25 16
.

3(5 4)

dB

dP

σ −

=

σ −

 

Как видно из уравнения (8), производная B' = 3 

при σ = 1. Ее значение уменьшается с увеличением σ. 

Безразмерная форма уравнения (4) 

( )5/ 3 4 / 3

0

,
3

P

B
= σ − σ                     (9) 

была тщательно подтверждена экспериментальными 

данными [26–36]. Сравнение безразмерного вида 

двухпараметрического универсального уравнения 

состояния с измерениями [26–36] выявило универ-

сальный характер уравнения состояния, адекватно 

описывающего большое количество элементарных 

твердых тел и соединений. Дополнительные срав-

нения уравнения состояния (9) с эксперименталь-

ными данными для алмаза, бериллия, натрия, тан-

тала и диоксида ниобия показаны на рис. 1.  

Сопоставления, представленные на рис. 1, еще 

раз свидетельствуют об универсальности иссле-

дуемого двухпараметрического уравнения состояния 

и его способности с высокой степенью достовер-

ности воспроизводить экспериментальные данные 

для различных металлов, диэлектриков и соедине-

ний. Универсальное уравнение состояния (уравне-

ние 9) хорошо согласуется с экспериментальными 

данными при очень высоком давлении в области 

стабильности алмаза до P > 1000 ГПа. 
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Рис. 1. Зависимость приведенного холодного давления от 

степени сжатия. Сплошные линии и символы показывают 

теоретические расчеты с использованием двухпарамет-

рического универсального уравнения состояния [20, 21] 

(уравнение 9) и экспериментальные данные соответст-

венно. а – алмаз [28] (кресты), Be [30] (треугольники), 

Be [29] (кружки), Na [32] (+) и Na [33] (–); б – Nb [34]  

                (квадраты), Ta [35] (x) и NbO2 [36] (+) 

 

 

Уравнение состояния алмаза  

и алмазная шкала давления 

 

Экспериментальные данные по статическому 

сжатию алмаза. Статическое сжатие алмаза изме-

рялось в работах [37–39] при P < 40 ГПа и в [28] 

при давлениях до 140 ГПа. Как видно из рис. 2, 

двухпараметрическое уравнение состояния отлично 

согласуется с измерениями на нормальной изотерме 

алмаза. Здесь важно отметить, что параметры УРС, 

объемный модуль сжатия B00 = 442 ГПа, взятый из 

высокоточных ультразвуковых измерений [32], и 

равновесная плотность ρ00 = 3,515 г·см–3 [33], яв-

ляются строго экспериментальными. 
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Рис. 2. Зависимость от плотности давления на нормальной 

изотерме алмаза. Кресты – экспериментальные точки из 

[28, 37–39]. Нижняя кривая – расчет по формуле (4) для 

нормальной изотермы (293 K), верхняя – расчет ударной 

адиабаты в гидродинамическом приближении (при  

                            всестороннем сжатии) 
 

Изотермы алмаза при T = 298, 500, 600, 750 и 

900 K были получены в эксперименте [42]. Как 

видно из рис. 3, наше уравнение состояния хоро-

шо согласуется с экспериментальными данными. 

Некоторое различие в степени согласия (2) с экс-

периментальными данными из [42] и [28] при 

P > 50–60 ГПа связано с разными шкалами давле-

ния, использованными в [42] и [28]. В [42] приме-

нялась шкала давления Хользапфеля [7], в то вре-

мя как в [28] использовалась шкала Мао [3]. Как 

показывает сравнение экспериментальных данных 

и теоретических кривых, показанное на рис. 1 и 2, 

экспериментальные данные по шкале Мао лучше 

согласуются с теорией, чем по шкале Хользапфеля.   

 

Рис. 3. P(ρ) на изотермах алмаза. При T = 298, 500, 600, 

750 и 900 K показаны P, P + 10, P + 20, P + 30 и  

P + 40 ГПа соответственно. Символы и сплошные 

кривые показывают экспериментальные данные [42]  

        и наши теоретические кривые соответственно 
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На рис. 4 показаны наши теоретические изо-

термы и вклад теплового давления PT в общее 

давление P в широком диапазоне давлений (0–500 

ГПа) и температур (298–3500 К). Как видно из 

рис. 4, тепловое давление PT на изотермах алмаза 

при низких температурах T < 1000 K уменьшается 

с ростом плотности из-за роста температуры Де-

бая TD с ростом плотности. При более высоких 

температурах PT растет практически линейно с 

ростом плотности. При полном давлении P = 400 

ГПа и температуре T = 2000 K вклад PT в полное 

давление не превышает 3 %. Это означает, что при 

высоких температурах Pc остается доминирую-

щим фактором, влияющим на общее давление. 
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Рис. 4. P(ρ) (а) и PT(ρ) (б) на изотермах алмаза при  

                   Т = 298, 500, 1000… 3500 К  

 

Тепловая энергия в приближении Дебая вы-

ражается как 
3 / 3

0

3
3 ,

1

DT T

T x
D

RT T x dx
E

A T e

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

−⎝ ⎠
∫  

 

и, таким образом, теплоемкость при постоянном 

объеме определяется следующей формулой: 

( )

3 / 4

2

0

9
.

1

DT T

V
xD

R T x dx
C

A T
e

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠ −
∫              (10) 

Зависимость температуры Дебая от степени 

сжатия σ выражается формулой  

( ) ( )
1/ 2

4 /3

0 3 2 ,
D D
T Tσ = σ − σ  

где TD0 = 1860 K [43] есть температура Дебая ал-

маза при σ = 1. 

На рис. 5 показана температурная зависимость 

Cv и Cp для алмаза. Наш расчет хорошо описывает 

экспериментальные данные.  
 

       Cp, Cv, кДж/(кг·К) 
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Рис. 5. Температурная зависимость Cv и Cp для алмаза. 

Черная сплошная линия, красная пунктирная линия 

и кружки относятся к теоретическим Cv, теоретическим 

Cp и экспериментальным данным [43, 44] соответственно 

 

Плотность материала при постоянном давле-

нии P можно определить по уравнению (2). При 

значениях PC и PT, заданных уравнениями (4) и (5) 

соответственно, мы получаем следующее выражение 

( )5/3 4 /3

0 03 .
T

B E Pσ −σ + Γρ σ =         (11) 

При постоянном давлении и переменной тем-

пературе или ET можно использовать уравнение 

(11), чтобы получить температурную зависимость 

плотности материала, которая описывает тепловое 

расширение материала. При нулевом или стан-

дартном давлении и постоянном значении Г урав-

нение (11) имеет следующее простое аналитиче-

ское решение 

( )
1/ 2

0 01/3
1 1 4 /3

,
2

ThE B+ − Γρ
σ =            (12)  

T, К 
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а в случае, когда Г = Г(σ), оно может быть решено 

итерационно 

Как видно из рис. 6,а, уравнение (21) прекрас-

но согласуется с экспериментами [45, 46]. На дан-

ный момент двухпараметрическое уравнение со-

стояния алмаза было подтверждено эксперимен-

тальными данными по механическим и термоди-

намическим данным при давлениях до 140 ГПа 

и температурах до 2500 К, охватывающих весь 

диапазон условий в экспериментах по статическому 

сжатию. В следующих разделах УС оценивается 

по сравнению с ударно-волновыми эксперимен-

тальными данными при гораздо более высоком 

давлении до 1400 ГПа. 
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Рис. 6. Температурная зависимость плотности алмаза на 

нулевой изобаре (а) и плотности алмаза в зависимости 

от температуры на изобарах Р = 10–4
, 50, 100, 200,  

500, 1000 и 1500 ГПа (б). Сплошные линии и символы 

относятся к решению уравнения (11) и экспериментальные  

                              данные согласно [45, 46] 

 

Ударное сжатие и ударная адиабата. Из за-

конов сохранения массы, импульса и энергии на 

ударном скачке получаются уравнения: 

00 / ) (D D uρ = ρ −                        (13) 

0 00–  ) ,(  P P Du= ρ                      (14) 

0 0 00( ) ( )(  1/  –  1/ / 2.)E E P P− = + ρ ρ    (15) 

где ρ00, P0, E0 

 – плотность, давление и энергия пе-

ред фронтом ударной волны, ρ, P, E – за фронтом 

ударной волны. Измерение скорости ударной вол-

ны D и массовой скорости u  за фронтом ударной 

волны позволяет определить плотность ρ, давле-

ние P и энергию E за фронтом ударной волны. Эти 

измерения дают основной объем информации по 

параметрам веществ при высоких давлениях и 

температурах.  

С другой стороны, параметры вещества за 

фронтом ударной волны можно определить исхо-

дя из уравнения состояния. Для уравнения состоя-

ния Ми–Грюнайзена тепловая энергия за фронтом 

ударной волны равна: 

.

c

T

P P
E

−
=

Γρ
                     (16) 

Подставляя выражение (1), (2) и (16) в (15) 

находим давление за фронтом УВ в зависимости 

от плотности:  

( )( )
( )
0 0 0 00

00

1/ 1/ / 2
.

1 1/ 1/ / 2

C C C TP E E E P
P

−Γρ − − − ρ − ρ
=

−Γρ ρ − ρ
 (17) 

С ( ),
c
P σ  заданным уравнением (4), можно 

использовать законы сохранения массы (23) и им-

пульса (24) на фронте ударной волны, чтобы по-

лучить массовую скорость 
( )

1/ 2

00

( 1)P
u

⎛ σ σ − ⎞
= ⎜ ⎟

ρ σ⎝ ⎠
 и 

скорость ударной волны, /( 1),D u= σ σ −  которые 

дают параметрическую зависимость ( ).D u     

После подстановки выражений для ( )
c
E σ  и 

( ),
c
P σ  заданных уравнениями (3) и (4), соответ-

ственно, в правую часть (17), получаем уравнение 

для давления за фронтом ударной волны в зависи-

мости от степени сжатия σ 

( ) ( ) ( )

( )

2 2
5 / 3 4 / 3 1/ 3 1/ 3

0 1 0 0 0 1

1

3 1.5 1 1 / 1 / 2

,
1 / 1 / 2

T

H

B E P

P

⎡ ⎤⎛ ⎞
σ −σ − Γσ σ − − σ − + Γρ σ +Γ σ σ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦=
−Γ σ σ −

 

(18) 

где σ = ρ/ρ0, σ1 = ρ00/ρ0 . 

Для сыпучего пористого материала 

0 0
с
P = , 

0 0
c
E = , 

0 0
T
E =  и в этом случае ( )H

P σ  выража-

ется как 

ρ
, 
г
/с
м

3

 

T, К 

T, К 



Электронные фазовые переходы в сжатых твердых телах и новые шкалы давления для снижения  

 

 27 

( )
( )

2
5 / 3 4 / 3 1/ 3

03 1,5 1

,
1 1 / 2

H

B

P
m

⎛ ⎞
σ − σ − Γσ σ −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
− Γ σ −

 

где m = 1/ σ1 = ρ0/ρ00  – пористость материала. 

 

 

Ударное сжатие алмаза: сравнение теории 

с экспериментом. Ударное сжатие алмаза иссле-

довано экспериментально в [47–55]. В [49] пред-

ставлены результаты экспериментов в области 

давления от 550 до 1400 ГПа, выполненных с на 

порядок более высокой точностью с использова-

нием техники магнитного ускорения ударника. На 

рис. 7 показана зависимость скорости ударной 

волны D в алмазе от массовой скорости u. Кривая 

для ударной адиабаты представляет собой расчет-

ную зависимость, полученную в гидродинамиче-

ском приближении с использованием упругой 

кривой (4), которая, как видно на рис. 1 и 2, хоро-

шо описывает данные статических экспериментов 

[38–42]. На распространение ударной волны за-

метное влияние оказывает высокое значение пре-

дела текучести алмаза. Гидродинамическое при-

ближение выполняется, когда вещество переходит 

в жидкое состояние. Три точки для алмаза с плот-

ностью 3,2 г/см3 [48] хорошо описываются таким 

же расчетом с пористостью 1,097 ввиду высокого 

нагрева и плавления материала за фронтом удар-

ной волны. При давлении выше 800 ГПа точки 

[49] в образцах плотного (непористого) алмаза 

близки к расчетной кривой в гидродинамическом 

приближении, что согласуется с плавлением алма-

за при этих давлениях [49]. Влияние упругопла-

стических свойств алмаза на параметры ударной 

волны исследуется в работах [14–16].  

На рис. 8 показана зависимость от плотности 

давления за фронтом ударной волны в алмазе P(ρ). 

Видно, что гидродинамическое приближение дает 

давление ниже, чем экспериментальные данные 

[33, 34]. Описание экспериментальных данных 

получается при учете прочности алмаза. При низких 

давлениях в ударной волне происходит продольное, 

а не всестороннее сжатие. Напряжение при про-

дольном сжатии выражается в виде P = E∆l/l, где 

E – модуль Юнга, ∆l/l – относительное изменение 

размеров. После достижения предела текучести 

(Y) напряжение за фронтом плоской ударной вол-

ны превышает давление за счет гидростатического 

сжатия на две трети предела текучести (2Y/3). 

С пределом текучести алмаза 70 ГПа наш расчет 

проходит через экспериментальные точки [33, 34]. 
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Рис. 7. Зависимость скорости ударной волны D в алмазе 

от массовой скорости u. Экспериментальные точки: для 

алмаза с плотностью 3,515 г/см
3 

– круги из [47], квадраты 

из [49], плюсы – для алмаза с плотностью 3,2 г/см
3 

[48]. 

Кривые – наши расчеты ударных адиабат в гидродина-

мическом приближении с использованием формулы (4)  

                             для упругого давления 
 

 

Рис. 8. Зависимость от плотности давления за фронтом 

ударной волны в алмазе. Экспериментальные точки: 

круги – из [47], квадраты – из [49]. Кресты – точки  

из [38–42] на нормальной изотерме алмаза. Красная 

кривая сверху – наш расчет ударной адиабаты  

непористого алмаза в гидродинамическом приближении 

с использованием формулы (4) для упругого давления, 

черная кривая снизу – расчет по формуле (4) для  

                     нормальной изотермы (293 K) 

 

В работе [56] исследованы кристаллические струк-

туры пиролитического графита (ρ00 = 2,21 г·см–3) 

и пористого поликристаллического графита (ρ00 = 

= 1,84 г·см–3) за фронтом ударной волны при дав-

лениях до 200–250 ГПа. Измерения показывают, 

что переход от графита к алмазу наблюдается при 

P > 50 ГПа. При P > 50 ГПа наша теория, как вид-

но из рис. 9, с высокой степенью достоверности 

воспроизводит ударно-волновые эксперименталь-
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ные данные для пористого пиролитического гра-

фита – низкоплотной фазы углерода. Они исполь-

зуют функцию Грюнайзена и температуры Дебая 

для алмаза и равновесную плотность пористого пи-

ролитического графита, и гораздо лучше согласует-

ся с экспериментами [55, 56], чем другие теории. 
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3

 

Рис. 9. P(ρ) за фронтом ударной волны в пиролитическом 

графите. Символы и линии относятся к эксперименталь-

ным данным и теоретическим кривым из настоящего  

                                      исследования 
 

В том же экспериментальном исследовании [56] 

превращение пиролитического графита в лон-

сдейлит наблюдалась при Р > 170 ГПа. Если пред-

положить, что лонсдейлит является аморфным 

алмазом, то пиролитическое превращение графита 

в лонсдейлит сопровождается поглощением скры-

той теплоты плавления алмаза. Сравнение теоре-

тического значения P(ρ), полученного в предпо-

ложении, что превращение графита в лонсдейлит 

сопровождается плавлением, с эксперименталь-

ными данными [56] показано на рис. 9. Сравнение 

показывает очень хорошее согласие между теорией, 

развитой в настоящем исследовании, и измерения-

ми. В [55] сообщалось о двух экспериментальных 

точках данных для графита при P = 480 и 750 ГПа. 

Как видно из рис. 9, теоретическое P(ρ), учиты-

вающее плавление, гораздо лучше согласуется с 

измерениями, чем расчеты ab initio [55]. 

Эти соображения позволяют сделать вывод, что 

универсальное уравнение состояния (уравнение (4)) 

с ρ0 и B0 для алмаза 3,515 г·см
–3

 и 442 ГПа соот-

ветственно очень хорошо согласуется с экспери-

ментальными данными по статическому и удар-

ному сжатию при давлениях до 1000 ГПа и темпе-

ратур до 2000 К, охватывающих весь диапазон 

условий экспериментов с алмазными наковальня-

ми. Это, в свою очередь, указывает на то, что 

уравнение (4) с ρ00 

= 3,515 г·см–3 и B00 

= 442 ГПа 

( )
5 / 3 4 / 3

00

00 00

3 ,CP B

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ρ⎜ ⎟ρ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

       (19) 

может быть рекомендовано для использования 

в качестве новой алмазной шкалы давления при Р 

до 1000 ГПа. 

 

 

Новая рубиновая шкала давления,  

эквивалентная алмазной шкале 
 

Уравнение (19) также использовалось для по-

строения новой рубиновой шкалы, которая согла-

суется с нашей алмазной шкалой. Чтобы вывести 

новую шкалу, мы используем ( ),
C
P ρ  заданную 

нашей алмазной шкалой, и смещение линии R1 

в рубине ( )Δλ = Δλ ρ  как функцию плотности ал-

маза ρ. Легче всего это можно сделать, измеряя 

в одном опыте плотность алмаза и смещение ли-

нии R1 в рубине. Однако нам не удалось найти 

таких измерений. Поэтому воспользуемся тем, что 

в работе [10] изотермы алмаза и большого набора 

металлов получены по следующей шкале рубина: 

0 0

1870 1 6,0 .P
⎛ ⎞Δλ Δλ

= +⎜ ⎟
λ λ⎝ ⎠

               (20) 

Уравнение (20) дает нам следующее уравнение 

для обратной функции ( ) :P
Δλ

λ
  

1/ 2

0

1 1 1
.

12 144 6 1870

PΔλ ⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟

λ ⎝ ⎠
         (21) 

Затем с давлением P из таблицы 1S (дополни-

тельная информация) в [10] мы используем урав-

нение (21) для определения значений ( ).P
Δλ

λ
 Так 

как значения давления P в табл. 3 в [10] соответ-

ствуют значениям плотности алмаза ρ, сразу по-

лучаем ( ).
Δλ

ρ
λ

 Затем ( )Pρ  для алмаза, заданное 

уравнением (19), подставляется в ( ).
Δλ

ρ
λ

 В ре-

зультате мы получаем новую рубиновую шкалу 

давления, которая согласуется с нашей алмазной 

шкалой. 

Новая рубиновая шкала, аппроксимирующая 

численное решение с точностью ~1 %, определя-

ется следующей формулой 
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7.2

0 0

1904
1 1 .

7,2
P

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δλ Δλ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

           (22) 

Уравнение (22) отличается от шкалы [3] пока-

зателем степени в правой части, где 7,665 в форму-

ле [3] (уравнение 1) заменено на 7,2. Отличие руби-

новой шкалы [10] от нашей рубиновой шкалы связа-

но с отличием нулевой и нормальной изотерм алма-

за [10] от полученных в [28] и настоящей работе. 

 

Рис. 10. Зависимость смещения линии флуоресценции R1 

в рубине от давления по шкале (30) согласно [10] (черная 

верхняя линия), алмазной шкале (красная сплошная 

линия), шкале [3] (зеленая сплошная линия) и новая  

рубиновая шкала (32) в настоящем исследовании 

                            (синяя сплошная линия) 

 

Сравнение зависимостей P(ρ) для шкалы [10], 

шкалы [3] и новой шкалы рубина (22) показаны на 

рис. 10. Как видно из рис. 10, шкала [3] хорошо 

согласуется с новой рубиновой шкалой при P < 

200 ГПа. При P = 200 ГПа шкала [3] завышает 

давление по сравнению с новой рубиновой шка-

лой всего на ~2 %, а шкала [10] уже на ~13 %. За-

вышения растут с увеличением Р и достигают 3,5 

и 16 % соответственно при Р = 400 ГПа. Эти сооб-

ражения приводят нас к выводу, что новая руби-

новая шкала, основанная на алмазной шкале (22), 

проверенной в экспериментах по статическому и 

ударному сжатию при P до 1000 ГПа, может быть 

рекомендована для использования в диапазоне 

давлений 0–1000 ГПа. 

 

 

Основные источники систематических ошибок 

в холодных кривых, полученных на основе 

экспериментальных адиабат Гюгонио 

 

При Р = 100÷400 ГПа на изотермах металлов 

давления, полученные с использованием уравне-

ния (4), ниже, чем в [10], где холодные кривые 

получены из экспериментальных ударных адиа-

бат. Здесь мы показываем, что основными источ-

никами систематических ошибок холодного дав-

ления, полученных на основе экспериментальных 

ударных адиабат, являются: 1) неопределенности 

термодинамических свойств при высоких давле-

ниях и высоких температурах; 2) неучтенные воз-

действия прочности материала и 3) электронные 

фазовые переходы и образование фаз высокого 

давления за фронтом ударной волны. 

Термодинамические свойства материалов при 

высоких давлениях и высоких температурах могут 

быть одним из основных источников систематиче-

ских ошибок при теоретической интерпретации 

экспериментальных адиабат Гюгонио. Основным 

источником неопределенностей в модели Ми–Грю-

найзена является коэффициент Грюнайзена. Неоп-

ределенности в коэффициенте Грюнайзена напря-

мую влияют на тепловое давление за фронтом удар-

ной волны и, следовательно, приводят к ошибкам 

в холодном давлении, полученном из эксперимен-

тальных адиабат Гюгонио. 

Обычно используется ряд аппроксимаций зави-

симости коэффициента Грюнайзена от плотности, 

таких как Гρ = const, Гρ1/2 = const и Гρq = const, 

где q может достигать 2,7 [55]; однако ни один из 

них так и не получил фундаментального обосно-

вания. Другой, менее распространенный метод 

определения коэффициента Грюнайзена основан 

на применении теории колебаний. В этом случае 

его получают из объемной или плотностной зави-

симости холодного давления и энергии [27]; одна-

ко диапазон достоверности и точность такого под-

хода еще предстоит определить. 

УРС Вине с коэффициентом Грюнайзена, ап-

проксимированным по [42] 3,6( ) 0,85/ ,Γ σ = σ  пред-

ставляет собой прекрасный пример сильного влия-

ния неопределенностей при расчете теоретической 

кривой Гюгонио. Как видно из рис. 11, рассчитан-

ная таким образом теоретическая кривая Гюгонио 

для алмаза практически не отличается от нормаль-

ной изотермы при давлениях, значительно превы-

шающих 1000 ГПа. Это означает, что тепловое 

давление PT в [42] сильно занижено, что приводит 

к завышению холодного давления PC = P – PT. За-

вышение PC из-за использования чрезвычайно 

сильной зависимости коэффициента Грюнайзена 

от плотности достаточно велико и превышает 30 % 

при ρ = 7,5 г·см
–3

. Другие иллюстрации нефизиче-

ского поведения теоретической кривой Гюгонио с 

уравнением Вине [42] с сильной зависимостью 

коэффициента Грюнайзена от плотности (напри-

P
, 
Г
П
а
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мер, 0,07Γ =  при σ = 2) Γ (σ) включают достиже-

ние очень высоких степеней сжатия σ = 2/Г + 1, 

которые никогда не наблюдались в эксперимен-

тах, а также неспособность данной теории пред-

сказать предельное сжатие. 
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Рис. 11. P(ρ) на адиабате Гюгонио алмаза  

(ρ00 = 3,515 г·см
–3

) за фронтом ударной волны:  

наш расчет – две нижние кривые, расчет [42] – верхние 

 

 

Электронные фазовые переходы и их влияние 

на уравнение состояния 

 

В работе [13] приводятся результаты измере-

ний при 300 K в осмии давлений до 750 ГПа. Дав-

ление определялось по уравнению состояния золо-

та, платины и вольфрама. Определение давления 

разных авторов [57–59] дает отличающиеся резуль-

таты, например в работе [58] давление заметно ни-

же. Пересчет данных [13] на алмазную шкалу дав-

ления дает значения давлений в осмии, близкие 

к нашему расчету для исходной фазы осмия изо-

термы 300 K по уравнению состояния (4) с B0 = 

= 425 ГПа и ρ0 = 22,613 г·см
–3

 (рис. 12). Пересчи-

танные точки до давления 350 ГПа хорошо опи-

сываются нашей расчетной изотермой осмия. Си-

няя линия – наша расчетная ударная адиабата. 

Точки [13] на изотерме 300 K проходят заметно 

выше ударной адиабаты. Сопоставление пересчи-

танных данных [13] с нашей расчетной изотермой 

указывает на возможность фазового превращения 

в осмии выше 350 ГПа. Точки при давлении выше 

350 ГПа описываются уравнением состояния (4) с 

B0 = 710 ГПа и ρ0 = 25,78 г·см
–3

. Для исходной фа-

зы металлического осмия энергия внешних элек-

тронов атомов близка к сумме пяти потенциалов 

ионизации свободного атома осмия, а для фазы 

высокого давления – к сумме шести потенциалов 

ионизации. Поэтому в исходном состоянии Os яв-

ляется пятивалентным металлом, а при давлении 

выше 350 ГПа – шестивалентным металлом.   

Калибровочные данные на нормальной изо-

терме вольфрама в [13] проходят до 500 ГПа по 

точкам экспериментальной ударной адиабаты [50]. 

Пересчет на алмазную шкалу давления дает значе-

ния давлений, близкие к нашему расчету для фазы 

высокого давления W. Параметры по уравнению 

состояния (4) исходной фазы W: B0 = 330 ГПа 

и ρ0 = 19,31 г·см
–3

. 
 

 

Рис. 12. Зависимость давления от степени сжатия σ 

на изотерме 300 K в осмии. Квадраты – данные [57] 

до 58 ГПа. Коричневая кривая – наш расчет изотермы 

300 K для осмия по уравнению состояния (4) с B0 = 425 ГПа 

и ρ0 = 22,613 г·см
–3

, который хорошо описывает данные 

[57]. Кружки – результаты измерений [13] с использованием 

шкалы давлений Au, Pt, W. Кресты – наш пересчет данных 

[13] на алмазную шкалу давлений. Пересчитанные точки 

до давления 420 ГПа хорошо описываются нашей 

расчетной изотермой осмия. Точки [13] на изотерме 300 K  

   проходят заметно выше расчетной ударной адиабаты 
 

Переход в электронную фазу высокого давле-

ния по нашим расчетам происходит при ∼130 ГПа. 

Параметры этой фазы B0 = 510 ГПа, ρ0 = 20,78 г·см
–3 

(рис. 13). Как и в случае осмия, в исходном со-

стоянии вольфрам – пятивалентный металл, в фазе 

высокого давления выше 130 ГПа – шестивалент-

ный металл. Переход в рении, иридии и платине 

происходит при 70, 60 и 100 ГПа соответственно 

(рис. 14–16). Эти превращения могут быть связа-

ны с переходом 5d внутренних электронов на 

внешнюю 6s6p оболочку из-за низкой энергии свя-

зи 5d электронов в этих переходных металлах 

(0,5–6 эВ) [61]. Аналогичные переходы происхо-

дят в 3d и 4d металлах. Анализ влияния давления 

на электронную структуру переходных металлов 

приведен в работе [62]. 

[42] 

[42] 

P
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Г
П
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[47] 

[49] 
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Рис. 13. Зависимость давления от плотности ρ на ударной 

адиабате и изотерме 300 K в вольфраме. Треугольники – 

данные из [48], ромбы – из [63], кресты – из [60].  

Коричневая кривая – наш расчет изотермы 300 K для 

W по уравнению состояния (4) с B0 = 510 ГПа и 

ρ0 = 20,78 г·см
–3

, который хорошо описывает данные 

[60]. Кружки – результаты измерений [13] с использо-

ванием шкалы давлений Au, Pt, W. Плюсы – наш  

пересчет данных [13] на алмазную шкалу давлений. 

Пересчитанные точки до давления 420 ГПа хорошо 

описываются нашей расчетной изотермой фазы высокого 

давления вольфрама. Синяя линия – наша расчетная 

ударная адиабата. Точки [13] на изотерме 300 K вольфрама  

                       проходят по ударной адиабате 

 

 

Рис. 14. Зависимость давления от степени сжатия σ на 

ударной адиабате иридия. Квадраты – данные из [48], 

треугольники – из [64]. Кривая 1 – наш расчет для ис-

ходной фазы Ir по уравнению состояния (4), кривая 2 – 

для фазы высокого давления Ir. Пунктирная кривая 3 – 

наша теоретическая кривая для изотермы 300 К фазы 

                     высокого давления иридия 
 

 

В [13, 57–59] приводится сравнение объемно-

го модуля осмия при нормальных условиях с объ-

емным модулем алмаза. По нашим данным он не 

выше, чем в алмазе. Однако фазы высокого давле-

ния переходных 5d металлов могут иметь объем-

ный модуль, значительно превышающий объем-

ный модуль алмаза. Важной научной задачей мо-

жет быть исследование возможности стабилиза-

ции фаз высокого давления этих металлов при 

нормальных условиях за счет легирования. При 

еще больших статических давлениях возможен 

переход 5d металлов в семивалентное состояние с 

еще большей величиной объемного модуля.   

 

Рис. 15. Зависимость давления от степени сжатия σ на 

ударной адиабате платины. Треугольники – данные из 

[48]. 1 – наш расчет для исходной фазы Pt по уравне-

нию состояния (4), 2 – для фазы высокого давления Pt. 

3 – наша теоретическая кривая для изотермы 300 К фазы  

                          высокого давления платины 

 

 

             

Рис. 16. Зависимость давления от степени сжатия σ на 

ударной адиабате и нормальной изотерме рения.  

Треугольники – данные из [48], квадраты – из [64]. 

Плюсы – данные [65] для нормальной изотермы рения. 

1 – наш расчет для исходной фазы Re по уравнению 

состояния (4), 2 – для фазы высокого давления Re. 

3 – наша теоретическая кривая для изотермы 300 К фазы  

                           высокого давления рения 
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В таблице приведены параметры 5d и 4d пере-

ходных металлов: равновесная плотность ρn0 и 

объемный модуль Bn0 при P = 0, T = 0, энергия En 

и число N внешних (валентных) электронов на 

атом металла, область давлений существования 

данной электронной фазы металла. Многие из них 

рассматриваются для использования в качестве 

шкалы давления [66–75]. Из всех металлов только 

осмий сохраняет стабильность электронной и кри-

сталлической структуры до 350 ГПа. Наряду с ал-

мазом осмий может использоваться в качестве 

шкалы давления. Из соединений высокой ста-

бильностью обладает стишовит, SiO2.  

На рис. 17 показано сравнение теоретических 

ударных адиабат, построенных с использованием 

универсального холодного уравнения состояния 

(4) для трех электронных фаз молибдена, с экспе-

риментальными данными [48, 64]. Параметры 

уравнения состояния электронных фаз Mo приве-

дены в таблице. Исходная фаза существует до 

давления около 50 ГПа. Переход в состояние 

третьей фазы происходит при давлении 180 ГПа. 

Параметры этой фазы описывают эксперимен-

тальные данные [64] до давления 2000 ГПа (смот-

ри на рис. 18). 

Параметры 5d и 4d переходных металлов 

Элемент ρ
n
, г/см3 B0, ГПа E

n
, эВ N Область давлений, ГПа E

n
 атома, эВ 

W 19.27 325 144 5 0-130 133 

W 20.80 522 212 6 130-500 194 

Re 21.03 370 153 5 0-70 149 

Re 21.66 540 217 6 70-200 213 

Os 22.613 425 167 5 0-350 144 

Os 25.55 710 247 6 350-700 212 

Ir 22.56 365 145 5 0-60 150 

Ir 23.46 600 229 6 60-300 222 

Pt 21.494 290.6 123 4-5 0-40 97-152 

Pt 22.32 472 192 5 40-100 152 

Pt 23.66 643 247 6 100-500 227 

Nb 8.6 172 87 4 0-80 87 

Nb 9.59 305 138 5 80-200 137 

Mo 10.22 278 122 4 0-50 99 

Mo 10.435 335 144 5 50-190 160 

Mo 11.06 510 206 6 190-500 227 

Rh 12.42 290 112 4 0-50 102 

Rh 12.92 440 163.5 5 50-200 169 

Pd 12.02 184 76 3 0-15 61 

Pd 12,345 290 117 4 15-90 110 

Pd 13,34 522 194 5 90-250 176 

LiH 0.80 35 16.3 2 0-250  

Na 1.00 7.8 8.4 1 0-8 5.14 

Na 1.18 15.7 14.3 1-2 8-160 5.14-52.4 

Mg 1.75 36.1 23.4 2 0-7 22.7 

Mg 1.83 52 32.2 2-3 7-200 22.7-101 

Au 19.3828 178.6 85 3-4 0-10 60-104 

Au 19.66 260 122 4 10-80 104 

Au 20.82 380 168 5 80-180 162 

Au 23.7 820 318 7 180-450 331 

Ta 16.6964 200 101 4-5 0-50 80-125 

Ta 17.2 250 123 5 50-340 125 

Ta 22 630 242 7 340-1100 260 

Al 2.71 81.3 40 2-3 0-15 25 

Al 2.85 123 54 3 15-300 53 

Ag 10.54 114 100 4 0-14 107 

Ag 10.9 184 156 5 14-90 177 

Ag 12.74 483 350 7 90-340 382 

Zr 6.54 86.3 56.2 3 0-80 44 

Zr 7.70 160 88.4 4 80-200 78 

Cu 9.0 150 49.4 2-3 0-20 28-65 

Cu 9.7 283 86.5 3-4 20-120 65-124 

Cu 10.6 467 130.6 5 120-500 124 
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Рис. 17. Зависимость давления от степени сжатия 

(плотности) при ударно-волновом сжатии молибдена. 

Квадраты – данные [48], кресты – из [64], кривые – наш  

          расчет для трех электронных фаз молибдена 

 

 

В экспериментах по рассеянию нейтронов 

в Мо [66] была зафиксирована аномально высокая 

температура за фронтом ударной волны при Р =  

= 66 ГПа. Наши расчеты, как показано на рис. 19, 

доказывают, что основной причиной этой анома-

лии является электронный фазовый переход. Как 

видно из рис. 19, сжатие новой «пористой» по срав-

нению с исходной фазы приводит к значительному 

повышению температуры при идентичных термо-

динамических параметрах исходной фазы. 
 

 

 

Рис. 18. Ударная адиабата молибдена при высоком 

давлении. Экспериментальные точки из [48, 64].  

Кривые для второй и третьей электронной фазы Мо 

 

 

Рис. 19. Зависимость температуры за фронтом ударной 

волны от массовой скорости в Mo. Экспериментальные 

точки [66] приведены при давлении P = 66 ГПа. Они 

принадлежат новой электронной фазе, имеющей плотность 

при P = 0 большую, чем плотность начальной фазы. 

Нижняя кривая – наш расчет температуры в начальной 

фазе Mo, верхняя – в фазе высокого давления. При  

давлении P = 66 ГПа температура в фазе высокого  

         давления на 200 K выше, чем в исходной фазе 

 

 

Заключение 

 

В данной работе исследовано поведение мате-

риалов при высоких давлениях и высоких темпе-

ратурах. Разработана и подтверждена эксперимен-

тально теория механических и термодинамиче-

ских свойств материалов при высоких давлениях 

и температурах, которая может быть использована 

в ряде областей фундаментальной и прикладной 

физики и материаловедения.  

Проверено универсальное двухпараметрическое 

аналитическое уравнение состояния, описываю-

щее холодное давление. Новое уравнение состоя-

ния алмаза 

( )
5/3 4/3

1326
3,515 3,515

C
P

⎛ ⎞ρ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ρ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
    (23) 

(плотность в г·см–3, давление в ГПа), не содержа-

щее подгоночных параметров и применимое к вы-

соким давлениям и температурам, проверено на 

основе экспериментальных данных по статиче-

скому и ударно-волновому сжатию. Сравнение 

показывает, что новое уравнение состояния алмаза 

(23) отлично согласуется как со статическими, так 

и с ударно-волновыми экспериментами при давле-

ниях до 1000 ГПа. Таким образом, уравнение со-

стояния алмаза можно рекомендовать для исполь-

зования в качестве новой шкалы давления, где 
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плотности алмаза и исследуемого материала опре-

деляются рентгеноструктурным методом, давле-

ние P(ρ) – через наше уравнение состояния алмаза.  

На основе уравнения состояния алмаза, полу-

ченного в настоящем исследовании, создана новая 

рубиновая шкала давления  

7,2

0

1904
1 1 ,

7,2
P

⎛ ⎞⎛ ⎞Δλ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

которая соответствует нашей алмазной шкале. 

Было показано, что в то время как новая рубино-

вая шкала и шкала Мао 1986 очень хорошо согла-

суются при P < 200 ГПа, шкалы давления, полу-

ченные на основе ударно-волновых эксперимен-

тальных данных при высоком давлении [4–10], 

систематически завышают холодное давление. 

Установлено, что основными источниками систе-

матических ошибок в шкалах давлений, получен-

ных из ударно-волновых экспериментальных дан-

ных при высоких давлениях, являются неопреде-

ленности в коэффициентах Грюнайзена, неучтен-

ный предел текучести и электронный фазовый пе-

реход за фронтом ударной волны. Мы показали, 

что учет прочности материала необходим в случае 

материалов высокой прочности (алмаз, нитрид бора, 

стишовит, рубин/корунд и др.), так как в этом случае 

давление за фронтом плоской ударной волны пре-

вышает расчетное давление в гидродинамическом 

приближении (без учета прочности материала) на 

две трети предела текучести. На примере молибдена 

показана важность учета фазовых переходов и по-

следующего образования фаз высокого давления. 

В частности, показано, что аномально высокая тем-

пература за фронтом ударной волны, зарегистриро-

ванная в экспериментах по рассеянию нейтронов 

в молибдене [66] при P = 66 ГПа, обусловлена 

электронным фазовым переходом. 
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Выведено новое релятивистское уравнение состояния при нулевой температуре, ис-

ходя из предположения, что все упругое (холодное) давление в твердом теле возникает 

в результате изменения энергии электронов атома при условии квантования их релятиви-

стского момента импульса.  Получена формула для релятивистской энергии электронов 

и оценена величина плотности, при которой эта энергия превышает значение 

( ) 2
.n pm m c−  При этом происходит превращение протонов в нейтроны (нейтронизация 

протонов). Определено давление, которое в промежуточной асимптотике, 5 / 3,γ =  в 2,1 

раза ниже, чем давление вырожденного электронного газа. 

 

Ключевые слова: уравнение состояния, релятивистский газ электронов, вырожден-

ный электронный газ, нейтронизация протонов, эволюция звезд. 

 

 

 

Введение 
 

В космологии при рассмотрении динамики 

звезд на стадии выгорания термоядерного топлива 

в центральной части звезды рассматриваются 

очень высокие плотности вещества, доходящие до 

плотности внутри атомных ядер (1014 г·см–3) [1]. 

При рассмотрении таких плотностей обычно ис-

пользуется модель вырожденного электронного 

газа [2]. Кратко остановимся на уравнении состоя-

ния вырожденного электронного газа и на альтер-

нативном ему уравнении состояния. Последнее 

основано на предположении, что упругое (холод-

ное) давление связано с изменением энергии элек-

тронов в атомах твердого тела при условии кван-

тования их момента импульса по Н. Бору 

2

2

.

1

mvr

n

v

c

=

−

�   

В квантовой теории металлов производят 

искусственное разделение электронов атомов 

твердого тела на внутренние и внешние (ва-

лентные) электроны. Энергию и пространствен-

ное расположение внутренних электронов (так 

же, как в свободном атоме) можно найти, опре-

деляя минимум энергии при условии, что момент 

импульса электронов принимает целочисленные 

(в единицах ћ) значения.  

Внешние электроны считаются вырожденны-

ми (коллективизированными или принадлежащи-

ми всем атомам металла), т. е. их состояние кар-

динально отличается от состояний свободного 

атома. Заполнение состояний этих вырожденных 

электронов производится в соответствии с прин-

ципом Паули: в каждой ячейке фазового про-

странства объемом ( )
3

2π�  может содержаться не 

более двух электронов с разными направлениями 

спина. При таком заполнении фазового простран-

ства электроны принимают значение кинетиче-

ской энергии от нулевого значения до максималь-

ного ,
F

E  называемого энергией Ферми.  

Число состояний электрона в объеме V  со 

значениями импульса в интервале p  и p dp+  

(с учетом двух направлений спина электрона) равно 

( )

2

3

4
2 .

2

p dp
V

π

π�
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Вырожденным считается электронный газ при 

нулевой температуре, когда заполняются состоя-

ния, начиная с нулевого импульса (и энергии) и 

кончая максимальным импульсом, называемым 

импульсом Ферми. Граничный импульс Ферми 

получается из уравнения 

( )

2 3

3 2 3

0

4
2 ,

32

Fp
FV p dp Vp

N
π

= =

ππ

∫
��

 

где V  – объем, N – число электронов в объеме ,V  

F
p – граничный импульс Ферми. Отсюда получаем  

1/3

2
3 .

F

N
p

V

⎛ ⎞
= π⎜ ⎟

⎝ ⎠
�                     (1) 

Соответственно, для граничной энергии Фер-

ми имеем  

( )
( )

( )

2 / 3
32 /32 2

2/3 02

2 /3
3

0

4 /3

3
2 2

4 /3

F
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ap N
E

m V m
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π⎛ ⎞
= = π =⎜ ⎟

⎝ ⎠ π
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2 / 32 2

0

2
0 0

1,8416 1,8416 1
.

s

Ve e

a V a r

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
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          (2) 

Здесь 
2

0

27,21165
e

a

=  эВ – атомная единица энер-

гии, 
3

0

0

4
,

3

a
V

π

=  
0

WS
s

r

r

a

= , 
WS
r – радиус ячейки Виг-

нера–Зейтца. Средняя кинетическая энергия сво-

бодных электронов при этом равна  

( )
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В ультрарелятивистском электронном газе энергия 

частицы равна .сpε =  Средняя энергия свободных 

электронов в этом случае равна  

( )

( )
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В атомных единицах энергия равна 

0 01,4394
197,245 .

a a
E

r r
= =

α

            (4) 

В свободных атомах внешние электроны об-

разуют связь с ионом, и их полная энергия прини-

мает отрицательное значение. В твердом теле 

связь внешних электронов увеличивается за счет 

скрытой теплоты конденсации, что приводит к 

росту модуля полной энергии. В квантово-

механических расчетах используются энергия ку-

лоновского взаимодействия между заряженными 

частицами, а также обменное взаимодействие, 

связанное с антисимметрией волновых функций.    

Отсутствие кулоновского взаимодействия 

электронов в металлах может означать жесткую 

связь каждого из них с ионом с образованием ней-

трального атома. В этом случае точно так же нет 

кулоновского взаимодействия ионов разных атом-

ных ячеек. Большая часть энергии взаимодействия 

электронов в твердом теле такая же, как в свобод-

ном атоме. Энергия связи атомов в металле может 

быть объяснена некулоновским взаимодействием 

электронов, аналогичным взаимодействию элек-

тронов различных электронных оболочек в сво-

бодных многоэлектронных атомах. Именно введе-

ние такого дополнительного взаимодействия по-

зволило с высокой точностью описать многочис-

ленные состояния свободных Не-, Li-, Be-, B-, C-, 

N-. O-подобных ионов [3]. 

 Рассмотрим теперь уравнение состояния, аль-

тернативное уравнению состояния вырожденного 

электронного газа. Рассмотрение проведем на ос-

нове атома водорода, как преобладающего по рас-

пространенности во Вселенной. Как известно, 

электроны в атомах подчиняются квантовым зако-

нам и образуют дискретные электронные оболоч-

ки, отвечающие различным значениям их момента 

импульса. Электронные переходы между кванто-

выми состояниями наблюдаются в горячей разре-
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женной плазме и экспериментально надежно фик-

сируются методами атомной спектроскопии (энер-

гия перехода с относительной точностью 10–4 и 

лучше). Рентгеновские спектры (в том числе для 

твердого тела) также показывают наличие элек-

тронных оболочек атомов.  

При сжатии состояния атома водорода энер-

гия электрона изменяется в соответствии с выра-

жением:   
2 2

.
2

mv e
E

r
= −  

Из условия квантования mvr n= �  значение скоро-

сти равно / .v n mr= �  Отсюда  

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

o o o

oo

n a e a e amv e n e e
E

r r rame r r a

= − = − = − =

�

 
2 2 2 2 2

2 2

1
,

2 2o oo

n e e e n

xa a xx a x

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

или в атомных единицах 
2

0

e

a

 

2

2

1
,

2

n
E

xx

= −                            (5) 

где 
0

r

x

a

= , r  – радиус ячейки Вигнера–Зейтца, 

0
a  – радиус первой боровской орбиты.  

Из условия минимума энергии  

2

3 2

1
0

E n

x x x

∂
= − + =

∂
 

получаем равновесное значение 2
.

e
x n=   

В этой модели кинетическая энергия, прихо-

дящаяся на один электрон,  

2 / 32 2

0

2
0 0

1 0,5

2
k

Ve e
E

a a Vx

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
             (6) 

в 2,1 раза меньше, чем в вырожденном электрон-

ном газе при сохранении аналитической зависи-

мости от плотности (удельного объема).  

 Энергия (5) рассчитана на один атом. Для по-

лучения энергии в грамме водорода эту величину 

нужно умножить на число атомов в грамме, равное  

1
,

A
N N

A
=  

где A  – атомная масса, 
A

N – число Авогадро.  

 

 При нулевой температуре все атомы находят-

ся в основном состоянии с главным квантовым 

числом 1n = . Поэтому энергия одного грамма 

сжатого атомарного водорода равна  

2 2 2 / 3
1/3

2
0 0

1 1
,

22

A A
e N e N

E
a A x a Ax

⎛ ⎞σ⎛ ⎞
= − = −σ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (7) 

где ( )
3

0
/
WS

a rσ = – степень сжатия атомной ячейки 

водорода.  

Исходя из выражения (7) вычисляется упругое 

(холодное) давление 

( )

( )

2 2 2 /3
1/ 30 0

0 0
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5/ 3 5/ 30 0
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V a A
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⎛ ⎞ρ σ ρσ σ
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Модуль объемного сжатия  равен: 

( ) ( )

2
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Отсюда следует  
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( )5/3 5/ 3

03 ,P B= σ −σ                     (8) 

где ( )0 1B B= σ = . 

Выражение (8) выходит на асимптотику 
5 / 3

03P B σ�  очень медленно. Даже при значении 

1000σ =  отличие асимптотики от (9) составляет 

10 %. Кроме того, асимптотическое значение (8) 

в 2,21 раза меньше значения для вырожденного 

электронного газа, что связано с использованием 

разных физических моделей. Впрочем, в области 

очень высоких давлений, о которой эксперимен-

тально ничего не известно, различающиеся в два 

раза результаты можно считать совпадающими. 

Вследствие разных физических моделей каче-

ственно различные следствия можно ожидать в 

задачах эволюции звезд, когда происходит ней-

тронизация атомов (превращение протонов в ней-

троны при захвате электронов ядрами). Модель 

вырожденного газа применяют также к нейтро-

нам, т. е. предполагают движение нейтронов при 
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нуле температуры, аналогичное движению выро-

жденного электронного газа. В нашей модели мы 

не видим физических причин движения ядер и 

нейтронов при нулевой температуре, и после ней-

тронизации протонов вклад в давление дает толь-

ко тепловое движение нейтронов с температурой 

в момент нейтронизации, которое в вырожденном 

газе может быть значительно меньше упругого 

давления. Поэтому при нейтронизации должно 

резко уменьшиться давление, что приведет к гид-

родинамическим течениям и, возможно, к неста-

бильности и взрыву звезды.   

 

 

Релятивистское уравнение состояния 

 

В космологии при очень высоких плотностях 

(106–1015 г·см–3) широко используется релятивист-

ское уравнение состояния вырожденного газа. 

В нашей модели также можно получить релятиви-

стское уравнение состояния, несколько отличаю-

щееся от уравнения состояния вырожденного 

электронного газа.  

С учетом релятивистских эффектов энергия 

электрона определяется выражением 

( )
2

2 2 2 2
,E mc p c= +  

где p  – импульс электрона, m  – его масса, с – 

скорость света. В релятивистском приближении 

импульс равен  

2 2

,

1 /

mv
p

v c

=

−

 

где v  – скорость электрона. Кинетическая энергия 

электрона равна 

2 2
2

2 4
1 1k

p c
E mc

m c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )

2
2

2 2 2
1 1

1 /

v

mc

c v c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − =
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2

2 2

1
1 .

1 /

mc

v c

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

                   (9) 

Используем условие квантования момента им-

пульса электрона по Бору 

2 2

,

1 /

mvr

n

v c

=

−

�  

где ,

2

h
=

π

�  h  – постоянная Планка, 1,2,3...n =  – 

целые числа. Из условия квантования получаем 

2 2 2 2 22 2 2 2

0

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0

1 ,
m a r cv v x v

c n a c n c

α

− = =

α α�

 

где 
0

1
,

137,036

r

x

a

= α =  – постоянная тонкой 

структуры, 
2 2 2 2 4 2 2 2

0 0

2 2 2 2
1.

a m c e a m c

c

α

= =

� � �

 Отсюда по-

лучаем 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1

x v v v x

n c c c n

⎛ ⎞
+ = + =⎜ ⎟⎜ ⎟α α⎝ ⎠

 или 

2 2

2 2 2
1/ 1 .

v x

c n

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟α⎝ ⎠

 

Производя преобразования, получаем 

2 2 2 2

2 2 2 22

2 2 22 2

1 / 1
1 1 .

1 11

v x n

c x nx

n xn

α
− = − = =

⎛ ⎞ α
+ ++⎜ ⎟⎜ ⎟ αα⎝ ⎠

 

Поэтому с учетом квантования получаем для ки-

нетической энергии электрона выражение 

2 2
2

2
1 1 .k

n
E mc

x

⎛ ⎞α
⎜ ⎟= + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 (10) 

Потенциальная энергия взаимодействия электрона 

с ядром равна 

222

0

0 0

,
p

Ze aZe e Z
E

r a r a x
= − = = −  

Z – заряд ядра. Полная энергия k pE E E= +  (в 

атомных единицах) 

2 2

2 2

1
1 1 .

n Z
E

xx

⎛ ⎞α
⎜ ⎟= + − −
⎜ ⎟α ⎝ ⎠

           (11) 

Эта формула в общем случае дает выражение 

для энергии сжатого атома. В ультрарелятивист-

ском пределе энергия равна 

1
.

n
E Z

x

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

α⎝ ⎠
 

При сжатии основного состояния атома водо-

рода это значение энергии в 1,45 раза меньше, чем 

для вырожденного электронного газа.  

На рис. 1 показана зависимость логарифма 

полной энергии (кривая 1) и логарифма кинетиче-

ской энергии (кривая 2) от десятичного логарифма 
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плотности для атомарного водорода в основном 

состоянии, рассчитанная с использованием фор-

мул (10) и (11) с 1n =  и 1Z = . Уменьшение накло-

на при большой плотности объясняется влиянием 

релятивистских эффектов.  

 

Рис. 1. Зависимость ( )log E  от ( )log ρ  для водорода: 

1 – сумма кинетической и потенциальной энергии, 2 – 

кинетическая энергия. Энергия в электронвольтах,  

                       плотность в единицах г·см
–3

 

 

 Энергия электрона в атоме водорода больше 

чем ( ) 2

n p
m m c−  достигается при плотности около 

107 г·см–3. Происходит нейтронизация протонов, 

и упругая энергия и давление пропадают. Поэтому 

при нейтронизации должно резко уменьшиться дав-

ление, что может привести к быстрым гидродинами-

ческим течениям, нестабильности и взрыву звезды.   

В состоянии равновесия энергия минимальна. 

Из уравнения (11) получаем 

1/ 2
2 2 2 2

2 3 2 2

1
1

E n n Z

x x x x

−⎡ ⎤⎛ ⎞∂ α α⎢ ⎥= − + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ α ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

1/2
2 2 2

3 2 2
1 0

n n Z

x x x

−

⎞⎛ α
= − + + =⎟⎜⎜ ⎟

⎝ ⎠
             (12) 

Из уравнения (12) получаем: 

1/ 2
2 2 2

2
1 1 0.

n n

Zx x

−

⎛ ⎞α
− + + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Отсюда 
1/ 2

2 2 2

2
1

n n

Zx x

⎛ ⎞α
= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

или 
2 2

2

2 2
1.

n n

x Z

⎛ ⎞
− α =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Следовательно, для равновесного значения 

параметра 
e
x  получаем выражение 

1/ 2 1/ 2
2 2 2 2

2

2 2
1 .

e

n n Z
x n

ZZ n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞α
= −α = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
      (13) 

Соответственно, подставляя (13) в уравнение (11), 

получаем равновесное значение энергии  

2

2 1/ 22
2

2
2

2
2

2 1 1

2 22 2
2

2 2 2 2

1
1 1

1
1 ,

1 1

n

Z
E E

n n
n

Z Z

n Z

n n
Z n

Z Z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟α

= = + − − =⎜ ⎟
⎛ ⎞α ⎛ ⎞⎜ ⎟− α⎜ ⎟ − α⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

α⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥
α − α −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟α α⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

или после преобразований       

2 2

2 1 1

2 2 2 22 2
2

2 2

1 1
1

1 1

n

Z
E

Z Z
n

n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

α⎜ ⎟= − − =
⎜ ⎟α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟α α

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠  

1

2 2 2

2 2

1
1 1 .

Z

n

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟α

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟α ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

                (14) 

 При нулевой температуре все атомы водорода 

находятся в основном состоянии с главным кван-

товым числом 1n =  и энергия одного грамма сжа-

того атомарного водорода равна  

( )

2 2

2 2
0

2
2 2/3 1/3

2
0

1 1
1 1

1
1 1

A

A

e N
E

a A xx

e N

a A

⎡ ⎤⎞⎛ α
⎢ ⎥⎟⎜= + − − =

⎜ ⎟⎢ ⎥α ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤
= + α σ − − σ⎢ ⎥α⎣ ⎦

,                   

(15) 

где ( )
3

0 / WSa rσ = – степень сжатия атомной ячейки 

водорода.  

В сжатом атоме при сохранении квантового 

состояния давление при 0,T =  упругое (холодное) 

давление вычисляется исходя из выражения (15):  
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( )

( )

0

0

2 2
2 2/3 1/30

2
0

2 2 2 1/3 2/3

0

2 2 2/3
0

/

1
1 1

2

32 3 1

A

A

EE
P

V

e N

a A

e N

a A

− −

ρ ∂∂
= − = − =

∂ ∂ ρ ρ

ρ σ ∂ ⎡ ⎤= +α σ − −σ =⎢ ⎥∂σ α⎣ ⎦

⎞⎛ρ σ α σ σ
= − =⎟⎜⎜ ⎟α +α σ⎝ ⎠

 

( )
1/2

5/3 2 2/3 4/3

03 1B
− ⎞⎛= σ +α σ −σ⎜ ⎟

⎝ ⎠
          (16) 

От нерелятивистского приближения (8) выраже-

ние (16) отличается только дополнительным мно-

жителем в первом члене.  

На рис. 2. показана зависимость ( )log P  от 

log(ρ) по уравнениям состояния (8) и (16). Данные 

(8) и (16) совпадают до σ = 106, при большей 

плотности в релятивистском приближении по-

лучается меньшее давление (примерно в 10 раз 

при 109 г·см–3). На этом же рисунке показано дав-

ление в нерелятивистском вырожденном элек-

тронном газе. Асимптотическое значение в 2,21 

раза выше, чем по уравнению (16). Выход на 

асимптотику происходит очень медленно. При 

плотности водорода примерно 100 г·см–3 давление 

в вырожденном электронном газе в 7 раз выше, 

чем по уравнению (16). При плотности 104 г·см–3 

давление в вырожденном электронном газе в 2,5 

раза выше, чем по уравнению (16).  

 

Рис. 2. Зависимость ( )log P от ( )log ρ
 
в водороде: 1 – 

расчет давления в релятивистском приближении, 2 – 

нерелятивистский расчет, 3 – давление в нерелятивистском 

вырожденном электронном газе, 4 – давление в ультра-

релятивистском вырожденном электронном газе. Давление 

в ГПа, плотность в единицах г·см
–3

. Релятивистское 

приближение отличается от нерелятивистского, начиная  

                             с плотности 10
6 
г·см

–3
  

 

 

 

Показатель адиабаты релятивистского  

уравнения состояния 

 

Определим показатель адиабаты γ в зависимо-

сти от плотности: 

ln
.

ln

P P P

P P

∂ ρ ∂ σ ∂
= =

∂ ρ ∂ρ ∂σ
 

Производная 
P∂

∂σ
 равна: 

1/ 2 3 / 2
2 2 4 2 1

2 2 23 3 3 3 3
0

5 1 4
3 1 1 .

3 3 3

P
B

− −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟= σ +α σ − α σ +α σ − σ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂σ
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

(17) 

С учетом (16) и (17) для γ получаем выраже-

ние 

ln

ln

P P

P

∂ σ ∂
γ = = =

∂ ρ ∂σ
 

1/ 2 3/ 2
2 2 4 2 1

2 2 23 3 3 3 3

1/ 2
5 2 4

23 3 3

5 1 4
1 1

3 3 3

.

1

− −

−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ + α σ − α σ +α σ − σ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦=

⎛ ⎞
⎜ ⎟σ + α σ −σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Отсюда для показателя адиабаты γ окончательно 

получаем: 

ln

ln

P∂
γ = =

∂ ρ
 

1/ 2 3/ 2
2 2 4 2 1

2 2 23 3 3 3 3

1/ 2
2 2 1

23 3 3

5 1 4
1 1

3 3 3

.

1

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ + α σ − α σ + α σ − σ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

⎛ ⎞
⎜ ⎟σ + α σ −σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(18) 

На рис. 3 показана зависимость ( ) ,γ ρ  рассчи-

танная по формуле (18). Вблизи нормальной плот-

ности показатель адиабаты очень высокий (γ = 12 

при σ = 1,1). Выход на промежуточную асимпто-

тику γ = 5/3 происходит на интервале σ = 102÷103, 

при большей степени сжатия происходит падение 

( )γ σ  и выход на асимптотику γ = 4/3 при σ = 109. 

При σ > 105 зависимость ( ) ,γ σ  полученная для 

релятивистского вырожденного электронного газа 

близка к нашей расчетной кривой. 
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Рис. 3. Зависимость показателя адиабаты водорода 

( )γ ρ  от логарифма плотности в единицах г·см
–3

 

 

 

Электронная статистическая сумма  

для релятивистского газа 
 

При ограниченном объеме, приходящемся на 

атом водорода, энергия электрона в квантовом со-

стоянии с главным квантовым числом n равна 

1

2 2 2

2 2

1 1
1 1

n

Z
E

xn

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟α

= − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟α ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )
1/ 2

2 2 2 / 3 1/ 3

2

1
1 1 ,n

⎛ ⎞
= + α σ − − σ⎜ ⎟

⎝ ⎠α
      (19) 

где 
3

04

3

a

V

π

σ =  – отношение начального объема 

атома к объему сжатого атома V. Тогда с учетом 

релятивистских эффектов статистическая сумма, 

равная  

2

1

2 ,

n
E

kT

n

Z n e

∞ −

=

= ∑                   (20) 

как и в нерелятивистском случае [4], конечна, за-

висит от температуры и объема и может использо-

ваться для вычисления термодинамических пара-

метров атомарного водорода.   

При 2
x n>  энергия совпадает с энергией 

свободного атома 

1

2 2

2 2

1
1 1

n
E

n

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟α

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟α ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и не за-  

 

 

 

 

 

 

висит от объема. Если 2
,x n<  энергия определя-

ется из выражения для сжатого атома (19), и ста-

тистическая сумма (20) позволяет вычислить все 

термодинамические характеристики водорода. Реля-

тивистские эффекты в горячей водородной плазме 

начинают проявляться с температуры 100 кэВ. 

 

 

 

Заключение 

 

1. Получено новое релятивистское уравнение 

состояния холодного водорода.  

2. Определен показатель адиабаты в зависи-

мости от плотности с выходом на значение 4/3 

в ультрарелятивистском пределе. 

3. Согласно представленной модели при ней-

тронизации протонов упругая энергия и давление 

принимают нулевые значения. Поэтому при ней-

тронизации должно резко уменьшиться полное дав-

ление, что может привести к быстрым гидродинами-

ческим течениям, нестабильности и взрыву звезды.   

4. Показана возможность вычислить все тер-

модинамические характеристики релятивистской 

горячей водородной плазмы, исходя из статисти-

ческой суммы. 
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Р Е Ф Е Р А Т Ы  

 

 

УДК 536.75; 533.9.01 

 

Расчет термодинамических характеристик водорода исходя из статистиче-

ской суммы / Б. А. Надыкто, О. Б. Надыкто, А. Б. Надыкто // ВАНТ. Сер. 

Теоретическая и прикладная физика. 2022. Вып. 3. С. 3–20. 

Термодинамические свойства различных изотопов водорода в экстре-

мальных условиях критически важны для физики плазмы, включая термо-

ядерный синтез с инерционным удержанием (ICF), и астрофизики, включая 

теплое плотное вещество (WDM). Основная проблема при расчете термо-

динамических свойств водородной плазмы состоит в том, что ее статисти-

ческая сумма (СС) с энергетическими уровнями свободных атомов H рас-

ходится. Здесь мы показываем, что СС атомов H с уровнями энергии, учи-

тывающими конечный размер атомной ячейки в экстремальных условиях, 

сходится и, таким образом, может использоваться для прямых вычислений 

соответствующих термодинамических функций с очень низкими вычисли-

тельными затратами. Конечная СС была использована для получения уни-

версального уравнения состояния (УРС) водорода в широком диапазоне 

параметров. Получено УРС, которое адекватно описывает состояние водорода 

во всем диапазоне плотностей и температур, включая холодную кривую. По-

казано, что новый УРС хорошо согласуется с имеющимися измерениями 

и расчетами, выполненными с использованием самых современных вариан-

тов теории функций плотности (DFT) и квантовых методов Монте-Карло. 

Это означает, что новый подход представляет собой жизнеспособную не-

дорогую альтернативу вышеупомянутым традиционным методам, вычис-

лительные затраты которых во многих случаях непомерно высоки. По-

скольку сходящаяся СС и соответствующие термодинамические функции 

были выведены в аналитической форме, полученные формулы могут ис-

пользоваться при моделировании множества процессов и систем, играю-

щих важную роль в физике плазмы и астрофизике, включая ICF и WDM. 

 

 

УДК 539.89; 539.58 
 

Электронные фазовые переходы в сжатых твердых телах и новые шкалы 

давления для снижения неопределенности при калибровке давления / 

Б. А. Надыкто, О. Б. Надыкто, А. Б. Надыкто // ВАНТ. Сер. Теоретическая и 

прикладная физика. 2022. Вып. 3. С. 21–37. 

Показано, что безразмерное уравнение состояния (УРС) для холодного 

давления ( )5 / 3 4 / 3
0/ 3 ,P B = σ − σ  где B  – модуль объемного сжатия, ρ – 

плотность, 0/σ = ρ ρ  – степень сжатия, а индекс 0 относится к свойствам 

материала при нулевых температуре 0T =  К и давлении 0P =  ГПа, явля-

ется универсальным и адекватно описывает сжатие металлов, диэлектриков 

и соединений. Предложено и оценено по экспериментальным данным но-

вое холодное УРС для алмаза с 0 3,515ρ =  г·см
–3

 и B0 = 442 ГПа. Тщатель-

ная оценка нового уравнения состояния показывает, что оно хорошо согла-

суется с экспериментами по статическому и ударному сжатию при давле-

ниях до 1400 ГПа. Таким образом, оно может использоваться в качестве 

новой алмазной шкалы давления, где плотность алмаза и исследуемого ма-

териала измеряется с помощью рентгеновской дифракции, а ( )P ρ  выража-

ется через EOS алмаза. Разработана новая рубиновая шкала давления 

7.2
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1 1 ,

7,2
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⎛ ⎞⎛ ⎞Δλ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎝ ⎠⎝ ⎠

 где λ0 = 694,24 – длина волны линии флуорес-

ценции рубина R1, а ( )Δλ = Δλ ρ  – сдвиг линии при сжатии. 



 

УДК 536.71; 524.3-17; 510.67 

 

Релятивистское уравнение состояния / Б. А. Надыкто, О. Б. Надыкто, 

А. Б. Надыкто // ВАНТ. Сер. Теоретическая и прикладная физика. 2022. 

Вып. 3. С. 38-44. 

Выведено новое релятивистское уравнение состояния при нулевой 

температуре, исходя из предположения, что все упругое (холодное) давле-

ние в твердом теле возникает в результате изменения энергии электронов 

атома при условии квантования их релятивистского момента импульса.  

Получена формула для релятивистской энергии электронов и оценена ве-

личина плотности, при которой эта энергия превышает значение 

( ) 2
.n pm m c−  При этом происходит превращение протонов в нейтроны 

(нейтронизация протонов). Определено давление, которое в промежуточ-

ной асимптотике, 5 / 3,γ =  в 2,1 раза ниже, чем давление вырожденного 

электронного газа. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



A B S T R A C T 

Hydrogen thermodynamic characteristics from statistic sum / B. A. Nadykto, 

O. B. Nadykto, A. B. Nadykto // VANT. Ser.: Teoret. i prikl. fizika. 2022, N 3. 

P. 3–20.

Thermodynamic properties of different isotopes of hydrogen under extreme 

conditions are critically important for physics of plasmas and astrophysics, in-

cluding Inertial Confinement Fusion (ICF) and Warm Dense Matter (WDM). 

The main problem in calculating thermodynamic properties of hydrogen plasma 

is that its statistical sum (STS) with energy levels of free H atoms diverges. Here, 

we show that the STS of hydrogen atoms with the energy levels accounting for 

the finite size of the atomic cell converges, and, thus, can be used for direct cal-

culations of the corresponding thermodynamic functions at very low computa-

tional costs. The convergent STS has been employed to derive a universal wide-

range Equation of State (EoS) of hydrogen, which adequately describes its state 

over the full range of densities and temperatures, and is shown to agree well with 

available measurements and calculations carried out using the latest updated ver-

sions of the Density Functional Theory (DFT) and quantum Monte Carlo meth-

ods. This means the new approach is a viable low-cost alternative to the above-

mentioned conventional methods, whose computational costs are, in many cases, 

prohibitively high. Since the convergent STS and the corresponding thermody-

namic functions are available in a closed analytical form, they can be used in 

modeling a variety of processes and systems playing an important role in plasma 

physics and astrophysics, ICF and WDM. 

Electronic phase transitions in compressed solids and new pressure scales to re-

duce uncertainty in pressure calibration / B. A. Nadykto, O. B. Nadykto, 

A. B. Nadykto // VANT. Ser.: Teoret. i prikl. fizika. 2022, N 3. P. 21–37. 

It is shown that the dimensionless equation of state (EOS) for cold pressure 

( )5 / 3 4 / 3
0/ 3 ,P B = σ − σ  where B is the bulk modulus, ρ is the density, 

0/σ = ρ ρ  is the degree of compression, and index 0 refers to the properties of 

the material at zero temperature T = 0 К and pressure P = 0 GPa, is universal and 

adequately describes the compression of various metals, dielectrics, and com-

pounds. A new cold EoS for diamond with 0 3,515ρ =  g·cm
–3

 and B0 = 442 GPa

has been proposed and validated against experimental data. A careful evaluation 

of the new equation of state shows that it agrees well with experiments on the 

static and shock compression at pressures up to 1400 GPa. Thus, it can be used 

as a new diamond pressure scale, where the density of diamond and test material 

is measured by X-ray diffraction and is expressed in terms of the diamond EoS. 

A new ruby pressure scale 

7.2
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⎛ ⎞⎛ ⎞Δλ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟
⎜ ⎟λ⎝ ⎠⎝ ⎠

 where λ0 = 694.24 is the 

wavelength of the ruby R1 fluorescence line and ( )Δλ = Δλ ρ  is the line shift up-

on compression, has been developed. 

Relativistic equation of state / B. A. Nadykto, O. B. Nadykto, A. B. Nadykto // 

VANT. Ser.: Teoret. i prikl. fizika. 2022, N 2. P. 38-44. 

A new relativistic equation of state at zero temperature is derived based on 

the assumption that all the elastic (cold) pressure in a solid arises as a result of a 

change in the energy of the electrons of an atom under the condition of quantiza-

tion of their relativistic angular momentum. A formula was obtained for the rela-

tivistic energy of electrons and the density value at which this energy exceeds 

( ) 2

n pm m c−  was estimated. In this case, the transformation of protons into 

neutrons (neutronization of protons) occurs. The pressure is determined, which in 

the intermediate asymptotics γ = 5/3 is 2.1 times lower than the pressure of the 

degenerate electron gas. 
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