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В статье предпринята попытка решения стохастических задач из области кинетики реакторов  
с помощью метода моментов. Моменты распределений вероятности для представительных вели-
чин реакторной кинетики легко выводятся из первичных дифференциальных уравнений, и это об-
стоятельство явилось серьезным стимулом проведения намеченной работы. Казалось, что полуана-
литический новый алгоритм не потребует разработки сложной вычислительной программы и про-
ведения каких-либо калибровок результата. 

Указанные оптимистичные ожидания, однако, не оправдались. Как показано, метод моментов 
в применении к рассматриваемой задаче или не гарантирует единственности решения, или вообще 
не позволяет получить физически приемлемого результата. Неприменимость метода моментов  
к рассматриваемой в статье задаче подтверждена строгим доказательством, выполненным на основе 
теоремы Карлемана. 
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реактор Godiva-II, метод моментов, теорема Карлемана, существование и единственность решения 
задачи. 
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Введение 
 

В реакторе со слабым источником 
нейтронов существенна роль стохастиче-
ских флуктуаций. В надкритическом реак-

торе они могут приводить к значительным 
отклонениям роста мощности от зависимо-
сти, следующей из решений обычных, т. е. 
детерминированных, уравнений кинетики.  
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С особой четкостью влияние флуктуа-
ций плотности нейтронов проявляется  
в быстрых реакторах с активной зоной 
(АЗ) из высокообогащенного металличе-
ского урана. В отсутствие иного источника, 
кроме спонтанных делений урана и пред-
шественников запаздывающих нейтронов 
(ЗН), импульс в этих реакторах развивается 
через секунды, а не через миллисекунды, 
как это следует из уравнений детермини-
рованной кинетики.  

Сказанное убедительно подтверждают 
результаты  хорошо известных опытов по 
измерению задержки развития импульса  
в реакторе Godiva-II. [1]. Была проведена 
серия из 94 измерений, в которых опреде-
лялось время, прошедшее от ступенчатого 
ввода начальной реактивности по мгно-

венным нейтронам 43,5 10k     до мо-
мента достижения высокой интенсивности 
делений в реакторе (т. е. до момента фик-
сации импульса делений). Измерения про-
водились в условиях наличия лишь слабо-
го, связанного со спонтанными делениями 
ядер урана ( 90 нейтр./с) и с распадом 
предшественников запаздывающих ней-
тронов ( 200 нейтр./с) источника. 

Результат эксперимента представлен 
на рис. 1 в виде гистограммы. Как видно из 

рисунка, при слабом источнике нейтронов 
импульс в Godiva-II развивался с запазды-
ванием от десятых долей секунды до 
одиннадцати секунд. Это запаздывание 
очень значительно, если сопоставлять его  
с равным  0,7 мс временем развития им-
пульса в рамках детерминированной кине-
тики. 

Указанный эксперимент относится  
к импульсам на мгновенных нейтронах. На 
реакторе Godiva-II получены также опыт-
ные данные по флуктуациям времени раз-
вития импульса на запаздывающих ней-
тронах (ЗН) [2, 3]. 

О важной роли флуктуаций в реакто-
рах свидетельствуют и результаты более 
поздних аналогичных измерений, выпол-
ненных на быстрых импульсных реакторах 
APRFR [4], БИР-2М [5], CALIBAN [6], 
SPR-II [7]. 

В случае реактора APRFR реактив-
ность по мгновенным нейтронам, соответ-
ствующая номинальному импульсу деле-
ний и равная 7,510–4, вводилась не ступен-
чато, а за 0,325 секунды. Инициированию 
импульса предшествовал 20 минутный ин-
тервал выдержки реактора в глубоко под-
критическом состоянии. 

 

 
Рис. 1. Распределение вероятности для времени 
ожидания импульса в реакторе Godiva-II [1] 
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Было получено, что и в реакторе 
APRFR имеет место значительная, хотя  
и не столь большая, как в Godiva-II, флук-
туационная задержка в развитии импульса. 
Уменьшение, в сравнении с Godiva-II, за-
держки связано, во-первых, с бóлее высо-
кой в APRFR реактивностью и, во-вторых, 
по-видимому, с более высокой интенсив-
ностью источника нейтронов. В этом экс-
перименте два импульса из общего числа 65 
были инициированы преждевременно, т. е. 
до окончания ввода реактивности. 

Эксперименты на реакторе БИР-2М [5] 
проводились в 1990-х гг. при отработке 
макета быстродействующей аварийной за-
щиты (БАЗ). Макет БАЗ предназначался 
для изучения возможности быстрого за-
глушения реактора при скорости нараста-
ния мощности делений в АЗ выше уста-
новленного предела или по достижении 
заданного уровня мощности. Принцип 
действия БАЗ заключается в быстром 
(~ 200 мкс) удалении из центрального ка-
нала АЗ полиэтиленовой пули, что умень-
шает реактивность реактора и переводит 
его в подкритическое состояние по мгно-
венным нейтронам. Наличие БАЗ позво-
лило многократно и сравнительно часто 
производить пуск реактора без разогрева 

АЗ (и, следовательно, без нагружения ее 
деталей).  

Измерения возмущений реактивности 
реактора элементами БАЗ проводились  
в специальных опытах. Установлено, что 
опускание устройства отстрела с полиэти-
леновой пулей в АЗ увеличивает реактив-
ность на (0,959±0,006) βэф, а удаление пули 
из устройства отстрела уменьшает реак-
тивность на (0,315±0,002) βэф. 
 Фон нейтронов от заглушенного реак-
тора составлял 1,4·103 с–1. При поднятом 
блоке безопасности в конце 30-минутного 
высвечивания фон составлял 1,8·104 с–1,  
а после подъема быстрого стержня в верх-
нее положение нейтронный фон равнялся 
6·104 с–1, что примерно в сорок раз превы-
шает значение фона заглушенного реактора. 

Опыты проводились при трех значе-
ниях избыточной реактивности по мгно-
венным нейтронам: p = 0,03 βэф; 0,05 βэф; 

0,07 βэф. Всего проведено около 200 пусков 
реактора. Среднее время ожидания им-
пульса при указанных значениях избыточ-
ной реактивности составило 0,9 с, 1 с и 1 с, 
соответственно. Интегральное распределе-
ние вероятности для времени ожидания 
импульса на реакторе БИР-2М показано на 
рис. 2. 

 

                       
 
 

Рис. 2. Интегральное распределение вероятности для времени ожидания импульса на реакторе 
БИР-2М [5]. Реактивность реактора: ● – 0,03 βэф; ■ – 0,05 βэф;  – 0,07 βэф 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

В
ер
оя
тн
ос
ть

 в
оз
ни
кн
ов
ен
ия

 и
м
пу
ль
са

 

0 1 2 3 4 5 6 
Время ожидания, с 



В. Ф. Колесов, А. Н. Ганичев 
 

38 ВАНТ. Сер. Физика ядерных реакторов. 2022, вып. 4 

Эксперименты на реакторе CALIBAN 
[6] проводили при избыточной реактивно-
сти по мгновенным нейтронам 0,083 βэф  

и нейтронном фоне 200 с–1 (нейтронный 
фон измеряли в подкритическом состоянии 
реактора при Кэф = 0,9). Всего на реакторе 
CALIBAN проведено 114 импульсных пус-
ков. Среднее время задержки импульса по-
лучено равным 0,742 с.  

Аналогичные эксперименты проводили 
также на ранней стадии эксплуатации им-
пульсного реактора SPR-II [7], а также на 
растворных критических сборках CRAC [8]. 
В реакторе SPR-II, как и в реакторе 
APRFR, была получена меньшая, чем ожи-
далось, задержка в развитии импульса. 
Позднее это было объяснено влиянием бо-
лее высокой в SPR-II, в сравнении с реак-
тором Godiva-II, остаточной -активности.  

Приведенные выше данные по стоха-
стической задержке развития импульса  
в разных реакторах плохо согласуются 
друг с другом. Особенно четко это проде-
монстрировано на рис. 3 и в табл. 1 из ста-

тьи [5], содержащих сводку эксперимен-
тальных данных по времени ожидания 
импульса в быстрых импульсных реакто-
рах Godiva-II, APRFR [4], БИР-2М [5], 
CALIBAN [6], а также данных по характе-
ристикам указанных реакторов и реактора 
SPR-II. 

При рассмотрении приведенных на 
рис. 3 и в табл. 1 данных бросается в глаза 
чрезмерная близость распределений веро-
ятности для времени ожидания импульса  
и среднего времени ожидания импульса  
у реакторов APRFR, БИР-2М, CALIBAN  
и большое отличие их от данных для реак-
тора Godiva-II. Отличие данных для реак-
тора Godiva-II от данных для других реак-
торов можно объяснить разницей в избы-
точной реактивности по мгновенным 

нейтронам k   и в интенсивности ней-
тронного фона. Но близость данных для 
реакторов APRFR, БИР-2М, CALIBAN,  

у которых k   и фон тоже неодинаковые, 
объяснить трудно. 

 
 

                        
 
 

Рис. 3. Интегральное распределение вероятности для времени ожидания импульса деления  
в реакторах GODIVA-II (□);  APRFR (■); БИР-2М (  – p = 0,03 βэф; ▬ – p = 0,05 βэф),  

CALIBAN (●) [5] 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

В
ер
оя
тн
ос
ть

 в
оз
ни
кн
ов
ен
ия

 и
м
пу
ль
са

 

0 1 2 3 4 5 6
Время ожидания, с 

1,1 

0,2 

0,1 

7 8 9 10 11 



О неприменимости метода моментов в кинетике реакторов со слабым источником 
 

ВАНТ. Сер. Физика ядерных реакторов. 2022, вып. 4 39 

Таблица  1 

Характеристики реакторов в экспериментах по исследованию распределений  
вероятности для времени ожидания импульса деления [5] 

Характеристика реак-
тора 

GODIVA-II CALIBAN APRFR БИР-2М SPR-II 

Материал АЗ 
235U 

(93,5%) 

235U(93%) + 
+ Mo(10%) 

235U(93,2%) + 
+ Mo(10%) 

235U(85%) + 
+ Mo(6%) 

235U(93,2%) + 
+ Mo(10%) 

Масса АЗ, кг 57,7 110 106 121 105 
Максимальное число 
делений в импульсе 

3·1016 5,8·1016 1,5·1017 1·1017 1,2·1017 

Интенсивность 
нейтронного фона, с–1 

300 
(~103*) 

200 – 
1400 

(60000*) 
– 

Реактивность  
по мгновенным 
нейтронам  
в эксперименте, βэф 

0,05  0,083  0,11  

0,03; 
0,05; 
0,07  

 

– 

Среднее время  
ожидания импульса, с 

3,6 0,8 1,1 
0,9; 
1,0; 
1,0 

– 

*Для реактора в стартовой позиции 
 

Разрешение несогласованности имею-
щихся экспериментальных данных по сто-
хастической задержке развития импульса 
автор статьи [5] видит в постановке новых 
уточняющих экспериментов с определе-
нием зависимости времени задержки им-
пульса от интенсивности нейтронного  
фона и избыточной реактивности по мгно-
венным нейтронам.  

Авторы настоящей статьи, в свою оче-
редь, полагают, что решению указанного 
вопроса может помочь разработка новых, 
независимых, пусть и приближенных, рас-
четных методов. Задачей настоящей ста-
тьи, по замыслу ее авторов, как раз и явля-
лась разработка независимого алгоритма 
расчета, а именно – алгоритма, основанного 
на математическом методе моментов. Мо-
менты распределений вероятности для 
представительных величин реакторной ки-
нетики определяются аналитически из 
первичных дифференциальных уравнений 
задачи, и это обстоятельство только укреп-
ляло авторов в их намерении. Казалось, 
что полуаналитический новый алгоритм не 
потребует разработки сложной вычисли-

тельной программы и проведения каких-
либо калибровок результата. 

К сожалению, как будет видно из даль-
нейшего текста, указанные оптимистичные 
ожидания не оправдались. Как оказалось, 
метод моментов в применении к рассмат-
риваемой задаче или не гарантирует един-
ственности решения, или вообще не позво-
ляет получить физически приемлемого 
решения. 

В дальнейшем изложении основным 
разделам статьи предпослано краткое опи-
сание существующих методов расчета сто-
хастических явлений в реакторах со сла-
бым источником.   

 
 
1. Существующие методы расчета  

стохастических явлений в реакторах  
со слабым источником 

 
Отмеченные особенности поведения 

мощности реактора при слабом источнике 
нейтронов требуют, вообще говоря, знания 
распределения вероятностей для плотности 
нейтронов и предшественников ЗН в зави-
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симости от времени, реактивности и дру-
гих характеристик реактора.  

Задаче описания стохастических явле-
ний в реакторах, расчета распределений 
вероятности для нейтронов и предше-
ственников ЗН посвящены теоретические 
работы [2, 3, 9 – 13] и другие. Весьма по-
следовательно и полно указанная задача 
решена в статье [9] в рамках модели, не 
зависящей от пространственных координат 
и энергии нейтронов. Предполагалось, что 
реактивность и источник нейтронов могут 
зависеть от времени, значение времени 
жизни мгновенных нейтронов может быть 
любым. Решение полученных уравнений  
в общем случае находится численно. Для 
некоторых более простых вариантов задачи 
получены также аналитические решения.   

Конкретно рассмотрение стохастиче-
ских процессов в статье [9] проведено на 
основе дифференциального уравнения для 
функции  1, ,..., , ,IP n m m t  получаемого из 

условий баланса вероятностей. Функция 

 1, ,..., ,IP n m m t  является распределением 

вероятности, означающим, что в момент t  
в реакторе имеется точно n нейтронов и mi 
источников запаздывающих нейтронов 
группы  i (i = 1, 2, ..., I).  

Указанное стохастическое уравнение 
решается с помощью подобного (I + 1)-
кратному преобразованию Лапласа пере-
хода к так называемой производящей (или 
генерирующей) функции G. В общем слу-
чае дифференциальное уравнение в част-
ных производных для функции G решается 
численно с помощью метода характери-
стик. Искомое распределение вероятностей 

 , ,P n m t  определяется по найденной функ-

ции G  с помощью обратного (I + 1)-крат-
ного преобразования Лапласа. В общем 
случае это преобразование выполняется 
также численно.  

В применении к задаче описания флук-
туаций плотности нейтронов в статье [3] 
введены в рассмотрение два альтернатив-
ных понятия: ограниченные и бесконечные 
(устойчивые) цепи делений. Использова-

ние этих понятий особенно эффективно 
при исследовании флуктуаций в реакторах 
на быстрых нейтронах, в которых устойчи-
вая цепь, если она возникла, растет чрез-
вычайно быстро. 

Любой нейтрон, появившийся в реак-
торе, независимо от состояния последнего 
может вызвать цепочку делений. Эта це-
почка может быть короткой. Она может 
быть разветвленной, содержащей большое 
число делений, но тем не менее также об-
рывающейся. Во всех подобных случаях 
имеют дело с ограниченными цепями де-
лений. Однако цепь делений может нико-
гда не оборваться, т. е. быть неограничен-
ной (устойчивой). При постоянной реак-
тивности в подкритическом реакторе все 
цепочки, порождаемые отдельными ней-
тронами, могут быть только ограниченны-
ми. Это заключение справедливо также  
в отношении точно критического реактора 
(предполагается, что запаздывающие ней-
троны отсутствуют). И в надкритическом 
реакторе лишь редкие нейтроны порожда-
ют устойчивые цепи делений (как показано 
в статье [3], вероятность нейтрону источ-
ника инициировать устойчивую цепь де-

лений равна примерно ,k   где k  – коэф-
фициент размножения мгновенных 
нейтронов). 

В реакторах на быстрых нейтронах 
флуктуационные задержки в росте мощно-
сти на начальном участке почти полностью 
обусловлены временем установления пер-
вой устойчивой цепи. Эта особенность 
быстрых реакторов позволила автору ста-
тьи [3] получить эффектным способом 
компактные и удобные для оперативных 
применений аналитические формулы для 
вероятности возникновения первой устой-
чивой цепи. Рассмотрение проведено на 
основе модели реактора, не зависящей от 
пространственных координат и энергии  
и не имеющей ЗН. Все нейтроны в этой 
модели ведут себя одинаковым образом, 
имеют вероятность pf произвести деление, 
и в делении с вероятностью P  эмитиру-
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ются   мгновенных нейтронов. Вводятся 
величины: w0  вероятности нейтрону ис-
точника вызвать устойчивую цепь деле-
ний, и wf   вероятности делению вызвать 

устойчивую цепь  0 .f fw p w  Эти осно-

вополагающие для работы [3] величины 
определяются из уравнения  

 
0

1 1 ,
v

f f f
v

w P p w





  





         (1) 

являющегося констатацией факта, что ве-

роятность  1 fw  делению не вызвать 

устойчивую цепь делений равна вероятно-
сти, что ни один из возникших при деле-
нии нейтронов не вызовет такой цепи. 

Были рассмотрены два наиболее инте-
ресных для практики случая. 

1. Ситуация, когда k   не зависит от 
времени (ступенчатый ввод избыточной 
реактивности). Для этого случая получено:  

– вероятность возбуждения нейтроном 
устойчивой цепи делений равна 

 2
0

2    при  0 1,

0     при  0.

k k
w

k

      
  

 


   (2) 

В частности, для урановых систем  

0w k    

(здесь введено обозначение 2  

   21 ;v v v    у различных делящихся 

нуклидов константа 2  близка к 0,8); 

– распределение плотности вероятно-
сти для времени возникновения первой 
устойчивой цепи делений в условиях при-
сутствия в реакторе источника нейтронов  
с постоянной интенсивностью S0 н·с–1 за-
писывается как 

   0 0 0 0exp ;W t w S w S t         (3) 

– среднее время возникновения первой 
устойчивой цепи делений равно 

 0 01 .t S w                 (4) 

2. Случай ввода реактивности по зако-

ну .k at   В этой ситуации 
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Для быстрых реакторов из высокообога-
щенного урана 

0( ) .w t at                      (5) 

Распределение вероятности для времени 
возникновения первой устойчивой цепи 
делений 

( )W t   
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или 
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и среднее время возникновения первой 
устойчивой цепи делений 

2

04
t

aS
  

(здесь  – время жизни мгновенных ней-
тронов в реакторе, Ф(x)  интеграл вероят-
ности). 

Для быстрых реакторов из высокообо-
гащенного урана 
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В оценках уровня возможных в реак-
торах аварийных энерговыделений важную 

роль играет реактивность  
макс

,k   кото-

рая может быть введена до начала дей-
ствия механизмов (внутренних или внеш-
них), гасящих цепную реакцию. Значение 

 
макс

k   непосредственно связано со сред-

ним временем запаздывания импульса. Эта 
связь выражается соотношением 

  2
макс

0

.
4

ak at
S

 
  

  

Для быстрых реакторов из высокообога-
щенного урана 

 
макс

0

1,28 .
ak
S

                  (8) 

В статье [3] получены также важные 
для дальнейшего изложения распределение 
вероятностей ( )fw N  для числа делений N 

(за исключением деления, вызванного 
нейтроном источника) в ограниченных це-

пях и моменты nN  этого распределения.  

В случае близких к единице значений k  
и пуассоновского распределения вероятно-
сти эмиссии в одном акте деления   мгно-
венных нейтронов они имеют вид 

     ( ) 1 1 !;
N Nk k

fw N e ke N N   
    (9) 

 
 

1 2 12 2 !1 1
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2 1 !

n n
n n

N
n k

          

Как можно видеть из начального текста 
настоящего раздела статьи, сравнительно 
точное теоретическое описание стохасти-
ческих явлений в реакторе представляет 
собой сложную и трудоемкую задачу. В то 
же время, как отмечалось выше, существует 
потребность в формулировании более про-
стых, пусть и приближенных, алгоритмов 
решения указанной задачи. Попыткой отве-
та на эту потребность явилась статья [13], 
посвященная поиску простого в исполне-

нии и полностью аналитического алгорит-
ма решения стохастической задачи в реак-
торах со слабым источником. В основу 
сформулированного в статье [13] алго-
ритма положена обсужденная выше идея 
ограниченных и бесконечных (устойчи-
вых) цепей делений. Естественно было 
стремление распространить эту результа-
тивную идею на более реалистичные реак-
торные модели с учетом ЗН. Это также 
было сделано в статье [13]. В указанном 
представлении нейтронные процессы в ре-
акторе заключаются в размножении пред-
шественников ЗН в сильно флуктуирую-
щих по числу делений ограниченных це-
пях, вкладе нейтронов от распада предше-
ственников в эффективный источник, дей-
ствующий в реакторе, и в генерировании 
нейтронами источника новых цепей деле-
ний. При малой надкритичности стохасти-
ческий разброс возможных значений m 
может быть очень большим.  

Рассмотрение стохастических явлений 
в статье [13] проводится в условиях не за-
висящего от времени внешнего источника 
нейтронов S0, в рамках часто используемо-
го приближения нулевого времени жизни 
мгновенных нейтронов и одной группы 
запаздывающих нейтронов. Кроме того,  
в целях замены операций суммирования 
интегрированием и тем самым упрощения 
расчетов, принято, что количество предше-
ственников запаздывающих нейтронов m  
и число делений в ограниченных цепях N 
могут иметь любые, не обязательно целые 
значения.  

Искомыми величинами при этом явля-
ются функция  ,P m t  – распределение ве-

роятности присутствия в момент t в реак-
торе m предшественников запаздывающих 
нейтронов, функция ( )W t  – распределение 
вероятности для времени возникновения 
первой устойчивой цепи делений – и сред-
нее время возникновения первой устойчи-
вой цепи делений .t   

Поставленная задача решается в два 
этапа. На первом этапе рассмотрен вариант 
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задачи с не зависящим от времени ,k  хо-
рошо применимый к быстрым импульсным 
реакторам. На этом этапе, в частности, по-
лучены решения ( )W t  и ,t  аналогичные 
решениям (3), (4) для реакторных моделей 
без учета ЗН. Рассмотрение более сложного 
варианта с линейно зависящим от времени 

,k  наилучшим образом применимого  
к оценкам масштаба возможных аварий, 
как в импульсных, так и в стационарных 
реакторах, выполнено на втором этапе.  

При использовании перечисленных 
подходов и допущений в статье [13]: 

– сформулированы интегро-дифферен-
циальные уравнения для P(m, t) – распре-
деления вероятности присутствия в момент 
времени t в реакторе m предшественников 
ЗН – и уравнения для генерирующей 
функции; 

– с помощью приближенного пред-
ставления  

  ( ), ( ) q t mP m t q t e  

уравнения для генерирующей функции 
преобразованы в обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения. В результате по-
лучены условные решения (в пространстве 
образов Лапласа) P(p, m, t), а также ( , ),W t  

( )t p  – распределения вероятности и сред-
него времени инициирования первой 
устойчивой цепи делений соответственно; 

– на основе сопоставления расчетного 
и экспериментального значений t  для ре-
актора Godiva-II выполнен переход от 
условных решений к реальным решениям 

( , ),P m t  ( )W t  и .t  
Результаты выполненных расчетов 

свидетельствуют о важной роли ЗН в про-
цессе установления устойчивой цепи деле-
ний. В случае постоянной надкритичности 

k   учет ЗН может приводить к двух – семи-
кратному укорочению длительности .t   

Расчеты по выведенным в статье фор-
мулам не составляют труда. Полученные 
аналитические решения предоставляют 
возможность быстрого определения веро-

ятностных характеристик разгона реактора 
при наличии лишь слабого источника 
нейтронов.  

 
 

2. Задача настоящей статьи.  
Метод моментов 

 
Задачей настоящей статьи по замыслу 

ее авторов являлась разработка и практи-
ческое применение предполагаемо нового 
алгоритма расчета стохастических явлений 
в реакторах, основанного на математиче-
ском методе моментов. Предполагалось, что 
этот полуаналитический алгоритм, в отли-
чие от метода статьи [13], был бы полно-
стью свободен от потребности проведения 
калибровок и не потребует написания 
сложной вычислительной программы. Мо-
менты распределения вероятности для 
представительных величин исследуемого 
процесса определяются аналитически из 
общих стохастических уравнений, и имен-
но это обстоятельство питало оптимистич-
ные ожидания авторов. В отличие от рабо-
ты [13], в настоящей статье рассматривает-
ся лишь случай постоянного, то есть не за-
висящего от времени, коэффициента раз-

множения нейтронов .k  В остальном ис-
пользуются те же, что и в статье [13] под-
ходы и приближения: идея ограниченных  
и бесконечных (устойчивых) цепей деле-
ний, не зависящий от времени внешний 
источник нейтронов 0S  и т. д. 

Главной задачей настоящей статьи, как 
и других работ, связанных с расчетом ис-
следуемых здесь стохастических процес-
сов, является нахождение распределения 
вероятности ( , ),P m t  осуществляемое, как 
правило, через решения уравнения для гене-
рирующей функции G. В сравнительно точ-
ных решениях (например, в статьях [9, 11]) 
функция G определяется численно с помо-
щью метода характеристик, в статье [13] – 
аналитически, с помощью редукции зада-
чи, сведенной к обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению. 
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Восстановление искомого распределе-
ния ( , )P m t  в алгоритме осуществляется по 
известным моментам этого распределения. 
Далее на основе восстановленного ( , )P m t  
находятся распределение ( )W t  и среднее 
время инициирования первой устойчивой 
цепи делений .t   

В более развернутой формулировке 
указанная задача заключается в восстанов-
лении ( , )P m t  по моментам этого распреде-
ления, определяемым из уравнения для ге-
нерирующей функции ( , ),G p t  являющейся 
образом Лапласа ( , ),P m t  и в определении 
по восстановленному распределению 

( , )P m t  распределения ( )W t  и .t  
Используемый в настоящей статье ме-

тод моментов представляет собой один из 
общих подходов выполнения по результа-
там наблюдений статистических оценок 
для неизвестных параметров распределе-
ний вероятности. Впервые в этих целях 
метод был использован К. Пирсоном 
(1894 г.) при решении задачи аппроксима-
ции эмпирических распределений [14]. 

Условия существования и единствен-
ности решения указанной задачи рассмат-
риваются, главным образом, в работах так 
называемой классической проблемы мо-
ментов [14]. 

Классическая проблема моментов свя-
зана со многими разделами математическо-
го анализа и теории функций, в частности  
с задачами численного обращения преобра-
зования Лапласа (этот раздел общей про-
блемы моментов известен как классическая 
проблема моментов Хаусдорфа [15]). 

В области проблемы моментов работал 
ряд выдающихся математиков. Термин 
проблема моментов впервые встречается  
у Т. Стилтьеса. Важные задачи, относящи-
еся к этой теме, решались или ставились 
П. Л. Чебышевым и А. А. Марковым [16]. 

Главное, что необходимо для нас в ука-
занной области, – это теорема Карлемана 
об определенности проблемы моментов. 
Теорема звучит так: если последователь-

ность чисел ,nS  n = 0, 1, 2, … удовлетво-

ряет условию 

2
1 2

1
,

nn nS




                  (10) 

то проблема моментов 

( ),k
kS t d t




    0,1,2,...,k        (11) 

является определенной. Это означает, что 
существует неубывающая функция ( ),t  

,t     для которой выполняются ра-
венства (10), единственная с точностью до 
прибавления любой функции, постоянной 
в окрестности каждой точки ее непрерыв-
ности [17]. 

Интеграл Стилтьеса функции ( )f x  от-
носительно функции ( )U x  обычно обозна-
чается символом I, 

( ) ( ).
b

a
I f x dU x                 (12) 

Если ( )U x  имеет ограниченную и интегри-
руемую в смысле Римана производную 

!( ),U x  то интеграл Стилтьеса сводится  
к интегралу Римана по формуле 

!( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

a a
f x dU x f x U x dx      (13) 

 
 

3. Уравнения для распределений  
вероятности P(m, t)…W(t)  

и для генерирующей функции G(p, t) 
 

Исходное интегро-дифференциальное 
уравнение для распределения вероятности 

( , )P m t  в случае не зависящего от времени 
коэффициента размножения мгновенных  

нейтронов k  и выводимое из него уравне-
ние для генерирующей функции ( , )G p t  
 

 
В выражении (11) присутствует интеграл 

Стилтьеса ( ).kt d t
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записаны здесь в том же виде, что и в ста-
тье [13]: 

( , )dP m t
dt

  

   эф
0

1,  ( 1) nP m N t m N w N dN


          

      0 0 эф
0

, , ,nS P m N t w N dN P m t S m


       

(14) 

( , ) 0P m t    при  m < 0; 

1 2( ) ( ) ( , ).
G Gp p G p t
t p

 
  

 
     (15) 

Уравнение (14) сформулировано на ос-
нове баланса вероятностей, полученного  
в результате перечисления вероятностей 
всех событий, которые могут происходить 
в течение временного интервала dt. 

При этом учтено, что в ограниченной 
цепи из N делений образуется N  мгно-
венных нейтронов и предшественников 
запаздывающих нейтронов. В них введены 
обозначения:   – число мгновенных ней-
тронов на акт деления, β – физическая доля 
запаздывающих нейтронов,  эф 1 ;      

0S   интенсивность внешнего источника 

нейтронов. Интенсивность полного источ-
ника нейтронов S, действующего в реак-

торе, равна 0 эф ;S m    nw N   перенор-

мированное  nw N -распределение плот-

ности вероятности N делений в ограничен-
ной цепи, вызванной одним нейтроном ис-
точника, 

 
( 1)

3

2

1 ( ) .

2 ( 1)

N

n
k k ew N N

k N

 
  

      


 
 


  (16) 

Распределение (16) приближенно удовле-
творяет требованию 

0

( ) 1.nw N


   

Уравнение (14) решалось с помощью 
интегрального преобразования Лапласа. 

После ряда преобразований уравнения (14) 
был получен его аналог в пространстве об-
разов Лапласа – уравнение (15), в котором 
введены следующие обозначения: 

 
0

( , ) , mpG p t P m t e dm


   – 

генерирующая функция,        (17) 

 1 эф 0( ) 1 ;pp e I       2 0 0( ) 1 ;p S I    

   0( ) 1 1 1 ;pkI e e           




 

2( )

2

k p
 

     
 


 [13]. 

Как уже отмечалось, уравнения типа (15) 
обычно решают численно с помощью ме-
тода характеристик. В статье [13] уравне-
ние (15) решалось аналитически в резуль-
тате приближенного представления  ,P m t  

в виде функции  

  ( ), ( ) .q t mP m t q t e  

В настоящей статье оно решается с помо-
щью представления  ,P m t  в виде поли-

нома степени n, неизвестные коэффициен-
ты которого определяются по известным 
моментам  , .P m t  

Конечной целью решаемой в настоя-
щей статье задачи является определение не 
только  ,P m t , но и не менее важной 

функции ( )W t  – распределения вероятно-
сти возникновения первой устойчивой це-
пи делений. Если обозначить параметром ρ 
вероятность одной из возможных реализа-
ций хода зависимости m от времени, то, 
очевидно, можно записать: 

0 эф( , ) ( , ),S t S m t      

0 0
0

( , ) = ( , )exp ( , ) ,
t

W t w S t w S t dt
 

    
  

   (18) 

где 0,S  S – интенсивность внешнего и пол-

ного источника нейтронов соответственно, 
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0w  – вероятность нейтрону источника ини-

циировать устойчивую цепь делений, 
( , )W t  – плотность вероятности возникно-

вения первой устойчивой цепи делений  
в момент t в случае, когда m(t) имеет вид 

( , ).m t  Средняя плотность вероятности 
( )W t  будет определяться интегралом  

0
( ) ( , ) .

tW t W t d               (19) 

Как видим, для определения ( , ),W t   
а затем и ( )W t  необходимо знать без про-
пусков и наложений все возможные реали-
зации ( , )m t  и вероятности реализаций. 
Эти сведения можно получить с помощью 
найденного распределения вероятности 

( , ).P m t  
Согласно статье [13] ( , )m t  удовлетво-

ряет соотношению  
( , )

0

( , ) ,
m t

P m t dm


    0 1,         (20) 

являющемуся уравнением относительно 
( , )m t  – верхнего предела интегрирования. 
Распределение ( )W t  легко сравнивать 

с результатами имеющихся экспериментов 
и расчетов, выполненных с использованием 
иных алгоритмов. Но более удобно прово-
дить такое сравнение с помощью скаляр-
ной величины t  – среднего времени ини-
циирования первой устойчивой цепи деле-
ний. Эта величина равна 

0

0

0

( )

( ) .

( )

tW t dt
t tW t dt

W t dt





 





       (21) 

 
 

4. Уравнения для моментов  
распределения вероятности ( , )P m t  

 
Уравнение (15) для генерирующей 

функции ( , ),G p t  казалось бы, можно ре-
шить не только прямым, но и обходным 
способом, если действовать через моменты 

распределения  , .P m t  Моменты распре-

деления  ,P m t  можно получить из самого 

уравнения (15). Так, продифференцировав 
уравнение (15) по параметру «p» пять раз, 
будем иметь: 

2
1 2

1 22
;

G G d G d G
t p dp p dpp

      
          

 

2 3 2
1

1 22 3 2
2

G G d G
t dpp p p

     
          

 

2 2
1 2 2

2 2
2 ;

d d G d G
dp pdp dp

    
      

 

3 4 3
1

1 23 4 3
3

G G d G
t dpp p p

     
          

 

2 2
1 2

2 2
3

d d G
dpdp p

   
      

 

3 2 3
1 2 2

3 2 3
3 ;

d d G d G
pdp dp dp

    
      

 

4 5 4
1

1 24 5 4
4

G G d G
t dpp p p

     
          

 

2 3 3 2 2
1 2 1 2

2 3 3 2 2
6 4 4 6

d d G d d G
dpdp p dp dp p

        
              

 

4 3 4
1 2 2

4 3 4
4 ;

d d G d G
pdp dp dp

    
      

   (22) 

5 6 5
1

1 25 6 5
5

G G d G
t dpp p p

     
          

 

2 4 3 2 3
1 2 1 2

2 4 3 2 3
5 2 10

d d G d d G
dpdp p dp dp p

        
              

 

4 3 2
1 2

4 3 2
5 2

d d G
dp dp p

   
      

5 4 5
1 2 2

5 4 5
5 .

d d G d G
pdp dp dp

    
      

 

Если далее в уравнениях (22) положить 
p равным нулю, то получим следующие 
дифференциальные уравнения для пяти 
первых моментов распределения  ,P m t   

и решения этих уравнений: 

1 1= ,
dm m
dt

                 (23) 
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2
2

1 2 1 22 ( 2 ) ,
dm m m

dt
         

3
3 2

1 2 1 3 2 33 3( ) ( 3 ) ,
d m m m m
dt

             

4
4 3

1 2 14 (6 4 )
d m m m

dt
           (23) 

2
3 2 4 3 4(4 6 ) ( 4 ) ,m m           

5
5 4 3

1 2 1 3 25 5(2 ) 10( )
d m m m m
dt

           

2
4 3 5 4 55( 2 ) ( 5 ) ;m m          

( ) ( 1) ( ),m t a f A t    

2 2
0 1 2( ) ( ),m t b b f b f B t     

3 2 3
0 1 2 3( ) ( ),m t c c f c f c f C t         (24) 

4 2 3 4
0 1 2 3 4( ) ( ),m t l l f l f l f l f L t       

5 2 3
0 1 2 3( )m t r r f r f r f      

4 5
4 5 ( ).r f r f R t    

При записи уравнений (23), (24) использо-
ваны следующие обозначения и соотноше-
ния:  

0 0
0

( , ) | ( , ) | 1,mp
p pG p t P m t e dm




    

0| ( 1) ,
n

n n
pn

G m
p 


 


 

 0 0 0
0

( ) | | 1,Np
p n pI p w N e dN


 

     

0
0| ( 1) ,

n
n n n

pn
d I N
dp      

 1 0 эф 0 0( ) | 1 | 0,p
p pp e I       

11
0 эф| ( 1) ,

n
n n n

p nn
d N
dp





       

 2 0 0 0 0( ) | 1 | 0,p pp S I      

2
0 0| ( 1) .

n
n n n

p nn
d S N
dp 


      

Здесь nN – n-й момент распределения ве-
роятности для числа делений в ограничен-

ной цепи, n = 1, 2, … (см. формулу (9)). 
При этом 

 1

0

1
,

2 ( )n
kN Nw N dN

k


 


 


 
    (26) 

а начиная с n = 2  

  2 1

1
2 3 !! ,

2 ( )
n

n
kN n

k 


 
 




     (27) 

факториал  2 3 !!n  = 1·1·3·5·7·…· 2 3n   

[18], 1( ) tf t e  – функция, полиномы по 
которой представляют зависимость реше-
ния от времени, a, 0,b 1,b  …, 4,r 5r  – посто-

янные коэффициенты. Ниже приводятся 
выражения конкретной связи коэффициен-
тов a, 0,b 1,b  …, 3,l  4l  с первичными пара-

метрами реактора (эти формулы потребу-
ются в дальнейших операциях): 

1

1

,a 
 


  1 2 1 1 2

0 2
1

( 2 )
,

2
b      




 

1 2 1
1 2

1

( 2 )
,b    

 


  1 2 1 1 2
2 2

1

( 2 )
,

2
b      




 

0
0

1

,
3

Dc 


  1
1

1

,
2

Dc 


  2
2

1

,
Dc 


 

0 1 2
3

1 1 1

,
3 2

D D Dc
 

       
 

 2 1 1 2 1 1 2
0 2

1

3( ) ( 2 )

2
D

        
 


 

1 3 2
3

1

( 3 )
,

   
  


 

1 3 2 2 1 1 2 1
1 2

1 1

( 3 ) 3( ) ( 2 )
,D           

 
 

 

2 1 1 2 1 1 2
2 2

1

3( )[ ( 2 ) ]
,

2
D         




 

0 0 2 1
1

1
(6 4 )

4
l c    


 

3 2 0 4 3 4(4 6 ) ( 4 ) ,b a           

(25)

(28)
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1 1 2 1
1

1
(6 4 )

3
l c    


 

3 2 1 4 3(4 6 ) ( 4 ) ,b a         

 2 2 2 1 3 2 2
1

1
(6 4 ) (4 6 ) ,

2
l c b       


 

3 2 1
3

1

(6 4 )
,

cl   



 

  0 1 2
4 2 1 3

1

1
6 4

4 3 2

c c cl c             
 

   0 1 2 4
3 2 4 34 6 4 .

4 3 2 12 4

b b b a                 
 

Уравнения (22) и их решения (24) от-
носятся только к пяти первым моментам 
распределения  , .P m t  При необходимо-

сти можно записать уравнения и их реше-
ния для более высоких моментов и даже 
записать их обобщенно для произвольного 
n-го момента.  
 
 
5. Планировавшийся алгоритм расчета  
распределения вероятности  ,P m t   

по его моментам 
 

Согласно требованиям «Проблемы 
моментов» процедуре расчета распреде-
ления вероятности  ,P m t  по его момен-

там должен предшествовать изложенный  
в разделе 2 строгий анализ задачи на пред-
мет существования и единственности ее 
решения. 

Мы, однако, помня о редком примене-
нии теорем о существовании и единствен-
ности решения физических задач и к тому 
же зная, что применительно к рассматри-
ваемой в статье задаче речь шла бы о до-
вольно громоздком доказательстве теоремы 
Карлемана, тоже воздержались от указан-
ного доказательства. 

Искомое распределение вероятности, 

будем обозначать его как  , ,P m t  запи-

сывается в настоящей статье в виде квази-
полинома с пятью членами, способного 

представить пять моментов распределения 
(нулевой момент тоже включен в рассмот-
рение): 

  0, ( )

m
yP m t х t e


    

4
1 4( ) ... ( ) ,

m m
y yх t me х t m e

 
      (29) 

где 0( ),х t  1( ),х t  … – пока неизвестные ко-

эффициенты ряда, зависящие от времени, 
m
ye


 – множитель, обеспечивающий схо-

димость интеграла 
0

( , ) ,P m t dt


  y – пара-

метр полинома, введенный в целях смягче-

ния резкой зависимости множителя mе   
от m и создания возможности записи но-
вых вариантов квазиполинома, представ-

ляющих распределение ( , ).P m t  

Моменты распределения ( , )P m t  за-
писываются в виде:  

 0 0
0 0

( , ) ( , )m t m P m t dm P m t dm       

2 3 4 5
0 1 2 3 42 6 24 1,x y x y x y x y x y       

  2 3
0 10

( , ) 2m t mP m t dm x y x y      

4 5 6
2 3 46 24 120 ,x y x y x y A     

 2 2 3 4
0 10

( , ) 2 6m t m P m t dm x y x y      

5 6 7
2 3 424 120 720 ,x y x y x y B     

 3 3 4 5
0 10

( , ) 6 24m t m P m t dm x y x y      

6 7 8
2 3 4120 720 5040 ,x y x y x y C     

 4 4 5 6
0 10

( , ) 24 120m t m P m t dm x y x y      

7 8 9
2 3 4720 5040 40320 .x y x y x y L     

В уравнениях (30) учтено, что по опре-

делению момент 0( )m t  распределения 

 ,P m t  должен равняться единице, а мо-

менты ( ),m t  2( ),m t  3( )m t  и 4( )m t  должны 
равняться величинам A, B, C, L, являю-

(28)

(30)
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щимся моментами распределения ( , )P m t  
соответственно. Уравнивание моментов 

распределений ( , )P m t  и  ,P m t  является 

основным положением математического 
метода моментов.  

Решение линейной системы уравне-
ний (30) имеет вид: 

2
0 1 2

1
( ) ( ) 2 ( )x t x t y x t y

y
     

3 4
3 46 ( ) 24 ( ) ,x t y x t y   

1 6 5 4 3 2

19 35 30 10
( ) ,

6 6 2

L C B Ax t
y y y y y

       

2 7 6 5 4 3

9 23 35 5
( ) ,

8 4 2 2

L C B Ax t
y y y y y

        (31) 

3 8 7 6 5 4

17 9 19 5
( ) ,

36 36 4 6 6

L C B Ax t
y y y y y

       

4 9 8 7 6 5

1
( ) .

576 36 8 6 24

L C B Ax t
y y y y y

      

Решение (31) полностью определило 
искомое распределение вероятности 

( , )P m t  (формула (29)). Это решение поз-
волило нам перейти непосредственно  
к вычислению распределения вероятности 

( )W t  и .t   

Как сказано выше, число имеющихся  
в реакторе предшественников ЗН в зави-
симости от их вероятности  и времени t 
подчиняется уравнению (20). Подстановка 
в уравнение (20) найденного распределе-

ния ( , )P m t  приводит к следующему 
трансцендентному уравнению для ( , ) :m t  

1
( , ) ln ,

1

mZm t y 
 


 

 2
1 2 2Z x y x my y     

 2 2 3
3 3 6x m y my y     

 3 2 2 3 4
4 4 12 24 .x m y m y my y     

Решение уравнения (32) относительно 
( , )m t  находилось численно. По найден-

ным значениям ( , )m t  составлялась квад-
ратная таблица с сотней ячеек по каждой 
оси. Фрагмент такой таблицы символиче-
ски показан на рис. 4.  

С помощью решения ( , )m t  и соот-
ношений (18), (19) насчитывались пос-
ледовательно аналогичные таблицы со 

значениями 0 0 эф ( , ) ,w S m t      интегра-

лом 0 0 эф
0

( , ) ,
t
w S m t dt      экспонентой 

 
 

Номер 
строки 

          
      

1 2 3 4 5 6 
5103 0,015 0,025 0,035 0,045 0,055 

1 5103 m(1,1) m(2,1) m(3,1) m(4,1) m(5,1) m(6,1) 
2 0,015 m(1,2) m(2,2) m(3,2) m(4,2) m(5,2) m(6,2) 
3 0,025 m(1,3) m(2,3) m(3,3) m(4,3) m(5,3) m(6,3) 
4 0,035 m(1,4) m(2,4) m(3,4) m(4,4) m(5,4) m(6,4) 
5 0,045 m(1,5) m(2,5) m(3,5) m(4,5) m(5,5) m(6,5) 
6 0,055 m(1,6) m(2,6) m(3,6) m(4,6) m(5,6) m(6,6) 
7 0,065 m(1,7) m(2,7) m(3,7) m(4,7) m(5,7) m(6,7) 
8 0,075 m(1,8) m(2,8) m(3,8) m(4,8) m(5,8) m(6,8) 
9 0,085 m(1,9) m(2,9) m(3,9) m(4,9) m(5,9) m(6,9) 
10 0,095 m(1,10) m(2,10) m(3,10) m(4,10) m(5,10) m(6,10) 
11 0,105 m(1,11) m(2,11) m(3,11) m(4,11) m(5,11) m(6,11) 
12 0,115 m(1,12) m(2,12) m(3,12) m(4,12) m(5,12) m(6,12) 

Рис. 4. Фрагмент таблицы для значений ( , )m t  в зависимости от вероятности ρ и времени t 
 

(32)

t 
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0 0 эф
0

( , )

,

t
w S m t dt

e
    

 произведением 

0 0 эф
0

( , )

0 0 эф ( , )

t
w S m t dt

w S m t e
    

      и, на-

конец, одностолбцовая таблица зависимо-
сти ( )W t  от времени, являющаяся резуль-
татом сложения столбцов предыдущей 
таблицы и умножения результата на .  

Все конкретные демонстрационные 
расчеты, выполненные в настоящей статье, 
относятся к цитированному выше экспе-
рименту на реакторе Godiva-II [1] с пара-
метрами: 

k = 1,00035,   = 2,63,  4
0 3,5 10 ,w     

1
эф 0,313 c ,   3

эф 5,43 10 ,    

21,43816 10 ,    1
0 290 нс ,S    
37 10 .                         (33) 

Приведенные в настоящем разделе 
уравнения и формулы относятся к вариан-
ту алгоритма с пятью включенными в рас-
чет моментами. В статье рассмотрены так-
же не представленные на ее страницах ал-
горитмы с четырьмя и тремя моментами. 

На рис. 5 показаны графики ( ),W t  рас-
считанные для реактора Godiva-II с помо-
щью метода моментов с пятью включен-
ными в алгоритм моментами. Значения 
параметра y приняты равными 10, 20  
и 100. Аналогичные данные, полученные 
в алгоритмах с четырьмя и тремя вклю-
ченными в расчет моментами, приведены 
на рис. 6 и 7.  

 

                                     
 

Рис. 5. Графики ( )W t  для времени ожидания импульса в реакторе Godiva-II [1],  
рассчитанные с помощью метода моментов с пятью включенными в алгоритм  

моментами: 1 – y = 10,  2 – y = 20,  3 – y = 100 

 

                                     
 

Рис. 6. Графики ( )W t  для времени ожидания импульса в реакторе Godiva-II [1],  
рассчитанные с помощью метода моментов с четырьмя включенными в алгоритм  

моментами: 1 – y = 10,  2 – y = 20,  3 – y = 100 
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Рис. 7. Графики ( )W t  для времени ожидания импульса  в реакторе Godiva-II [1],  
рассчитанные с помощью метода моментов с тремя включенными в алгоритм  

моментами: 1 – y = 10,  2 – y = 20,  3 – y = 100 
 

В табл. 3 приведены эксперименталь-
ное значение t  – среднего времени ини-
циирования первой устойчивой цепи де-
лений в реакторе Godiva-II, а также значе-
ния t  в том же реакторе, рассчитанные  
с помощью метода моментов с тремя, че-
тырьмя и пятью включенными в алгоритм 
моментами. 

Таблица 3 

Среднее время ожидания первой  
устойчивой цепи делений t  (с)  

в зависимости от числа включенных  
в алгоритм моментов и значений  

параметра y 
Расчет 

Эксперимент 
y Число моментов 

3 4 5 

3,4 10 
20 

100 

3,46 
3,49 
2,04 

3,50 
3,23 
1,56 

3,43 
2,92 
1,27 

 
Если подводить итог представленным 

на рис. 5 – 7 и в табл. 3 результатам выпол-
ненного расчета, то следует прежде всего 
отметить слабую зависимость распределе-
ния ( )W t  и t  от числа включенных в ал-
горитм моментов и слишком сильную их 
зависимость от значений параметра y. Пер-
вая из указанных особенностей решения 
свидетельствует о допустимости включе-
ния в алгоритм расчета лишь малого числа 
моментов. 

Что касается второй из отмеченных 
особенностей полученных распределений 

( )W t  и чисел ,t  то, по логике, эти данные 
должны были бы проявлять больший кон-
серватизм в отношении параметра y. По 
всей видимости, указанная особенность 
расчетных данных свидетельствует о неод-
нозначности полученного решения и, сле-
довательно, о неприменимости метода мо-
ментов к рассматриваемой в статье задаче. 

К такому же заключению приводит  
и попытка решения задачи с использовани-
ем другой формы искомого распределения 

 , ,P m t  а именно с заданием  ,P m t   

в виде 

   1 2
0 1 2, .x m x mP m t x x e x e     

При положительных коэффициентах 0,x  

1,x  2x  эта форма записи  ,P m t  вполне 

удовлетворяла бы требованиям «Проблемы 
моментов» к виду положительной неубы-
вающей функции ( )t  в интеграле Стилть-
еса (11), записанной, например, как  

   1 22 2
0 1 2( ) 1 1 .x m x mt x x e x e      
 

 

В этом случае уравнивание первых трех 
моментов для распределений  ,P m t   

и  ,P m t  приводит к значению 0
1

2
x    

и к системе уравнений для 1,x  2,x  

1 2

1 1
2 ,A

x x
     

2 2
1 2

1 1
,B

x x
   

 0,3

0,2

0,1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 t 

W(t)

123
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имеющей применительно к эксперименту 
на реакторе Godiva-II иррациональные 
корни: 

1
2

1
,

2

x
BA A


 

   2
2

1
.

2

x
BA A


 

 

Таким образом, если вариант решения 
с использованием первой формы записи 

 ,P m t  свидетельствует о неединственно-

сти результата, то второй вариант четко 
заявляет об отсутствии физически значи-
мого решения вообще. 

В виду указанных неудач становится 
по-настоящему актуальным испытание 
возможностей метода моментов с помощью 
теоремы Карлемана (10), (11), согласно ко-
торой условие существования и единствен-
ности решения рассматриваемой в статье 
задачи записывается как  

 221

1
,

nnn m t




               (34) 

где  2nm t  – момент порядка 2n для рас-

пределения вероятности  , .P m t  

 
 

6. Доказательство неприменимости  
метода моментов к рассматриваемой  

в статье задаче 
 

Намеченное доказательство будет по-
строено на использовании дифференци-
альных уравнений (23) для моментов рас-
пределения ( , ).P m t  Приступая к доказа-
тельству, обратим внимание, что все без 
исключения слагаемые в правых частях 
уравнений (23) положительны. Удаление 
каких-то из этих слагаемых или их пони-
жение будет приводить к уменьшению 

( )nm t  и росту суммы 

 221

1

nnn m t




  

в условии Карлемана (34). Сказанное озна-

чает, что если измененные ( )nm t  (обозна-

чим их как ( ))nM t  не удовлетворяют усло-

вию (34), то реальные ( )nm t  не удовлетво-
ряют ему тем более. Все последующие 

трансформации ( )nM t  будем проводить 
лишь с дальнейшим их понижением. 

На основе системы уравнений (23) за-
пишем уравнение для n-го момента ( , )P m t  
как 

1
1 2

n
n nd M n M M

dt
      

2
3 ...n

nM M               (35) 

или    
1

2
1

1

1
nn

n
n

Md M n M
dt n M

    
 

 

2
3

1 1

... .
n

n
nn n

MM M
n M n M

     
  

     (36) 

Уравнения в виде (35) могут быть за-
писаны и для других моментов, например, 

для момента 1( ) :nM t  

1
1 2

1 2( 1)
n

n nd M n M M
dt


        

3
3 1... .n

nM M
     

В первом приближении моменты ( ),nM t  

1( )nM t  и т. д. будем определять с помо-

щью уравнений: 1 ,
n

nd M n M
dt

   
1nd M

dt


 

1
1( 1) ,nn M     

2
2

1( 2) ,
n

nd M n M
dt


    ..., 

1 .
d M M
dt

   

В этом приближении 

1( ) ,n tnM t e   1( 1)1( ) ,...,n tnM t e     
1( ) .tM t e                     (37) 
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На основании решений (37) уравне- 
ние (36) можно записать в виде 

1

1

( 1)
2

1
1

1
n tn

n
n t

ed M n M
dt n e

 



 
   


 

11

1 1

( 2)
3

1 1

... .
tn t

n
n t n t

ee
n e n e

 

 


   

  
       (38) 

Запись уравнения (36) в виде (38), вообще 
говоря, сопряжена с возможным возраста-
нием моментов. Мы, однако, пренебрегли 
этим эффектом, учитывая многократное 
перекрытие его предшествующими и по-
следующими радикальными понижениями 
моментов.  

Продолжив преобразования, перепи-
шем уравнение (38) в виде 

1
2

1
1

1
tn

n ed M n M
dt n

 
   


 

11 ( 1)2
3

1 1

... ,
n tt

n ee
n n

    
   

  
 

или 

1 122

1 2 4

(1 3)
1

( ) ( )

t tn
nd M e en M

dt n k n k

     
    

 
 

1 13 ( 1)3 1

6 2( 1)

(1 3 5) (2 3)!! 
... ,

( ) ( )

t n tn

n
e n e

n k n k

    



    
   

  
 

или, после замены факториала (2n – 3)!! на 
факториал (n – 1)! и введения обозначения 

1

2
,

( )

teD
k





 

2
1

1! 2! 
1

n
nd M n M D D

dt n n
    

 

3 13! ( 1)! 
... .nnD D

n n
    

     (39) 

Далее необходимо провести оценку мас-
штаба слагаемых в скобках уравнения (39) 
в сравнении их с первым слагаемым, рав-
ным единице. Легко видеть, что большое 
число первых (начиная со второго) слагае-

мых в скобках имеет очень малое в срав-
нении с единицей значение. Постепенно, 
однако, под воздействием факториала, с рос-
том порядкового номера слагаемых уста-
навливается их монотонный рост и при ка-
ком-то номере q значение слагаемого срав-
няется с единицей или превзойдет ее. Но-
мер q этого слагаемого находится из ра-
венства 

! 
1.qq D

n
                      (40)  

Если для факториала !q  воспользо-
ваться формулой Стирлинга [19] 

!= 2 ,q q q qq qq e q e    

то уравнение (40) запишется в виде 

 1ln (10,67335 ) ln! 
1q q t q nqq D e

n
     

или   

1ln (10,67335 ) ln 0.q q t q n      (41) 

Примем какое-то физически приемле-
мое фиксированное значение времени t  
и фиксированное значение порядкового 

номера 0n n  момента nM  и определим 

корень 0q  уравнения (41) при этих t  
и 0.n n  Далее, если найденный корень 

0 0,q n  все слагаемые в скобках уравне-

ния (39) с 0q q  приравниваем нулю,  

а слагаемые с номерами 0q q  приравни-

ваем единице. При этом сумма слагаемых  
в уравнении (39) будет равняться  

0
0 0 0

0

1
1 1 ,

qn q n
n

 
    

 
 

а само уравнение (39) запишется как 

0
02 0

0 1
0

1
1 .

n
nd M qn M

dt n
  

    
  

 

Можно доказать, что для случаев 0n n  

доля приравниваемых нулю слагаемых, 

равная 0

0

1q
n


 при 0,n n  уменьшается  
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с ростом n. Поэтому для всех случаев 

0n n  справедливо уравнение  

2 0
1

0

1
1 ( ).

n
nd M qn M t

dt n
  

    
  

   (42) 

Решение этого уравнения записывается 
как 

2 0
1

0

1
1

( ) .

qn t
nnM t e

  
   

              (43) 

Свойства корня 0q  уравнения (41) про-

демонстрируем на примерах представитель-
ных значений времени t, равных 3 и 10 с,  
и значений 0,n  равных 104 и 1023. (Время t, 
равное 10 с, практически является макси-
мальным временем, способным предста-
вить интерес в случае рассматриваемого 
здесь эксперимента на реакторе  Godiva-II.) 
Получено, что при значениях t  и 0,n  рав-

ных 3 с и 104 соответственно 1( t = 18,393), 

корень 0q  уравнения (41), имеющего в этом 

случае вид 

(ln 7,7197) 9,210,q q    

равен примерно 2262. 
Аналогично, при t  и 0,n  равных 10 с  

и 1023 1( t = 61,31), уравнение (41) имеет 

вид   
(ln 50,6367) 52,9595q q    

и его корень 0q  равен примерно 1022. 

Найденные корни 0q  значительно 

меньше соответствующих им значений 0.n  

Доля приравниваемых нулю слагаемых  
в скобках уравнения (39) составляет при 
этом 0,2262 и 0,1, и формулы для моментов 

( )nM t  (см. решение (43)) будут иметь  
в этом случае вид: 

2
10,7738( ) n tnM t e    при  n > 2262,   

2
10,9( ) n tnM t e    при  n > 1022. 

Легко видеть, что ни то, ни другое ре-
шение не удовлетворяет условию Карле-

мана существования и единственности ре-
шения. Действительно, в первом решении 

2 2 2
1 14 0,7738 3,09522 56,93( ) ,x n t n tn nM t e e e     

28,465

2 22262 2262

1

( )

n

n nn n
e

M t

 


 
    

28,465 2262 28,465 2 28,4651x xe e e         

3 28,465 64388 28,465 64400

0
... ( ) .x R

R
e e e e


    


     

Получена положительная, конечная, но 
очень малая, отнюдь не равная бесконеч-
ности величина. 

Аналогично ведет себя и второе реше-
ние, соответствующее значениям t  10 с, 

23
0 10 ,n   22

0 10 ,q   1t  61,31: 

22 220,72( ) ,n nM t e  
24

22

1,1 10

2 210

1
.

( )

x

n nn
e

M t


 



  

Таким образом, можно считать дока-
занным, что метод моментов не применим 
к кинетике реакторов со слабым источни-
ком, по крайней мере, к той форме ее 
уравнений, которая используется в данной 
статье. Предпринятые попытки решения 
таких уравнений с помощью метода мо-
ментов оказались тщетными.  

 
 

Заключение 
 
В надкритическом реакторе со слабым 

источником нейтронов рост мощности на 
первом этапе ее разгона подвержен силь-
ному влиянию стохастических флуктуа-
ций. Задаче теоретического описания сто-
хастических явлений в реакторах посвяще-
ны работы многих зарубежных и отече-
ственных авторов. Как можно видеть из 
этих работ, сравнительно точное описание 
стохастических явлений в реакторах пред-
ставляет собой довольно сложную задачу. 
В то же время известно, что существует 
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потребность в формулировании более про-
стых, пусть и приближенных, алгоритмов 
решения указанной задачи.  

Настоящая статья является ответом на 
эту потребность. В статье предпринята по-
пытка решения указанных задач с помо-
щью так называемого метода моментов. 
Моменты распределений вероятности для 
представительных величин реакторной ки-
нетики легко выводятся из первичных 
дифференциальных уравнений, и это об-
стоятельство явилось серьезным стимулом 
проведения намеченной работы. Казалось, 
что полуаналитический новый алгоритм не 
потребует разработки сложной вычисли-
тельной программы и проведения каких-
либо калибровок результата. 

В основу формулирования первичных 
дифференциальных уравнений была поло-
жена идея ограниченных и бесконечных 
(устойчивых) цепей делений, развитая  
в статье [3] применительно к моделям ре-
актора без ЗН. В настоящей статье указан-
ный подход распространен на более реали-
стичные модели с учетом ЗН. В этом пред-
ставлении нейтронные процессы в реакторе 
заключаются в размножении предшествен-
ников ЗН в сильно флуктуирующих по 
числу делений ограниченных цепях, вкладе 
нейтронов от распада предшественников  
в эффективный источник, действующий  
в реакторе, и в генерировании нейтронами 
источника новых цепей делений. 

Рассмотрение этих явлений проводится 
в рамках часто используемого приближе-
ния нулевого времени жизни нейтронов  
и одной группы ЗН. Кроме того, в целях 
замены операций суммирования интегри-
рованием и тем самым упрощения расче-
тов, принято, что число предшественников 
ЗН m и число делений в ограниченных це-
пях N могут иметь любые, не обязательно 
целые значения. 

В настоящей статье предполагалось, 
что по найденным в указанном приближе-

нии моментам  0 ,m t   1 ,m t   2 , ...m t  бу-

дет определено (восстановлено) само рас-

пределение вероятности,  , ,P m t  пред-

ставляемое в виде квазиполинома  

  0, ( )

m
yP m t х t e


    

4
1 4( ) .... ( )

m m
y yх t me х t m e

 
    

или         1 2
0 1 2, ,x m x mP m t x x e x e      

а также распределение вероятности и сред-
нее время инициирования первой устойчи-
вой цепи делений ( )W t  и .t  

Оптимистичные ожидания, связанные 
с методом моментов, однако, не оправда-
лись. Как показано, метод моментов в при-
менении к рассматриваемой задаче или не 
гарантирует единственности решения, или 
вообще не позволяет получить физически 
приемлемый результат. Неприменимость 
метода моментов к рассматриваемой в ста-
тье задаче подтверждена строгим доказа-
тельством, выполненным на основе теоре-
мы Карлемана. 
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