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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ TVDR
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ
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Уравнение переноса является одним из фундаментальных уравнений математической
физики, широко используемых для описания процессов радиационной газовой динами-
ки. Проблеме построения численных методов решения уравнения переноса излучения
посвящено огромное число работ. Отдельным классом среди них выделяются нелиней-
ные схемы TVDR повышенного порядка (выше первого) аппроксимации, построенные
по классической методологии TVD. В работе проведены исследования устойчивости
разностных схем TVDR с использованием спектрального признака Неймана для одно-
мерного уравнения переноса. Для сравнения приведены условия устойчивости схем St
и TVD. Сделаны выводы об условиях устойчивости схем TVD и TVDR.
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Введение

Уравнение переноса является одним из фундаментальных уравнений математической физики, ши-
роко используемых для описания процессов радиационной газовой динамики. Поэтому представляет
интерес конструирование численных методов решения этого уравнения и изучение их свойств. Раз-
ностные схемы аппроксимируют уравнение переноса c разной точностью. В зависимости от порядка
точности в расчетах по этим схемам по прошествии некоторого промежутка времени возрастает от-
личие от точного решения. Монотонные разностные схемы первого порядка аппроксимации, как
правило, дают "расплывающийся" со временем пространственный профиль. Схемы повышенного
порядка аппроксимации могут приводить к существенной немонотонности.

Одним из путей построения схем повышенного порядка аппроксимации с улучшенными монотон-
ными свойствами для решения уравнения переноса является переход к нелинейным схемам TVD,
начало которым положил В. П. Колган [1]. В настоящее время опубликовано большое количество
работ по схемам TVD (см., например, [2]). В этих работах рассмотрены как явные, так и неявные
схемы TVD для решения гиперболических систем уравнений. Если рассматривать неявные схемы
TVD при аппроксимации уравнения переноса, то это будут трехточечные или четырехточечные
схемы из-за использования односторонних производных в каждом направлении пространственной
переменной. Это значит, что теряется важное достоинство одного из самых эффективных мето-
дов решения уравнения переноса — метода DSn [3], где аппроксимация строится в рамках счетной
ячейки, а для решения разностных уравнений используется экономичный метод бегущего счета.

В работе [4] был найден способ, как обойти эти трудности в методологии TVD. Полученные в
результате схемы в дальнейшем были названы TVDR [5]. В работе [3] построена неявная схема
МTVDR, в которой используется поправочный множитель, получаемый с помощью реконструкции
TVD. В работе [6] построена неявная схема АТVDR, у которой вся добавка от реконструкции TVD
взята с предыдущего шага.

Из теории разностных схем известно, что классические аппроксимации метода DSn — неявные
схемы St и DD — безусловно устойчивы. Возникает вопрос, будут ли безусловно устойчивыми
неявные схемы TVD и TVDR.
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Об устойчивости разностных схем TVDR для решения одномерного уравнения переноса излучения

В данной работе проведены исследования устойчивости разностных схем TVDR с использовани-
ем спектрального признака Неймана [7, 8] для одномерного уравнения переноса. Для сравнения
приведены условия устойчивости схем St и TVD.

Разностная аппроксимация уравнения переноса

Рассмотрим решение линейного уравнение переноса в одномерной плоской геометрии

1

c

∂J

∂t
+ µ

∂J

∂x
+ αJ = 0, (1)

где J (µ, x, t) — неотрицательная функция; µ — направляющий косинус в пространстве полета ча-
стиц; x — пространственная координата; t — время; c — скорость света; α — некоторая неотрица-
тельная константа. Уравнение (1) дополняется начальными и граничными условиями

J
(
µ, x, t0

)
= J0 (µ, x) ; J (µ, xL, t)|µ>0 = JL (µ, t) ; J (µ, xR, t)|µ<0 = JR (µ, t) .

Неявная схема в рамках одноячеечного шаблона для уравнения (1) имеет вид

Jn+1
i+1/2 − J

n
i+1/2

cτ
+ µ

Jn+1
i+1 − J

n+1
i

h
+ αJn+1

i+1/2 = 0, (2)

где τ = tn+1 − tn, n = 0, . . .; h = xi+1 − xi, i = 0, . . . , I − 1.
Для упрощения изложения в дальнейшем предполагается τ = const, h = const. Аппроксимация

по µ не проводится, так как при исследовании устойчивости в плоской геометрии переменная µ
рассматривается как параметр.

Обозначения величин с целыми индексами Jn+1
i = J

(
µ, xi, t

n+1
)
соответствуют значениям иско-

мой функции в узлах разностной сетки. Обозначения с полуцелыми индексами Jn+1
i+1/2 =

=
1

h

xi+1∫
xi

J
(
µ, x, tn+1

)
dx используются для интегральных средних значений в ячейке и отличаются

от значений в центре ячейки J
(
µ, xi+1/2, t

n+1
)
на O(hm) в зависимости от используемой квадратуры,

где m — порядок квадратурной формулы.
Уравнение (2) можно записать в более компактном виде

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i = Jni+1/2, (3)

где q = 1 + cτα ≥ 1; C =
cτµ

h
— число Куранта; ∆Jn+1

i = Jn+1
i+1 − J

n+1
i .

Схема с дополнительными соотношениями связи

Jn+1
i+1/2 = Jn+1

i+1 при µ > 0; Jn+1
i+1/2 = Jn+1

i при µ ≤ 0 (4)

является монотонной положительной схемой первого порядка аппроксимации. В теории переноса
эта схема называется противопотоковой, а в методе DSn — схемой St.

Подставляя соотношения связи (4) в уравнение (3), получаем

Jn+1
i+1/2 =

1

q + C
Jni+1/2 +

C

q + C
Jn+1
i−1/2 при µ > 0;

Jn+1
i+1/2 =

1

q − C
Jni+1/2 −

C

q − C
Jn+1
i+3/2 при µ ≤ 0.

(5)

Рассмотренные в данной работе схемы TVD и TVDR построены на основе схемы St. Для повыше-
ния порядка аппроксимации схемы St проведем реконструкцию решения на сеточных интервалах.
Представим интенсивность излучения на интервале xi ≤ x ≤ xi+1 в кусочно-линейной форме:

J (x, µ, t) = Ji+1/2 +
∂Ji+1/2

∂x

(
x− xi+1/2

)
, xi+1/2 = 0,5 (xi + xi+1) .
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Отсюда следуют реконструированные соотношения связи

Jn+1
i+1 = Jn+1

i+1/2 +
∂Jn+1

i+1/2

∂x

h

2
, µ > 0;

Jn+1
i = Jn+1

i+1/2 −
∂Jn+1

i+1/2

∂x

h

2
, µ ≤ 0.

В соответствии с методологией TVD в качестве
∂Ji+1/2

∂x
берутся некоторые ограничители, кото-

рые обычно используют односторонние производные. Если ввести традиционные для схем TVD
функции-ограничители, то можно записать соотношения связи в виде

Jn+1
i+1 = Jn+1

i+1/2 + 0,5φn+1
i+1/2∆J

n+1
i−1/2, µ > 0;

Jn+1
i = Jn+1

i+1/2 − 0,5φn+1
i+1/2∆J

n+1
i−1/2, µ ≤ 0.

(6)

Здесь ∆Ji−1/2 = Ji+1/2 − Ji−1/2; φi+1/2 =
L
(
∆Ji−1/2,∆Ji+1/2

)
∆Ji−1/2

= L
(

1, θ̂i+1/2

)
, где θ̂i+1/2 =

=
∆Ji+1/2

∆Ji−1/2
, L — некоторый ограничитель. При ∆Ji−1/2 = 0 полагаем φi+1/2 = 1, θ̂i+1/2 = 1. При

sgn ∆Ji−1/2 6= sgn ∆Ji+1/2 полагаем θ̂i+1/2 = 0, поэтому выполняется θ̂i+1/2 ≥ 0.
Система уравнений с соотношениями связи (6) представляет собой неявную схему TVD с четы-

рехточечным шаблоном на (n+ 1)-м слое:

Jn+1
i+1/2 − J

n
i+1/2

cτ
+ µ

(
Jn+1
i+1/2 + 0,5φn+1

i+1/2∆J
n+1
i−1/2

)
−
(
Jn+1
i−1/2 + 0,5φn+1

i−1/2∆J
n+1
i−3/2

)
h

+ αJn+1
i+1/2 = 0

при µ > 0;

Jn+1
i+1/2 − J

n
i+1/2

cτ
+ µ

(
Jn+1
i+3/2 − 0,5φn+1

i+3/2∆J
n+1
i+1/2

)
−
(
Jn+1
i+1/2 − 0,5φn+1

i+1/2∆J
n+1
i−1/2

)
h

+ αJn+1
i+1/2 = 0

при µ ≤ 0.

Для µ > 0 уравнение переноса расписывается в четырех ячейках i − 3/2, i − 1/2, i + 1/2, i + 3/2
(рис. 1):

qJn+1
i+1/2 + C

[
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2 + 0,5L

(
∆Jn+1

i−1/2,∆J
n+1
i+1/2

)
− 0,5L

(
∆Jn+1

i−3/2,∆J
n+1
i−1/2

)]
= Jni+1/2,

для µ ≤ 0 — в ячейках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2:

qJn+1
i+1/2 + C

[
Jn+1
i+3/2 − J

n+1
i+1/2 − 0,5L

(
∆Jn+1

i+1/2,∆J
n+1
i+3/2

)
+ 0,5L

(
∆Jn+1

i−1/2,∆J
n+1
i+1/2

)]
= Jni+1/2.

Рис. 1. Шаблон разностной схемы
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Об устойчивости разностных схем TVDR для решения одномерного уравнения переноса излучения

Разностные уравнения можно записать в более компактном виде

qJn+1
i+1/2 + CAn+1

i−1/2∆J
n+1
i−1/2 = Jni+1/2, An+1

i−1/2 = 1 + 0,5φn+1
i+1/2 − 0,5φn+1

i−1/2θ
n+1
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + CHn+1

i+1/2∆J
n+1
i+1/2 = Jni+1/2, Hn+1

i+1/2 = 1− 0,5φn+1
i+3/2 + 0,5φn+1

i+1/2θ
n+1
i+1/2 при µ ≤ 0,

где φn+1
i−1/2 =

L
(

∆Jn+1
i−3/2,∆J

n+1
i−1/2

)
∆Jn+1

i−3/2

; θn+1
i−1/2 =

∆Jn+1
i−3/2

∆Jn+1
i−1/2

; φn+1
i−1/2θ

n+1
i−1/2 =

L
(

∆Jn+1
i−3/2,∆J

n+1
i−1/2

)
∆Jn+1

i−1/2

.

При ∆Ji−1/2 = 0 полагаем φi+1/2 = 1 и θi−1/2 = 1.
Кратко приведем схемы, рассматриваемые в данной работе.

Схема St. Для µ > 0 аппроксимация строится в двух точках i− 1/2 и i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге и
в одной точке i+ 1/2 на n-м шаге (рис. 2):

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i−1/2 = Jni+1/2, ∆Ji−1/2 = Ji+1/2 − Ji−1/2, C > 0.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в двух точках i + 1/2 и i + 3/2 на (n + 1)-м шаге и в одной
точке i+ 1/2 на n-м шаге (рис. 3):

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i+1/2 = Jni+1/2, ∆Ji+1/2 = Ji+3/2 − Ji+1/2, C < 0.

Рис. 2. Шаблон схемы St для µ > 0 Рис. 3. Шаблон схемы St для µ ≤ 0

Явная TVD-схема (ЯTVD). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 3/2, i− 1/2,
i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в одной точке i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 4):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jni+1/2 + 0,5φni+1/2

(
Jni+1/2 − J

n
i−1/2

)]
−
[
Jni−1/2 + 0,5φni−1/2

(
Jni−1/2 − J

n
i−3/2

)]}
= Jni+1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в одной точке i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 5):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jni+3/2 − 0,5φni+3/2

(
Jni+3/2 − J

n
i+1/2

)]
−
[
Jni+1/2 − 0,5φni+1/2

(
Jni+1/2 − J

n
i−1/2

)]}
= Jni+1/2.

Разностные уравнения можно записать в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)ni−1/2 = Jni+1/2, Ani−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ

n
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + C (H∆J)ni+1/2 = Jni+1/2, Hn

i+1/2 = 1− 0,5φni+3/2 + 0,5φni+1/2θ
n
i+1/2 при µ ≤ 0,

Рис. 4. Шаблон явной TVD-схемы для µ > 0 Рис. 5. Шаблон явной TVD-схемы для µ ≤ 0
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где φni+1/2 =
L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
∆Jni−1/2

; θni+1/2 =
∆Jni−1/2

∆Jni+1/2

; φni+1/2θ
n
i+1/2 =

L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
∆Jni−1/2

∆Jni−1/2

∆Jni+1/2

.

Неявная TVD-схема (НTVD). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i−3/2, i−1/2,
i+ 1/2, i+ 3/2 на (n+ 1)-м шаге и в одной точке i+ 1/2 на n-м шаге (рис. 6):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+1/2 + 0,5φn+1

i+1/2

(
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2

)]
−
[
Jn+1
i−1/2 + 0,5φn+1

i−1/2

(
Jn+1
i−1/2 − J

n+1
i−3/2

)]}
= Jni+1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на (n+ 1)-м
шаге и в одной точке i+ 1/2 на n-м шаге (рис. 7):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+3/2 − 0,5φn+1

i+3/2

(
Jn+1
i+3/2 − J

n+1
i+1/2

)]
−
[
Jn+1
i+1/2 − 0,5φn+1

i+1/2

(
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2

)]}
= Jni+1/2.

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)n+1

i−1/2 = Jni+1/2, An+1
i−1/2 = 1 + 0,5φn+1

i+1/2 − 0,5φn+1
i−1/2θ

n+1
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + C (H∆J)n+1

i+1/2 = Jni+1/2, Hn+1
i+1/2 = 1− 0,5φn+1

i+3/2 + 0,5φn+1
i+1/2θ

n+1
i+1/2 при µ ≤ 0.

Аппроксимация в четырех точках на (n+ 1)-м шаге не позволяет использовать алгоритм бегущего
счета.

Рис. 6. Шаблон неявной TVD-схемы для µ > 0 Рис. 7. Шаблон неявной TVD-схемы для µ ≤ 0

Полунеявная TVD-схема (РTVD). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 3/2,
i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в двух точках i− 1/2, i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 8):

qJn+1
i+1/2+C

{[
Jn+1
i+1/2+0,5φni+1/2

(
Jn+1
i+1/2−J

n+1
i−1/2

)]
−
[
Jn+1
i−1/2+0,5φni−1/2θ

n
i−1/2

(
Jn+1
i+1/2−J

n+1
i−1/2

)]}
=Jni+1/2,

где φni−1/2θ
n
i−1/2∆J

n+1
i−1/2 =

L
(

∆Jni−3/2,∆J
n
i−1/2

)
∆Jni−3/2

∆Jni−3/2

∆Jni−1/2

∆Jn+1
i−1/2 =

L
(

∆Jni−3/2,∆J
n
i−1/2

)
∆Jni−1/2

∆Jn+1
i−1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в двух точках i+ 1/2, i+ 3/2 на n+ 1-м шаге (рис. 9):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+3/2−0,5φni+3/2

(
Jn+1
i+3/2−J

n+1
i+1/2

)]
−
[
Jn+1
i+1/2−0,5φni+1/2θ

n
i+1/2

(
Jn+1
i+3/2−J

n+1
i+1/2

)]}
=Jni+1/2,

φni+1/2θ
n
i+1/2∆J

n+1
i+1/2 =

L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
∆Jni−1/2

∆Jni−1/2

∆Jni+1/2

∆Jn+1
i+1/2 =

L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
∆Jni+1/2

∆Jn+1
i+1/2.

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + CAni−1/2∆J

n+1
i−1/2 = Jni+1/2, Ani−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ

n
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + CHn

i+1/2∆J
n+1
i+1/2 = Jni+1/2, Hn

i+1/2 = 1− 0,5φni+3/2 + 0,5φni+1/2θ
n
i+1/2 при µ ≤ 0.
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Рис. 8. Шаблон полунеявной TVD-схемы для µ > 0 Рис. 9. Шаблон полунеявной TVD-схемы для µ ≤ 0

Аппроксимация в двух точках на (n+ 1)-м шаге позволяет использовать алгоритм бегущего счета,
но полунеявная TVD-схема неконсервативна.

Полунеявная TVDR-схема (РTVDR). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i −
− 3/2, i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в трех точках i− 3/2, i− 1/2, i+ 1/2 на n+ 1-м шаге
(рис. 10):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+1/2 + 0,5φni+1/2

(
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2

)]
−
[
Jn+1
i−1/2 + 0,5φni−1/2

(
Jn+1
i−1/2 − J

n+1
i−3/2

)]}
= Jni+1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в трех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 11):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+3/2 − 0,5φni+3/2

(
Jn+1
i+3/2 − J

n+1
i+1/2

)]
−
[
Jn+1
i+1/2 − 0,5φni+1/2

(
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2

)]}
= Jni+1/2.

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)n+1

i−1/2 = Jni+1/2, An+1
i−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ

n+1
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + C (H∆J)n+1

i+1/2 = Jni+1/2, Hn+1
i+1/2 = 1− 0,5φni+3/2 + 0,5φni+1/2θ

n+1
i+1/2 при µ ≤ 0,

где φni−1/2θ
n+1
i−1/2 =

L
(

∆Jni−3/2,∆J
n
i−1/2

)
∆Jni−1/2

∆Jn+1
i−3/2

∆Jn+1
i−1/2

.

Аппроксимация в трех точках на (n+1)-м шаге позволяет использовать алгоритм бегущего счета,
схема консервативна, но в трехточечной реализации сложнее ставить граничные условия (приходит-
ся вводить фиктивные ячейки у границы).

Рис. 10. Шаблон полунеявной TVDR-схемы для
µ > 0

Рис. 11. Шаблон полунеявной TVDR-схемы для
µ ≤ 0

Аддитивная TVDR-схема (АTVDR). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i−3/2,
i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в двух точках i− 1/2, i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 12):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+1/2 + 0,5φni+1/2

(
Jni+1/2 − J

n
i−1/2

)]
−
[
Jn+1
i−1/2 + 0,5φni−1/2

(
Jni−1/2 − J

n
i−3/2

)]}
= Jni+1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в двух точках i+ 1/2, i+ 3/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 13):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+3/2 − 0,5φni+3/2

(
Jni+3/2 − J

n
i+1/2

)]
−
[
Jn+1
i+1/2 − 0,5φni+1/2

(
Jni+1/2 − J

n
i−1/2

)]}
= Jni+1/2.
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Рис. 12. Шаблон АTVDR-схемы для µ > 0 Рис. 13. Шаблон АTVDR-схемы для µ ≤ 0

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i−1/2 + C [(A− 1) ∆J ]ni−1/2 = Jni+1/2, Ani−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2

при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i+1/2 + C [(H − 1) ∆J ]ni+1/2 = Jni+1/2, Hn
i+1/2 = 1− 0,5φni+3/2 + 0,5φni+1/2θ

n
i+1/2

при µ ≤ 0.

Схема позволяет использовать алгоритм бегущего счета, и, хотя шаблон совпадает с шаблоном
схемы PTVD, схема АTVDR не теряет свойства консервативности.

Мультипликативная TVDR-схема (МTVDR). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех
точках i− 3/2, i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в двух точках i− 1/2, i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге
(рис. 14):

qJn+1
i+1/2 + C

[(
D+
)n
i+1/2

Jn+1
i+1/2−

(
D+
)n
i−1/2

Jn+1
i−1/2

]
=Jni+1/2,

(
D±)n

i+1/2
= 1±

L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
2Jni+1/2

.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в двух точках i+ 1/2, i+ 3/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 15):

qJn+1
i+1/2 + C

[(
D−)n

i+3/2
Jn+1
i+3/2 −

(
D−)n

i+1/2
Jn+1
i+1/2

]
= Jni+1/2.

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)n+1

i−1/2 = Jni+1/2, An+1
i−1/2 =

(D+)
n
i+1/2 J

n+1
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2 J

n+1
i−1/2

∆Jn+1
i−1/2

при µ > 0,

qJn+1
i+1/2 + C (H∆J)n+1

i+1/2 = Jni+1/2, Hn+1
i+1/2 =

(D−)
n
i+3/2 J

n+1
i+3/2 − (D−)

n
i+1/2 J

n+1
i+1/2

∆Jn+1
i+1/2

при µ ≤ 0.

Схема консервативна и позволяет использовать алгоритм бегущего счета. Хотя шаблон схемы
МTVDR совпадает с шаблоном схем PTVD и АTVDR, аппроксимация уравнения переноса разная.

Для наглядности рассмотренные в работе схемы и аппроксимация при µ > 0 собраны в табл. 1.
Использование ограничителей с предыдущего шага в схемах TVDR может привести к появле-

нию ограничений на шаг по времени. Основной задачей данного исследования является получение
ограничений на шаг по времени и сравнение условий устойчивости рассматриваемых схем.

Рис. 14. Шаблон МTVDR-схемы для µ > 0 Рис. 15. Шаблон МTVDR-схемы для µ ≤ 0
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Таблица 1
Аппроксимация уравнения переноса при µ > 0

Схема Аппроксимация Коэффициент схемы Ai−1/2

St qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i−1/2 = Jn
i+1/2 1

ЯTVD qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)

n
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2

НTVD qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)

n+1
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φn+1
i+1/2 − 0,5φn+1

i−1/2θ
n+1
i−1/2

РTVD qJn+1
i+1/2 + CAn

i−1/2∆Jn+1
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2

РTVDR qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)

n+1
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n+1
i−1/2

АTVDR qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i−1/2 + C [(A− 1) ∆J ]
n
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2

МTVDR qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)

n+1
i−1/2 = Jn

i+1/2

(D+)
n
i+1/2 J

n+1
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2 J

n+1
i−1/2

∆Jn+1
i−1/2

Исследование устойчивости по Нейману

Из теории разностных схем известно, что неявная схема St безусловно устойчива. Возникает
вопрос, сохраняется ли свойство безусловной устойчивости у неявных схем TVD и TVDR. Для
этого получим условия устойчивости с помощью спектрального признака Неймана.

Разностная схема устойчива, если ошибка не возрастает при переходе от одного временного шага
к другому.

В точке
(
xi+1/2, t

n+1
)
ошибка равна εn+1

i+1/2 = J
(
xi+1/2, t

n+1
)
− u

(
xi+1/2, t

n+1
)

= Jn+1
i+1/2 − u

n+1
i+1/2,

отсюда Jn+1
i+1/2 = un+1

i+1/2 + εn+1
i+1/2. Подставляя Jn+1

i+1/2 = un+1
i+1/2 + εn+1

i+1/2 в разностную схему, получаем
уравнение для ошибки ε.

В частности, для схемы St уравнения для ошибки имеют вид

qεn+1
i+1/2 + C∆εn+1

i−1/2 = εni+1/2 при µ > 0;

qεn+1
i+1/2 + C∆εn+1

i+1/2 = εni+1/2 при µ ≤ 0.

Представим ошибку ε на n-м временном слое в виде гармоники с произвольным волновым чис-
лом km = 2πm/L: εn (x) = eikmx. Тогда ошибка на (n + 1)-м временном слое будет иметь вид
εn+1 (x) = Gεn (x) = Geikmx, где G — множитель перехода. Условием устойчивости разностной
схемы является соотношение |G| ≤ 1.

На равномерной сетке при h = const, используя выражения для ошибки

εn+1
i+1/2 = Geikmxi+1/2 ; εni+1/2 = eikmxi+1/2 ;

εn+1
i−1/2 = Geikmxi−1/2 = Geikm(xi+1/2−h) = Geikmxi+1/2e−ikmh;

εn+1
i−3/2 = Geikmxi−3/2 = Geikm(xi+1/2−2h) = Geikmxi+1/2e−ikm2h;

∆εn+1
i−1/2 = εn+1

i+1/2 − ε
n+1
i−1/2 = Geikmxi+1/2 −Geikmxi−1/2 = Geikmxi+1/2

(
1− e−ikmh

)
;

∆εn+1
i−3/2 = εn+1

i−1/2 − ε
n+1
i−3/2 = Geikmxi−1/2 −Geikmxi−3/2 = Geikmxi+1/2e−ikmh

(
1− e−ikmh

)
,

получаем при µ > 0 в схеме St множитель перехода G =
1

q + C (1− e−ikmh)
.
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Используя соотношения G =
1

a+ bi
, a = q + C (1− cos kmh), b = C sin kmh, |G|2 =

1

|a+ bi|2
=

=
1

a2 + b2
, e−ikmh = cos kmh − i sin kmh, из неравенства a2 + b2 = q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh) ≥ 1

получаем условие устойчивости |G| ≤ 1.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1

q − C (1− eikmh)
. Из соотношения

a2 + b2 = q2 − 2C (q − C) (1− cos kmh) ≥ 1 следует условие |G| ≤ 1.
Полученные неравенства подтверждают безусловную устойчивость схемы St для всех µ.

Явная TVD-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем множитель перехода G =

=
1− CA

(
1− e−ikmh

)
q

. Из условия a2+b2 = 1−2CA (1− CA) (1− cos kmh) ≤ q2 для всех 0 ≤ α <∞

и любых km получаем условие устойчивости A ≤ C−1, или в виде условия на функции-ограничители
φni+1/2 ≤ 2

(
C−1 − 1

)
. Из условия положительности функций-ограничителей φni+1/2 ≥ 0 получаем

ограничение на число Куранта C ≤ 1.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1− CH

(
eikmh − 1

)
q

. Из неравенства

a2 + b2 = 1 + 2CH (1 + CH) (1− cos kmh) ≤ q2 получаем условие устойчивости H ≤ −C−1, или
φni+3/2 ≤ 2

(
−C−1 − 1

)
, −C ≤ 1.

Из полученных неравенств видно, что устойчивость явной TVD-схемы зависит от ограничения на
число Куранта |C| ≤ 1.

Неявная TVD-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем множитель перехода G =

=
1

q + CA (1− e−ikmh)
. Из неравенства a2 + b2 = q2 + 2CA (q + CA) (1− cos kmh) ≥ 1 получаем

условие устойчивости A ≥ 0, или 2 + φn+1
i+1/2 ≥ φn+1

i−1/2θ
n+1
i−1/2. Из условия положительности функций

φn+1
i+1/2 ≥ 0 получаем ограничение 0 ≤ φn+1

i−1/2 ≤ 2θ̂n+1
i−1/2.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1

q + CH (eikmh − 1)
. Из неравенств

a2 + b2 = q2 − 2CH (q − CH) (1− cos kmh) ≥ 1 и C ≤ 0 получаем условие устойчивости H ≥ 0, или
2 + φn+1

i+1/2θ
n+1
i+1/2 ≥ φn+1

i+3/2. Из условий положительности функций φn+1
i+1/2 ≥ 0, θn+1

i+1/2 ≥ 0 получаем
ограничение 0 ≤ φn+1

i+3/2 ≤ 2.
Из полученных неравенств видно, что устойчивость неявной TVD-схемы при выборе функций-

ограничителей из условия 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2 min
(

1, θ̂i−1/2

)
не зависит от ограничения на число Куран-

та.
Полученное условие на выбор функций-ограничителей справедливо при любых коэффициентах

поглощения 0 ≤ α < ∞, но обязательным оно является только в вакууме при α = 0. В оптически
плотных средах при α � 1 неравенство a2 + b2 = q2 − 2CH (q − CH) (1− cos kmh) ≥ 1, из которого
выводятся условия на выбор функций-ограничителей, может выполняться даже при нарушении
условия 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2 min

(
1, θ̂i−1/2

)
.

РTVD-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем G =
1

q + СA (1− e−ikmh)
. Из

неравенства a2 + b2 = q2 + 2CA (q + CA) (1− cos kmh) ≥ 1 получаем условие устойчивости A ≥ 0,
или 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2θ̂i−1/2.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1

q + CH (eikmh − 1)
. Из неравенств

a2 + b2 = q2 − 2CH (q − CH) (1− cos kmh) ≥ 1 и C ≤ 0 получаем условие устойчивости H ≥ 0, или
2 + φni+1/2θ

n
i+1/2 ≥ φni+3/2. Из условий положительности функций φn+1

i+1/2 ≥ 0, θn+1
i+1/2 ≥ 0 получаем

ограничение 0 ≤ φni+3/2 ≤ 2.
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Из полученных неравенств видно, что устойчивость полунеявной TVD-схемы при выборе функций-
ограничителей из условия 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2 min

(
1, θ̂i−1/2

)
не зависит от ограничения на число Куранта

и может выполняться при нарушении этого условия в оптически плотных средах.

РTVDR-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем множитель перехода G =

=
1

q + CA1 (1− e−ikmh)
, A1 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2e

−ikmh. Из неравенства a2 + b2 = q2 +

+2CA3 (1− cos kmh) ≥ 1 и выражения A3 =
(
A2 − 0,5φni−1/2

) [
q+C

(
A2 − 0,5φni−1/2

)]
+CA2φ

n
i−1/2×

× (1 + cos kmh) получаем условие устойчивости A2 = 1 + 0,5φni+1/2 − φ
n
i−1/2 cos kmh ≥ 0,5φni−1/2, или

φni−1/2 ≤ 2/3.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1

q + CH1 (eikmh − 1)
, H1 = 1 −

− 0,5φni+3/2+0,5φni+1/2e
−ikmh. Из неравенства a2+b2=q2−2CH3 (1−cos kmh) ≥ 1,H3=

(
H2−0,5φni+1/2

)
×

×
[
q − C

(
H2 − 0,5φni+1/2

)]
−CH2φ

n
i+1/2 (1 + cos kmh) ≥ 1, получаем условие устойчивости H2 = 1−

− 0,5φni+3/2 ≥ 0,5φni+1/2, или φ
n
i+1/2 + φni+3/2 ≤ 2.

Из полученных неравенств видно, что условия устойчивости полунеявной TVDR-схемы являются
довольно жесткими, но их можно ослабить, если рассматривать задачи с ненулевым поглощением.

АTVDR-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 G =
1− C (A− 1)

(
1− e−ikmh

)
q + C (1− e−ikmh)

=
a1 + b1i

a+ bi
,

где a1 = 1 − C (A− 1) (1− cos kmh); b1 = −C (A− 1) sin kmh; a = q + C (1− cos kmh); b = C sin kmh.
Из неравенства a21 + b21 = 1− 2C (A− 1) [1− C (A− 1)] (1− cos kmh) ≤ a2 + b2 и выражения a2 + b2 =
= q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh) получаем условие устойчивости q2 + 2CA5 (1− cos kmh) ≥ 1, которое

выполняется при A5 = q + C + (A− 1) [1− C (A− 1)] ≥ 0, или 1 +
1−

√
1 + 4C (q + C)

2C
≤ A ≤ 1 +

+
1 +

√
1 + 4C (q + C)

2C
. Учитывая, что An+1

i−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2− 0,5φni−1/2θ
n+1
i−1/2, получаем условия на

функции-ограничители: 0 ≤ φni−1/2 ≤
√

1 + 4C (q + C)− 1

C
θ̂ni−1/2; 0 ≤ φni+1/2 ≤

1 +
√

1 + 4C (q + C)

C
.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1− C (H − 1)

(
eikmh − 1

)
q + C (eikmh − 1)

=
a1 + b1i

a+ bi
,

где a1 = 1 + C (H − 1) (1− cos kmh); b1 = −C (H − 1) sin kmh; a = q − C (1− cos kmh); b = C sin kmh.
Из неравенства a21 + b21 = 1 + 2C (H − 1) [1 + C (H − 1)] (1− cos kmh) ≤ a2 + b2 и выражения a2 +

+ b2 = q2 − 2C (q − C) (1− cos kmh) получаем условие устойчивости q2 − 2C (1− cos kmh)
{
q − C +

+ (H − 1)× [1 + C (H − 1)]
}
≥ 1, которое выполняется при q − C + (H − 1) [1 + C (H − 1)] ≥ 0, или

1−
1−

√
1− 4C (q − C)

2C
≤ H ≤ 1−

1 +
√

1− 4C (q − C)

2C
. Так как H = 1−0,5φni+3/2 +0,5φni+1/2θ

n
i+1/2,

получаем условия на функции-ограничители: 0 ≤ φni+1/2 ≤
1 +

√
1 + 4 |C| (q + |C|)
|C|

θ̂ni+1/2; 0 ≤

≤ φni+3/2 ≤
√

1 + 4 |C| (q + |C|)− 1

|C|
.

Из полученных неравенств видно, что устойчивость АTVDR-схемы зависит от числа Куранта.

МTVDR-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем множитель перехода G =
{
q+C×

×
[
(D+)

n
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2 e

−ikmh
]}−1

. Из неравенства a2+b2 = q2+2CA6 ≥ 1, гдеA6 = q
[
(D+)

n
i+1/2−

− (D+)
n
i−1/2 cos kmh

]
+ 0,5C

[
(D+)

2
i+1/2 − 2 (D+)i+1/2 (D+)i−1/2 cos kmh+ (D+)

2
i−1/2

]
, учитывая, что
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−2 (D+)i+1/2 (D+)i−1/2 cos kmh ≥ −2 (D+)i+1/2 (D+)i−1/2, − (D+)
n
i−1/2 cos kmh ≥ − (D+)i−1/2, полу-

чаем a2 + b2 ≥ A8, где A8 =
{
q + C

[
(D+)

n
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2

]}2
.

При выполнении неравенства A8 ≥ 1 выполняется условие a2 + b2 ≥ 1. Неравенство A8 ≥ 1

выполняется при αh ≥ µ
[
(D+)

n
i−1/2 − (D+)

n
i+1/2

]
, или D+ ≤ αh.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G=
{
q+C

[
(D−)

n
i+3/2 e

ikmh−(D−)
n
i+1/2

]}−1
.

Условие a2 + b2 = q2 + 2CA7 ≥ 1, где A7 = q
[
(D−)

n
i+3/2 cos kmh− (D−)

n
i+1/2

]
+ 0,5C

[
(D−)

2
i+3/2−

−2 (D−)i+1/2 (D−)i+3/2 cos kmh+ (D−)
2
i+1/2

]
выполняется при αh ≥ |µ|

[
(D−)

n
i+1/2 − (D−)

n
i+3/2

]
, или

D− ≤ αh.
В оптически прозрачных средах при αh → 0 условие устойчивости для МTVDR-схемы D± ≤ αh

является довольно жестким.

Множители перехода G и их модули для рассмотренных схем при µ > 0 собраны для наглядности
в табл. 2, где коэффициенты схем определяются выражениями

A1 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2e
−ikmh;

A2 = 1 + 0,5φni+1/2 − φ
n
i−1/2 cos kmh;

A3 =
(
A2 − 0,5φni−1/2

) [
q + C

(
A2 − 0,5φni−1/2

)]
+ CA2φ

n
i−1/2 (1 + cos kmh) ;

A6 = q
[(
D+
)n
i+1/2

−
(
D+
)n
i−1/2

cos kmh
]

+ 0,5C
[(
D+
)2
i+1/2

− 2
(
D+
)
i+1/2

(
D+
)
i−1/2

cos kmh+

+
(
D+
)2
i−1/2

]
.

В ячейках эти коэффициенты, как и коэффициент A из табл. 2, вычисляются по формулам из
табл. 1.

Из табл. 2 видно, что максимум модулей множителей перехода G во всех схемах при неотрица-
тельных коэффициентах схем A, A1, A3, A6 одинаковый и равен q−1.

Наиболее простой вид модуль множителя перехода принимает в случае постоянного решения при
J = const. В этом случае получаем A = θ = φ = D± = 1. Модули множителей перехода в частном

Таблица 2
Множители перехода G и их модули для разностных схем при µ > 0

Схема Множитель перехода G |G|

St
1

q + C (1− e−ikmh)

1√
q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

ЯTVD
1− CA

(
1− e−ikmh

)
q

√
1− 2CA (1− CA) (1− cos kmh)

q

НTVD
1

q + CA (1− e−ikmh)

1√
q2 + 2CA (q + CA) (1− cos kmh)

РTVD
1

q + CA (1− e−ikmh)

1√
q2 + 2CA (q + CA) (1− cos kmh)

РTVDR
1

q + CA1 (1− e−ikmh)

1√
q2 + 2CA3 (1− cos kmh)

АTVDR
1− C

(
1− e−ikmh

)
(A− 1)

q + C (1− e−ikmh)

√
1− 2C (A− 1) (1− C (A− 1)) (1− cos kmh)

q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

МTVDR
{
q + C

[
(D+)

n
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2 e

−ikmh
]}−1 1√

q2 + 2CA6
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случае J = const и условия на функции-ограничители в общем случае для рассмотренных схем при
µ > 0 собраны в табл. 3, где коэффициенты схем определяются выражениями

A2 = 1 + 0,5φni+1/2 − φ
n
i−1/2 cos kmh;

A3 = (1− cos kmh) [q + C (1− cos kmh)] + C (1,5− cos kmh) (1 + cos kmh) ;

A5 = q + C + (A− 1) [1− C (A− 1)] ; A8 =
{
q + C

[(
D+
)n
i+1/2

−
(
D+
)n
i−1/2

]}2
.

В ячейках эти коэффициенты, как и коэффициент A, вычисляются по формулам из табл. 1.

Таблица 3
Условия устойчивости и модули множителей перехода G для разностных схем при J = const

Схема Условие Условие на функцию- |G|
устойчивости ограничитель

St Нет Нет
1√

q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

ЯTVD 0 ≤ A ≤ C−1 0 ≤ φ ≤ 2
(
C−1 − 1

)
, C ≤ 1

√
1− 2C (1− C) (1− cos kmh)

q

НTVD A ≥ 0 0 ≤ φ ≤ 2 min
(

1, θ̂
) 1√

q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

РTVD A ≥ 0 0 ≤ φ ≤ 2 min
(

1, θ̂
) 1√

q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

РTVDR A2 ≥ 0,5φ 0 ≤ φ ≤ 2

3

1√
q2 + 2CA3 (1− cos kmh)

АTVDR A5 ≥ 0 0 ≤ φ ≤
√

1 + 4 |C| (q + |C|)− 1

|C|
1√

q2 + 2С (q + С) (1− cos kmh)

МTVDR A8 ≥ 1 0 ≤ D± ≤ αh 1√
q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

Заключение

В данной работе проведены исследования устойчивости разностных схем TVDR с помощью спек-
трального признака Неймана для одномерного уравнения переноса. Для сравнения приведены усло-
вия устойчивости схем St и TVD.

Для схем TVD и TVDR получены следующие результаты:
1) устойчивость явной схемы TVD зависит от ограничения на число Куранта |C| < 1;
2) устойчивость неявной и полунеявной схем TVD при выборе функций-ограничителей из усло-

вия 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2 min
(

1, θ̂i−1/2

)
не зависит от числа Куранта; в оптически плотных средах

условие на функции-ограничители может быть ослаблено;
3) условие устойчивости полунеявной схемы TVDR является наиболее жестким среди рассмот-

ренных схем, но его можно ослабить в оптически плотных средах;
4) устойчивость схемы АTVDR зависит от числа Куранта;
5) выбор функций-ограничителей схемы МTVDR с сохранением устойчивости зависит от опти-

ческой прозрачности среды.

По результатам проведенных исследований можно сделать следующие выводы:

1) условия устойчивости для неявной и полунеявной TVD-схем не зависят от числа Куранта, но
накладывают требования на выбор ограничителей;
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2) условия устойчивости для неявных и полунеявной TVDR-схем накладывают требования на
выбор ограничителей и зависят от числа Куранта, что плохо для неявных схем, так как это
приводит к ограничениям временного шага.
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