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Представлена возможность построения двойственной сетки в параллельном режи-
ме, реализованная в сеточном генераторе цифрового продукта "Логос Гидрогеология".
Рассматривается двойственная сетка, состоящая из многогранных ячеек и строящаяся
на базе основной сетки, ячейками которой являются тетраэдры, призмы, гексаэдры и
пирамиды. Рассмотрена концепция программы и приведено описание алгоритма по-
строения двойственной сетки, используемого в сеточном генераторе. Указаны особен-
ности работы сеточного генератора, которые могут возникать при построении сеточ-
ных моделей в параллельном режиме, и ограничения метода построения двойственных
сеток. На примерах тестовых и реальных моделей территорий продемонстрированы
получающиеся сеточные модели. Приведены результаты построения сеточных моделей
в последовательном и параллельном режимах.
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Введение

Основным способом, позволяющим получить
количественные пространственно-временные ха-
рактеристики воздействия ядерных и радиаци-
онно опасных объектов на природную среду, в
частности недра, является компьютерное моде-
лирование процесса движения подземных вод
(геофильтрации) и связанного с ним подземно-
го массопереноса (геомиграции). При примене-
нии сеточных методов в таких задачах часто воз-
никает проблема построения анизотропной сетки
на территории большой площади. Сложная ли-
тологическая структура геологической модели
описывается неструктурированной сеткой, на-
пример из тетраэдров, но при моделировании
геомиграции загрязнителей подземных вод для
более качественного описания ореола загрязне-
ния предпочтительней использовать вместо нее
многогранную сетку. Современные вычисли-
тельные мощности позволяют детально описы-
вать процессы геофильтрации/геомиграции под-
земных вод, используя модели с десятками мил-
лионов ячеек. Поэтому возникает вопрос быст-
рого построения как основных, так и двойствен-

ных (многогранных) сеток. Решить вопрос быст-
рого построения многогранных сеток можно с
использованием параллельных вычислений при
генерации таких сеток. Алгоритм генерации
двойственной сетки в режиме распараллелива-
ния представлен в данной статье.

Концепция программы

Генератор сеток, работающий в параллельном
режиме в цифровом продукте "Логос Гидро-
геология" [1], является модификацией запатен-
тованного генератора программного комплекса
НИМФА [2, 3]. Генератор применяется при по-
строении моделей техногенно-нагруженных тер-
риторий при моделировании задач подземной
гидродинамики. Распараллеливание генерации
осуществляется с помощью интерфейса MPI.

Для построения двойственной сетки в па-
раллельном режиме используется построенная
также в параллельном режиме сеточная модель
территории (основная сетка), состоящая из неко-
торого числа слоев. Сетка в слоях может состо-
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ять из тетраэдров, призм, пирамид, гексаэдров и
любых других многогранников. При построении
двойственной сетки используется гибридный тип
многогранной ячейки. В ее создании участвуют
центры ячеек основной сетки и в случае необхо-
димости — центры ребер и граней1.

Стоит отметить, что в задачах гидрогеоло-
гии/гидрологии используются как основные сет-
ки (например, в GeRa [4], FEFLOW [5]), так
и двойственные (например, в HEC-RAS [6],
MODFLOW-USG [7]).

Алгоритм построения двойственной сетки

Алгоритм построения двойственной сетки от-
личается от метода, используемого в препроцес-
соре пакета программ "Логос" [8], в следующих
аспектах:
– способ хранения основной сетки;
– способ получения составных частей много-

гранной ячейки;
– применимость к ячейкам основной сетки об-

щего вида;
– распараллеливание с помощью MPI.

При описании алгоритма используются поня-
тия граничных и внутренних примитивов сетки
(узлов, ребер и граней). Граничные примитивы
находятся на поверхностной сетке области мо-
делирования. Внутренние примитивы находятся
полностью или частично2 внутри области.

Построенная в параобласти основная сетка
хранится в оперативной памяти в виде трех мас-
сивов — узлов, граней и ячеек, т. е. сетка пред-

ставлена в формате узел—грань—ячейка. Для
более удобного построения двойственной сет-
ки производится конвертация данного форма-
та основной сетки в формат узел—ребро—грань.
Краткое описание форматов хранения сеток при-
ведено в табл. 1.

После этого преобразования формирование
двойственной сетки происходит по следующему
алгоритму:

1. Создаются внутренние узлы двойственной
сетки: они расположены в центрах ячеек ос-
новной сетки (тетраэдрах, призмах и т. д.).

2. Создаются граничные узлы двойственной
сетки: они располагаются в центрах гранич-
ных граней (треугольников) основной сетки.

3. Создаются дополнительные граничные уз-
лы двойственной сетки в серединах гранич-
ных ребер основной сетки. Узел создается
только тогда, когда ребро является жест-
ким. Значение двугранного угла (рис. 1),
при котором граничное ребро считается
жестким, задается пользователем3. На
рис. 1, а двугранный угол меньше заданного
пользователем угла в 90 ◦, ребро V1V2 явля-
ется жестким. На рис. 1, б двугранный угол
больше 90 ◦, т. е. ребро нежесткое.

4. Создаются дополнительные граничные уз-
лы двойственной сетки в граничных узлах
основной сетки.

5. Создаются грани двойственной сетки во-
круг внутренних и граничных ребер основ-
ной сетки.

Таблица 1
Основные атрибуты хранения примитивов сетки

Примитив Основная сетка, Двойственная сетка,
формат узел—грань—ячейка формат узел—ребро—грань

Узел Координаты x, y, z Координаты x, y, z; ссылка на ребро
Ребро − Номера двух узлов; ссылка на грань
Грань Номера узлов; ссылка на две ячейки Номера ребер; ссылки на грани с двух сторон
Ячейка Номера граней −

1Как правило, использование центров ребер и граней
возникает при построении двойственной сетки в сильно
анизотропной по глубине основной сетке.

2У ребра может быть граничным один узел. У грани
могут быть граничными несколько ребер, но не все.

3При вызове генератора внутри расчетной программы
продукта "Логос Гидрогеология" дополнительно жестки-
ми ребрами считаются все ребра на стыке боковой грани-
цы модели и кровли/подошвы слоя.
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Рис. 1. Жесткое (а) и нежесткое (б) граничные ребра

Для внутреннего ребра используются спис-
ки ячеек4 основной сетки, расположенных
вокруг ребра (на рис. 2, а для ребра V1V2

это пять тетраэдров: DV1V2A, AV1V2B,
BV1V2C, CV1V2F , FV1V2D), и ассоциирован-
ных с ними внутренних узлов двойственной
сетки, полученных на шаге 1. В результате
получается пятиугольная грань GHIJK.

Для граничного ребра используются списки
ячеек основной сетки вокруг данного реб-
ра и ассоциированных с ними внутренних
узлов двойственной сетки, а также привле-
каются центры граничных граней основной
сетки и центр рассматриваемого ребра. На
рис. 2, б это два узла E и D, расположенные
в центрах тетраэдров V1V2V4V5 и V1V2V3V5,
два узла A и C в центрах граничных граней
V1V2V4 и V1V2V3, а также узел B в середине
граничного ребра V1V2. В результате полу-
чается пятиугольная грань ABCDE.

6. Создаются грани двойственной сетки вокруг
граничных узлов основной сетки, как пока-
зано на рис. 3. Для граничного узла исполь-
зуются списки граничных граней основной
сетки вокруг узла и ассоциированных с ни-
ми граничных узлов двойственной сетки с
шага 2. На рис. 3 это три пятиугольные
грани вокруг узла V1: V1GFEI, V1IDCH,
V1HGAB. Их количество связано с тремя
жесткими ребрами V1V2, V1V3, V1V4.

7. Создаются ячейки двойственной сетки во-
круг каждого узла основной сетки (внутрен-
него и граничного) из граней, полученных
на шагах 5, 6.

8. Основная сетка удаляется.

4Так как используется формат хранения узел—ребро—
грань, то ячеек как таковых нет, есть лишь множество
граней, которое считается "ячейкой".

Рис. 2. Построение грани двойственной сетки вокруг
внутреннего (а) и граничного (б) ребра V1V2 основной
сетки

Рис. 3. Построение граничных граней двойственной
сетки вокруг граничного узла V1 основной сетки

После выполнения данного алгоритма двой-
ственная сетка имеет формат узел—грань—
ячейка.

Корректность двойственной сетки устанавли-
вается путем проверки каждого многогранника
по критерию звездности5 [9].

5Star-shaped test — проверка на положительность всех
объемов тетраэдров, составляющих данный многогран-
ник и имеющих общую вершину в центре многогранника.
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На данный момент метод не позволяет постро-
ить двойственную сетку, если в основной сетке
возникает одна из двух ситуаций: 1) в гранич-
ном узле V1 сходятся граничные грани, образую-
щие несвязное множество; 2) на граничном реб-
ре V1V2 сходятся более двух граничных граней
(рис. 4).

Рис. 4. Случаи отказа построения ячейки двойствен-
ной сетки

Особенности выполнения алгоритма
в параллельном режиме

Для описания выполнения алгоритма в па-
раллельном режиме следует ввести определения
множеств в соответствии с типами ячеек сетки.

В однопроцессорном режиме работы все ячей-
ки основной сетки принадлежат K-множеству, в
параллельном же — трем множествам (типам)
(рис. 5, а): K (kernel, ядерные), S (shell, оболо-
чечные), U (uncalculated, несчетные). Ячейки
ядерного множества K соседствуют с ячейками
оболочечного типа S и не соседствуют с несчет-
ными ячейками (тип U), которые рассчитывают-
ся на соседних процессорах. Ячейки оболочечно-
го типа S соседствуют с ядерными и несчетны-
ми ячейками для рассматриваемого процессора
и являются несчетными для соседнего процессо-
ра. Ячейки несчетного типа U не рассчитывают-
ся на рассматриваемом процессоре и являются
оболочечными для соседних процессоров.

Рис. 5. Распределение ячеек по множествам в основ-
ной (а) и двойственной (б) сетках

Для выполнения алгоритма в параллельном
режиме ячейки двойственной сетки распределя-
ются по четырем множествам (типам) (рис. 5, б):
KK, KS, SU , UU . Такое распределение ячеек
аналогично распределению ячеек из работы [10].
Критерием определения типа ячейки двойствен-
ной сетки, полученной вокруг узла основной сет-
ки, служит комбинация типов ячеек, окружаю-
щих данный узел. Ячейки типаKK соседствуют
с ячейками типа KS; ячейки типа KS — с ячей-
ками типа KK, SU ; ячейки типа SU — с ячейка-
ми типа KS, UU ; ячейки типа UU соседствуют
с ячейками типа SU .

При реализации алгоритма следует учиты-
вать, что в силу ограничений параллельного по-
строения основной сетки многогранные ячейки
UU -множества в двойственной сетке являются
недостроенными из-за дефицита ячеек основной
сетки. На примере параобласти, ограниченной
контуром области моделирования Γ1 и границей
параобласти Γ2 (см. рис. 5, а), видно, что от гра-
ницы Γ2 в рассматриваемой параобласти можно
построить максимум один слой ячеек основной
сетки (тетраэдры, призмы с треугольным осно-
ванием и пирамиды), которые будут принадле-
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жать U -множеству, что вызывает дефицит яче-
ек основной сетки. Дефицит ячеек приводит к
тому, что при построении многогранной ячей-
ки в двойственной сетке возникают случаи, ко-
гда вместо ячейки с гранью ABCDEFGHJ
(см. рис. 5, б), как это было бы в однопроцес-
сорном режиме, получаются ячейка с гранью
ABCDEF , рассчитываемая на одном процессо-
ре, и ячейка с гранью AFGHJ — на другом про-
цессоре.

Таким образом, двойственная сетка, получен-
ная в параллельном режиме, не совпадает с сет-
кой, полученной в однопроцессорном режиме, в
местах, где проходят границы между параобла-
стями. Данную проблему можно решить, поль-
зуясь введенным распределением ячеек двой-
ственной сетки по четырем множествам и уда-
лением ячеек SU - и UU -множеств в разных па-
раобластях по правилам, описанным ниже.

Схематическое расположение ячеек в параоб-
ластях показано на примере двух параобластей,
рассчитываемых на двух процессорах (рис. 6).
Соседние параобласти имеют пересечения по
трем множествам ячеек: KS, SU , UU . Обра-
зами KS-ячеек на первом процессоре являются
UU -ячейки со второго процессора, образами SU -
ячеек первого процессора –– SU -ячейки второго
процессора, образами UU -ячеек первого процес-
сора –– KS-ячейки второго процессора.

Для дальнейшей обработки сетка на каждом
процессоре не должна иметь наложений. Что-
бы получить такую сетку, сначала выполняется
удаление ячеек множества UU со всех процес-
соров. После этого необходимо удалить ячейки
SU -множества, которые одновременно находят-
ся на нескольких процессорах. Такая информа-
ция появляется в результате перекрестного обме-
на данными о распределении ячеек между про-
цессорами. На рис. 7 ячейкам SU -множества,
расположенным на нескольких процессорах (в
нескольких параобластях), соответствуют обла-
сти, закрашенные темным цветом.

Рис. 6. Ячейки на двух процессорах

Рис. 7. Обмен данными между процессорами

На процессоре ячейка остается в SU -
множестве только в одном из двух случаев:
1) ячейка находится только на этом процессоре;
2) номер процессора больше номеров соседних
процессоров, где есть эта же ячейка. В случае,
изображенном на рис. 8, повторные ячейки
множества SU удалены с процессоров 1—4.

Для расчета задач в параллельном режиме в
цифровом продукте "Логос Гидрогеология" ис-
пользуется распределение ячеек параобластей по
трем множествам K, S, U . Поэтому ячейки
двойственной сетки из множеств KK, KS, SU
снова переводятся во множества K, S следую-
щим образом: KK → K , KS → K, SU → S.
Несчетный слой U в дальнейшем добавляется
способом, описанным в [3].

Рис. 8. Параобласти без пересечений по множе-
ству SU

Сшивание двойственных сеток
разных слоев

После формирования ячеек двойственной сет-
ки в каждом слое (рис. 9) необходимо выполнить
сшивку между слоями.
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Рис. 9. Сформированные ячейки двойственной сетки в слоях

Рассмотрим две ячейки с разных слоев двой-
ственной сетки, имеющие соответственно грани
A1B1C1D1E1F1 и A2B2C2D2E2F2 (рис. 10), кото-
рые порождены узлами C и F граничных граней
ABC и DEF основной сетки (рис. 11). Так как
грани ABC и DEF принадлежат вертикальной
колонне ABCDEF , построенной методом, опи-
санным в работе [3], то их центры B1 и B2 рас-
положены на одной вертикали.

Аналогично можно показать, что каждая пара
вершин A1A2, . . ., F1F2 граничных граней двой-
ственной сетки находится на одной из вертикаль-
ных линий a, . . . , f (рис. 12), т. е. координаты
x, y у данных вершин совпадают. Этот факт ис-
пользуется для быстрого поиска граней при сши-
вании сеток в слоях (рис. 13).

После этого сеточная модель считается закон-
ченной и подготовленной для дальнейшей ини-
циализации на ней данных и последующего рас-
чета.

Рис. 10. Ячейки двойственной сетки из соседних сло-
ев

Рис. 11. Колонна ячеек основной сетки

Рис. 12. Проекции узлов и граничных граней двой-
ственной сетки на поверхностную основную сетку
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Рис. 13. Сшивка двух ячеек двойственной сетки из
соседних слоев

Примеры построенных
двойственных сеток

Продемонстрируем работоспособность про-
граммы построения двойственных сеток в соста-
ве сеточного генератора "Логос Гидрогеология"
при ее использовании в последовательном и па-
раллельном режимах на двух тестовых и одной
реальной задачах.

Однослойная сеточная модель. Область
моделирования состоит из одного слоя, проекция
области моделирования на плоскость OXY по-
казана на рис. 14. Внутри области моделирова-
ния задана зона, представляющая наибольший
интерес, с дополнительной детализацией, кото-
рая необходима для получения в этой зоне чис-
ленного решения высокой точности.

Особенности модели:
– поверхность, описывающая подошву6 слоя

модельной области, задается уравнением
z = 0;

– поверхность, описывающая кровлю7

(рис. 15), задана таблично;
– во всей области моделирования, кроме об-

ласти с детализацией, размер вертикальных
ребер задан равным 0,5м;

– внутри области с детализацией длина верти-
кальных ребер равна 0,1м.

На рис. 16 показаны используемая в процессе
построения двойственной сетки основная сетка
и ее разрез. Данный слой сетки из тетраэдров

6Подошва — поверхность, ограничивающая слой сни-
зу.

7Кровля — поверхность, ограничивающая слой сверху.

Рис. 14. Проекция на плоскость OXY области моде-
лирования однослойной сеточной модели

построен с использованием метода, реализован-
ного в "Логос Гидрогеология". Для демонстра-
ции возможности сеточного генератора строить
сетки с детализацией на рис. 16, б в разрезе мо-
дели показано сгущение сетки по оси OZ внутри
области, где была изначально задана дополни-
тельная детализация.

На базе полученной основной сетки создава-
лась двойственная сетка в пласте. Фрагмент об-
ласти с многогранниками показан на рис. 17.

Основная и двойственная сеточные модели в
рассматриваемом примере построены в последо-
вательном режиме.

Однослойная сеточная модель с числом
ячеек больше 1млн. Для тестирования ра-
боты программы в параллельном режиме была
выбрана модель пласта неоднородной мощности
(рис. 18). Цветом показаны уровни абсолютной
отметки рельефа.

Построение сетки выполнялось на персональ-
ном компьютере Intel(R) Core(TM) i7-10700 CPU
@ 2.90GHz 2.90 GHz.

Сетки, построенные сеточным генератором в
"Логос Гидрогеология", имеют следующие пара-
метры:

– на поверхностной сетке 144 266 треугольни-
ков;

– в основной сетке 10 640 398 тетраэдров;
– в двойственной сетке 1 852 309 многогранни-

ков.

Расход оперативной памяти при построении се-
ток не превышал 15Гб.

Результаты построения сеточной модели при-
ведены в табл. 2, 3. Здесь ускорение вычисляется
по формуле S = t1/tn, где t1 –– время построе-
ния сетки на одном ядре, tn — время построения
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Рис. 15. Поверхность кровли однослойной сеточной модели

Рис. 16. Основная сетка для однослойной сеточной модели: а — общий вид; б — в разрезе
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Рис. 17. Фрагмент двойственной сетки для однослойной сеточной модели

Рис. 18. Модель пласта неоднородной мощности

Таблица 2
Результаты построения основной сетки на разном количестве ядер

Параметр 1 ядро 2 ядра 4 ядра
Время генерации, с 365 198 118
Скорость генерации, тыс. ячеек/с 29,1 53,7 90,1
Ускорение 1 1,845 3,096
Эффективность, % 100 92,2 77,4
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Таблица 3
Результаты построения двойственной сетки на разном количестве ядер

Параметр 1 ядро 2 ядра 4 ядра
Время генерации, с 45 25 15
Скорость генерации, тыс. ячеек/с 40,5 73 121,6
Ускорение 1 1,802 3,002
Эффективность, % 100 90,1 75
Минимальное число ячеек в параобластях 1 852 309 913 774 455 619
Максимальное число ячеек в параобластях 1 852 309 936 535 472 788

сетки на n ядрах. Эффективность вычисляется
по формуле E = S/n ·100 %, где n –– число ядер,
используемых при построении сетки.

Пример того, как выглядят параобласти при
построении двойственной сетки на двух процес-
сорах, приведен на рис. 19. На рис. 20 приведен
вид двойственной сетки внутри сеточной модели
с более грубым разбиением, также построенной
в параллельном режиме на двух процессорах.

Рис. 19. Вид параобластей, построенных на двух процессорах для модели пласта: а — общий вид; б —
разрез по границе между параобластями

Рис. 20. Двойственная сетка внутри двух параобластей в модели пласта

Трехслойная сеточная модель террито-
рии. На примере модели территории вбли-
зи Черемшанского залива Куйбышевского водо-
хранилища (рис. 21) демонстрируется построе-
ние сеточной модели, состоящей из трех слоев
(рис. 22). При построении сетки использовалась
описанная процедура сшивки сеток между слоя-
ми.
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Рис. 21. Модель реального объекта

Рис. 22. Распределение ячеек по трем слоям в модели реального объекта

Основная сетка в первом слое состояла из тет-
раэдров, в двух остальных — из призм. На
рис. 23 показан разрез сеточной модели с двой-
ственной сеткой, где видны многогранники пер-
вого слоя и призмы с многоугольными основани-
ями в двух других слоях.

Заключение

В статье приведено описание алгоритма гене-
рации двойственной сетки в параллельном режи-
ме и продемонстрирована его работоспособность
на тестовых и реальных данных в последова-
тельном и параллельном режимах. Построенная

в режиме распараллеливания с использованием
MPI основная сетка преобразуется в двойствен-
ную.

Алгоритм является общим и может быть при-
менен к сетке, состоящей из произвольных яче-
ек. Преобразование основной сетки в двойствен-
ную по описанному алгоритму позволяет стро-
ить геофильтрационные и геомиграционные се-
точные модели техногенно-нагруженных терри-
торий с учетом нужного для расчета числа вы-
числительных ядер без передекомпозиции.

Описанный алгоритм реализован в сеточном
генераторе цифрового продукта "Логос Гидро-
геология".
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Рис. 23. Разрез сеточной модели реального объекта (а) и его фрагмент (б)
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