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ВАНТ, сер. Математическое моделирование физических процессов. 2023. Вып. 1

УДК 519.6

УЧЕТ ИСТОРИИ ПРОЦЕССА ПЕРЕМЕШИВАНИЯ
ПРИ ПРЯМОМ ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ТУРБУЛЕНТНОСТИ

В ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧАХ

Ю. В. Янилкин, А. Р. Гужова, Л. И. Дегтяренко, В. Ю. Колобянин, В. А. Шмелёв
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Предлагается новый подход к прямому численному моделированию турбулентного
перемешивания разноплотных смешивающихся и несмешивающихся веществ. Идея
подхода заключается в том, чтобы в смешанных ячейках, содержащих перемешиваю-
щиеся вещества, разделить состояния гомогенных смесей и гетерогенных смесей, состо-
ящих из фрагментов с контактными границами. Описывается метод решения двумер-
ных задач, разработанный в методике ЭГАК для реализации описанного выше подхода.
Метод тестируется на классической задаче турбулентного перемешивания, возникаю-
щего вследствие неустойчивости Рэлея—Тейлора при постоянном ускорении контакт-
ной границы между двумя разноплотными газами.

Ключевые слова: неустойчивость Рэлея—Тейлора, зона турбулентного перемешива-
ния, прямое численное моделирование, степень гомогенного смешения, методика ЭГАК.

Введение

В последние годы для исследований турбу-
лентности все большее значение приобретает
подход, основанный на прямом численном мо-
делировании (ПЧМ), т. е. численном решении
уравнений Эйлера или Навье—Стокса без ис-
пользования каких-либо дополнительных моде-
лей на сеточном уровне.

В работе предлагается новый подход к
ПЧМ турбулентного перемешивания разноплот-
ных смешивающихся и несмешивающихся ве-
ществ. Идея подхода заключается в том, чтобы
в смешанных ячейках, содержащих перемешива-
ющиеся вещества, разделить состояния гомоген-
ных смесей и гетерогенных смесей, состоящих из
фрагментов с контактными границами (КГ).

Одна из ключевых проблем при предлагаемом
подходе — это определение локальной (по про-
странству) степени гомогенного смешения. Под
термином локальная понимается то, что опре-
деление степени гомогенного смешения произво-
дится для каждой смешанной ячейки, содержа-
щей два и более веществ. Вторая возникающая
проблема — это корректный расчет движения
смесей при определении потоков из одной ячейки
в другую. Наконец, третья проблема — это учет

истории перемешивания, заключающийся в том,
чтобы вещества, перешедшие в состояние гомо-
генного смешения, оставались в этом состоянии
до конца счета.

Широкое применение при моделировании те-
чений с большими деформациями КГ нашел ме-
тод концентраций (VOF) [1, 2], позволяющий
аппроксимировать уравнения для многокомпо-
нентной среды в эйлеровых переменных на непо-
движной счетной сетке. Данный метод позволя-
ет локализовать положение КГ с точностью до
одной счетной ячейки. При использовании по-
дробных счетных сеток этого вполне достаточно
для корректного моделирования движения КГ.

Метод концентраций изначально был разрабо-
тан для моделирования течений с четко выде-
ленными КГ и в силу этого обладает свойством
самолокализации положения КГ в процессе сче-
та. В методе потоки из смешанных ячеек рас-
считываются таким образом, чтобы минимизи-
ровать количество смешанных ячеек, что позво-
ляет лучше определять положение КГ. Тем са-
мым метод в процессе счета ограничивает харак-
терную для эйлеровых методов счетную диффу-
зию контактных разрывов. В то же время он до-
пускает существование ячеек, содержащих сме-
си веществ. Однако существуют методы, в ко-
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торых смеси в ячейках вообще не допускаются:
предполагается, что в них, в крайнем случае, на-
ходятся фрагменты веществ, границы которых
могут быть локализованы. К таким методам от-
носятся, например, MOF [3], являющийся даль-
нейшим развитием метода VOF, и метод, реали-
зованный в работе [4].

Метод концентраций позволяет проводить
ПЧМ турбулентного перемешивания двух и бо-
лее разноплотных несмешивающихся веществ в
широком диапазоне чисел Маха. В настоящей
работе под ПЧМ понимается численное реше-
ние двумерных (2D) газодинамических уравне-
ний Эйлера без использования каких-либо моде-
лей турбулентности. Широкий набор задач тур-
булентного перемешивания, исследованных ме-
тодом ПЧМ по методике ЭГАК [5] с использова-
нием метода концентраций, представлен в кни-
ге [6].

При турбулентном перемешивании смешиваю-
щихся веществ КГ между веществами размыва-
ется и вместо нее возникает зона, содержащая
смесь веществ, поэтому стандартный метод кон-
центраций в этом случае непригоден и требует-
ся его модификация. Отметим, что самый про-
стой способ моделирования перемешивания сме-
шивающихся веществ заключается в отказе от
их представления как отдельных компонентов со
своими объемными концентрациями и термоди-
намическими параметрами [7]. Однако этот под-
ход непригоден для моделирования течений, со-
держащих вещества с различающимися моделя-
ми среды и уравнениями состояний.

Особое место среди физических процессов,
включающих турбулентное перемешивание, за-
нимает процесс горения, как химического, так и
термоядерного. Особенностью данного процесса
является то, что он сильно зависит от степени
смешения участвующих в горении веществ, т. е.
от того, находятся вещества в состоянии гомо-
генного смешения или состоят из гетерогенных
фрагментов.

При ПЧМ для определения степени гомоген-
ности широко используется модель, предложен-
ная в [8], далее это модель 1. С использовани-
ем этой модели выполнен ряд исследований за-
дачи гравитационного перемешивания. Расчеты
проводились в двух постановках. В одной из
них вещества представлялись одним компонен-
том (концентрацией) с одним уравнением состо-
яния. Во второй постановке вещества описыва-
лись разными компонентами, каждый со своей
плотностью, энергией, объемной долей и, вооб-

ще говоря, своим уравнением состояния. Ана-
лиз показал, что имеются, во-первых, значитель-
ный разброс расчетных данных по интегральной
степени гомогенности Θ в зависимости от поста-
новки расчетов и, во-вторых, значительное от-
личие некоторых расчетных данных от экспери-
ментальных значений. В [7] установлена связь
значения Θ с методом расчета (с выделением
границы раздела или без него), а также спосо-
бом обработки результатов. Показано, что для
несмешивающихся жидкостей (в расчетах это-
му случаю соответствует выделение КГ между
компонентами смеси) значения Θ лежат в пре-
делах 0,25—0,3. К сожалению, эксперименталь-
ные данные имеются лишь для смешивающихся
жидкостей и отсутствуют для несмешивающих-
ся. Если задачу моделировать без выделения ве-
ществ (в предположении только одного компо-
нента), результаты расчетов согласуются с опыт-
ными данными для смешивающихся веществ.

По модели 1 интегральную степень гомоген-
ности Θ находят для фрагмента задачи или для
всей зоны турбулентного перемешивания (ЗТП).
Для локального определения степени гомоген-
ности в отдельной ячейке использование мо-
дели затруднено или требует большого объема
вычислений из-за необходимости рассмотрения
значительного числа счетных ячеек из окруже-
ния данной ячейки. Используемая ниже модель
КГ (модель 2) предназначена прежде всего для
определения именно локальной степени гомоген-
ности, для нее требуется информация о состо-
янии минимального количества соседних ячеек.
Первоначальный вариант алгоритма, реализую-
щего модель 2, представлен в [9]. Для его тести-
рования используется модель 1.

Отметим также работу [10], в которой для опи-
сания интегральной степени гомогенного смеше-
ния предложена оригинальная феноменологиче-
ская модель. Однако полученные в [10] формы
профилей θ (далее так обозначается степень го-
могенности в слое ячеек) существенно отличают-
ся от тех, которые получаются при использова-
нии модели 1, общепринятой в научной среде, по-
этому в работе [9] и в данной работе модель [10]
не используется.

Эксперименты и расчеты показывают, что в
процессе перемешивания степень гомогенности
сильно зависит от того, являются вещества сме-
шивающимися или несмешивающимися. Отме-
тим, что модель 1 может применяться как для
смешивающихся, так и несмешивающихся ве-
ществ. Например, в расчетах трехмерных (3D)
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задач гравитационного перемешивания в ЗТП
интегральная степень гомогенного смешения для
несмешивающихся веществ Θ ∼ 0,25 ÷ 0,3, а
для смешивающихся Θ ∼ 0,75 ÷ 0,8. При боль-
шом разнообразии веществ, присутствующих в
реальных конструкциях, сложно классифициро-
вать их по степени смешиваемости. Для числен-
ного моделирования, по-видимому, можно счи-
тать, что газы являются смешивающимися ве-
ществами, а конденсированные вещества и жид-
кости — несмешивающимися. Другой возмож-
ный подход состоит в классификации веществ по
плотности (легкие — тяжелые).

Так как метод концентраций в эйлеровых рас-
четах по методике ЭГАК является основой для
моделирования задач, содержащих как устойчи-
вые, так и неустойчивые КГ, возникает необходи-
мость его модификации для реализации возмож-
ности моделирования течений веществ с такими
различающимися свойствами.

Метод концентраций сам по себе не предостав-
ляет данных о состоянии веществ в ячейке. По-
этому в [9] для него при ПЧМ 2D и 3D задач
турбулентного перемешивания разработан спе-
циальный алгоритм, позволяющий определять
степень смешения веществ в любой смешанной
ячейке. Тестирование методики с этим алгорит-
мом на задаче гравитационного перемешивания
показало, что результаты моделирования с его
использованием согласуются с моделью 1 по ин-
тегральной степени гомогенного смешения.

Однако метод концентраций в процессе рас-
чета перемешивания на КГ может негативным
образом сказаться на процессе смешения (из-за
его отмеченного свойства самолокализации), так
как может происходить обратный переход ве-
ществ в смешанных ячейках из состояния гомо-
генного смешения в гетерогенное. Поэтому в за-
дачах, в которых необходимо знать степень го-
могенного смешения в каждой смешанной ячей-
ке в любой момент времени, обратный переход
должен быть запрещен.

Далее описывается алгоритм, позволяющий
учесть историю процесса перемешивания, а
именно обеспечивающий, чтобы вещества, уже
перешедшие в состояние гомогенного смешения,
оставались в этом состоянии и при дальнейшем
счете.

1. Алгоритмы метода

Реализация описанного подхода проведена в
рамках 2D методики ЭГАК, используемой для

решения уравнения невязкой газовой динамики
в форме Эйлера.

Соответствующий метод состоит из следую-
щих алгоритмов:
– определения состояния смешения в смешан-

ной ячейке (на основе модификации разра-
ботанной в [9] модели 2);

– расчета движения смесей;
– учета истории перемешивания для запрета

обратного перехода смеси из гомогенного со-
стояния в гетерогенное.

1.1. Определение состояния веществ в
смешанной ячейке.

1.1.1. Случай несмешивающихся веществ.
Для несмешивающихся веществ используется
модель 2. Она предложена в [9] и основана на
следующих двух предположениях:

1. Вещества в смешанной ячейке могут на-
ходиться только в одном из двух состоя-
ний: либо в гомогенно перемешанном, либо
в неперемешанном, т. е. в виде гетерогенных
фрагментов с КГ раздела. Промежуточные
состояния не идентифицируются.

2. Определение степени смешения производит-
ся по критерию: возможно в данной ячейке
восстановить КГ или нет. В первом случае
полагается, что вещества находятся в непе-
ремешанном состоянии, во втором случае —
в гомогенно перемешанном.

Соответствующий алгоритм представляет со-
бой упрощенный алгоритм метода концентра-
ций, который по полю объемных концентраций
может восстановить положение КГ в ячейке (ес-
ли она есть). В данном случае необходимо опре-
делить лишь факт наличия или отсутствия КГ в
смешанной ячейке. Подробности алгоритма опи-
саны в [9]. Более простой способ, использован-
ный в настоящей работе, заключается в проверке
наличия хотя бы одной чистой соседней ячейки.
Если такая ячейка имеется, то в рассматривае-
мой смешанной ячейке содержится КГ, в против-
ном случае — смесь.

Отметим, что данный алгоритм дает возмож-
ность локального (в каждой смешанной ячей-
ке) определения степени гомогенности при ПЧМ
турбулентного перемешивания для несмешиваю-
щихся веществ на конкретный момент времени.

1.1.2. Случай смешивающихся веществ. Как
уже отмечено, моделирование смешивающихся
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веществ может быть проведено при объявле-
нии разных веществ одним компонентом с одним
уравнением состояния. Однако в общем случае,
очевидно, этот подход непригоден, поэтому в ме-
тодике ЭГАК разработан альтернативный под-
ход, в котором такие вещества, оставаясь ин-
дивидуальными (со своими термодинамически-
ми параметрами и объемными долями), объяв-
ляются так называемыми компонентами смеси.
В программе газовой динамики такие компо-
ненты рассчитываются по алгоритмам, которые
несколько отличаются от тех, что используются
для стандартных компонентов. Отметим, что в
методике ЭГАК решение уравнений газовой ди-
намики проводится в два этапа [5]:

1. В лагранжевой газовой динамике (первый
этап) расчет компонентов смеси ничем не
отличается от расчета стандартных компо-
нентов. Укажем только, что для компонен-
тов смеси из нескольких методов замыка-
ния уравнений газовой динамики в смешан-
ных ячейках [11, 12], имеющихся в методике,
необходимо использовать те, которые осно-
ваны на выравнивании давлений компонен-
тов.

2. На эйлеровом (втором) этапе вычислений
при расчете конвективных потоков объ-
ема из смешанной ячейки в смешанную
смесевые компоненты выступают как один
компонент-смесь. При этом общий поток
объема смеси распределяется между ее со-
ставными компонентами донорным мето-
дом, т. е. пропорционально их объемным
долям в донорной ячейке. Методы более
высокого порядка аппроксимации для рас-
пределения компонентов смеси не применя-
ются. Сделано это потому, что использо-
вание схем высокого порядка может при-
водить к существенному изменению состава
смеси. Расчет потоков из смешанной ячейки
со смесью в чистую ячейку осуществляется
по обычным алгоритмам метода концентра-
ций для несмешивающихся компонентов без
представления смеси как отдельного компо-
нента.

1.2. Учет истории процесса перемешива-
ния. Ранее было отмечено свойство метода кон-
центраций к самолокализации КГ, что коррект-
но для задач с устойчивыми границами. Одна-
ко в задачах турбулентного перемешивания эта

особенность метода превращается в его недоста-
ток, так как ведет к уменьшению гомогенного
перемешивания, особенно в задачах со смешива-
ющимися компонентами. Тем не менее метод да-
ет приемлемую точность результатов по степени
гомогенности в задачах с малыми конвективны-
ми потоками в численном решении. Это имеет
место, когда средние массовые скорости пото-
ка малы по сравнению со скоростью звука. В
этом случае относительно малы и погрешности
аппроксимации потоковых членов, полученных
с использованием метода концентраций.

В задачах с большими конвективными потока-
ми погрешности метода концентраций при расче-
те потоков из смешанных ячеек могут оказаться
существенными, так как количество таких яче-
ек в расчетах турбулентности сравнимо с общим
количеством ячеек в задаче. В частности, это
может иметь место при определении степени го-
могенности в ячейках, что существенно, напри-
мер, для задач горения.

Далее описывается алгоритм, позволяющий
минимизировать погрешности метода концен-
траций при моделировании перемешивания
несмешивающихся компонентов. Моделирова-
ние для смешивающихся компонентов описано
в п. 1.1.2: в этом случае компоненты просто
объявляются смесевыми и далее описываются
как смесь.

Алгоритм моделирования несмешивающихся
компонентов основан на учете истории переме-
шивания и следующих положениях:

1. Исходные перемешивающиеся компоненты
(список этих компонентов задается пользо-
вателем при расчете начальных данных) —
это обычные вещества, и их движение и вза-
имодействие со всеми другими компонента-
ми рассчитываются по стандартному алго-
ритму метода концентраций. Для каждо-
го из этих компонентов заводятся дополни-
тельные компоненты, являющиеся дублика-
тами исходных. Дубликаты имеют те же
уравнения состояния и модели среды, одна-
ко, в отличие от исходных веществ, объяв-
ляются компонентами смеси. В начальный
момент времени они являются пустыми, т. е.
с нулевыми объемными долями и термоди-
намическими параметрами. Отметим, что
если дубликаты не объявлять компонента-
ми смеси, то они будут обычными компо-
нентами и их движение будет описываться
по стандартным алгоритмам метода концен-
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траций с той лишь разницей, что количество
компонентов при этом увеличится.

2. На каждом временном шаге в смешанных
ячейках, содержащих исходные компонен-
ты, указанные в заданном пользователем
списке, определяется состояние смешения.
Если смешение гомогенное, то все компонен-
ты переводятся в свои смесевые дубликаты.
Далее эти компоненты рассчитываются по
алгоритмам, описанным в п. 1.1.2.

3. Указанный алгоритм учета истории процес-
са реализован для неограниченного количе-
ства компонентов, при этом каждый тяже-
лый компонент может перемешиваться с лю-
бым легким, а в ячейке может быть несколь-
ко компонентов.

Еще раз подчеркнем, что проверки и переводы
в смесевые дубликаты выполняются только для
компонентов, указанных пользователем, и толь-
ко в смешанных ячейках, содержащих эти ком-
поненты или их дубликаты. Смешанные ячейки,
содержащие какие-либо другие компоненты, да-
же если один из компонентов входит в указан-
ный пользователем список, в алгоритме не рас-
сматриваются. Таким образом, описанный алго-
ритм позволяет учесть историю процесса переме-
шивания для определения локальной (в каждой
смешанной ячейке) степени гомогенного смеше-
ния при ПЧМ турбулентного перемешивания.

2. Тестирование метода на задаче
о гравитационном перемешивании

Задача о гравитационном перемешивании —
это классический тест, на котором проводится
верификация и валидация методик для расчета
турбулентного перемешивания. Имеются боль-
шая база расчетных данных, а также экспери-
ментальные данные для одной из постановок.
Достаточно подробный обзор имеющихся дан-
ных представлен в [6]. Далее приводятся резуль-
таты моделирования задачи в разных постанов-
ках расчетов, которые сравниваются как с рас-
четными данными других авторов, так и с экс-
периментальными данными.

2.1. Постановка задачи и расчетов. В на-
чальный момент два полупроcтранcтва, разде-
ленные плоcкоcтью y = 0, заполнены покоящи-
мися идеальными газами c плотноcтями ρ1 = 1

и ρ2 = 3. Ускорение тяжести g = −1 направ-
лено от тяжелого вещества к легкому. Счетная
область — квадрат со стороной 2π. На грани-
це раздела (в слое толщиной в одну ячейку) с
помощью генератора случайных чисел задают-
ся случайные возмущения плотности δρ = ±ρ0δ,
где δ = 0,1.

Начальный профиль давления задавался исхо-
дя из условия гидростатического равновесия по
формуле

p (y) = p0 −
y∫
y1

ρ (y) gdy.

Здесь координата верхней грани y = 2,75, ниж-
ней — y1 = −3,53. Значение p0 = 50 обеспечи-
вает достаточно корректное выполнение условия
несжимаемости для течения. Уравнение состоя-
ния — для идеального газа с постоянной адиаба-
ты γ = 1,4. Счетная сетка состоит из квадрат-
ных ячеек с линейным размером h = 2π/1 000.
На всех границах счетной области задавалось
условие жесткая стенка.

Проведено три расчета задачи. Информация о
расчетах представлена в табл. 1. Отсутствие ис-
тории процесса в расчете 1 означает, что в нем
использовался метод концентраций без каких-
либо модификаций. Расчеты 2 и 3 проведены
с использованием разработанного метода. Рас-
чет 2 проведен без объявления веществ компо-
нентами смеси, т. е. в предположении несмеши-
вающихся веществ; соответственно, он близок к
расчету 1, однако с запретом перехода дублика-
тов в исходные вещества.

Таблица 1
Характеристики расчетов

Наличие
Номер История у веществ Тип веществ
расчета процесса признака

смесь
1 Нет Нет Несмешивающиеся
2 Есть Нет Несмешивающиеся
3 Есть Есть Смешивающиеся

2.2. Результаты расчетов. В табл. 2 при-
водятся известные экспериментальные данные и
результаты расчетов по интегральной (во всей
ЗТП) степени гомогенности для смешивающих-
ся и несмешивающихся веществ, полученные по

– 7 –



Ю. В. Янилкин, А. Р. Гужова, Л. И. Дегтяренко, В. Ю. Колобянин, В. А. Шмелёв

Таблица 2
Экспериментальные и расчетные данные по интегральной степени гомогенного смешения Θ
для смешивающихся и несмешивающихся веществ (At — число Атвуда)

Источники данных Смешивающиеся Несмешивающиеся
вещества вещества

[8], At ≈ 0,04 ÷ 0,05 (эксперимент для смешивающихся веществ) 0,6—0,7
[13], At = 0,5 (эксперимент для смешивающихся веществ) ∼ 0,7
[14], At = 0,5 (3D расчет) 0,8 0,3
[15], At = 0,5 (3D расчет) 0,7—0,75 0,25
[16], At = 0,5 (3D расчет) 0,75—0,8
[17], At = 0,5 (3D расчет) 0,75—0,8
[18], At = 0,5 (3D расчет) 0,75—0,8
[19], At = 0,5 (3D расчет) 0,75—0,8
[20], At = 0,5 (3D расчет) 0,75—0,8 0,25—0,3

модели 1. В расчетах разных авторов, в том
числе по методике ЭГАК, интегральная степень
гомогенности Θ сильно зависит от свойств пе-
ремешивающихся веществ. Для смешивающих-
ся жидкостей Θ ∼ 0,7 ÷ 0,8, а для несмеши-
вающихся Θ ∼ 0,25 ÷ 0,3. К сожалению, экс-
периментальные данные для несмешивающихся
жидкостей отсутствуют, а для смешивающихся
Θ ∼ 0,6 ÷ 0,7. Отметим, что результаты расче-
тов для смешивающихся веществ получены при
описании веществ одним компонентом без нали-
чия КГ между ними.

На рис. 1 показаны картины распределения
плотности в расчетах 1 и 2 на момент време-
ни t = 4,5, а на рис. 2 — объемные концентра-
ции веществ-дубликатов. Из рис. 2 видно, какая

Рис. 1. Распределения плотности на момент времени t = 4,5: а — расчет 1; б — расчет 2

часть веществ к данному моменту времени пере-
мешана на гомогенном уровне и перешла в новое
состояние (в новое вещество-дубликат).

На рис. 3 приводятся профили концентраций
всех веществ (напомним, что в расчете 2 ве-
щество 3 является смесевым дубликатом веще-
ства 1, а вещество 4 — дубликатом вещества 2).

Профили степени гомогенного смешения в
расчетах 1 и 2, полученные по модели 2, пока-
заны на рис. 4. Степень гомогенности для ве-
щества ξ по модели 2 в каждом слое ячеек по
высоте (с одинаковой ординатой) определяется
по формуле

θξ =
N∑
i=1

M гом
ξi

/
N∑
i=1

Mξi,
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Рис. 2. Распределения объемной концентрации веществ-дубликатов в расчете 2 на момент времени t = 4,5:
а — вещество 3 (дубликат вещества 1); б — вещество 4 (дубликат вещества 2)

Рис. 3. Профили средних объемных концентраций
веществ в расчете 2: — вещество 1; — веще-
ство 2; — вещество 3; — вещество 4

где Mξi — масса вещества ξ в ячейке i; M гом
ξi —

масса вещества ξ в ячейке i, в которой оно счи-
тается гомогенно перемешанным; суммирование
проводится по всем смешанным ячейкам i =
= 1, . . . , N соответствующего одномерного слоя,
содержащим данное вещество. Для среды, со-
стоящей из двух веществ, в целом степень гомо-
генности определяется по формуле

θ =

2∑
ξ=1

θξMξ

/
2∑
ξ=1

Mξ.

Рис. 4. Профили степени гомогенного смешения:
а — для вещества 1 из расчета 1 ( ) и вещества-
дубликата 3 из расчета 2 ( ); б — для вещества 2 из
расчета 1 ( ) и вещества-дубликата 4 из расчета 2
( )
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Отметим достаточно близкие распределения;
значительные отличия имеются лишь на краях
ЗТП, где перемешивается малое количество ве-
ществ. Это подтверждает рис. 5, на котором
приводятся профили массы гомогенно переме-
шанных веществ из состава смеси.

Интегральные (по всей ЗТП) степени гомоген-
ного смешения, полученные в расчетах 1 и 2,
приводятся в табл. 3. При этом Θ1, Θ2, Θ —
гомогенно перемешанные доли веществ и в сред-
нем для среды; M гом

1 , M гом
2 — гомогенно пере-

мешанные массы веществ. Из табл. 3 видно, что
в случае несмешивающихся веществ использова-
ние нового метода с учетом истории процесса
(расчет 2) незначительно сказывается на инте-
гральной степени гомогенности по сравнению с
расчетом без учета истории процесса (расчет 1),
однако значительно увеличивает количество го-
могенно перемешанных масс.

Рассмотрим результаты расчета 3, в кото-
ром моделировались смешивающиеся вещества.
На рис. 6 представлены картины распределения

Рис. 5. Профили массы гомогенно перемешанных веществ из состава смеси

Таблица 3
Интегральные характеристики перемешивания в ЗТП, полученные по модели 2

Номер расчета Θ1 Θ2 Θ M гом
1 M гом

2

1 0,359 0,275 0,294 0,199 0,711
2 0,402 0,349 0,361 0,331 1,092
3 0,649 0,803 0,772 0,537 3,896

средней плотности и объемной концентрации ве-
ществ 3 и 4 в расчете 3 на момент времени t =
= 4,5. На рисунке наглядно виден эффект от ис-
пользования алгоритма со смесевыми компонен-
тами. По сравнению с расчетом без использова-
ния алгоритма в ЗТП почти отсутствуют мелко-
масштабные вихри, что и должно быть для сме-
шивающихся веществ.

На рис. 7, а приведены профили осредненных
объемных концентраций на момент времени t =
= 4,5, а на рис. 7, б — степени гомогенности пе-
ремешивания всех веществ в задаче. Видно, что
они резко отличаются от профилей для несме-
шивающихся веществ: степени гомогенности от-
дельных веществ, а также в среднем для среды
меняются от ∼ 0,6 до 0,9.

Сравним теперь интегральные характеристи-
ки всех расчетов; отметим, что в расчетах 2 и 3 в
дополнение к модели 2 использовался алгоритм
учета истории процесса.

На рис. 8, а показаны профили средней плот-
ности в ЗТП из расчетов 1—3 на момент времени
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Рис. 6. Растровые картины в расчете 3 на момент времени t = 4,5: а — средняя плотность; б — объемная
концентрация вещества 3 (смесевой дубликат вещества 1); в — объемная концентрация вещества 4 (смесевой
дубликат вещества 2)

Рис. 7. Профили величин в расчете 3 на время t = 4,5: а — осредненные объемные концентрации β; б —
степень гомогенного смешения для веществ и среды в целом

t = 4,5. На рис. 8, б приведены графики зави-
симости от приведенного времени τ функции F
ширины ЗТП, определяемой по формуле

F ≡ 1

tx

√
LT
Ag

, τ ≡ t

tx
, tx ≡

√
Lx
g
,

где LT — ширина ЗТП, определенная по зна-
чениям δ и 1 − δ (δ = 0,01) средней объемной

концентрации. На автомодельной стадии тече-
ния эти графики должны быть линейными. На
рис. 8, в — зависимости координаты проникания
легкой жидкости в тяжелую (константы автомо-
дельности αb) от приведенного времени τ .

Видно, что в расчетах все профили достаточно
близки друг к другу, т. е. на таких интеграль-
ных характеристиках применяемые модели пере-
мешивания сказываются незначительно.
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Рис. 8. Сравнение интегральных расчетных харак-
теристик: а — профили средней плотности вдоль ко-
ординаты y в ЗТП на момент времени t = 4,5; б —
зависимости функции ширины ЗТП от приведенного
времени τ ; в — зависимости константы автомодель-
ности αb от приведенного времени τ для зоны прони-
кания легкой жидкости в тяжелую

Профили массы гомогенно перемешанных ве-
ществ из состава смеси на момент времени t =
= 4,5 показаны на рис. 5. Интегральные мас-
сы этих веществ во всей ЗТП были приведены в
табл. 3.

Из представленных данных видно, что расче-
ты 1 и 2 для несмешивающихся веществ дают
близкие между собой значения инегральной сте-
пени гомогенности и удовлетворительно согласу-
ются с известными данными.

Отметим еще раз, что все известные расчет-
ные данные по степени гомогенности в табл. 2
получены по модели 1, отличающейся от пред-
лагаемой модели 2 и не учитывающей историю
перемешивания. В расчете 2 (с моделью 2 и с
учетом истории перемешивания) получено чуть
большее значение степени гомогенного смешения
для обоих веществ, чем в расчете 1. Это связа-
но с тем, что при использовании смесевых дуб-
ликатов веществ не происходит отмеченного вы-
ше обратного перехода части гомогенно переме-
шанной смеси в гетерогенное состояние. Послед-
нее обстоятельство способствует значительному
увеличению массы гомогенно перемешанных ве-
ществ.

Можно отметить, что по сравнению с несме-
шивающимися веществами (расчет 2) в расче-
те со смешивающимися веществами (расчет 3)
происходит рост интегральной степени гомоген-
ности для веществ от Θ1,2 ≈ 0,35 ÷ 0,4 до
Θ1,2 ≈ 0,6 ÷ 0,8. Интегральная степень гомо-
генности для среды в целом составляет Θ ≈ 0,77
(см. табл. 3). Полученные результаты качествен-
но согласуются с известными расчетными и экс-
периментальными данными, представленными в
табл. 2.

Заключение

В работе предложен новый подход к ПЧМ тур-
булентного перемешивания. Основная идея под-
хода — определить состояние перемешивания ве-
ществ в смешанных ячейках; вещества ячейки,
образовавшие гомогенную смесь, при дальней-
шем расчете рассматриваются как одно веще-
ство.

На основе этого подхода проведена соответ-
ствующая модификация метода концентраций в
рамках эйлеровой методики ЭГАК, для которой
этот метод является базовым при моделировании
течений многокомпонентной среды. Предпосыл-
ки модификации метода концентраций заклю-
чаются в том, что в являющихся его основой
алгоритмах анализа и расчета потоков на эй-
леровом этапе газовой динамики используются
математические механизмы, искусственно пре-
пятствующие гомогенному перемешиванию ве-
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ществ в процессе счета. В новом методе состоя-
ние перемешивания веществ в ячейке определя-
ется по окружающему полю концентраций; да-
лее вещества ячейки, образовавшие гомогенную
смесь, переводятся в новые вещества (смесевые
дубликаты), движение которых рассчитывается
по специально разработанному алгоритму. Та-
кая модификация метода концентраций учиты-
вает историю перемешивания, а именно обеспе-
чивает, чтобы вещества, уже перешедшие в со-
стояние гомогенного смешения, оставались в та-
ком состоянии и при дальнейшем счете. Таким
образом, удается учесть историю процесса пере-
мешивания для определения локальной (в каж-
дой смешанной ячейке) степени гомогенного сме-
шения при ПЧМ турбулентного перемешивания.
Методика ЭГАК с описанным методом дает воз-
можность использования ПЧМ для моделирова-
ния течений с учетом химического или термо-
ядерного горения, в которых важно знать состо-
яние смешения в каждой смешанной ячейке. Ме-
тодика позволяет описывать перемешивание как
для несмешивающихся, так и для смешивающих-
ся веществ.

Тестирование методики на задаче о гравита-
ционном перемешивании показало, что получен-
ные результаты по оценке степени гомогенного
смешения качественно согласуются с имеющи-
мися экспериментальными данными и результа-
тами расчетов других исследователей. Однако
при этом интегральная степень гомогенного сме-
шения для несмешивающихся веществ составля-
ет Θ ≈ 0,35 ÷ 0,4, что несколько больше из-
вестных расчетных данных, полученных без уче-
та истории перемешивания. Для смешивающих-
ся веществ получена интегральная степень гомо-
генного смешения Θ ≈ 0,6 ÷ 0,8, что, наоборот,
несколько меньше предыдущих численных оце-
нок (см. табл. 2). И то, и другое вполне логич-
но, и представляется, что результаты с учетом
истории процесса перемешивания являются бо-
лее точными по степени гомогенности. Это под-
тверждается лучшим согласием значений Θ, по-
лученных в расчете с учетом истории перемеши-
вания, с экспериментом. Отметим также, что в
случае несмешивающихся веществ учет истории
процесса перемешивания значительно увеличи-
вает массы гомогенно перемешанных веществ по
сравнению с расчетом без учета истории.

Вне данной работы остался вопрос о влиянии
предложенного подхода на результаты расчетов
в трехмерном случае, что предполагается изу-
чить в дальнейшем. Отметим, что все исследова-

ния в настоящей работе проведены с использова-
нием ILES-моделирования, однако данный под-
ход может быть использован и для DNS- и LES-
моделирования.
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ TVDR
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ

А. А. Шестаков
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИТФ им. академ. Е. И. Забабахина",

г. Снежинск Челябинской области)

Уравнение переноса является одним из фундаментальных уравнений математической
физики, широко используемых для описания процессов радиационной газовой динами-
ки. Проблеме построения численных методов решения уравнения переноса излучения
посвящено огромное число работ. Отдельным классом среди них выделяются нелиней-
ные схемы TVDR повышенного порядка (выше первого) аппроксимации, построенные
по классической методологии TVD. В работе проведены исследования устойчивости
разностных схем TVDR с использованием спектрального признака Неймана для одно-
мерного уравнения переноса. Для сравнения приведены условия устойчивости схем St
и TVD. Сделаны выводы об условиях устойчивости схем TVD и TVDR.
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Введение

Уравнение переноса является одним из фундаментальных уравнений математической физики, ши-
роко используемых для описания процессов радиационной газовой динамики. Поэтому представляет
интерес конструирование численных методов решения этого уравнения и изучение их свойств. Раз-
ностные схемы аппроксимируют уравнение переноса c разной точностью. В зависимости от порядка
точности в расчетах по этим схемам по прошествии некоторого промежутка времени возрастает от-
личие от точного решения. Монотонные разностные схемы первого порядка аппроксимации, как
правило, дают "расплывающийся" со временем пространственный профиль. Схемы повышенного
порядка аппроксимации могут приводить к существенной немонотонности.

Одним из путей построения схем повышенного порядка аппроксимации с улучшенными монотон-
ными свойствами для решения уравнения переноса является переход к нелинейным схемам TVD,
начало которым положил В. П. Колган [1]. В настоящее время опубликовано большое количество
работ по схемам TVD (см., например, [2]). В этих работах рассмотрены как явные, так и неявные
схемы TVD для решения гиперболических систем уравнений. Если рассматривать неявные схемы
TVD при аппроксимации уравнения переноса, то это будут трехточечные или четырехточечные
схемы из-за использования односторонних производных в каждом направлении пространственной
переменной. Это значит, что теряется важное достоинство одного из самых эффективных мето-
дов решения уравнения переноса — метода DSn [3], где аппроксимация строится в рамках счетной
ячейки, а для решения разностных уравнений используется экономичный метод бегущего счета.

В работе [4] был найден способ, как обойти эти трудности в методологии TVD. Полученные в
результате схемы в дальнейшем были названы TVDR [5]. В работе [3] построена неявная схема
МTVDR, в которой используется поправочный множитель, получаемый с помощью реконструкции
TVD. В работе [6] построена неявная схема АТVDR, у которой вся добавка от реконструкции TVD
взята с предыдущего шага.

Из теории разностных схем известно, что классические аппроксимации метода DSn — неявные
схемы St и DD — безусловно устойчивы. Возникает вопрос, будут ли безусловно устойчивыми
неявные схемы TVD и TVDR.
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Об устойчивости разностных схем TVDR для решения одномерного уравнения переноса излучения

В данной работе проведены исследования устойчивости разностных схем TVDR с использовани-
ем спектрального признака Неймана [7, 8] для одномерного уравнения переноса. Для сравнения
приведены условия устойчивости схем St и TVD.

Разностная аппроксимация уравнения переноса

Рассмотрим решение линейного уравнение переноса в одномерной плоской геометрии

1

c

∂J

∂t
+ µ

∂J

∂x
+ αJ = 0, (1)

где J (µ, x, t) — неотрицательная функция; µ — направляющий косинус в пространстве полета ча-
стиц; x — пространственная координата; t — время; c — скорость света; α — некоторая неотрица-
тельная константа. Уравнение (1) дополняется начальными и граничными условиями

J
(
µ, x, t0

)
= J0 (µ, x) ; J (µ, xL, t)|µ>0 = JL (µ, t) ; J (µ, xR, t)|µ<0 = JR (µ, t) .

Неявная схема в рамках одноячеечного шаблона для уравнения (1) имеет вид

Jn+1
i+1/2 − J

n
i+1/2

cτ
+ µ

Jn+1
i+1 − J

n+1
i

h
+ αJn+1

i+1/2 = 0, (2)

где τ = tn+1 − tn, n = 0, . . .; h = xi+1 − xi, i = 0, . . . , I − 1.
Для упрощения изложения в дальнейшем предполагается τ = const, h = const. Аппроксимация

по µ не проводится, так как при исследовании устойчивости в плоской геометрии переменная µ
рассматривается как параметр.

Обозначения величин с целыми индексами Jn+1
i = J

(
µ, xi, t

n+1
)
соответствуют значениям иско-

мой функции в узлах разностной сетки. Обозначения с полуцелыми индексами Jn+1
i+1/2 =

=
1

h

xi+1∫
xi

J
(
µ, x, tn+1

)
dx используются для интегральных средних значений в ячейке и отличаются

от значений в центре ячейки J
(
µ, xi+1/2, t

n+1
)
на O(hm) в зависимости от используемой квадратуры,

где m — порядок квадратурной формулы.
Уравнение (2) можно записать в более компактном виде

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i = Jni+1/2, (3)

где q = 1 + cτα ≥ 1; C =
cτµ

h
— число Куранта; ∆Jn+1

i = Jn+1
i+1 − J

n+1
i .

Схема с дополнительными соотношениями связи

Jn+1
i+1/2 = Jn+1

i+1 при µ > 0; Jn+1
i+1/2 = Jn+1

i при µ ≤ 0 (4)

является монотонной положительной схемой первого порядка аппроксимации. В теории переноса
эта схема называется противопотоковой, а в методе DSn — схемой St.

Подставляя соотношения связи (4) в уравнение (3), получаем

Jn+1
i+1/2 =

1

q + C
Jni+1/2 +

C

q + C
Jn+1
i−1/2 при µ > 0;

Jn+1
i+1/2 =

1

q − C
Jni+1/2 −

C

q − C
Jn+1
i+3/2 при µ ≤ 0.

(5)

Рассмотренные в данной работе схемы TVD и TVDR построены на основе схемы St. Для повыше-
ния порядка аппроксимации схемы St проведем реконструкцию решения на сеточных интервалах.
Представим интенсивность излучения на интервале xi ≤ x ≤ xi+1 в кусочно-линейной форме:

J (x, µ, t) = Ji+1/2 +
∂Ji+1/2

∂x

(
x− xi+1/2

)
, xi+1/2 = 0,5 (xi + xi+1) .
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Отсюда следуют реконструированные соотношения связи

Jn+1
i+1 = Jn+1

i+1/2 +
∂Jn+1

i+1/2

∂x

h

2
, µ > 0;

Jn+1
i = Jn+1

i+1/2 −
∂Jn+1

i+1/2

∂x

h

2
, µ ≤ 0.

В соответствии с методологией TVD в качестве
∂Ji+1/2

∂x
берутся некоторые ограничители, кото-

рые обычно используют односторонние производные. Если ввести традиционные для схем TVD
функции-ограничители, то можно записать соотношения связи в виде

Jn+1
i+1 = Jn+1

i+1/2 + 0,5φn+1
i+1/2∆J

n+1
i−1/2, µ > 0;

Jn+1
i = Jn+1

i+1/2 − 0,5φn+1
i+1/2∆J

n+1
i−1/2, µ ≤ 0.

(6)

Здесь ∆Ji−1/2 = Ji+1/2 − Ji−1/2; φi+1/2 =
L
(
∆Ji−1/2,∆Ji+1/2

)
∆Ji−1/2

= L
(

1, θ̂i+1/2

)
, где θ̂i+1/2 =

=
∆Ji+1/2

∆Ji−1/2
, L — некоторый ограничитель. При ∆Ji−1/2 = 0 полагаем φi+1/2 = 1, θ̂i+1/2 = 1. При

sgn ∆Ji−1/2 6= sgn ∆Ji+1/2 полагаем θ̂i+1/2 = 0, поэтому выполняется θ̂i+1/2 ≥ 0.
Система уравнений с соотношениями связи (6) представляет собой неявную схему TVD с четы-

рехточечным шаблоном на (n+ 1)-м слое:

Jn+1
i+1/2 − J

n
i+1/2

cτ
+ µ

(
Jn+1
i+1/2 + 0,5φn+1

i+1/2∆J
n+1
i−1/2

)
−
(
Jn+1
i−1/2 + 0,5φn+1

i−1/2∆J
n+1
i−3/2

)
h

+ αJn+1
i+1/2 = 0

при µ > 0;

Jn+1
i+1/2 − J

n
i+1/2

cτ
+ µ

(
Jn+1
i+3/2 − 0,5φn+1

i+3/2∆J
n+1
i+1/2

)
−
(
Jn+1
i+1/2 − 0,5φn+1

i+1/2∆J
n+1
i−1/2

)
h

+ αJn+1
i+1/2 = 0

при µ ≤ 0.

Для µ > 0 уравнение переноса расписывается в четырех ячейках i − 3/2, i − 1/2, i + 1/2, i + 3/2
(рис. 1):

qJn+1
i+1/2 + C

[
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2 + 0,5L

(
∆Jn+1

i−1/2,∆J
n+1
i+1/2

)
− 0,5L

(
∆Jn+1

i−3/2,∆J
n+1
i−1/2

)]
= Jni+1/2,

для µ ≤ 0 — в ячейках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2:

qJn+1
i+1/2 + C

[
Jn+1
i+3/2 − J

n+1
i+1/2 − 0,5L

(
∆Jn+1

i+1/2,∆J
n+1
i+3/2

)
+ 0,5L

(
∆Jn+1

i−1/2,∆J
n+1
i+1/2

)]
= Jni+1/2.

Рис. 1. Шаблон разностной схемы
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Об устойчивости разностных схем TVDR для решения одномерного уравнения переноса излучения

Разностные уравнения можно записать в более компактном виде

qJn+1
i+1/2 + CAn+1

i−1/2∆J
n+1
i−1/2 = Jni+1/2, An+1

i−1/2 = 1 + 0,5φn+1
i+1/2 − 0,5φn+1

i−1/2θ
n+1
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + CHn+1

i+1/2∆J
n+1
i+1/2 = Jni+1/2, Hn+1

i+1/2 = 1− 0,5φn+1
i+3/2 + 0,5φn+1

i+1/2θ
n+1
i+1/2 при µ ≤ 0,

где φn+1
i−1/2 =

L
(

∆Jn+1
i−3/2,∆J

n+1
i−1/2

)
∆Jn+1

i−3/2

; θn+1
i−1/2 =

∆Jn+1
i−3/2

∆Jn+1
i−1/2

; φn+1
i−1/2θ

n+1
i−1/2 =

L
(

∆Jn+1
i−3/2,∆J

n+1
i−1/2

)
∆Jn+1

i−1/2

.

При ∆Ji−1/2 = 0 полагаем φi+1/2 = 1 и θi−1/2 = 1.
Кратко приведем схемы, рассматриваемые в данной работе.

Схема St. Для µ > 0 аппроксимация строится в двух точках i− 1/2 и i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге и
в одной точке i+ 1/2 на n-м шаге (рис. 2):

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i−1/2 = Jni+1/2, ∆Ji−1/2 = Ji+1/2 − Ji−1/2, C > 0.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в двух точках i + 1/2 и i + 3/2 на (n + 1)-м шаге и в одной
точке i+ 1/2 на n-м шаге (рис. 3):

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i+1/2 = Jni+1/2, ∆Ji+1/2 = Ji+3/2 − Ji+1/2, C < 0.

Рис. 2. Шаблон схемы St для µ > 0 Рис. 3. Шаблон схемы St для µ ≤ 0

Явная TVD-схема (ЯTVD). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 3/2, i− 1/2,
i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в одной точке i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 4):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jni+1/2 + 0,5φni+1/2

(
Jni+1/2 − J

n
i−1/2

)]
−
[
Jni−1/2 + 0,5φni−1/2

(
Jni−1/2 − J

n
i−3/2

)]}
= Jni+1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в одной точке i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 5):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jni+3/2 − 0,5φni+3/2

(
Jni+3/2 − J

n
i+1/2

)]
−
[
Jni+1/2 − 0,5φni+1/2

(
Jni+1/2 − J

n
i−1/2

)]}
= Jni+1/2.

Разностные уравнения можно записать в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)ni−1/2 = Jni+1/2, Ani−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ

n
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + C (H∆J)ni+1/2 = Jni+1/2, Hn

i+1/2 = 1− 0,5φni+3/2 + 0,5φni+1/2θ
n
i+1/2 при µ ≤ 0,

Рис. 4. Шаблон явной TVD-схемы для µ > 0 Рис. 5. Шаблон явной TVD-схемы для µ ≤ 0
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где φni+1/2 =
L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
∆Jni−1/2

; θni+1/2 =
∆Jni−1/2

∆Jni+1/2

; φni+1/2θ
n
i+1/2 =

L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
∆Jni−1/2

∆Jni−1/2

∆Jni+1/2

.

Неявная TVD-схема (НTVD). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i−3/2, i−1/2,
i+ 1/2, i+ 3/2 на (n+ 1)-м шаге и в одной точке i+ 1/2 на n-м шаге (рис. 6):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+1/2 + 0,5φn+1

i+1/2

(
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2

)]
−
[
Jn+1
i−1/2 + 0,5φn+1

i−1/2

(
Jn+1
i−1/2 − J

n+1
i−3/2

)]}
= Jni+1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на (n+ 1)-м
шаге и в одной точке i+ 1/2 на n-м шаге (рис. 7):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+3/2 − 0,5φn+1

i+3/2

(
Jn+1
i+3/2 − J

n+1
i+1/2

)]
−
[
Jn+1
i+1/2 − 0,5φn+1

i+1/2

(
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2

)]}
= Jni+1/2.

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)n+1

i−1/2 = Jni+1/2, An+1
i−1/2 = 1 + 0,5φn+1

i+1/2 − 0,5φn+1
i−1/2θ

n+1
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + C (H∆J)n+1

i+1/2 = Jni+1/2, Hn+1
i+1/2 = 1− 0,5φn+1

i+3/2 + 0,5φn+1
i+1/2θ

n+1
i+1/2 при µ ≤ 0.

Аппроксимация в четырех точках на (n+ 1)-м шаге не позволяет использовать алгоритм бегущего
счета.

Рис. 6. Шаблон неявной TVD-схемы для µ > 0 Рис. 7. Шаблон неявной TVD-схемы для µ ≤ 0

Полунеявная TVD-схема (РTVD). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 3/2,
i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в двух точках i− 1/2, i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 8):

qJn+1
i+1/2+C

{[
Jn+1
i+1/2+0,5φni+1/2

(
Jn+1
i+1/2−J

n+1
i−1/2

)]
−
[
Jn+1
i−1/2+0,5φni−1/2θ

n
i−1/2

(
Jn+1
i+1/2−J

n+1
i−1/2

)]}
=Jni+1/2,

где φni−1/2θ
n
i−1/2∆J

n+1
i−1/2 =

L
(

∆Jni−3/2,∆J
n
i−1/2

)
∆Jni−3/2

∆Jni−3/2

∆Jni−1/2

∆Jn+1
i−1/2 =

L
(

∆Jni−3/2,∆J
n
i−1/2

)
∆Jni−1/2

∆Jn+1
i−1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в двух точках i+ 1/2, i+ 3/2 на n+ 1-м шаге (рис. 9):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+3/2−0,5φni+3/2

(
Jn+1
i+3/2−J

n+1
i+1/2

)]
−
[
Jn+1
i+1/2−0,5φni+1/2θ

n
i+1/2

(
Jn+1
i+3/2−J

n+1
i+1/2

)]}
=Jni+1/2,

φni+1/2θ
n
i+1/2∆J

n+1
i+1/2 =

L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
∆Jni−1/2

∆Jni−1/2

∆Jni+1/2

∆Jn+1
i+1/2 =

L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
∆Jni+1/2

∆Jn+1
i+1/2.

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + CAni−1/2∆J

n+1
i−1/2 = Jni+1/2, Ani−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ

n
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + CHn

i+1/2∆J
n+1
i+1/2 = Jni+1/2, Hn

i+1/2 = 1− 0,5φni+3/2 + 0,5φni+1/2θ
n
i+1/2 при µ ≤ 0.
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Об устойчивости разностных схем TVDR для решения одномерного уравнения переноса излучения

Рис. 8. Шаблон полунеявной TVD-схемы для µ > 0 Рис. 9. Шаблон полунеявной TVD-схемы для µ ≤ 0

Аппроксимация в двух точках на (n+ 1)-м шаге позволяет использовать алгоритм бегущего счета,
но полунеявная TVD-схема неконсервативна.

Полунеявная TVDR-схема (РTVDR). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i −
− 3/2, i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в трех точках i− 3/2, i− 1/2, i+ 1/2 на n+ 1-м шаге
(рис. 10):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+1/2 + 0,5φni+1/2

(
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2

)]
−
[
Jn+1
i−1/2 + 0,5φni−1/2

(
Jn+1
i−1/2 − J

n+1
i−3/2

)]}
= Jni+1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в трех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 11):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+3/2 − 0,5φni+3/2

(
Jn+1
i+3/2 − J

n+1
i+1/2

)]
−
[
Jn+1
i+1/2 − 0,5φni+1/2

(
Jn+1
i+1/2 − J

n+1
i−1/2

)]}
= Jni+1/2.

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)n+1

i−1/2 = Jni+1/2, An+1
i−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ

n+1
i−1/2 при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + C (H∆J)n+1

i+1/2 = Jni+1/2, Hn+1
i+1/2 = 1− 0,5φni+3/2 + 0,5φni+1/2θ

n+1
i+1/2 при µ ≤ 0,

где φni−1/2θ
n+1
i−1/2 =

L
(

∆Jni−3/2,∆J
n
i−1/2

)
∆Jni−1/2

∆Jn+1
i−3/2

∆Jn+1
i−1/2

.

Аппроксимация в трех точках на (n+1)-м шаге позволяет использовать алгоритм бегущего счета,
схема консервативна, но в трехточечной реализации сложнее ставить граничные условия (приходит-
ся вводить фиктивные ячейки у границы).

Рис. 10. Шаблон полунеявной TVDR-схемы для
µ > 0

Рис. 11. Шаблон полунеявной TVDR-схемы для
µ ≤ 0

Аддитивная TVDR-схема (АTVDR). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех точках i−3/2,
i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в двух точках i− 1/2, i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 12):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+1/2 + 0,5φni+1/2

(
Jni+1/2 − J

n
i−1/2

)]
−
[
Jn+1
i−1/2 + 0,5φni−1/2

(
Jni−1/2 − J

n
i−3/2

)]}
= Jni+1/2.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в двух точках i+ 1/2, i+ 3/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 13):

qJn+1
i+1/2 + C

{[
Jn+1
i+3/2 − 0,5φni+3/2

(
Jni+3/2 − J

n
i+1/2

)]
−
[
Jn+1
i+1/2 − 0,5φni+1/2

(
Jni+1/2 − J

n
i−1/2

)]}
= Jni+1/2.
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Рис. 12. Шаблон АTVDR-схемы для µ > 0 Рис. 13. Шаблон АTVDR-схемы для µ ≤ 0

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i−1/2 + C [(A− 1) ∆J ]ni−1/2 = Jni+1/2, Ani−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2

при µ > 0;

qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i+1/2 + C [(H − 1) ∆J ]ni+1/2 = Jni+1/2, Hn
i+1/2 = 1− 0,5φni+3/2 + 0,5φni+1/2θ

n
i+1/2

при µ ≤ 0.

Схема позволяет использовать алгоритм бегущего счета, и, хотя шаблон совпадает с шаблоном
схемы PTVD, схема АTVDR не теряет свойства консервативности.

Мультипликативная TVDR-схема (МTVDR). Для µ > 0 аппроксимация строится в четырех
точках i− 3/2, i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2 на n-м шаге и в двух точках i− 1/2, i+ 1/2 на (n+ 1)-м шаге
(рис. 14):

qJn+1
i+1/2 + C

[(
D+
)n
i+1/2

Jn+1
i+1/2−

(
D+
)n
i−1/2

Jn+1
i−1/2

]
=Jni+1/2,

(
D±)n

i+1/2
= 1±

L
(

∆Jni−1/2,∆J
n
i+1/2

)
2Jni+1/2

.

Для µ ≤ 0 аппроксимация строится в четырех точках i− 1/2, i+ 1/2, i+ 3/2, i+ 5/2 на n-м шаге
и в двух точках i+ 1/2, i+ 3/2 на (n+ 1)-м шаге (рис. 15):

qJn+1
i+1/2 + C

[(
D−)n

i+3/2
Jn+1
i+3/2 −

(
D−)n

i+1/2
Jn+1
i+1/2

]
= Jni+1/2.

Разностные уравнения запишем в компактном виде:

qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)n+1

i−1/2 = Jni+1/2, An+1
i−1/2 =

(D+)
n
i+1/2 J

n+1
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2 J

n+1
i−1/2

∆Jn+1
i−1/2

при µ > 0,

qJn+1
i+1/2 + C (H∆J)n+1

i+1/2 = Jni+1/2, Hn+1
i+1/2 =

(D−)
n
i+3/2 J

n+1
i+3/2 − (D−)

n
i+1/2 J

n+1
i+1/2

∆Jn+1
i+1/2

при µ ≤ 0.

Схема консервативна и позволяет использовать алгоритм бегущего счета. Хотя шаблон схемы
МTVDR совпадает с шаблоном схем PTVD и АTVDR, аппроксимация уравнения переноса разная.

Для наглядности рассмотренные в работе схемы и аппроксимация при µ > 0 собраны в табл. 1.
Использование ограничителей с предыдущего шага в схемах TVDR может привести к появле-

нию ограничений на шаг по времени. Основной задачей данного исследования является получение
ограничений на шаг по времени и сравнение условий устойчивости рассматриваемых схем.

Рис. 14. Шаблон МTVDR-схемы для µ > 0 Рис. 15. Шаблон МTVDR-схемы для µ ≤ 0
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Таблица 1
Аппроксимация уравнения переноса при µ > 0

Схема Аппроксимация Коэффициент схемы Ai−1/2

St qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i−1/2 = Jn
i+1/2 1

ЯTVD qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)

n
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2

НTVD qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)

n+1
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φn+1
i+1/2 − 0,5φn+1

i−1/2θ
n+1
i−1/2

РTVD qJn+1
i+1/2 + CAn

i−1/2∆Jn+1
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2

РTVDR qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)

n+1
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n+1
i−1/2

АTVDR qJn+1
i+1/2 + C∆Jn+1

i−1/2 + C [(A− 1) ∆J ]
n
i−1/2 = Jn

i+1/2 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2θ
n
i−1/2

МTVDR qJn+1
i+1/2 + C (A∆J)

n+1
i−1/2 = Jn

i+1/2

(D+)
n
i+1/2 J

n+1
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2 J

n+1
i−1/2

∆Jn+1
i−1/2

Исследование устойчивости по Нейману

Из теории разностных схем известно, что неявная схема St безусловно устойчива. Возникает
вопрос, сохраняется ли свойство безусловной устойчивости у неявных схем TVD и TVDR. Для
этого получим условия устойчивости с помощью спектрального признака Неймана.

Разностная схема устойчива, если ошибка не возрастает при переходе от одного временного шага
к другому.

В точке
(
xi+1/2, t

n+1
)
ошибка равна εn+1

i+1/2 = J
(
xi+1/2, t

n+1
)
− u

(
xi+1/2, t

n+1
)

= Jn+1
i+1/2 − u

n+1
i+1/2,

отсюда Jn+1
i+1/2 = un+1

i+1/2 + εn+1
i+1/2. Подставляя Jn+1

i+1/2 = un+1
i+1/2 + εn+1

i+1/2 в разностную схему, получаем
уравнение для ошибки ε.

В частности, для схемы St уравнения для ошибки имеют вид

qεn+1
i+1/2 + C∆εn+1

i−1/2 = εni+1/2 при µ > 0;

qεn+1
i+1/2 + C∆εn+1

i+1/2 = εni+1/2 при µ ≤ 0.

Представим ошибку ε на n-м временном слое в виде гармоники с произвольным волновым чис-
лом km = 2πm/L: εn (x) = eikmx. Тогда ошибка на (n + 1)-м временном слое будет иметь вид
εn+1 (x) = Gεn (x) = Geikmx, где G — множитель перехода. Условием устойчивости разностной
схемы является соотношение |G| ≤ 1.

На равномерной сетке при h = const, используя выражения для ошибки

εn+1
i+1/2 = Geikmxi+1/2 ; εni+1/2 = eikmxi+1/2 ;

εn+1
i−1/2 = Geikmxi−1/2 = Geikm(xi+1/2−h) = Geikmxi+1/2e−ikmh;

εn+1
i−3/2 = Geikmxi−3/2 = Geikm(xi+1/2−2h) = Geikmxi+1/2e−ikm2h;

∆εn+1
i−1/2 = εn+1

i+1/2 − ε
n+1
i−1/2 = Geikmxi+1/2 −Geikmxi−1/2 = Geikmxi+1/2

(
1− e−ikmh

)
;

∆εn+1
i−3/2 = εn+1

i−1/2 − ε
n+1
i−3/2 = Geikmxi−1/2 −Geikmxi−3/2 = Geikmxi+1/2e−ikmh

(
1− e−ikmh

)
,

получаем при µ > 0 в схеме St множитель перехода G =
1

q + C (1− e−ikmh)
.
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Используя соотношения G =
1

a+ bi
, a = q + C (1− cos kmh), b = C sin kmh, |G|2 =

1

|a+ bi|2
=

=
1

a2 + b2
, e−ikmh = cos kmh − i sin kmh, из неравенства a2 + b2 = q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh) ≥ 1

получаем условие устойчивости |G| ≤ 1.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1

q − C (1− eikmh)
. Из соотношения

a2 + b2 = q2 − 2C (q − C) (1− cos kmh) ≥ 1 следует условие |G| ≤ 1.
Полученные неравенства подтверждают безусловную устойчивость схемы St для всех µ.

Явная TVD-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем множитель перехода G =

=
1− CA

(
1− e−ikmh

)
q

. Из условия a2+b2 = 1−2CA (1− CA) (1− cos kmh) ≤ q2 для всех 0 ≤ α <∞

и любых km получаем условие устойчивости A ≤ C−1, или в виде условия на функции-ограничители
φni+1/2 ≤ 2

(
C−1 − 1

)
. Из условия положительности функций-ограничителей φni+1/2 ≥ 0 получаем

ограничение на число Куранта C ≤ 1.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1− CH

(
eikmh − 1

)
q

. Из неравенства

a2 + b2 = 1 + 2CH (1 + CH) (1− cos kmh) ≤ q2 получаем условие устойчивости H ≤ −C−1, или
φni+3/2 ≤ 2

(
−C−1 − 1

)
, −C ≤ 1.

Из полученных неравенств видно, что устойчивость явной TVD-схемы зависит от ограничения на
число Куранта |C| ≤ 1.

Неявная TVD-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем множитель перехода G =

=
1

q + CA (1− e−ikmh)
. Из неравенства a2 + b2 = q2 + 2CA (q + CA) (1− cos kmh) ≥ 1 получаем

условие устойчивости A ≥ 0, или 2 + φn+1
i+1/2 ≥ φn+1

i−1/2θ
n+1
i−1/2. Из условия положительности функций

φn+1
i+1/2 ≥ 0 получаем ограничение 0 ≤ φn+1

i−1/2 ≤ 2θ̂n+1
i−1/2.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1

q + CH (eikmh − 1)
. Из неравенств

a2 + b2 = q2 − 2CH (q − CH) (1− cos kmh) ≥ 1 и C ≤ 0 получаем условие устойчивости H ≥ 0, или
2 + φn+1

i+1/2θ
n+1
i+1/2 ≥ φn+1

i+3/2. Из условий положительности функций φn+1
i+1/2 ≥ 0, θn+1

i+1/2 ≥ 0 получаем
ограничение 0 ≤ φn+1

i+3/2 ≤ 2.
Из полученных неравенств видно, что устойчивость неявной TVD-схемы при выборе функций-

ограничителей из условия 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2 min
(

1, θ̂i−1/2

)
не зависит от ограничения на число Куран-

та.
Полученное условие на выбор функций-ограничителей справедливо при любых коэффициентах

поглощения 0 ≤ α < ∞, но обязательным оно является только в вакууме при α = 0. В оптически
плотных средах при α � 1 неравенство a2 + b2 = q2 − 2CH (q − CH) (1− cos kmh) ≥ 1, из которого
выводятся условия на выбор функций-ограничителей, может выполняться даже при нарушении
условия 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2 min

(
1, θ̂i−1/2

)
.

РTVD-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем G =
1

q + СA (1− e−ikmh)
. Из

неравенства a2 + b2 = q2 + 2CA (q + CA) (1− cos kmh) ≥ 1 получаем условие устойчивости A ≥ 0,
или 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2θ̂i−1/2.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1

q + CH (eikmh − 1)
. Из неравенств

a2 + b2 = q2 − 2CH (q − CH) (1− cos kmh) ≥ 1 и C ≤ 0 получаем условие устойчивости H ≥ 0, или
2 + φni+1/2θ

n
i+1/2 ≥ φni+3/2. Из условий положительности функций φn+1

i+1/2 ≥ 0, θn+1
i+1/2 ≥ 0 получаем

ограничение 0 ≤ φni+3/2 ≤ 2.
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Из полученных неравенств видно, что устойчивость полунеявной TVD-схемы при выборе функций-
ограничителей из условия 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2 min

(
1, θ̂i−1/2

)
не зависит от ограничения на число Куранта

и может выполняться при нарушении этого условия в оптически плотных средах.

РTVDR-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем множитель перехода G =

=
1

q + CA1 (1− e−ikmh)
, A1 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2e

−ikmh. Из неравенства a2 + b2 = q2 +

+2CA3 (1− cos kmh) ≥ 1 и выражения A3 =
(
A2 − 0,5φni−1/2

) [
q+C

(
A2 − 0,5φni−1/2

)]
+CA2φ

n
i−1/2×

× (1 + cos kmh) получаем условие устойчивости A2 = 1 + 0,5φni+1/2 − φ
n
i−1/2 cos kmh ≥ 0,5φni−1/2, или

φni−1/2 ≤ 2/3.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1

q + CH1 (eikmh − 1)
, H1 = 1 −

− 0,5φni+3/2+0,5φni+1/2e
−ikmh. Из неравенства a2+b2=q2−2CH3 (1−cos kmh) ≥ 1,H3=

(
H2−0,5φni+1/2

)
×

×
[
q − C

(
H2 − 0,5φni+1/2

)]
−CH2φ

n
i+1/2 (1 + cos kmh) ≥ 1, получаем условие устойчивости H2 = 1−

− 0,5φni+3/2 ≥ 0,5φni+1/2, или φ
n
i+1/2 + φni+3/2 ≤ 2.

Из полученных неравенств видно, что условия устойчивости полунеявной TVDR-схемы являются
довольно жесткими, но их можно ослабить, если рассматривать задачи с ненулевым поглощением.

АTVDR-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 G =
1− C (A− 1)

(
1− e−ikmh

)
q + C (1− e−ikmh)

=
a1 + b1i

a+ bi
,

где a1 = 1 − C (A− 1) (1− cos kmh); b1 = −C (A− 1) sin kmh; a = q + C (1− cos kmh); b = C sin kmh.
Из неравенства a21 + b21 = 1− 2C (A− 1) [1− C (A− 1)] (1− cos kmh) ≤ a2 + b2 и выражения a2 + b2 =
= q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh) получаем условие устойчивости q2 + 2CA5 (1− cos kmh) ≥ 1, которое

выполняется при A5 = q + C + (A− 1) [1− C (A− 1)] ≥ 0, или 1 +
1−

√
1 + 4C (q + C)

2C
≤ A ≤ 1 +

+
1 +

√
1 + 4C (q + C)

2C
. Учитывая, что An+1

i−1/2 = 1 + 0,5φni+1/2− 0,5φni−1/2θ
n+1
i−1/2, получаем условия на

функции-ограничители: 0 ≤ φni−1/2 ≤
√

1 + 4C (q + C)− 1

C
θ̂ni−1/2; 0 ≤ φni+1/2 ≤

1 +
√

1 + 4C (q + C)

C
.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G =
1− C (H − 1)

(
eikmh − 1

)
q + C (eikmh − 1)

=
a1 + b1i

a+ bi
,

где a1 = 1 + C (H − 1) (1− cos kmh); b1 = −C (H − 1) sin kmh; a = q − C (1− cos kmh); b = C sin kmh.
Из неравенства a21 + b21 = 1 + 2C (H − 1) [1 + C (H − 1)] (1− cos kmh) ≤ a2 + b2 и выражения a2 +

+ b2 = q2 − 2C (q − C) (1− cos kmh) получаем условие устойчивости q2 − 2C (1− cos kmh)
{
q − C +

+ (H − 1)× [1 + C (H − 1)]
}
≥ 1, которое выполняется при q − C + (H − 1) [1 + C (H − 1)] ≥ 0, или

1−
1−

√
1− 4C (q − C)

2C
≤ H ≤ 1−

1 +
√

1− 4C (q − C)

2C
. Так как H = 1−0,5φni+3/2 +0,5φni+1/2θ

n
i+1/2,

получаем условия на функции-ограничители: 0 ≤ φni+1/2 ≤
1 +

√
1 + 4 |C| (q + |C|)
|C|

θ̂ni+1/2; 0 ≤

≤ φni+3/2 ≤
√

1 + 4 |C| (q + |C|)− 1

|C|
.

Из полученных неравенств видно, что устойчивость АTVDR-схемы зависит от числа Куранта.

МTVDR-схема. Из уравнения для ошибки при µ > 0 получаем множитель перехода G =
{
q+C×

×
[
(D+)

n
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2 e

−ikmh
]}−1

. Из неравенства a2+b2 = q2+2CA6 ≥ 1, гдеA6 = q
[
(D+)

n
i+1/2−

− (D+)
n
i−1/2 cos kmh

]
+ 0,5C

[
(D+)

2
i+1/2 − 2 (D+)i+1/2 (D+)i−1/2 cos kmh+ (D+)

2
i−1/2

]
, учитывая, что
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−2 (D+)i+1/2 (D+)i−1/2 cos kmh ≥ −2 (D+)i+1/2 (D+)i−1/2, − (D+)
n
i−1/2 cos kmh ≥ − (D+)i−1/2, полу-

чаем a2 + b2 ≥ A8, где A8 =
{
q + C

[
(D+)

n
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2

]}2
.

При выполнении неравенства A8 ≥ 1 выполняется условие a2 + b2 ≥ 1. Неравенство A8 ≥ 1

выполняется при αh ≥ µ
[
(D+)

n
i−1/2 − (D+)

n
i+1/2

]
, или D+ ≤ αh.

Аналогично получаем множитель перехода для µ ≤ 0: G=
{
q+C

[
(D−)

n
i+3/2 e

ikmh−(D−)
n
i+1/2

]}−1
.

Условие a2 + b2 = q2 + 2CA7 ≥ 1, где A7 = q
[
(D−)

n
i+3/2 cos kmh− (D−)

n
i+1/2

]
+ 0,5C

[
(D−)

2
i+3/2−

−2 (D−)i+1/2 (D−)i+3/2 cos kmh+ (D−)
2
i+1/2

]
выполняется при αh ≥ |µ|

[
(D−)

n
i+1/2 − (D−)

n
i+3/2

]
, или

D− ≤ αh.
В оптически прозрачных средах при αh → 0 условие устойчивости для МTVDR-схемы D± ≤ αh

является довольно жестким.

Множители перехода G и их модули для рассмотренных схем при µ > 0 собраны для наглядности
в табл. 2, где коэффициенты схем определяются выражениями

A1 = 1 + 0,5φni+1/2 − 0,5φni−1/2e
−ikmh;

A2 = 1 + 0,5φni+1/2 − φ
n
i−1/2 cos kmh;

A3 =
(
A2 − 0,5φni−1/2

) [
q + C

(
A2 − 0,5φni−1/2

)]
+ CA2φ

n
i−1/2 (1 + cos kmh) ;

A6 = q
[(
D+
)n
i+1/2

−
(
D+
)n
i−1/2

cos kmh
]

+ 0,5C
[(
D+
)2
i+1/2

− 2
(
D+
)
i+1/2

(
D+
)
i−1/2

cos kmh+

+
(
D+
)2
i−1/2

]
.

В ячейках эти коэффициенты, как и коэффициент A из табл. 2, вычисляются по формулам из
табл. 1.

Из табл. 2 видно, что максимум модулей множителей перехода G во всех схемах при неотрица-
тельных коэффициентах схем A, A1, A3, A6 одинаковый и равен q−1.

Наиболее простой вид модуль множителя перехода принимает в случае постоянного решения при
J = const. В этом случае получаем A = θ = φ = D± = 1. Модули множителей перехода в частном

Таблица 2
Множители перехода G и их модули для разностных схем при µ > 0

Схема Множитель перехода G |G|

St
1

q + C (1− e−ikmh)

1√
q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

ЯTVD
1− CA

(
1− e−ikmh

)
q

√
1− 2CA (1− CA) (1− cos kmh)

q

НTVD
1

q + CA (1− e−ikmh)

1√
q2 + 2CA (q + CA) (1− cos kmh)

РTVD
1

q + CA (1− e−ikmh)

1√
q2 + 2CA (q + CA) (1− cos kmh)

РTVDR
1

q + CA1 (1− e−ikmh)

1√
q2 + 2CA3 (1− cos kmh)

АTVDR
1− C

(
1− e−ikmh

)
(A− 1)

q + C (1− e−ikmh)

√
1− 2C (A− 1) (1− C (A− 1)) (1− cos kmh)

q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

МTVDR
{
q + C

[
(D+)

n
i+1/2 − (D+)

n
i−1/2 e

−ikmh
]}−1 1√

q2 + 2CA6
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случае J = const и условия на функции-ограничители в общем случае для рассмотренных схем при
µ > 0 собраны в табл. 3, где коэффициенты схем определяются выражениями

A2 = 1 + 0,5φni+1/2 − φ
n
i−1/2 cos kmh;

A3 = (1− cos kmh) [q + C (1− cos kmh)] + C (1,5− cos kmh) (1 + cos kmh) ;

A5 = q + C + (A− 1) [1− C (A− 1)] ; A8 =
{
q + C

[(
D+
)n
i+1/2

−
(
D+
)n
i−1/2

]}2
.

В ячейках эти коэффициенты, как и коэффициент A, вычисляются по формулам из табл. 1.

Таблица 3
Условия устойчивости и модули множителей перехода G для разностных схем при J = const

Схема Условие Условие на функцию- |G|
устойчивости ограничитель

St Нет Нет
1√

q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

ЯTVD 0 ≤ A ≤ C−1 0 ≤ φ ≤ 2
(
C−1 − 1

)
, C ≤ 1

√
1− 2C (1− C) (1− cos kmh)

q

НTVD A ≥ 0 0 ≤ φ ≤ 2 min
(

1, θ̂
) 1√

q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

РTVD A ≥ 0 0 ≤ φ ≤ 2 min
(

1, θ̂
) 1√

q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

РTVDR A2 ≥ 0,5φ 0 ≤ φ ≤ 2

3

1√
q2 + 2CA3 (1− cos kmh)

АTVDR A5 ≥ 0 0 ≤ φ ≤
√

1 + 4 |C| (q + |C|)− 1

|C|
1√

q2 + 2С (q + С) (1− cos kmh)

МTVDR A8 ≥ 1 0 ≤ D± ≤ αh 1√
q2 + 2C (q + C) (1− cos kmh)

Заключение

В данной работе проведены исследования устойчивости разностных схем TVDR с помощью спек-
трального признака Неймана для одномерного уравнения переноса. Для сравнения приведены усло-
вия устойчивости схем St и TVD.

Для схем TVD и TVDR получены следующие результаты:
1) устойчивость явной схемы TVD зависит от ограничения на число Куранта |C| < 1;
2) устойчивость неявной и полунеявной схем TVD при выборе функций-ограничителей из усло-

вия 0 ≤ φi−1/2 ≤ 2 min
(

1, θ̂i−1/2

)
не зависит от числа Куранта; в оптически плотных средах

условие на функции-ограничители может быть ослаблено;
3) условие устойчивости полунеявной схемы TVDR является наиболее жестким среди рассмот-

ренных схем, но его можно ослабить в оптически плотных средах;
4) устойчивость схемы АTVDR зависит от числа Куранта;
5) выбор функций-ограничителей схемы МTVDR с сохранением устойчивости зависит от опти-

ческой прозрачности среды.

По результатам проведенных исследований можно сделать следующие выводы:

1) условия устойчивости для неявной и полунеявной TVD-схем не зависят от числа Куранта, но
накладывают требования на выбор ограничителей;
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2) условия устойчивости для неявных и полунеявной TVDR-схем накладывают требования на
выбор ограничителей и зависят от числа Куранта, что плохо для неявных схем, так как это
приводит к ограничениям временного шага.
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УДК 532.517.4

ВЛИЯНИЕ ДИССИПАТИВНЫХ ПОГРЕШНОСТЕЙ
МЕТОДИКИ"МИМОЗА"

НА СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ
ПРИ РАСПАДЕ ВИХРЯ ТЕЙЛОРА—ГРИНА

А. Н. Разин, В. В. Змушко, А. А. Синельникова
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

На примере распада вихря Тейлора—Грина изучается влияние диссипативных по-
грешностей разностной методики МИМОЗА на результат численного моделирования
задачи. Уравнения Эйлера интегрируются по схеме второго порядка точности с ре-
конструкцией потоков через грани ячеек. Серия расчетов с трехмерными начальными
данными выполнена на последовательности измельчающихся сеток, содержащих (N +
+ 1)3, (2N + 1)3, (4N + 1)3, (8N + 1)3, (16N + 1)3 ячеек, N = 32. Для оценки влияния
начальных условий на результат проведено моделирование задачи с двумерными на-
чальными данными. Результаты выполненных по методике МИМОЗА расчетов срав-
ниваются между собой и с данными других авторов, полученными как по уравнениям
Эйлера, так и уравнениям Навье—Стокса.

Ключевые слова: задача Тейлора—Грина, двумерные и трехмерные начальные усло-
вия, ламинарно-турбулентный переход, математическое моделирование, влияние дис-
сипации.

Введение

Существует ряд подходов (стратегий, методологий) и более десятка физических моделей для рас-
чета турбулентных течений (см. [1] и ссылки в ней). В РФЯЦ-ВНИИЭФ в настоящее время ис-
пользуются в основном две стратегии численного моделирования перемешивания контактирующих
веществ [2].

Первая стратегия — RANS (Reynolds-Averaged Navier—Stokes) — моделирование задачи с исполь-
зованием уравнений газовой динамики (расчет осредненного течения) и полуэмпирических моделей
турбулентности для расчета пульсационных характеристик течения (используются модель В. В. Ни-
кифорова, модифицированная В. И. Козловым модель Никифорова, (k, ε)-модель). RANS-стратегия
моделирования задач с присущими ей проблемами довольно подробно описана в [1]. Отметим та-
кие математические проблемы: обеспечение сходимости и монотонности разностного решения на
вытянутых и скошенных ячейках сетки, обеспечение сходимости решения на фронте ударной вол-
ны (УВ), задание начальной шероховатости контактной границы (КГ), формирование математиче-
ской модели для описания развития неустойчивости на КГ в случае падения УВ под углом к КГ.
Для RANS-стратегии моделирования задач значительную трудность также представляют вопросы
определения критерия перехода от этапа развития неустойчивости к турбулентному перемешива-
нию (ТП) и задание начальных данных (характеристик турбулентности) для решения уравнений
ТП.

Вторая стратегия — ILES (Implicit Large Eddy Simulation) — приобретает все большую попу-
лярность в университетах и научных центрах ряда стран [3]. По сравнению с прямым числен-
ным моделированием (DNS-стратегия) течений и моделированием LES (Large Eddy Simulation)
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ILES-методология имеет ряд преимуществ. DNS-методология дает удовлетворительные результа-
ты лишь при средних числах Рейнольдса, но не способна (на сегодняшний день) с необходимой
точностью описать мелкомасштабную турбулентность (вязкую диссипацию энергии). Кроме то-
го, DNS-стратегия моделирования задач, вследствие больших диссипативных погрешностей, может
в некоторых ситуациях подавлять развивающуюся турбулентность потока (ламинизировать тече-
ние). В ILES-методологии нет явного "фильтрования" уравнений, что позволяет избежать ряда
трудностей, присущих LES-методам. Дополнительным достоинством ILES-методологии является
простота ее реализации в программных комплексах. Наконец, отметим ситуацию, в которой ILES-
методология будет чрезвычайно полезной. При движении УВ под углом к КГ расчет начальных
данных для решения уравнений ТП в методологии RANS может вызвать затруднения. В то же
время для ILES-стратегии задание шероховатости КГ не составит труда.

В данной работе на примере численного моделирования безударного течения изучаются влияние
диссипативных погрешностей методики МИМОЗА [4] на моделирование перехода от ламинарно-
го течения к турбулентному, зависимость скорости диссипации кинетической энергии от размера
ячейки разностной сетки в задаче Тейлора—Грина [5]. Задача Тейлора—Грина ранее довольно по-
дробно исследовалась рядом авторов путем интегрирования уравнений Эйлера и Навье—Стокса
при числах Рейнольдса Re = 100, 200, . . . , 5 000 [6—13] с помощью спектрального метода, разрывно-
го метода Галеркина и LES-моделирования. Согласно этим исследованиям при числах Re = 3 000 и
5 000 полученные решения практически не различаются, что указывает на стабилизацию влияния
молекулярной вязкости на эволюцию течения. В предлагаемой работе этот факт используется с
целью оценки влияния диссипативной погрешности методики МИМОЗА в численных расчетах на
последовательности измельчающихся сеток.

Эволюция вихревого течения, заданного в начальный момент вихрем Тейлора—Грина, представ-
ляет собой пример распада крупного стационарного вихря на более мелкие вихревые образования,
которые со временем затухают из-за наличия диссипативных процессов. Чтобы оценить влияние
диссипативных погрешностей численной методики в отсутствие УВ, задача Тейлора—Грина реша-
ется в невязкой постановке.

Постановка расчета

Область кубической формы −1 ≤ x, y, z ≤ 1 заполняется газом, состояние которого описывает-
ся плотностью ρ, компонентами скорости u, v, w и давлением P . Термодинамические параметры
подчиняются уравнению состояния идеального газа.

В трехмерной (3D) расчетной области вихрь Тейлора—Грина задается 3D начальными условия-
ми [10—12]

u = u0 sin (kx) cos (ky) cos (kz) ;

v = −u0 cos (kx) sin (ky) cos (kz) ;

w = 0; P = P0 +
ρ0u

2
0

16

(
cos (2kx) + cos (2ky)

)(
cos (2kz) + 2

)
;

k = π,

(1)

где u0 = const; P0 = const. Чтобы оценить влияние размерности начальных условий на результат
моделирования задачи, проведен 3D расчет с двумерными (2D) начальными данными [13]

u = u0 sin (kx) cos (ky) ;

v = −u0 cos (kx) sin (ky) ;

w = 0; P = P0 +
ρ0u

2
0

4

(
cos (2kx) + cos (2ky)

)
.

(2)

Во всех расчетах течение предполагается несжимаемым, плотность газа ρ = ρ0 = 0,0012 г/см3.
Чтобы обеспечить несжимаемость течения, число Маха потока задается существенно дозвуковым:
M = u0/c ≈ 0,1.
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Зададим давление P0 ≈ 0,00009392 г · см−1 · (10мкс)−2. Скорость звука определяется по соотноше-
нию c =

√
γRT0 = 0,33102 см·(10мкс)−1, где γ = 1,4 — показатель адиабаты газа, R = 0,0002867 см2×

× (10мкс2 ·К)−1 — газовая постоянная, T0 = 273К — температура.
При заданных условиях имеем u0 = 0,033102 см · (10мкс)−1, E0 = 0,195668 см2 · (10мкс)−2 —

удельная внутренняя энергия. Расчеты выполнены на сетках, содержащих 33 × 33 × 33 (333), 653,
1293, 2573, 5133 ячеек (точек). В процессе моделирования задачи используются периодические
граничные условия; единицы измерения — см, г, 10мкс.

На рис. 1 для наглядности представлены поле скорости в плоскости z = 0 и поверхности уровня z-
компоненты завихренности (ωz) на начальный момент времени. Здесь и далее на рисунках розовый
цвет соответствует значению ωz = 0,1, синий ωz = −0,1. Рисунки построены для сетки, содержащей
333 точки.

Расчеты выполнены в размерных величинах. При сравнении результатов расчетов с данными дру-
гих авторов размерные величины приводятся к безразмерному виду: время t∗ = ku0t, где k

[
см−1

]
—

волновое число; x∗ = kx — линейный размер. Кинетическая энергия в области с объемом V0 рас-
считывается по формуле

K =
1

2

∫
V0

(
u2 + v2 + w2

)
dV. (3)

В момент времени t = 0 точное значение кинетической энергии определяется с учетом (1) и (3)
по соотношению K = u20. Для визуализации результатов расчетов вычисляется зависимость z-
компоненты завихренности от времени

ωz =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
. (4)

При заданных начальных данных точное значение z-компоненты завихренности при t = 0 изменя-
ется в диапазоне −0,208 ≤ ωz ≤ 0,208.

Математическая модель

Математическое моделирование выполнялось в 3D постановке по методике МИМОЗА с исполь-
зованием уравнений Эйлера без привлечения каких-либо моделей учета ТП (ILES-моделирование).

Рис. 1. Поле течения в плоскости z = 0 (а) и поверхности уровня z-компоненты завихренности (б ) на
начальный момент времени
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Расчетная методика основана на лагранжево-эйлеровой стратегии моделирования и выделении ве-
ществ концентрациями (см. [4, 14, 15]). Такой подход является эффективным при моделировании
задач механики сплошной среды с большими деформациями.

Расчет счетного шага состоит из двух этапов: на первом этапе выполняется интегрирование урав-
нений Эйлера, записанных в лагранжевых координатах, на втором — пересчет полученных сеточ-
ных значений на первоначальную квадратную сетку. Пересчет величин осуществляется при помощи
алгоритма, основанного на расщеплении по координатным направлениям и использовании одномер-
ного алгоритма повышенного порядка точности [14].

На лагранжевом этапе расчета границы ячеек сетки перемещаются со скоростью вещества, массы
ячеек не изменяются. Интегрирование системы уравнений выполняется на разнесенной разностной
сетке.

Термодинамические параметры задачи относятся к центру счетной ячейки, координаты и компо-
ненты скорости — к узлам. Используется полностью консервативная разностная схема предиктор—
корректор, аналогичная предложенной в [15]. Для подавления паразитических осцилляций числен-
ного решения в окрестности больших градиентов газодинамических величин используется искус-
ственная вязкость, являющаяся суммой квадратичной и линейной вязкостей.

Серия расчетов проведена на последовательности измельчающихся разностных сеток, состоящих
из кубических ячеек.

Результаты моделирования

Вихрь Тейлора—Грина — достаточно хорошо исследованное течение, которое используется мате-
матиками как прототип для изучения развития неустойчивости, растяжения вихрей, образования
каскада все более мелких вихрей, которые с течением времени затухают под действием диссипа-
тивных процессов. Задача развития вихря Тейлора—Грина пригодна для демонстрации влияния
численной диффузии используемой методики на переход к турбулентности.

Результаты моделирования распада вихря Тейлора—Грина получены на последовательности из-
мельчающихся сеток и показаны на рис. 2—7 в виде:

– распределения z-компоненты завихренности (4) в плоскости z = 0;
– поверхностей уровня z-компоненты завихренности в области.

Рассчитанная на сетках, содержащих 333, 1293, 5133 ячеек, z-компонента завихренности в плос-
кости z = 0 приведена на рисунках на два момента времени: t = 0 и 15. Поверхности уровня

Рис. 2. Сетка 33× 33× 33. z-компонента завихренности в плоскости z = 0: а — t = 0; б — t = 15
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z-компоненты завихренности показаны на несколько моментов времени. Полученные по методике
МИМОЗА результаты наглядно демонстрируют распад крупных вихрей на мелкие.

Рис. 3. Сетка 33× 33× 33. Поверхности уровня z-компоненты завихренности: а — t = 4; б — t = 9; в —
t = 15; г — t = 20; д — t = 30
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Рис. 4. Сетка 129× 129× 129. z-компонента завихренности в плоскости z = 0: а — t = 0; б — t = 15

Рис. 5. Сетка 129 × 129 × 129. Поверхности уровня z-компоненты завихренности: а — t = 4; б — t = 9;
в — t = 15; г — t = 30
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Рис. 6. Сетка 513× 513× 513. z-компонента завихренности в плоскости z = 0: а — t = 0; б — t = 15

Рис. 7. Сетка 513 × 513 × 513. Поверхности уровня z-компоненты завихренности: а — t = 4; б — t = 9;
в — t = 15; г — t = 30
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Сетка 33 × 33 × 33 (линейный размер кубической ячейки h = 0,0625 см). Данная сетка явля-
ется наиболее крупной из всех сеток, использованных в расчетах. По этой причине диссипативные
погрешности методики в расчете на этой сетке наиболее значительны, что приводит к наибольшему
сглаживанию искомого решения (ламинаризации течения).

Согласно рис. 3 на моменты времени t = 4 и 9 регулярное в начальный момент времени распре-
деление завихренности все еще "сохраняет память" о распределении при t = 0 (см. рис. 1, б ), но в
дальнейшем структура течения становится хаотической, что характерно для турбулентного потока.

Сетка 129 × 129 × 129 (линейный размер ячейки h = 0,015625 см). Размер ячейки сетки умень-
шен по сравнению с предыдущим расчетом, вследствие чего диссипативные погрешности методики
в расчете менее значительны. Это приводит к меньшему выглаживанию искомого решения и раз-
решению более мелких вихревых образований в поле течения, что заметно, в частности, на рис. 4, б.

Согласно рис. 5 на моменты времени t = 4 и 9 распределение завихренности все еще сохраняет
память о распределении при t = 0, но в дальнейшем структура течения становится хаотической,
что характерно для турбулентного потока.

Сетка 513 × 513 × 513 (линейный размер ячейки h = 0,00390625 см). Размер ячейки сетки
уменьшен по сравнению с предыдущими расчетами, диссипативные погрешности методики в рас-
чете наименее значительны, выглаживание искомого решения минимально, разрешаются наиболее
мелкие вихревые образования. Это заметно на рис. 6, б.

Согласно рис. 7 на моменты времени t = 4 и 9 в распределении завихренности продолжает со-
храняться память о первоначальном распределении (t = 0), но в дальнейшем структура течения
становится хаотической, что характерно для турбулентного потока.

Сравнивая рис. 3, д, 5, г, 7, г (момент времени t = 30), можно заключить, что с течением времени
размеры вихрей определяются значением диссипации используемого численного метода. При увели-
чении числа точек в области (уменьшении численной диссипации) размеры разрешаемых методикой
вихрей уменьшаются (число вихрей в объеме увеличивается).

Влияние размера ячейки разностной сетки на вихревую структуру течения можно проследить
по рис. 2, б, 4, б, 6, б, где представлена z-компонента завихренности в плоскости z = 0 на момент
времени t = 15. Результаты, показанные на этих рисунках, подтверждают предыдущий вывод о
заметном влиянии диссипативных погрешностей численной методики на результаты моделирования
течений при наличии турбулентных структур.

Обсуждение результатов

Для анализа полученных результатов выполнена оценка изменения кинетической энергии от раз-
мера ячейки разностной сетки.

На рис. 8 показаны зависимости от времени средней по объему V0 удельной кинетической энергии
газа

K0 =
1

2u20V0

∫
V0

(
u2 + v2 + w2

)
dV.

Значения кинетической энергии получены в расчетах на пяти сетках и представлены в безразмерном
виде в зависимости от безразмерного времени. Согласно рис. 8 на самой грубой сетке (h = 0,0625 см)
кинетическая энергия начинает уменьшаться с начального момента времени, что указывает на на-
личие значительных диссипативных погрешностей разностной схемы при данном линейном размере
ячейки сетки. Из рис. 8 также следует, что с увеличением числа точек диссипативные погреш-
ности уменьшаются. При t < 4 удельная кинетическая энергия на сетках с h = 0,0078125 см и
h = 0,00390625 см не меняется (скорость диссипации нулевая).

Зависимость скорости диссипации кинетической энергии от времени Q = −dK0

dt
показана на рис. 9

для расчетов на последовательности измельчающихся сеток. При уменьшении линейного размера
ячейки в расчетах по методике МИМОЗА меняется как значение максимума скорости диссипации,
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Рис. 8. Удельная кинетическая энергия, полученная в расчетах по методике МИМОЗА на кубической
сетке с различным числом точек: — 333; — 653; — 1293; — 2573; — 5133

Рис. 9. Зависимости скорости диссипации кинетической энергии от времени, полученные в [12] при
Re = 5 000 (•••) и в расчетах по методике МИМОЗА на различных сетках: — 333; ····· — 653; —
1293; — 2573; — 5133

так и время, при котором этот экстремум достигается. Для сравнения с результатами методики
МИМОЗА на рисунке приведены данные, полученные по уравнениям Навье—Стокса при числе
Рейнольдса Re = 5 000 в работе [12].
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В таблице приведены полученные по методике МИМОЗА максимальные значения скорости дис-
сипации кинетической энергии и моменты времени, в которые достигается максимум.

Табличные данные и рис. 9 свидетельствуют, что максимальное значение Q в расчете и время
достижения этого максимума лучше всего согласуются с расчетом для Re = 5 000 [12] на сетке 5133.
На менее подробных сетках пиковое значение Q и время его достижения заметно отличаются от
эталона (т. е. от расчета при Re = 5 000). Тем самым установлено, что для качественного описания
энергетического спектра необходимо либо проводить расчеты на подробных сетках, либо использо-
вать для моделирования численные методики высокого порядка точности.

На рис. 10 показаны результаты моделирования задачи по методике RAGE из [12] (используют-
ся уравнения Эйлера) и результаты, полученные с использованием DNS-стратегии моделирования
при числах Рейнольдса Re = 400, 800, . . . , 5 000, приведенные в [6, 7, 12]. Из рис. 10 следует, что
при Re = 5 000 действие молекулярной вязкости стабилизируется. Подобным образом ведет себя
математическая вязкость в решении, найденном по методике МИМОЗА (см. рис. 8, сетка 5133).

Эволюция энстрофии

Ω =

∫
V0

[(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)2

+

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)2

+

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)2
]
dV

показана на рис. 11. Видно, что энстрофия при дроблении сетки увеличивается (в течении появ-
ляются все более мелкие вихри). В то же время отмечаем, что пик энстрофии несколько смещен
относительно пика в скорости диссипации кинетической энергии (см. рис. 10).

Максимальные значения скорости диссипации Q

Сетка
Величина Re = 5 000 [12] 333 653 1293 2573 5133

t 8,85 6,6 8,87 8,7 8,7 8,8
Qmax 0,0155 0,0118 0,0105 0,0109 0,0132 0,0159

Рис. 10. Зависимость скорости диссипации кинетической энергии от времени
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Рис. 11. Зависимость энстрофии от времени в расчетах по методике МИМОЗА на различных сетках:
— 333; — 653; — 1293; — 2573; — 5133

Расчет с 2D начальными условиями

Для турбулентных течений вопросы постановки начальных и граничных условий (одномодовые
или многомодовые возмущения, 2D или 3D начальные условия и т. п.), использования 2D или 3D
методики расчета в моделировании конкретной задачи остаются до конца не изученными. Неадек-
ватное решение этих вопросов может в некоторых задачах приводить к неверному результату. Так,
в [13] задача Тейлора—Грина моделировалась с 2D и 3D начальными условиями. В результате уста-
новлено, что в расчете с 2D начальными условиями энстрофия не растет, перехода к турбулентности
не наблюдается.

На рис. 12 показаны поверхности уровня z-компоненты завихренности, полученные по методике
МИМОЗА в 3D расчете с 2D начальными условиями, заданными по формулам (2). Из рисунка

Рис. 12. Поверхности уровня z-компоненты завихренности в 3D расчете с 2D начальными условиями,
сетка 653: а — t = 0; б — t = 4; в — t = 9
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следует отсутствие развития неустойчивости в вихревых образованиях и возникновения каскада
вихревых структур при проведении такого расчета.

Заключение

По методике МИМОЗА выполнены расчеты поля течения, формирующегося в задаче Тейлора—
Грина. Результаты моделирования распада крупного вихря в задаче Тейлора—Грина на более мел-
кие вихревые структуры получены с использованием ILES-стратегии путем решения уравнений
Эйлера.

Установлено, что из-за наличия диссипативных погрешностей численной методики скорость изме-
нения кинетической энергии, рассчитанная на грубых сетках, значительно отличается от эталонного
решения, полученного рядом авторов при решении уравнений Навье—Стокса с числом Рейнольдса
Re = 5 000. При измельчении сетки зависимость решения от диссипативных погрешностей методики
ослабляется. При интегрировании уравнений Эйлера на разностной сетке, состоящей из кубических
ячеек с линейным размером h = 0,00390625 см, решение становится близким к эталонному. Другим
эффективным способом получения удовлетворительного решения задачи является использование
численных алгоритмов повышенного порядка точности.

Выявлено, что для задачи Тейлора—Грина критическим вопросом является размерность началь-
ных условий при проведении расчета. В 3D расчете задачи с 2D начальными условиями развитие
неустойчивости не происходит.

Сходимость решения при измельчении сетки не достигнута по энстрофии, несмотря на отсутствие
УВ в расчетной области.

На сегодня существует ряд фундаментальных вопросов в постановке и проведении расчетов задач
с учетом ТП. Чтобы ответить на имеющиеся вопросы, требуется усилить работу по рассматривае-
мому направлению.
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ПРОГРАММА "ЭГИДА-TECT"
ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ

ВЫСОКОПРОИЗВОДИТЕЛЬНЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ

В. Ю. Колобянин, И. Н. Чистякова
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Описывается программа ЭГИДА-ТЕСТ с двухуровневым распараллеливанием
(MPI+OpenMP), разработанная для тестирования высокопроизводительных вычисли-
тельных систем, ориентированных на численное моделирование сложных физических
процессов. Приводится описание газодинамических тестов, входящих в состав ЭГИДА-
ТЕСТ, представлены функциональные возможности программы для анализа получен-
ных результатов тестирования. Внимание уделено особенности реализации системной
части тестовой программы, которая позволяет рассматривать любой тест в программе
ЭГИДА-ТЕСТ как набор мини-тестов с различными характеристиками.
Программа ЭГИДА-ТЕСТ является упрощенным аналогом методики моделирования

течений многокомпонентной сплошной среды ЭГАК, что позволяет сделать прогноз эф-
фективности работы реального приложения на исследуемой высокопроизводительной
вычислительной системе.

Ключевые слова: высокопроизводительные вычислительные системы, методика
ЭГАК, тестовая программа ЭГИДА-ТЕСТ, двухуровневое распараллеливание, типо-
вая схема распараллеливания, оперативная память, система тестов, мониторинг тести-
рования, таймирование.

Введение

Для тестирования высокопроизводительных
вычислительных систем (ВВС), ориентирован-
ных на численное моделирование сложных фи-
зических процессов, в РФЯЦ-ВНИИЭФ раз-
работан пакет методических прикладных те-
стов [1]. Первые тесты были созданы в середине
1990-х годов. Для численного исследования
параметров ВВС при решении задач газовой
динамики использовалась тестовая программа
ЭГИДА-ТЕСТ с одноуровневым распараллели-
ванием на распределенной памяти с интерфей-
сом передачи сообщений MPI.

Пакет методических прикладных тестов по-
стоянно развивается, пополняется новыми те-
стами и адаптируется под новые аппаратно-
программные платформы. Рассматриваемая в
статье тестовая программа является новой вер-
сией программы ЭГИДА-ТЕСТ с двухуровне-
вым распараллеливанием (MPI+OpenMP), на-
писанной на языке C++.

В настоящее время тестовые программы ши-
роко используются на стадии выбора архитекту-
ры перспективных ВВС, включая оценку произ-
водительности и эффективности микропроцессо-
ров.

Учитывая, что программа ЭГИДА-ТЕСТ
разработана на основе методики моделирова-
ния течений многокомпонентной сплошной сре-
ды ЭГАК [2], результаты тестирования даже
небольшого экспериментального сегмента позво-
ляют сделать прогноз эффективности работы ре-
ального приложения на ВВС, создаваемой на те-
стируемых микропроцессорах.

При создании новой программы ЭГИДА-
ТЕСТ был учтен большой опыт тестирования
ВВС с использованием предыдущей версии про-
граммы. В тестовую программу ЭГИДА-ТЕСТ
добавлена возможность проверки правильности
выполнения вычислений при проведении рас-
четов в различных режимах, разработан мо-
ниторинг тестирования, позволяющий получить
обширную информацию для анализа тестируе-
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мой системы и в случае неудовлетворительных
результатов тестирования определить причины
снижения ожидаемой эффективности.

В новой версии расширен набор тестов. При
разработке нового теста "Движение сфериче-
ской системы" была поставлена цель увеличить
нагрузку на коммуникационную сеть и количе-
ство обращений к памяти. Кроме того, для всех
тестов появилась возможность выполнять вери-
фикацию расчетов при различных режимах за-
пуска теста (с варьированием количества MPI-
процессов и OMP-потоков) на разных вычисли-
тельных системах.

В программе ЭГИДА-ТЕСТ моделируется
трехмерный процесс газовой динамики, кото-
рый, как и в предыдущей версии программы, со-
стоит из двух этапов: лагранжева газовая дина-
мика (лагранжев этап) и пересчет величин (эй-
леров этап). Используется неподвижная счет-
ная сетка, состоящая из кубов или параллеле-
пипедов. Формулы, модели и предположения
для процесса газовой динамики в ЭГИДА-ТЕСТ
также остались прежними и описаны в [1]. В
данной статье основное внимание уделено си-
стемной реализации программы ЭГИДА-ТЕСТ,
ее функциональным возможностям и описанию
газодинамических тестов, выбранных для тести-
рования.

В статье использованы термины и определе-
ния в соответствии с Государственным стандар-
том [3].

Особенности системной реализации
программы ЭГИДА-ТЕСТ

Программа ЭГИДА-ТЕСТ является облегчен-
ной версией методики ЭГАК с минимальными
функциональными возможностями. При этом
системная реализация, типовая схема распарал-
леливания [4] и организация памяти у них иден-
тичны. Расчеты по методике ЭГАК могут вы-
полняться на адаптивно-встраиваемой дробной
сетке [5] с различными уровнениями дробления
и динамической балансировкой вычислительной
нагрузки [6]. Данная реализация потребовала
сложной организации памяти, которая может
оказывать значительное влияние на производи-
тельность теста в зависимости от архитектуры
исследуемой ВВС. Для возможности прогнози-
рования эффективности работы методики ЭГАК
на ВВС перспективной архитектуры необходи-
мо было сохранить ту же организацию памяти
в тестовой программе, что и в реальном прило-

жении, несмотря на отсутствие в ЭГИДА-ТЕСТ
адаптивно-встраиваемой дробной сетки и балан-
сировки.

Для объяснения ситуации кратко остановим-
ся на организации памяти в методике ЭГАК.
При запуске задачи программа сразу захваты-
вает разрешенный в настройках к задаче объ-
ем памяти для пользовательского приложения и
формирует свой пул памяти. Память, включая
основной уровень ячеек, выделяется блоками по
8 ячеек (2× 2× 2). При дроблении материнской
ячейки выделяется блок из восьми ячеек для ее
дочерних ячеек, при удалении дочерних ячеек
блок в пуле памяти помечается свободным. Ба-
лансировка работает с тем же пулом памяти, по-
мечая блоки свободными при миграции ячеек на
другие MPI-процессы или, наоборот, захватывая
свободные блоки памяти при добавлении ячеек
на текущем MPI-процессе. Данная технология
позволяет экономично расходовать память, но
при такой организации хранимая информация
не может априори считаться упорядоченной по
ячейкам (ячейки в памяти не размещены после-
довательно друг за другом), что на современных
архитектурах может сильно снижать реальную
производительность.

Но если заимствование организации памяти
для тестовой программы можно в какой-то сте-
пени считать вынужденной мерой, то использо-
вание типовой схемы распараллеливания имеет
большие преимущества при тестировании и ана-
лизе результатов тестирования.

Типовая схема распараллеливания применяет-
ся на каждом из этапов, полученных в резуль-
тате разбиения всех счетных процесов согласно
технологии рамочного программирования.

Стоит отметить, что основы рамочного про-
граммирования были разработаны еще для пред-
шествующей версии методики ЭГАК с одно-
уровневой моделью распараллеливания на осно-
ве MPI [2, 6] и перенесены в тестовую програм-
му ЭГИДА-ТЕСТ. При создании новой версии
с двухуровневым распараллеливанием разработ-
чикам удалось, существенно переработав систем-
ную часть, создать новую типовую схему [4] и,
таким образом, сохранить практически неизмен-
ной счетную часть.

В соответствии с технологией рамочного про-
граммирования для каждого этапа программи-
руется обработка одной точки1 и указываются

1Для процесса газовой динамики точкой является
ячейка счетной области.
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величины, которые необходимо передать на этом
этапе в MPI-обменах. Вся остальная работа,
включая двухуровневое распараллеливание, ле-
жит на системной части и выполняется в типо-
вой схеме распараллеливания. В многопоточном
режиме все потоки на этом этапе последователь-
но выполняют функцию обработки одной точки
из своего набора.

Таким образом, каждый этап является по сути
отдельным тестом. А исходный тест можно рас-
сматривать как набор различных тестов с разны-
ми характеристиками. Данная особенность была
использована разработчиками при создании си-
стемы мониторинга тестирования.

Набор тестов в программе ЭГИДА-ТЕСТ

В новой версии программы ЭГИДА-ТЕСТ для
тестирования используются два теста: "Седов-
ский (точечный) взрыв" и "Движение сфериче-
ской системы".

Выбор теста производится в зависимости от
целей тестирования. Тесты могут запускаться
как в режиме умножения (слабое масштабирова-
ние), когда задача масштабируется с увеличени-
ем количества вычислительных узлов ВВС, так
и в режиме деления (сильное масштабирование),
при котором размеры задачи остаются неизмен-
ными при переходе на другое количество вычис-
лительных узлов.

При подборе оптимального режима запус-
ка внутри узла (соотношение MPI-процессов и
OMP-потоков на узле) размеры задачи не меня-
ются.

Размер задачи и режим тестирования
(умножения или деления) задаются в файле-
инструкции счета задачи. Для удобства редак-
тирования файл имеет текстовый формат. В
режиме деления указывается количество ячеек
задачи по каждому из трех пространственных
направлений: N , M , K (общее количество ячеек
N ×M ×K). В режиме умножения задается ко-
личество ячеек по каждому из трех направлений
для одного MPI-процесса: n, m, k (общее коли-
чество ячеек n×m× k). Программа, используя
размеры декартовой решетки MPI-процессов
для текущего запуска задачи, автоматически
формирует размеры счетной области задачи
таким образом, чтобы на каждом MPI-процессе
располагалось n×m× k ячеек.

Результат текущего запуска теста фиксиру-
ется в выходном файле. В начале этого фай-

ла содержится информация по данному запус-
ку: размер задачи, размер декартовой решет-
ки MPI-процессов для текущего запуска зада-
чи, режим запуска nMPI × mOMP (количе-
ство MPI-процессов в запуске и количество по-
токов на каждом MPI-процессе), максимальный
объем используемой оперативной памяти (ОП)
для одного MPI-процесса, количество ОП на уз-
ле и количество свободной ОП на узле. Описа-
ние остальной справочной информации, содер-
жащейся в выходном файле, для темы данной
статьи не существенно и поэтому опускается.

Далее приведены постановки задач для двух
указанных тестов и рассмотрены их преимуще-
ства и недостатки. Система единиц в тестах —
безразмерная.

Тест 1. Седовский (точечный) взрыв.
Данная задача предложена и аналитически ре-
шена в работе [7]. Начальная геометрия задачи
о точечном взрыве отражена на рис. 1, а.

Счетная область при моделировании точечно-
го взрыва в газодинамическом приближении в
общем случае представляет собой параллелепи-
пед. Количество ячеек в каждом направлении
может меняться при неизменном размере ячей-
ки 1×1×1. Таким образом, при количестве ячеек
N×M×K размеры счетной области: 0 < x < N ,
0 < y < M , 0 < z < K.

В области задано два вещества, для расче-
та используется уравнение состояния идеального
газа p = (γ − 1) ρe, γ = 1,4.

В подобласти x < 1, y < 1, z < 1 задается
вещество 1 с плотностью ρ = 1, энергией e = 1,
скоростью U = 0. Остальная область заполнена
веществом 2 с плотностью ρ = 1, энергией e =
= 0, скоростью U = 0. На всех границах области
задано граничное условие жесткая стенка.

В результате действия начального энерго-
выделения происходит формирование ударной
волны, которая распространяется в простран-
стве практически сферически-симметрично за
счет малости начальной области энерговыделе-
ния (рис. 1, б).

Достоинством данного теста является его хо-
рошая масштабируемость при сбалансированной
вычислительной нагрузке. Таким образом, в ре-
жиме слабого масштабирования этот тест легко
запускается на различном количестве вычисли-
тельных узлов исследуемой ВВС.

Тест 1 в режиме слабого масштабирования хо-
рошо использовать для тестирования коммуни-
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Рис. 1. Тест 1. Средняя энергия: а — t = 0; б — t = 100

кационной сети ВВС, так как при увеличении
количества вычислительных узлов для запуска
теста нагрузка на коммуникационную сеть воз-
растает.

Недостатком этого теста является небольшое
количество веществ (всего два) в задаче. Вслед-
ствие этого на нем могут не обнаружиться про-
блемы, возникающие в реальных задачах с боль-
шим количеством веществ.

Руководствуясь этим, в новой версии програм-
мы ЭГИДА-ТЕСТ в дополнение к данному тесту
был разработан тест "Движение сферической си-
стемы".

Тест 2. Движение сферической системы.
Размеры счетной области: −17,5 < x < 17,5;

0 < y < 17,5; 0 < z < 17,5.
Всего в задаче задано 13 веществ (табл. 1), для

всех веществ задано уравнение состояния иде-
ального газа с γ = 1,4. Система из 12 сфери-
ческих слоев (центр в точке (0, 0, 0), толщина
каждого слоя равна 1) помещена в область, заня-
тую воздухом (вещество 13). Во всех ячейках ли-
нейной интерполяцией задается энергия E (r). В
результате в веществах задачи реализуются дав-
ления, приводящие к движению слоев системы.
Граничные условия: E (r = 0) = 0; E (r = 30) =

= 10, где r = 30 обеспечивает охват всей счетной
области. На всех границах области задано гра-
ничное условие жесткая стенка.

Постановка задачи для теста 2 отражена на
рис. 2.

Недостаток теста 2 в том, что он не так хо-
рошо масштабируется в режиме умножения, как
тест 1.

Во-первых, в тесте 2 с увеличением количества
ячеек уменьшаются размеры ячейки при посто-
янных размерах счетной области задачи.

Во-вторых, с увеличением количества компо-
нентов в задаче увеличивается дисбаланс вычис-
лительной нагрузки. Но за счет того, что для
всех веществ задано одно и то же уравнение
состояния идеального газа, дисбаланс вычисли-
тельной нагрузки существенно уменьшен.

В-третьих, и это самый большой недостаток
при масштабировании теста 2 в режиме умноже-
ния, автоматическое масштабирование для него
не поддерживается. Для этого теста в файле-
инструкции к запуску необходимо для каждой
задачи задавать количество ячеек по каждому
направлению.

Рассмотрим три варианта слабого масштаби-
рования этого теста с учетом того, что соотно-

Таблица 1
Тест 2. Начальная постановка задачи

Номер вещества 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Плотность вещества 20 3 2 1 20 3 2 1 20 3 2 1 0,001

– 45 –



В. Ю. Колобянин, И. Н. Чистякова

Рис. 2. Тест 2. Постановка задачи: а — концентрация
веществ; б — средняя энергия

шение геометрических размеров счетной области
2:1:1 не должно меняться.

Вариант 1. При масштабировании количество
ячеек на каждом MPI-процессе равно n× n× n,
т. е. по всем направлениям одинаковое.

В этом случае соотношение 2:1:1 необходи-
мо соблюдать для декартовой решетки MPI-
процессов, на которой будет выполняться расчет.

Кубическая счетная область n×n×n на MPI-
процессе задана исходя из того, что это опти-
мальный вариант для MPI-передач. Но, учи-
тывая, что общее количество MPI-процессов для
задачи кратно количеству MPI-процессов на уз-
ле, на указанные выше ограничения еще будут
накладываться ограничения в выборе режима
запуска на узле (количество MPI-процессов и
OMP-потоков на узле).

Рассмотрим это на примере тестирования уз-
ла, имеющего 128 ядер. Выбранные режимы за-

пуска: 16MPI×8OMP и 8MPI×16OMP на узел.
Для этого примера в табл. 2 приведены все ва-
рианты запуска теста 2 в режиме слабого мас-
штабирования с учетом сохранения соотношения
2:1:1 для декартовой решетки MPI-процессов.
Как видно из табл. 2, часть вариантов отпадает,
так как число MPI-процессов в задаче не кратно
количеству MPI-процессов на узле.

Вариант 2. Количество ячеек на MPI-
процессе равно 2n×n×n. В этом случае декарто-
ва решетка MPI-процессов по всем трем направ-
лениям должна быть одинаковой. Например, 1×
× 1× 1, 2× 2× 2, 4× 4× 4 и т. д.

Проблема при использовании этого варианта,
как и варианта 1, в том, что невозможно выпол-
нить запуск теста 2 на произвольно заданном ко-
личестве вычислительных узлов.

Вариант 3. Общее количество ячеек в зада-
че увеличивается в том же соотношении, что и
количество вычислительных узлов. Соотноше-
ние геометрических размеров счетной области
2:1:1 не должно меняться. Таким образом, за-
пуск можно выполнять на произвольно задан-
ном количестве вычислительных узлов. Этот
вариант является самым грубым, так как коли-
чество счетных ячеек на MPI-процессах может
быть различным в одном запуске и могут ме-
няться размеры MPI-сообщений между соседни-
ми MPI-процессами по сравнению с предыдущи-
ми запусками.

Таблица 2
Варианты запуска теста 2 в режиме слабо-
го масштабирования при количестве ячеек на
MPI-процессе, равном n × n × n

Pешетка Kол-во Kол-во узлов
MPI- MPI Режим Режим

процессов 16MPI×8OMP 8MPI×16OMP
2× 1× 1 2 1/8 1/4
4× 2× 2 16 1 2
6× 3× 3 54 − 7
8× 4× 4 128 8 16
10× 5× 5 250 − −
12× 6× 6 432 27 54
14× 7× 7 686 − −
16× 8× 8 1 024 64 128
18× 9× 9 1 458 − −

20× 10× 10 2 000 125 250
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На кластерах с небольшим количеством вы-
числительных узлов тест 2 можно запускать в
режиме деления.

При сравнительном анализе узлов с микропро-
цессорами разного типа использование теста 2
является более предпочтительным, чем теста 1,
а проблемы с масштабированием теста 2 исчеза-
ют, так как размеры задачи не меняются.

Мониторинг выполнения тестов
в программе ЭГИДА-ТЕСТ

При анализе вычислительных узлов с различ-
ными типами микропроцессоров часто недоста-
точно получить коэффициенты ускорения или
замедления работы теста на исследуемых микро-
процессорах. Желательно иметь дополнитель-
ную информацию, чтобы понять, что повлияло
на полученный результат.

Для этого при тестировании запускают набор
тестов с различными характеристиками, напри-
мер по интенсивности вычислений, объему MPI-
трафика, количеству обращений к памяти.

Уникальность системной части программы
ЭГИДА-ТЕСТ в том, что благодаря рамочному
программированию любой счетный процесс на
стадии разработки алгоритма разбивается на от-
дельные блоки. Каждый блок — это отдельный
этап, обрабатываемый типовой схемой распарал-
леливания. Например, процесс газовой динами-
ки разбит на несколько десятков этапов. Каж-
дый этап при запуске теста 1 или теста 2 можно
считать отдельным тестом со своими характери-
стиками, основные из которых — интенсивность
вычислений, процент условных операций, доля
векторных инструкций, объем считанной и за-
писанной информации в память и объем пересы-
лаемых MPI-сообщений. Эти параметры, харак-
теризующие каждый этап, были получены при
профилировании тестов 1 и 2. Заметим, что для
получения объема MPI-трафика профилирова-
ние делать не обязательно: количество переда-
ваемых величин для одной ячейки указывается
как параметр этапа для типовой схемы распа-
раллеливания.

Имея возможность при замерах для каждого
этапа фиксировать полное время его выполне-
ния, время счета, время, затраченное на MPI-
обмены и т. д., можно получить коэффициен-
ты ускорения/замедления по каждому этапу при
сравнительном анализе микропроцессоров раз-
ных типов. Знание характеристик каждого эта-

па дает возможность проанализировать причину
ускорения или замедления программы ЭГИДА-
ТЕСТ на исследуемом микропроцессоре.

Суть мониторинга состоит в том, чтобы по
каждому этапу фиксировать и выдавать мини-
мальное/максимальное время счета, номер и тип
MPI-процесса2, на котором получено такое вре-
мя. Аналогичная информация собирается по
MPI-обменам и накладным расходам по упаков-
ке/распаковке буферов MPI-сообщений.

При этом, учитывая мелкозернистое поточеч-
ное распараллеливание, заложенное в типовую
схему распараллеливания, важно получить кор-
ректные засечки времени. При засечках времени
таймер может многократно переходить из актив-
ного состояния в пассивное и наоборот, и непра-
вильное определение места таймирования даже
при использовании оптимального таймера может
привести к неправильным результатам таймиро-
вания. Кроме того, разрешение таймера долж-
но быть достаточным для точного таймирования
небольших участков кода, а накладные расходы
при использовании таймера должны быть незна-
чительными.

Этому вопросу уделялось большое внима-
ние при разработке старой версии программы
ЭГИДА-ТЕСТ, все наработки перешли в систем-
ную часть новой версии программы, но были
расширены и усовершенствованы.

Для уменьшения накладных расходов под опе-
рационной системой Linux/Unix используется
наносекундный таймер, который при переходе
из активного состояния в пассивное фиксирует
только количество тиков в активном состоянии,
а перевод тиков в секунды выполняется только
при запросе Answer.

Таймирование в программе ЭГИДА-ТЕСТ,
так же, как и в методике ЭГАК, выполняется
всегда и составляет тысячные доли процента от
времени выполнения теста.

Ограничений на количество таймеров нет
(новый таймер — отдельный объект класса
TimingClass), что очень удобно при исследова-
тельской работе.

Режим мониторинга задается в настрой-
ках условной компиляции программы ЭГИДА-
ТЕСТ. Мониторинг может задаваться выбороч-
но для определенного диапазона счетных шагов.

2Тип MPI-процесса важен для машин с гибридной ар-
хитектурой. Так, тип U означает, что MPI-процесс вы-
полняется на универсальном процессоре, C — на сопро-
цессоре.
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При этом необходимо учитывать, что вре-
мя счета шагов, для которых задан монито-
ринг, увеличивается. Это связано, во-первых,
с тем, что для получения достоверной инфор-
мации по каждому этапу команда MPI_Barrier
стоит в конце каждого вычислительного эта-
па. Во-вторых, в режиме мониторинга каж-
дый этап завершается коллективной операцией
по сбору минимального/максимального времени
выполнения этапа с определением номера и типа
MPI-процесса и дальнейшим выводом этой ин-
формации в файл root-процессом.

В табл. 3 показана часть детальной информа-
ции, предоставляемой в результате мониторин-
га времени счета по отдельным вычислительным
этапам процесса газовой динамики на гибридных
узлах с универсальными процессорами и сопро-
цессорами. Мониторинг выполнялся на тесте 2.
Кроме минимального и максимального времени
выполнения этапа (tmin, tmax), а также номера
MPI-процесса, на котором были зафиксированы
эти времена, и его типа, приводится информа-
ция о номере вычислительного этапа, его имени
и количестве передаваемых значений в ячейке
(Nsend) для гранично-процессорных ячеек. Ес-
ли значение нулевое, передачи отсутствуют.

ЭГИДА-ТЕСТ также используется как испы-
тательный полигон для оптимизации методи-
ки ЭГАК и адаптации ее к ВВС перспектив-
ной архитектуры. Например, зная коэффициент
ускорения от использования гибридного поля по
каждому этапу на тестируемой ВВС с гибридной

Таблица 3
Тест 2. Мониторинг времени счета на примере отдельных этапов газовой динамики

Номер tmin MPI-процесс tmax MPI-процесс Название этапа Nsend

этапа номер тип номер тип
. . .
15 0,073 28 C 0,09 42 U SetCoorVolMainLevel 0
16 0,002 28 C 0,004 137 U Preparation_Etap_Transport_0 0
17 0,045 28 C 0,053 109 C Etap_Transport_0 0
18 0,092 28 C 0,135 73 U Preparation_Etap_Transport_1 0
19 0,25 28 C 0,317 105 U Etap_Transport_1 31
23 0,047 28 C 0,078 233 U Preparation_Etap_Transport_2 0
24 0,103 28 C 0,151 105 U Etap_Transport_2 14
25 0,011 100 C 0,033 218 U Preparation_Etap_Transport_3 0
26 0,07 0 U 0,158 132 C Etap_Transport_3 0
27 0,003 224 U 0,004 109 C Preparation_Etap_Transport_4 0
28 0,149 224 U 0,196 71 C Etap_Transport_4 25
. . .

архитектурой и имея информацию о типе про-
цессора, на котором было зафиксировано tmax,
можно понять, насколько правильно сбаланси-
рована вычислительная нагрузка внутри узла и
между узлами, а также какие этапы необходи-
мо оптимизировать, чтобы увеличить произво-
дительность счета по методике ЭГАК на ВВС
перспективной архитектуры.

Такой же подход применяется, когда необхо-
димо определить, на каких этапах при тестиро-
вании снижается производительность счета. В
этом случае анализируются коэффициенты уско-
рения тестируемой ВВС относительно существу-
ющих. Часто нарушение равновесия между пи-
ковой производительностью микропроцессоров,
пропускной способностью памяти и коммуника-
ционной сети приводит к существенному сниже-
нию ожидаемого ускорения на новой ВВС. Ис-
ходя из основных характеристик этапа, который
показывает низкое ускорение, соответствующий
блок кода оптимизируется либо разрабатывается
новый алгоритм, который будет лучше учиты-
вать особенности ВВС перспективной архитек-
туры.

Заключение

Создание новой версии тестовой программы
ЭГИДА-ТЕСТ c двухуровневым распараллели-
ванием обеспечило возможность исследования
перспективных ВВС гибридной архитектуры (в
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том числе с использованием компонентов оте-
чественной разработки), а новые функциональ-
ные возможности программы и разработанная
система мониторинга расширили сферу ее при-
менения. На стадии выбора архитектуры пер-
спективных ВВС программа ЭГИДА-ТЕСТ мо-
жет использоваться для поиска оптимальных
аппаратно-программных решений, а также для
адаптации методики ЭГАК к выбранной архи-
тектуре с целью повышения ее эффективности.

Исследование выполнено в рамках научной
программы Национального центра физики и ма-
тематики (проект "Национальный центр иссле-
дования архитектур суперкомпьютеров").
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ВАЛИДАЦИЯ МОДЕЛИ НАГРЕВА ПЛАСТИНЫ
ИЗ АЛЮМИНИЕВОГО СПЛАВА АМГ-6

НЕПРЕРЫВНЫМ ЛАЗЕРНЫМ ИЗЛУЧЕНИЕМ
В ПРОГРАММНОМ МОДУЛЕ "ЛОГОС ТЕПЛО"

А. Э. Запонов
(ВА РВСН им. Петра Великого, г. Балашиха Московской области)

Одной из задач, предваряющей использование математического моделирования при
разработке современных летательных аппаратов, является валидация нагрева пласти-
ны из алюминиевого сплава АМг-6 непрерывным лазерным излучением. Моделирова-
ние нагрева пластины выполнено в модуле "Логос Тепло" пакета программ инженерно-
го анализа и суперкомпьютерного моделирования "Логос". Проведено сравнение полу-
ченных расчетных данных с известными экспериментальными данными. В результате
валидации установлено, что максимальная относительная погрешность максимальной
температуры тыльной поверхности пластины в процессе воздействия на пластину ла-
зерного излучения не превысила ≈ 15%.

Ключевые слова: компьютерное моделирование, лазерное излучение, нагрев, металл.

Введение

При движении с гиперзвуковыми скоростя-
ми корпус современного летательного аппара-
та (ЛА) испытывает воздействие интенсивных
неравномерных тепловых потоков, в результа-
те чего происходит нагрев корпуса и внутренних
элементов ЛА. С целью обеспечения требуемых
температурных режимов функционирования ЛА
на этапе разработки при обосновании рациональ-
ной конструкции корпуса решается задача оп-
тимизации по критерию масса—температура—
цена. В связи с тем, что в настоящее время на-
кладываются временные ограничения на сроки
разработки новых ЛА, критерий оптимизации
также должен учитывать и временные затраты.
Обоснование рациональной конструкции корпу-
са ЛА с учетом ограничений по времени и мате-
риальным затратам возможно только расчетно-
экспериментальными методами. Поскольку кор-
пус ЛА имеет сложную конструкцию, математи-
ческое моделирование его нагрева проводят ме-
тодом конечных объемов с использованием раз-
личных пакетов программ инженерного анализа
и суперкомпьютерного моделирования. Одним
из таких пакетов является "Логос" [1] разработ-
ки ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ» (г. Саров Ниже-

городской области), в состав которого входит, в
частности, модуль "Логос Тепло" [2]. Данный
пакет программ выбран по ряду причин:
– данное программное обеспечение — отече-

ственного производства и сертифицировано
для использования в государственных учре-
ждениях Российской Федерации;

– графический интерфейс и возможность ав-
томатического построения расчетной сетки
позволяют упростить процесс создания мо-
дели для дальнейшего моделирования;

– имеется возможность распараллеливания
алгоритмов и использования высокопроиз-
водительных и супер-ЭВМ для уменьшения
времени расчетов.

Однако перед тем как использовать математи-
ческое моделирование при разработке новых ЛА,
необходимо выполнить одно из требований [3] к
математической модели, которое заключается в
ее валидации. Валидация математической мо-
дели — подтверждение ее адекватности модели-
руемому объекту, т. е. необходимо подтвердить
расчетные данные результатами эксперимента.

Для моделирования высокоинтенсивных
неравномерных тепловых потоков в лаборатор-
ных условиях широко применяются лазерные
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установки. Экспериментальному исследованию
взаимодействия интенсивного лазерного излу-
чения (ЛИ) с различными конструкционными
материалами посвящено множество работ, в
частности [4—6].

Целью настоящей работы является валидация
модели нагрева пластины из алюминиевого спла-
ва АМг-6 непрерывным ЛИ в модуле "Логос Теп-
ло". Валидация модели проводится на основе
данных, полученных в работе [6], так как в ней
проведено исследование с различными значения-
ми средней плотности мощности, радиуса пятна
и длительности воздействия ЛИ, а также изме-
рено распределение плотности мощности ЛИ в
пятне. Таким образом, в [6] имеется наиболь-
шее количество исходных данных для проведе-
ния корректного математического моделирова-
ния. В указанных исследованиях определялся
нагрев тыльной поверхности пластины из алю-
миниевого сплава АМг-6 непрерывным ЛИ при
различных режимах воздействия, с обдувом воз-
душным потоком и без него.

Исходя из цели настоящей работы сформиро-
ваны частные задачи исследования:

1) разработка модели нагрева пластины из
алюминиевого сплава АМг-6 непрерывным
ЛИ в модуле "Логос Тепло";

2) проведение компьютерного моделирования
нагрева пластины из АМг-6 непрерывным
ЛИ при различных значениях плотности
мощности и длительности облучения с уче-
том обдува воздушным потоком и без него в
модуле "Логос Тепло";

3) сравнение результатов расчетов с экспери-
ментальными данными, анализ полученных
результатов.

Модель нагрева пластины

Из анализа работы [6] следует, что объектом
экспериментальных исследований являлась пла-
стина из алюминиевого сплава АМг-6 длиной и
шириной 20 см, толщиной 0,2 см. После создания
трехмерной модели пластины указанных геомет-
рических размеров в генераторе регулярной объ-
емной сетки была построена расчетная сетка, со-
стоящая из 1 000 000 ячеек (по 100 ячеек в каж-
дом направлении).

В расчетах моделировалось воздействие на
геометрический центр пластины непрерывным
ЛИ с длиной волны 1,07мкм и гауссовым распре-
делением энергии в сечении пучка с различными

значениями радиуса пятна, при обдуве воздуш-
ным потоком и без него.

В качестве начальных условий принято равно-
мерное распределение температуры в пластине
T0 = 293К.

В качестве граничных условий на верхней (об-
лучаемой ЛИ) поверхности пластины заданы:
1) тепловой поток, с помощью которого мо-

делируется воздействие непрерывного ЛИ с
требуемыми значениями плотности мощно-
сти и длительности с учетом коэффициен-
та поглощения материала. Так как экспери-
ментальные исследования проводились при
гауссовом распределении плотности мощно-
сти ЛИ в пятне воздействия, то в расчетах
тепловой поток q (r) задавался в "Редакторе
формул" [1] следующей зависимостью:

q (r) = Akqср
1

σ
√
2π
e−r

2/(2σ2),

r =
√
x2 + y2,

где r, x, y — радиус и координаты относи-
тельно центра пластины; A — коэффициент
отношения максимального и среднего значе-
ний плотности мощности ЛИ (A = 2,3 [6]);
qср — среднее значение плотности мощно-
сти ЛИ в пятне воздействия; σ — параметр,
описывающий зависимость плотности мощ-
ности ЛИ от расстояния до центра пятна
воздействия, значение которого зависит от
радиуса пятна; k – коэффициент поглоще-
ния ЛИ пластиной из АМг-6 (k ≈ 0,3 [6]).

Распределения плотности мощности ЛИ
в экспериментальных и расчетных (мето-
дом конечных объемов) исследованиях на
поверхности пластины с учетом коэффици-
ента поглощения материала и их двумер-
ная визуализация для пятна воздействия
ЛИ радиусом rэф = 1,22 см при среднем зна-
чении плотности мощности в пятне qср =
= 190Вт/см2 показаны на рис. 1;

2) конвективный теплообмен для расчетов с
учетом обдува воздушным потоком. Коэф-
фициент K теплообмена с окружающей сре-
дой зависел от скорости обдува, а темпера-
тура окружающей среды составляла Tе =
= 293К.

Граничные условия для остальных поверхно-
стей пластины задавались кактеплоизолирован-
ная стенка.
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Рис. 1. Распределения плотности мощности излучения на поверхности пластины в эксперименталь-
ных ( ) и расчетных ( — конечно-ячеечная аппроксимация) исследованиях (а) и их двумерная визу-
ализация (б )

Плотность материала АМг-6 составляла ρ =
= 2650 кг/м3 [7], коэффициенты теплопроводно-
сти λ(T ) и теплоемкости c(T ) аппроксимирова-
лись линейными зависимостями от температуры
на основе данных из [7] с коэффициентом ап-
проксимации ≈ 0,98:

c(T ) = 0,554T + 877;

λ(T ) = 0,0373809562T + 240,083335147.

Результаты моделирования

В результате компьютерного моделирования
в модуле "Логос Тепло" получены графические
представления эволюции температурного поля
пластины из алюминиевого сплава АМг-6 в ре-
зультате воздействия на нее ЛИ при различных
значениях плотности мощности, радиуса пятна и
длительности облучения, при обдуве воздушным
потоком и без него. Термограммы нагрева лице-
вой поверхности пластины при различных режи-
мах воздействия на нее ЛИ показаны на рис. 2, 3.

На рис. 4, 5 показаны графики зависимостей
максимальной температуры тыльной поверхно-
сти пластины (за центром пятна воздействия
ЛИ) исследуемой пластины от времени при дли-
тельности воздействия 10 с со средней плотно-
стью мощности в пятне qср = 190Вт/см2 и раз-
личных радиусах пятна без обдува воздушным

потоком. Здесь и далее на рисунках одинарной
сплошной линией показаны расчетные данные, а
двойной, полой внутри, — экспериментальные из
работы [6].

На рис. 6 показаны зависимости максималь-
ной температуры тыльной поверхности пласти-
ны от времени при радиусе пятна rэф = 1,6 см
с различной длительностью воздействия ЛИ, с
обдувом воздушным потоком и без него.

Обсуждение результатов

Из анализа рис. 4—6 следует, что значения
максимальной температуры тыльной поверхно-
сти пластины, полученные в результате рас-
четов, удовлетворительно совпадают с соответ-
ствующими значениями, полученными экспери-
ментально, на временном интервале, характери-
зующем нагрев пластины.

Однако на временном интервале остывания
пластины получено отклонение расчетных дан-
ных от экспериментальных для всех расчетных
случаев. Важно отметить, что расчетная макси-
мальная температура тыльной поверхности пла-
стины уменьшается быстрее, чем в эксперимен-
тах, причем расхождение расчетных и экспери-
ментальных данных увеличивается со временем.

Для проверки адекватности разработанной
модели нагрева пластины из алюминиевого спла-
ва АМг-6 непрерывным ЛИ с учетом обдува воз-
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Рис. 2. Термограммы нагрева лицевой поверхности пластины на два момента времени (слева — t = 10 с;
справа — t = 30 с) при среднем значении плотности мощности излучения в пятне qср = 190Вт/см2 с
различным радиусом пятна rэф: а — rэф = 1,02 см; б — rэф = 2,87 см

Рис. 3. Термограммы нагрева лицевой поверхности пластины без обдува (слева) и с обдувом (справа) при
радиусе пятна воздействия ЛИ rэф = 1,6 см и среднем значении плотности мощности излучения в пятне
qср = 150Вт/см2: а — t = 5 с; б — t = 10 с
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Рис. 4. Зависимости от времени максимальной температуры тыльной поверхности пластины при дли-
тельности воздействия ЛИ 10 с со средней плотностью мощности в пятне qср = 190Вт/см2 и различных
радиусах пятна без обдува воздушным потоком: — r = 1,02 см; — r = 1,5 см; — r = 2,1 см;

— r = 2,28 см; — r = 2,87 см

Рис. 5. Зависимости от времени максимальной температуры тыльной поверхности пластины при дли-
тельности воздействия ЛИ 10 с со средней плотностью мощности в пятне qср = 190Вт/см2 и различных
радиусах пятна без обдува воздушным потоком: — r = 1,22 см; — r = 2,02 см; — r = 2,36 см;

— r = 2,54 см

– 55 –



А. Э. Запонов

Рис. 6. Зависимости от времени максимальной температуры тыльной поверхности пластины при раз-
личной длительности воздействия ЛИ с радиусом пятна rэф = 1,6 см, с обдувом воздушным потоком и
без него: — q = 150Вт/см2, без обдува, t = 5 с; — q = 150Вт/см2, с обдувом, t = 5 с; —
q = 265Вт/см2, с обдувом, t = 15 с; — q = 380Вт/см2, с обдувом, t = 20 с; — q = 530Вт/см2, с
обдувом, t = 15 с

душным потоком и без него в модуле "Логос
Тепло" необходимо определить зависимость от
времени θ(t) относительной погрешности макси-
мальной температуры тыльной поверхности пла-
стины. Относительная погрешность θ(t) опреде-
лялась по формуле

θ(t) =

∣∣∣∣Tрасч(t)

Tэкс(t)
− 1

∣∣∣∣ ,
где Tэкс(t) и Tрасч(t) — максимальная температу-
ра тыльной поверхности пластины из алюмини-
евого сплава АМг-6 на момент времени t, полу-
ченная соответственно в экспериментах и расче-
тах.

На рис. 7—9 показаны графики зависимостей
относительной погрешности максимальной тем-
пературы тыльной поверхности пластины от вре-
мени при различных режимах воздействия ЛИ.

Из анализа рис. 7—9 следует, что относи-
тельная погрешность максимальной температу-
ры тыльной поверхности пластины в процес-
се воздействия ЛИ для большинства расчетных
случаев не превышает 15%. Большие значения
относительной погрешности в первую секунду
могут быть объяснены инертностью термопары,
что, в свою очередь, приводит к занижению из-
меренного значения температуры.

Относительная погрешность максимальной
температуры тыльной поверхности пластины
θ(t) ≈ 22% для случая ЛИ со средней плотно-
стью мощности qср = 150Вт/см2 и длительно-
стью t = 5 с без аэродинамического обдува мо-
жет быть объяснена плохим контактом термопа-
ры с тыльной поверхностью пластины.

Также для всех расчетных случаев наблюда-
ется существенное увеличение относительной по-
грешности после окончания воздействия ЛИ: ее
значение достигает θ(t) ≈ 45% для расчетно-
го случая с радиусом пятна ЛИ rэф = 1,6 см
при среднем значении плотности мощности qср =
= 265Вт/см2 в условиях обдува воздушным по-
током.

Таким образом, можно сделать вывод, что в
разработанной модели учтены не все эффекты
процесса охлаждения пластины из алюминиево-
го сплава АМг-6 после ее нагрева непрерывным
ЛИ.

Заключение

В работе проведена валидация в программном
модуле "Логос Тепло" модели нагрева пласти-
ны из алюминиевого сплава АМг-6 непрерывным
ЛИ. Получено, что разработанная модель опи-
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Рис. 7. Зависимости от времени относительной погрешности максимальной температуры тыльной по-
верхности пластины при длительности воздействия ЛИ 10 с со средней плотностью мощности в пятне
qср = 190Вт/см2 и различных радиусах пятна без обдува воздушным потоком: — r = 1,02 см; —
r = 1,5 см; — r = 2,1 см; — r = 2,28 см; — r = 2,87 см

Рис. 8. Зависимости от времени относительной погрешности максимальной температуры тыльной по-
верхности пластины при длительности воздействия ЛИ 10 с со средней плотностью мощности в пятне
qср = 190Вт/см2 и различных радиусах пятна без обдува воздушным потоком: — r = 1,22 см; —
r = 2,02 см; — r = 2,36 см; — r = 2,54 см
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Рис. 9. Зависимости от времени относительной погрешности максимальной температуры тыльной по-
верхности пластины при радиусе пятна ЛИ rэф = 1,6 см с обдувом воздушным потоком и без него при
различных значениях средней плотности мощности в пятне и длительности воздействия ЛИ: — q =

= 150Вт/см2, без обдува, t = 5 с; — q = 150Вт/см2, с обдувом, t = 5 с; — q = 265Вт/см2, с обдувом,
t = 15 с; — q = 380Вт/см2, с обдувом, t = 20 с; — q = 530Вт/см2, с обдувом, t = 15 с

сывает процесс нагрева пластины из алюмини-
евого сплава АМг-6 интенсивными неравномер-
ными тепловыми потоками со значением макси-
мальной относительной погрешности температу-
ры не более 15% как в условиях действия аэро-
динамического обдува, так и без него.

Однако результаты валидации модели в про-
граммном модуле "Логос Тепло" показывают,
что данная модель не позволяет проводить ма-
тематическое моделирование процесса охлажде-
ния пластины из алюминиевого сплава АМг-6: в
ней учтены не все эффекты процесса охлажде-
ния, что, в свою очередь, приводит к заниже-
нию значения максимальной температуры тыль-
ной поверхности пластины до 45%.

Таким образом, разработанная модель поз-
воляет моделировать процесс нагрева изделий
из алюминиевого сплава АМг-6 интенсивными
неравномерными тепловыми потоками с учетом
обдува воздушным потоком и без него до темпе-
ратуры плавления.

Направлениями дальнейших исследований яв-
ляются:
1) проведение теоретических исследований по

поиску неучтенных эффектов;

2) доработка модели нагрева пластины из алю-
миниевого сплава АМг-6 непрерывным ЛИ
с учетом обдува воздушным потоком и без
него в модуле "Логос Тепло";

3) проведение повторных расчетных исследо-
ваний по доработанной модели.
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К ВОПРОСУ О ЗАВИСИМОСТИ СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЙ
ВЕРТИКАЛЬНЫХ СИЛ, ДЕЙСТВУЮЩИХ НА РЕЛЬС,

ОТ СКОРОСТИ ПОЕЗДА

И. М. Анисина
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Данная статья продолжает серию работ, анализирующих экспериментальные данные
о деформации грунтового основания железнодорожного пути при прохождении одно-
го или нескольких длинносоставных поездов, полученные сотрудниками ВНИИЖТ.
Предложенная в этих работах математическая модель хорошо описывает деформацию
грунта под нагрузкой и его последующую релаксацию, но не воспроизводит получен-
ную экспериментально зависимость средних значений вертикальных сил, действующих
на рельс, от скорости поезда. Этот вопрос рассмотрен в настоящей работе. Предло-
женная в работе модель, описывающая нагрузку на рельс и деформацию грунтового
основания пути в зависимости от поездной нагрузки с учетом центробежного ускорения
и демпфирующих свойств грунта, хорошо согласуется с имеющимися эксперименталь-
ными данными. Полученная методика позволяет прогнозировать рост динамических
отступлений в вертикальной плоскости при прохождении длинносоставных поездов,
что необходимо для планирования выправочных работ.

Ключевые слова: железнодорожный путь, подбалластное основание, осадка грунта,
модель стандартного линейного твердого тела, центробежное ускорение, вязкость.

Введение

Вопросы безопасности железнодорожных перевозок являются приоритетными в условиях услож-
нения перевозочной работы из-за недостаточной пропускной способности ряда направлений в соче-
тании с ростом осевых нагрузок и веса поездов. Одним из важнейших направлений исследований в
области обеспечения безопасности перевозок является прогноз изменения состояния пути, в частно-
сти скорости роста неровностей в вертикальной продольной плоскости. Эта информация является
одним из главных элементов системы определения потребности в проведении выправочных работ.

Для получения прогнозов состояния пути требуются методики, позволяющие вычислять скорость
роста амплитуд неровностей в вертикальной продольной плоскости в зависимости от конструкции
верхнего строения пути, характеристик подбалластного основания и интенсивности поездной нагруз-
ки пути. Одним из направлений инновационного развития железнодорожного транспорта является
математическое моделирование процесса жизненного цикла эталонной конструкции пути с учетом
динамического воздействия поездной нагрузки.

В работах [1—3] были проанализированы экспериментальные данные, полученные сотрудниками
ВНИИЖТ (г. Москва) на перегоне Ковдор—Пинозеро для длинносоставных поездов, и предложена
модель с учетом демпфирующих свойств грунта, основанная на следующих предположениях:

1) под действием веса вагона грунтовое основание, верхнее строение пути и собственно рельс
деформируются, образуя "динамическую" неровность;

2) неровность релаксирует относительно медленно, поэтому для длинносоставных поездов воз-
никает эффект накопления, что приводит к увеличению изгиба рельса при движении длинно-
составного поезда над точкой измерения.
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Было показано, что предложенная модель корректно описывает релаксацию пути после снятия
поездной нагрузки. Однако эта модель не описывала полученную экспериментально зависимость
средних значений вертикальных сил, действующих на рельс, от скорости поезда.

В данной работе, являющейся продолжением работ [1—3], предложенная в них модель была до-
полнена учетом еще одного фактора:

3) при вкатывании колеса в образовавшуюся под рельсом неровность возникает дополнитель-
ное центростремительное ускорение, которое увеличивает нагрузку на рельс в зависимости от
скорости поезда.

Показано, что модифицированная таким образом модель корректно описывает все имеющиеся
экспериментальные данные.

Учет центробежного ускорения

В работе [1] были приведены данные о зависимости вертикальных сил, с которыми проходящий
поезд давит на железнодорожное полотно. На рис. 1 показан график зависимости средних значений
вертикальных сил от частоты приложения нагрузки, т. е. скорости движения поезда, из работы [1].
Видно, что чем больше скорость поезда, тем больше вертикальные силы.

Объяснить этот эффект можно, если принять во внимание центробежную силу, неизбежно возни-
кающую при движении поезда: вагон своим весом давит на рельс, рельс прогибается, и получается,
что вагон едет не по прямому, а по изогнутому вниз рельсу. Таким образом, кроме силы тяжести,
на рельс действует центробежная сила

F =Mos
v2

R
,

где Mos — масса оси вагона, давящая на рельс; v — скорость поезда; R — радиус кривизны рельса.
Радиус кривизны рельса можно найти из следующих соображений.
Дифференциальное уравнение для прогиба рельса — как для прогиба балки на упругом основа-

нии [4]:

EJz
d4y

dx4
= Gy,

Рис. 1. Зависимость средних значений вертикальных сил от частоты приложения нагрузки для составов
массой 6 000 т с осевой нагрузкой 245,3 кН [1]
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где y — прогиб рельса; x — расстояние от точки приложения силы; E — модуль упругости рельсовой
стали; G — модуль упругости рельсового основания; Jz — момент инерции поперечного сечения
рельса в вертикальном направлении.

Решение уравнения для прогиба рельса есть [4]

y = D exp (−βx)
(
cos (βx) + sin (βx)

)
.

Здесь β = 4

√
G

4EJz
; D =

Po

8β3EJz
, где Po =Mosg — вес оси.

Радиус кривизны рельса определяется по формуле

R =

[
1 +

(
dy

dx

)2
]3/2/

d2y

dx2
.

В точке приложения веса вагона радиус кривизны равен

R (x = 0) =
4βEJz
Po

.

Тогда полная сила, действующая на рельс, равна

P =Mosg +Mos
v2

R
=Mos

(
g +

v2Mosg

4βEJz

)
=Mosg

(
1 +

v2Mos

4βEJz

)
. (1)

На рис. 2 представлено сравнение графиков зависимости средних значений вертикальных сил от
скорости поезда для составов массой 6 000 т с осевой нагрузкой 245,3 кН. Видно, что с изменением
скорости поезда от 40 до 70 км/ч средние значения вертикальных сил, полученные экспериментально
в работе [1], увеличиваются на 9,6%. В то же время из формулы (1) получается, что при таком же
изменении скорости поезда средние значения вертикальных сил увеличиваются на 13,9%.

Таким образом, видно, что учет центробежной силы, действительно, позволяет описать эффект
увеличения вертикальных сил, действующих на рельс при увеличении скорости поезда, но получен-
ная кривая зависимости вертикальных сил от скорости заметно завышена по сравнению с экспери-
ментальными данными.

Кроме того, учет только центробежной силы не объясняет, почему средние значения вертикаль-
ных сил, действующих на рельс, зависят не только от скорости поезда, но и от количества вагонов
в поезде (при одинаковой скорости и весе вагонов).

На рис. 3, взятом из работы [1], приведены данные о средних значениях вертикальных сил, дей-
ствующих на рельс, для составов разной массы, движущихся с одинаковыми скоростями. Видно,
что чем больше масса поезда (т. е. при одинаковой массе вагона длиннее поезд), тем больше среднее
значение вертикальных сил, действующих на рельс. Иными словами, чем дольше длится воздей-
ствие поезда на рельс, тем больше среднее значение вертикальных сил.

Объяснить эти экспериментальные данные можно, соединив модель, учитывающую вязкоупругие
(демпфирующие) свойства грунта, предложенную в работах [1—3], с учетом центробежной силы.

Модификация модели вязкоупругого грунта с учетом центробежной силы

Данные, представленные в работе [1], были получены с помощью тензодатчиков, которые меряют
не непосредственно вертикальные силы, действующие на рельс, а прогиб рельса и, соответствен-
но, осадку грунта под поездом. И уже эта осадка пересчитывается в соответствующие значения
вертикальных сил. Поэтому на самом деле экспериментальная кривая из работы [1] (см. рис. 2)
представляет зависимость осадки грунта от скорости поезда.
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Рис. 2. Сравнение графиков зависимости сред-
них значений вертикальных сил от скорости
поезда для составов массой 6 000 т с осевой на-
грузкой 245,3 кН: — экспериментальные
значения из работы [1]; — расчет по фор-
муле (1)

Рис. 3. Зависимости средних значений вертикальных сил,
действующих на рельс, от массы поезда на одном из опыт-
ных участков при разной осевой нагрузке [1]: 1 — 230,5 кН;
2 — 245,3 кН; 3 — 264,9 кН

В работах [2, 3] была предложена модель, в которой осадка грунта, обладающего вязкоупругими
свойствами, при прохождении поезда описывается функцией вида

εmax (t) =


1

G2

(
1− exp (−τ2t)

)
〈σ〉+ σ0

G1
при t ≤ T ;

ε0T exp
(
−τ2 (t− T )

)
при t > T.

(2)

Здесь G1, G2 — модули упругости грунта в модели стандартного линейного твердого тела (рис. 4);
τ2 = G2/η2, где η2 — вязкость грунта; σ(t) — функция, задающая зависимость вертикальных сил,

действующих на грунт, от времени; 〈σ〉 = 1

T1

T1∫
0

σ(t′)dt′ — среднее по времени интегральное значение

вертикальных сил, действующих на грунт при прохождении одного вагона, где T1 — время про-
хождения одного вагона; σ0 — максимальное значение функции σ(t) за время прохождения одного

вагона; T — время прохождения поезда; ε0T =
1

η2

T∫
0

σ(t′) exp (τ2t
′) dt′ — остаточная деформация грун-

та в момент после прохождения поезда. Формула (2) похожа на формулу для деформации грунта
под статической нагрузкой [5] с той лишь разницей, что вместо постоянной нагрузки в формуле
присутствует нагрузка в виде вертикальных сил, усредненных по времени прохождения вагона.

На рис. 5 показаны графики осадки грунта под поездной нагрузкой при прохождении поезда с
разными скоростями, взятые из работы [3].

Среднее значение осадки грунта 〈ε〉 =
T∫
0

ε (t) dt за время прохождения поезда T нетрудно вывести

из формулы (2):

〈ε〉 = σ0
G1

+
〈σ〉
G2
− 〈σ〉
G2τ2T

(
1− exp (−τ2T )

)
. (3)

Подставляя в уравнение (3) зависимость времени прохождения поезда от скорости T (v) = L/v (L —
длина поезда) и учитывая зависимость (1) силы, действующей на рельс, от скорости, получаем

〈ε〉 =
(
1 +

v2Mos

4βEJz

)[
σ0st
G1

+
〈σst〉
G2
− 〈σst〉
G2τ2T (v)

(
1− exp

(
−τ2T (v)

))]
. (4)

Здесь σst — нагрузка без учета центростремительного ускорения, как в статьях [2, 3]; σ0st =Mosg.
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Рис. 4. Модель стандартного линейного твердого те-
ла (G1 и G2 — упругие элементы; η2 — вязкий эле-
мент)

Рис. 5. Сравнение осадки грунта при прохождении
поезда с разными скоростями (G1 = 41МПа; G2 =

= 6,2МGа; η2 = 2ГПа · с; нагрузка на ось — 22 т) [3]:
— v = 40км/ч; — v = 20км/ч; —

v = 10км/ч

Поскольку, к сожалению, неизвестно, как в работе [1] прогиб рельса пересчитывался в верти-
кальные силы, действующие на рельс, а также неизвестны параметры грунта, то можно только
качественно сравнить осадку грунта, рассчитанную по формуле (4), с данными, представленными
графиком на рис. 1. На рис. 6 показан график вертикальных сил, действующих на рельс, взятый
из работы [1], в сравнении с графиками вертикальных сил, полученных по формуле (1), и осадки
грунта, полученной по формуле (4). Все графики нормированы так, чтобы в начальной точке они
выходили из единицы. Видно, что график, полученный по формуле (4), значительно лучше опи-
сывает зависимость осадки грунта (соответственно, вертикальных сил, действующих на рельс) от
скорости, чем график, полученный без учета демпфирующих свойств грунта (формула (1)). Свой-
ства грунта в месте, где проводились измерения, точно не известны. В зависимости от этих свойств
кривая, рассчитанная по формуле (4), может проходить как ниже, так и выше.

Любопытно, что если экстраполировать зависимость осадки грунта под поездной нагрузкой от
скорости на область малых скоростей, то получится кривая с ярко выраженным минимумом (рис. 7).
В точке, где частота приложения нагрузки (ν) равна нулю, осадка грунта будет соответствовать
осадке под стоящим поездом, а она значительно больше, чем под идущим поездом, за счет демпфи-
рующих свойств грунта. При бо́льших значениях ν осадка грунта будет бо́льшей за счет бо́льших
значений центростремительного ускорения.

На рис. 8 приведено сравнение расчетных зависимостей осадки грунта от частоты приложения
нагрузки при вариации параметра вязкости η2. При большой вязкости грунт продавливается мед-
ленно и осадка под идущим поездом при скоростях 20—70 км/ч (ν = 2 ÷ 8 с−1) небольшая. Затем
осадка увеличивается за счет центробежного ускорения. При малых вязкостях грунт продавлива-
ется быстро и осадка грунта, соответственно, при любой скорости будет большой.

Вернемся к рис. 3. Из данных, приведенных на этом рисунке, следует, что зависимость средних
значений вертикальных сил, действующих на рельс, от массы поезда близка к линейной.

На рис. 9 приведено сравнение экспериментального графика зависимости вертикальных сил, дей-
ствующих на рельс, от массы поезда (при одинаковых скорости и весе вагонов), показанного на
рис. 3 (кривая 2), с графиком осадки грунта, полученным по формуле (4). Поскольку неизвестно,
как в работе [1] осадка грунта пересчитывалась в вертикальные силы, действующие на рельс, оба
графика нормированы так, чтобы они выходили из одной точки.

Из рис. 9 видно, что экспериментальная зависимость близка к линейной и расчетная зависимость
тоже имеет линейный вид.
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Рис. 6. Качественное (в относительных единицах)
сравнение осадки грунта под поездной нагрузкой в
зависимости от частоты приложения нагрузки (G1 =

= 41МПа; G2 = 6,2МGа; η2 = 2ГПа · с; E = 2,1 ×
× 105 МПа; Jz = 3208 · 10−8, м4; нагрузка на ось —
25 т): — эксперимент [1]; — расчет по фор-
муле (4); — расчет по формуле (1)

Рис. 7. Осадка грунта в зависимости от частоты при-
ложения нагрузки (G1 = 41МПа; G2 = 6,2МGа, η2 =

= 2ГПа · с; E = 2,1 · 105 МПа; Jz = 3208 · 10−8, м4;
нагрузка на ось — 25 т)

Рис. 8. Зависимость осадки грунта от частоты при-
ложения нагрузки в расчетах с разной вязкостью
грунта (при одних и тех же значениях модулей упру-
гости): — η2 = 2ГПа · с; — η2 = 0,2ГПа · с;

— η2 = 20ГПа · с

Рис. 9. Сравнение качественных кривых (в отно-
сительных единицах) зависимости осадки грунта от
массы поезда (нагрузка на ось — 25 т): — экспе-
римент; — расчет

Не зная, с какими скоростями двигались поезда, для которых вертикальные силы, действую-
щие на рельс, показаны на рис. 3, а также характеристик грунта на этом участке, нельзя давать
количественных оценок осадки грунта — они могут быть только качественные.

Линейный характер зависимости средней осадки грунта от массы поезда можно вывести непо-
средственно из выражения (4).

В (4) от количества вагонов зависит только T — время прохождения поезда над точкой измерения.
Зависимость имеет вид

T (Mp) = T1
Mp

Mvag
, (5)
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где Mp — масса поезда; Mvag — масса одного вагона; T1 = 4/ν — время прохождения одного вагона
над точкой измерения (предполагается, что у вагона четыре оси).

В формуле (4) имеется экспонента от величины−τ2T . Имея в виду выражение (5), можно записать

τ2T (Mp) = τ2T1
Mp

Mvag
= ψMp. При том, что масса поезда весьма велика, величина ψ очень мала,

например, при скорости 70 км/ч (ν = 7,4 с−1) и массе вагона 100 т получаем ψ = 1,6 · 10−5 т−1.
Таким образом, модуль величины под экспонентой | − τ2T | � 1 и экспоненту можно разложить в
ряд Тейлора. Подставив разложение в выражение (4), получим

〈ε〉 (Mp) =

(
1 +

v2Mos

4βEJz

)(
σ0st
G1

+
〈σst〉
G2

ψMp

2
+
〈σst〉
G2

o
(
(ψMp)

2
))

.

Здесь o
(
(ψMp)

2
)

— величина порядка (ψMp)
2, малая по сравнению с остальными величинами,

поскольку ψMp � 1. Поэтому можно записать

〈ε〉 (Mp) =

(
1 +

v2Mos

4βEJz

)(
σ0st
G1

+
〈σst〉
G2

ψMp

2

)
. (6)

Из выражения (6) видно, что зависимость средней осадки грунта от массы поезда, действительно,
линейная.

На рис. 10 приведено сравнение графиков зависимостей средней осадки грунта от массы поезда,
полученных по формулам (4) и (6). Видно, что, в рассматриваемом диапазоне скоростей и масс
поездов формулы (4) и (6) дают сходные результаты.

Рис. 10. Сравнение осадки грунта, рассчитанной по формулам (4) ( ) и (6) ( )

Заключение

Ранее в работах [1—3] была представлена физико-математическая модель, описывающая дина-
мику роста неровностей в вертикальной продольной плоскости в зависимости от характеристик
подбалластного основания и параметров движения поездов. Параметры модели определялись из
результатов измерений, полученных сотрудниками ВНИИЖТ на перегоне Ковдор—Пинозеро для
длинносоставных поездов.

В целом предложенная модель хорошо согласуется с экспериментальными данными, но ряд на-
блюдаемых эффектов не объясняет. В частности, требуется описать рост вертикальных сил при
увеличении скорости движения поезда, а также по мере движения длинносоставного поезда над
точкой измерения.
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В настоящей работе эта модель была модернизирована с учетом того, что при прогибе рельса под
колесом возникает дополнительное центростремительное ускорение, которое увеличивает нагрузку
на рельс.

Модернизированная модель позволила корректно описать всю совокупность экспериментальных
данных.

Кроме того, расчеты по предложенной модели показали, что на кривой зависимости деформации
грунтового основания пути от скорости есть ярко выраженный минимум. Значение этого минимума
и его положение зависят от вязкости грунта.

Также в работе было показано, что из предложенной модели следует линейный характер зависи-
мости осадки грунта от масссы проходящего поезда, что согласуется с ранее полученными экспери-
ментальными данными.
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ОБРАБОТКА В СИСТЕМЕ ScientificView
РЕЗУЛЬТАТОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТРЕХМЕРНЫХ СТРУКТУРИРОВАННЫХ СЕТОК
И АДАПТИВНО-ВСТРАИВАЕМЫХ ПОДСЕТОК

А. Л. Потехин
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Универсальность параллельной системы постобработки ScientificView, обеспечиваю-
щей визуализацию результатов компьютерного моделирования, требует поддержки раз-
личных типов представления данных: двумерных и трехмерных, заданных на струк-
турированных и неструктурированных сетках, а также данных, заданных на наборах
материальных точек (кластеры, молекулы, частицы).
Ряд моделирующих программ использует структурированные сетки с адаптивно-

встраиваемыми подсетками для локального детального описания геометрии изделий
или протекающих физических процессов. В данной работе описываются особенности
реализации алгоритмов ScientificView, обеспечивающих графическую обработку такого
типа данных в трехмерной постановке.

Ключевые слова: системы научной визуализации, постобработка результатов, мате-
матическое моделирование, адаптивно-встраиваемые подсетки.

Введение

Использование структурированных сеток при
моделировании физических процессов позволя-
ет использовать относительно простые счетные
схемы, быстро реализовывать параллельные ва-
рианты алгоритмов для счета и препостпроцес-
синга. Данный подход также предлагает про-
стое решение для повышения уровня детализа-
ции — простое измельчение сетки вдоль индексов
ячеек, но в то же время подобное измельчение
из-за жесткости структуры сеток часто приво-
дит к резкому увеличению числа счетных ячеек
даже там, где это не требуется.

Для решения данной проблемы численные
методики математического отделения РФЯЦ-
ВНИИЭФ "Д" [1] и ЭГАК [2] использу-
ют адаптивно-встраиваемые подсетки (адаптив-
ность), т. е. проводят дополнительное дробле-
ние ряда ячеек основной структурированной сет-
ки (рис. 1) с вводом дополнительных значений
физических величин в подъячейках.

Из рис. 1 видно, что представление адаптив-
ности для указанных двух методик имеет ряд
различий. В методике "Д" проводится разбие-

ние ячеек основной сетки регулярным образом.
Адаптивность для методики ЭГАК имеет более
сложную структуру: разбиение ячеек произво-
дится иерархически. Ячейки основной сетки мо-
гут быть разбиты на 8 частей (в трехмерном слу-
чае), каждая часть, в свою очередь, также мо-
жет быть разбита на 8 частей. Между соседни-
ми ячейками не допускается разница в уровнях
дробления более одного, максимальный уровень
дробления основной сетки — пять.

Другими отличиями представления адаптив-
ности в ЭГАК от представления в методике "Д"
являются:
– отсутствие в файле информации о коорди-

натах адаптивных подъячеек. Это связано
с тем, что координаты могут быть явно вы-
числены из основной сетки линейной интер-
поляцией, поскольку методика ЭГАК про-
водит счет на неподвижных прямоугольных
сетках. Явное вычисление позволяет умень-
шить расход дискового пространства и уско-
рить процесс получения координат по срав-
нению с чтением из файла;

– для каждой ячейки основной сетки мо-
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Рис. 1. Адаптивность методик "Д" (а) и ЭГАК (б ). Синим контуром обведена одна из раздробленных ячеек
основной сетки

жет быть задана информация о несколь-
ких уровнях дробления, а также тополо-
гии и значениях величин на каждом уровне.
В рамках одной задачи могут встречать-
ся ячейки с разным максимальным уровнем
дробления.

Очевидно, что для полноценного графическо-
го анализа результатов моделирования с исполь-
зованием адаптивности система визуализации
должна обеспечивать возможность отображения
данных как на основной, так и адаптивной сет-
ках.

В математическом отделении РФЯЦ-
ВНИИЭФ основным средством визуальной
обработки результатов компьютерного моде-
лирования является параллельная система
постобработки ScientificView [3]. Особенностям
реализации алгоритмов ScientificView, обес-
печивающих графическую обработку данных
указанного типа в трехмерной постановке,
посвящена данная работа.

Выбор схемы реализации.
Первичная инициализация данных

На этапе постановки задачи рассматривались
два возможных варианта реализации:
1. Преобразование структурированных сеток с

адаптивностью в неструктурированные на
стадии первичной инициализации, т. е. при
чтении данных из файла. В ScientificView
на тот момент уже была реализована обра-

ботка данных на неструктурированных сет-
ках, что позволило бы воспользоваться все-
ми необходимыми алгоритмами. В то же
время экспертная оценка данного варианта
решения с точки зрения расхода оператив-
ной памяти и скорости обработки показала
низкую потенциальную эффективность.

2. Реализация специализированных дополни-
тельных структур данных и алгоритмов для
явной обработки адаптивности в дополне-
ние к программным средствам по обработ-
ке структурированных сеток. Несмотря на
дополнительные трудозатраты на реализа-
цию данное решение обещало более эконом-
ный расход памяти и более высокую ско-
рость работы. При первичной инициализа-
ции не обязательно проводить чтение всех
адаптивных данных, достаточно получить
данные по видимым ячейкам, выходящим
на поверхность области. Потенциально по-
является возможность управления уровнем
детализации в адаптивных ячейках и при
необходимости возможность отказа пользо-
вателя от обработки адаптивных данных во-
все.

В результате анализа в качестве решения был
выбран вариант 2 с явной обработкой адаптив-
ных данных. Для хранения структурированной
трехмерной сетки в ScientificView используют-
ся шесть однотипных объектов (далее топологи-
ческие плоскости), каждый из которых хранит
и обрабатывает множество граней трехмерных
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ячеек, выходящих на одну границу сетки с мак-
симальным или минимальным значением одно-
го из индексов: imin, imax, jmin, jmax, kmin, kmax.
Никакой информации о внутреннем содержимом
сетки в оперативной памяти не хранится, при
необходимости эти данные считываются с диска.
Для первичной инициализации данных об адап-
тивности каждая топологическая плоскость бы-
ла расширена специальным контейнером, храня-
щим адаптивные данные, принадлежащие соот-
ветствующей внешней границе сетки. Один эле-
мент контейнера хранит структуру для обработ-
ки адаптивного разбиения одной грани ячейки
основной сетки: число разбиений, распределение
текущей физической величины по адаптивным
подъячейкам, их координаты. На рис. 2 отоб-
ражены три видимые топологические плоскости,
на каждой из них синим цветом выделено три
ячейки основной сетки, в которых задана адап-
тивность. Схематично отражено представление
этих данных в контейнере.

При смене величины, выбираемой пользовате-
лем для цветовой интерпретации, выполняется
следующая последовательность действий:

1. Если текущая величина задана как для яче-
ек основной сетки, так и для подъячеек (да-
лее будем называть такую величину адап-
тивной), организуется цикл по шести топо-
логическим плоскостям, а на каждой итера-
ции этого цикла — перебор ячеек, выходя-
щих на соответствующую границу сетки.

2. Если текущая ячейка является адаптивной,
читается из файла вся информация о ней.
Определяется число разбиений, считывают-
ся (для варианта ЭГАК вычисляются) ко-

Рис. 2. Топологические плоскости основной сетки и контейнеры для хранения структур адаптивных
данных

ординаты и значение величины в каждой
подъячейке, формируется элемент контей-
нера.

3. При отображении основной сетки пропуска-
ются адаптивные ячейки, вместо них пока-
зываются подъячейки из контейнеров.

Нетрудно видеть, что предложенная схема
фактически подстроена под представление адап-
тивности для методики "Д". Представление
адаптивности методики ЭГАК при отображении
в ScientificView также приводится к регулярному
виду, как показано на рис. 3.

Это позволяет в значительной степени унифи-
цировать программный код и уменьшить расход
оперативной памяти за счет простоты использу-
емых структур. В целом из рис. 3 видно, что
регулярная структура принципиально позволя-
ет передать распределение величин на сетке для
любого уровня дробления. Более того, при вы-
ключенном отображении границ ячеек изобра-
жения в методике и в ScientificView будут пол-
ностью совпадать.

Отображение результатов фильтрации
с учетом адаптивности

Для графической обработки в ScientificView
используется система алгоритмов фильтрации
(далее фильтров), предназначенная для скры-
тия части данных или их преобразования по
различным критериям. Большинство фильтров
можно отнести к двум большим группам: остав-
ляющим без преобразования подмножество яче-
ек исходной сетки (например, отсеивание ячеек
структурированной сетки с индексами вне ука-
занных диапазонов) и формирующим принципи-
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Рис. 3. Представление адаптивности для методики ЭГАК: а — в самой методике; б — в ScientificView
(при заказанном пользователем отображении с уровнем дробления 3). Синим контуром обведены границы
центральной раздробленной ячейки основной сетки

ально новое множество данных (например, ре-
зультат сечения ячеек сетки плоскостью).

В настоящий момент обеспечивается отобра-
жение с использованием адаптивных величин
для фильтров первой группы. Данная возмож-
ность продемонстрирована на рис. 4 на примере
фильтра "Скрытие полупространства геометри-
ческой фигурой"; в данном случае, скрывается

Рис. 4. Отображение результатов применения фильтра "Скрытие полупространства геометрической фи-
гурой": а — используются величины только с основной сетки; б — используются также данные адаптив-
ных ячеек

полупространство по одну из сторон заданной
плоскости.

Для обеспечения указанной возможности в
структуры для хранения результатов фильтра-
ции добавлен одиночный контейнер, аналогич-
ный тем, что используются при отображении са-
мой структурированной сетки. Логика работы
фильтра состоит в следующем:
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1. Определение множества ячеек основной сет-
ки, отфильтрованных согласно правилам
конкретного алгоритма фильтрации, добав-
ление видимых граней, выходящих на по-
верхность фильтра.

2. Если текущая величина адаптивная, выбор
видимых граней, принадлежащих адаптив-
ным ячейкам. Чтение из файла значений
текущей величины для видимых подъячеек,
заполнение контейнера.

3. Отображение результатов: для обычных
ячеек — из базовых структур фильтра, для
подъячеек — на основе данных контейнера.

Рис. 5. Результаты работы фильтров "Интервал" (а), "Проба" (б ), "Слой граней" (в), "Регулярная
подобласть" (г), при отображении которых используется распределение адаптивных данных

На рис. 5 показаны результаты работы филь-
тров "Интервал" (скрытие множества ячеек,
значения физических величин в которых лежат
вне заданного диапазона), "Проба" (построение
нескольких слоев ячеек основной сетки вокруг
выбранного узла или ячейки), "Слой граней"
(выделение множества граней, для которых один
из регулярных индексов равен заданной кон-
станте), "Регулярная подобласть" (скрытие яче-
ек регулярной области с индексами вне указан-
ных диапазонов). Во всех случаях при отобра-
жении используется распределение адаптивных
данных.
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Реализация учета адаптивности
при работе фильтра "Интервал"

Один из наиболее востребованных алгоритмов
фильтрации в ScientificView — фильтр "Интер-
вал". Очевидно, что возможность учета значе-
ний величин в дробных ячейках при работе та-
кого алгоритма позволит получить более детали-
зированную картину.

Рассмотрим работу модернизированного (с
учетом адаптивности) алгоритма на примере
данных, показанных на рис. 6. Пусть поль-
зователь желает выделить в качестве результа-
тов работы фильтра "Интервал" множество яче-
ек светло-зеленого цвета, а голубые исключить
из рассмотрения.

Это достигается последовательностью следу-
ющих реализованных в фильтре действий:
1. Перебираются все ячейки основной сетки.

Если текущая ячейка должна попасть в ре-
зультат фильтрации, а соседняя с ней — нет,
то разделяющая их грань добавляется в ре-
зультат фильтрации, поскольку выходит на
границу фильтра. На рис. 6 все такие грани
отмечены красными линиями. Данный этап
был реализован ранее и не потребовал мо-
дернизации при поддержке адаптивности.

2. Если ячейка основной сетки является адап-
тивной (см. выделенную синим контуром

Рис. 6. Данные с адаптивностью для иллюстрации
принципов работы фильтра "Интервал"

ячейку на рис. 6), происходит чтение дан-
ных по распределению величин в ней, все
данные преобразуются к структурирован-
ному виду (в том числе для методики
ЭГАК). На полученной структурированной
подсетке запускается процедура, напоми-
нающая работу фильтра на основной сет-
ке. Также формируется набор поверхност-
ных граней для множества подъячеек (на
рис. 6 они отображены темно-зелеными ли-
ниями). Для хранения таких граней подъ-
ячеек сформирована еще одна структура
данных, схожая со структурой, используе-
мой для хранения результатов фильтрации
основной сетки.

3. При смене отображаемой величины проис-
ходит обновление данных в обеих структу-
рах — для ячеек основной и адаптивной
сеток. За счет того, что все подъячейки
одной ячейки основной сетки обрабатыва-
ются последовательно, удалось оптимизи-
ровать чтение данных из внешней памяти,
уменьшив количество файловых операций.

4. При отображении используются данные из
двух структур, сформированных по основ-
ной и адаптивной сеткам. Они показывают-
ся в рамках одного изображения, создавая
иллюзию единого целого (рис. 7).

Поддержка интерактива

Под интерактивом в рамках ScientificView по-
нимается возможность выбора пользователем с
помощью "мыши" интересующих его сеточных
элементов (ячеек и/или узлов) для просмотра
значений сеточных величин в них и проведения
ряда сервисных операций. Например, узлы сет-
ки могут выбираться в качестве опорных точек
при построении сечения плоскостью. В основе
программных средств для выбора сеточных эле-
ментов лежат специальные операции, определя-
ющие взаимное положение курсора мыши и объ-
ектов. При модернизации этих операций для
поддержки адаптивности одна из задач заклю-
чалась в разработке алгоритмов, направленных
на уменьшение времени определения выбранно-
го объекта.

Модернизированные алгоритмы выполняются
в два этапа. На первом этапе анализу подверга-
ются только объекты основной сетки. Если наи-
более близкой к положению "мыши" признана
ячейка, не содержащая адаптивности, либо узел
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Рис. 7. Результат работы фильтра "Интервал" с учетом адаптивности

основной сетки, то этот объект и считается вы-
бранным.

Если произошел выбор грани ячейки с адап-
тивностью, система переходит на второй этап,
на котором запускается анализ граней и узлов
для подъячеек выбранной ячейки основной сет-
ки. Поскольку на втором этапе, как правило,

Рис. 8. Отбор граней адаптивных подъячеек (четырехугольники красного цвета на синем фоне) и про-
смотр значений величин в одной из ячеек

анализу подвергаются около 100 объектов, та-
кая схема работает значительно быстрее по срав-
нению со случаем анализа всех без исключения
объектов адаптивной сетки.

Пример отбора граней адаптивных подъячеек
и просмотра значений величин в них показан на
рис. 8.
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Заключение

В параллельной системе постобработки
ScientificView реализованы структуры данных и
алгоритмы, обеспечивающие графический ана-
лиз результатов моделирования с использова-
нием трехмерных структурированных сеток и
адаптивно-встраиваемых подсеток.

Для результатов моделирования по методи-
кам ЭГАК и "Д", использующим разные спосо-
бы адаптивного разбиения сеточных элементов,
обеспечена цветовая интерпретация распределе-
ния величин как на исходных данных, так и на
полученных в результате графической обработ-
ки с помощью алгоритмов фильтрации "Интер-
вал", "Проба", "Слой граней", "Регулярная под-
область" и "Скрытие полупространства геомет-
рической фигурой". Значения сеточных величин
в интересующих ячейках и узлах также можно
узнать явно, путем их выбора с помощью "мы-
ши".

Реализованные в ScientificView новые возмож-
ности позволяют более детально оценить резуль-
таты проведенного моделирования, сделав полу-
ченные изображения более качественными и точ-
ными.
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АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ДВОЙСТВЕННЫХ СЕТОК
В ЗАДАЧАХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ГИДРОГЕОЛОГИИ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЯ

М. Л. Сидоров, Т. С. Агапова
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Представлена возможность построения двойственной сетки в параллельном режи-
ме, реализованная в сеточном генераторе цифрового продукта "Логос Гидрогеология".
Рассматривается двойственная сетка, состоящая из многогранных ячеек и строящаяся
на базе основной сетки, ячейками которой являются тетраэдры, призмы, гексаэдры и
пирамиды. Рассмотрена концепция программы и приведено описание алгоритма по-
строения двойственной сетки, используемого в сеточном генераторе. Указаны особен-
ности работы сеточного генератора, которые могут возникать при построении сеточ-
ных моделей в параллельном режиме, и ограничения метода построения двойственных
сеток. На примерах тестовых и реальных моделей территорий продемонстрированы
получающиеся сеточные модели. Приведены результаты построения сеточных моделей
в последовательном и параллельном режимах.
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Введение

Основным способом, позволяющим получить
количественные пространственно-временные ха-
рактеристики воздействия ядерных и радиаци-
онно опасных объектов на природную среду, в
частности недра, является компьютерное моде-
лирование процесса движения подземных вод
(геофильтрации) и связанного с ним подземно-
го массопереноса (геомиграции). При примене-
нии сеточных методов в таких задачах часто воз-
никает проблема построения анизотропной сетки
на территории большой площади. Сложная ли-
тологическая структура геологической модели
описывается неструктурированной сеткой, на-
пример из тетраэдров, но при моделировании
геомиграции загрязнителей подземных вод для
более качественного описания ореола загрязне-
ния предпочтительней использовать вместо нее
многогранную сетку. Современные вычисли-
тельные мощности позволяют детально описы-
вать процессы геофильтрации/геомиграции под-
земных вод, используя модели с десятками мил-
лионов ячеек. Поэтому возникает вопрос быст-
рого построения как основных, так и двойствен-

ных (многогранных) сеток. Решить вопрос быст-
рого построения многогранных сеток можно с
использованием параллельных вычислений при
генерации таких сеток. Алгоритм генерации
двойственной сетки в режиме распараллелива-
ния представлен в данной статье.

Концепция программы

Генератор сеток, работающий в параллельном
режиме в цифровом продукте "Логос Гидро-
геология" [1], является модификацией запатен-
тованного генератора программного комплекса
НИМФА [2, 3]. Генератор применяется при по-
строении моделей техногенно-нагруженных тер-
риторий при моделировании задач подземной
гидродинамики. Распараллеливание генерации
осуществляется с помощью интерфейса MPI.

Для построения двойственной сетки в па-
раллельном режиме используется построенная
также в параллельном режиме сеточная модель
территории (основная сетка), состоящая из неко-
торого числа слоев. Сетка в слоях может состо-
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ять из тетраэдров, призм, пирамид, гексаэдров и
любых других многогранников. При построении
двойственной сетки используется гибридный тип
многогранной ячейки. В ее создании участвуют
центры ячеек основной сетки и в случае необхо-
димости — центры ребер и граней1.

Стоит отметить, что в задачах гидрогеоло-
гии/гидрологии используются как основные сет-
ки (например, в GeRa [4], FEFLOW [5]), так
и двойственные (например, в HEC-RAS [6],
MODFLOW-USG [7]).

Алгоритм построения двойственной сетки

Алгоритм построения двойственной сетки от-
личается от метода, используемого в препроцес-
соре пакета программ "Логос" [8], в следующих
аспектах:
– способ хранения основной сетки;
– способ получения составных частей много-

гранной ячейки;
– применимость к ячейкам основной сетки об-

щего вида;
– распараллеливание с помощью MPI.

При описании алгоритма используются поня-
тия граничных и внутренних примитивов сетки
(узлов, ребер и граней). Граничные примитивы
находятся на поверхностной сетке области мо-
делирования. Внутренние примитивы находятся
полностью или частично2 внутри области.

Построенная в параобласти основная сетка
хранится в оперативной памяти в виде трех мас-
сивов — узлов, граней и ячеек, т. е. сетка пред-

ставлена в формате узел—грань—ячейка. Для
более удобного построения двойственной сет-
ки производится конвертация данного форма-
та основной сетки в формат узел—ребро—грань.
Краткое описание форматов хранения сеток при-
ведено в табл. 1.

После этого преобразования формирование
двойственной сетки происходит по следующему
алгоритму:

1. Создаются внутренние узлы двойственной
сетки: они расположены в центрах ячеек ос-
новной сетки (тетраэдрах, призмах и т. д.).

2. Создаются граничные узлы двойственной
сетки: они располагаются в центрах гранич-
ных граней (треугольников) основной сетки.

3. Создаются дополнительные граничные уз-
лы двойственной сетки в серединах гранич-
ных ребер основной сетки. Узел создается
только тогда, когда ребро является жест-
ким. Значение двугранного угла (рис. 1),
при котором граничное ребро считается
жестким, задается пользователем3. На
рис. 1, а двугранный угол меньше заданного
пользователем угла в 90 ◦, ребро V1V2 явля-
ется жестким. На рис. 1, б двугранный угол
больше 90 ◦, т. е. ребро нежесткое.

4. Создаются дополнительные граничные уз-
лы двойственной сетки в граничных узлах
основной сетки.

5. Создаются грани двойственной сетки во-
круг внутренних и граничных ребер основ-
ной сетки.

Таблица 1
Основные атрибуты хранения примитивов сетки

Примитив Основная сетка, Двойственная сетка,
формат узел—грань—ячейка формат узел—ребро—грань

Узел Координаты x, y, z Координаты x, y, z; ссылка на ребро
Ребро − Номера двух узлов; ссылка на грань
Грань Номера узлов; ссылка на две ячейки Номера ребер; ссылки на грани с двух сторон
Ячейка Номера граней −

1Как правило, использование центров ребер и граней
возникает при построении двойственной сетки в сильно
анизотропной по глубине основной сетке.

2У ребра может быть граничным один узел. У грани
могут быть граничными несколько ребер, но не все.

3При вызове генератора внутри расчетной программы
продукта "Логос Гидрогеология" дополнительно жестки-
ми ребрами считаются все ребра на стыке боковой грани-
цы модели и кровли/подошвы слоя.
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Рис. 1. Жесткое (а) и нежесткое (б) граничные ребра

Для внутреннего ребра используются спис-
ки ячеек4 основной сетки, расположенных
вокруг ребра (на рис. 2, а для ребра V1V2

это пять тетраэдров: DV1V2A, AV1V2B,
BV1V2C, CV1V2F , FV1V2D), и ассоциирован-
ных с ними внутренних узлов двойственной
сетки, полученных на шаге 1. В результате
получается пятиугольная грань GHIJK.

Для граничного ребра используются списки
ячеек основной сетки вокруг данного реб-
ра и ассоциированных с ними внутренних
узлов двойственной сетки, а также привле-
каются центры граничных граней основной
сетки и центр рассматриваемого ребра. На
рис. 2, б это два узла E и D, расположенные
в центрах тетраэдров V1V2V4V5 и V1V2V3V5,
два узла A и C в центрах граничных граней
V1V2V4 и V1V2V3, а также узел B в середине
граничного ребра V1V2. В результате полу-
чается пятиугольная грань ABCDE.

6. Создаются грани двойственной сетки вокруг
граничных узлов основной сетки, как пока-
зано на рис. 3. Для граничного узла исполь-
зуются списки граничных граней основной
сетки вокруг узла и ассоциированных с ни-
ми граничных узлов двойственной сетки с
шага 2. На рис. 3 это три пятиугольные
грани вокруг узла V1: V1GFEI, V1IDCH,
V1HGAB. Их количество связано с тремя
жесткими ребрами V1V2, V1V3, V1V4.

7. Создаются ячейки двойственной сетки во-
круг каждого узла основной сетки (внутрен-
него и граничного) из граней, полученных
на шагах 5, 6.

8. Основная сетка удаляется.

4Так как используется формат хранения узел—ребро—
грань, то ячеек как таковых нет, есть лишь множество
граней, которое считается "ячейкой".

Рис. 2. Построение грани двойственной сетки вокруг
внутреннего (а) и граничного (б) ребра V1V2 основной
сетки

Рис. 3. Построение граничных граней двойственной
сетки вокруг граничного узла V1 основной сетки

После выполнения данного алгоритма двой-
ственная сетка имеет формат узел—грань—
ячейка.

Корректность двойственной сетки устанавли-
вается путем проверки каждого многогранника
по критерию звездности5 [9].

5Star-shaped test — проверка на положительность всех
объемов тетраэдров, составляющих данный многогран-
ник и имеющих общую вершину в центре многогранника.
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На данный момент метод не позволяет постро-
ить двойственную сетку, если в основной сетке
возникает одна из двух ситуаций: 1) в гранич-
ном узле V1 сходятся граничные грани, образую-
щие несвязное множество; 2) на граничном реб-
ре V1V2 сходятся более двух граничных граней
(рис. 4).

Рис. 4. Случаи отказа построения ячейки двойствен-
ной сетки

Особенности выполнения алгоритма
в параллельном режиме

Для описания выполнения алгоритма в па-
раллельном режиме следует ввести определения
множеств в соответствии с типами ячеек сетки.

В однопроцессорном режиме работы все ячей-
ки основной сетки принадлежат K-множеству, в
параллельном же — трем множествам (типам)
(рис. 5, а): K (kernel, ядерные), S (shell, оболо-
чечные), U (uncalculated, несчетные). Ячейки
ядерного множества K соседствуют с ячейками
оболочечного типа S и не соседствуют с несчет-
ными ячейками (тип U), которые рассчитывают-
ся на соседних процессорах. Ячейки оболочечно-
го типа S соседствуют с ядерными и несчетны-
ми ячейками для рассматриваемого процессора
и являются несчетными для соседнего процессо-
ра. Ячейки несчетного типа U не рассчитывают-
ся на рассматриваемом процессоре и являются
оболочечными для соседних процессоров.

Рис. 5. Распределение ячеек по множествам в основ-
ной (а) и двойственной (б) сетках

Для выполнения алгоритма в параллельном
режиме ячейки двойственной сетки распределя-
ются по четырем множествам (типам) (рис. 5, б):
KK, KS, SU , UU . Такое распределение ячеек
аналогично распределению ячеек из работы [10].
Критерием определения типа ячейки двойствен-
ной сетки, полученной вокруг узла основной сет-
ки, служит комбинация типов ячеек, окружаю-
щих данный узел. Ячейки типаKK соседствуют
с ячейками типа KS; ячейки типа KS — с ячей-
ками типа KK, SU ; ячейки типа SU — с ячейка-
ми типа KS, UU ; ячейки типа UU соседствуют
с ячейками типа SU .

При реализации алгоритма следует учиты-
вать, что в силу ограничений параллельного по-
строения основной сетки многогранные ячейки
UU -множества в двойственной сетке являются
недостроенными из-за дефицита ячеек основной
сетки. На примере параобласти, ограниченной
контуром области моделирования Γ1 и границей
параобласти Γ2 (см. рис. 5, а), видно, что от гра-
ницы Γ2 в рассматриваемой параобласти можно
построить максимум один слой ячеек основной
сетки (тетраэдры, призмы с треугольным осно-
ванием и пирамиды), которые будут принадле-
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жать U -множеству, что вызывает дефицит яче-
ек основной сетки. Дефицит ячеек приводит к
тому, что при построении многогранной ячей-
ки в двойственной сетке возникают случаи, ко-
гда вместо ячейки с гранью ABCDEFGHJ
(см. рис. 5, б), как это было бы в однопроцес-
сорном режиме, получаются ячейка с гранью
ABCDEF , рассчитываемая на одном процессо-
ре, и ячейка с гранью AFGHJ — на другом про-
цессоре.

Таким образом, двойственная сетка, получен-
ная в параллельном режиме, не совпадает с сет-
кой, полученной в однопроцессорном режиме, в
местах, где проходят границы между параобла-
стями. Данную проблему можно решить, поль-
зуясь введенным распределением ячеек двой-
ственной сетки по четырем множествам и уда-
лением ячеек SU - и UU -множеств в разных па-
раобластях по правилам, описанным ниже.

Схематическое расположение ячеек в параоб-
ластях показано на примере двух параобластей,
рассчитываемых на двух процессорах (рис. 6).
Соседние параобласти имеют пересечения по
трем множествам ячеек: KS, SU , UU . Обра-
зами KS-ячеек на первом процессоре являются
UU -ячейки со второго процессора, образами SU -
ячеек первого процессора –– SU -ячейки второго
процессора, образами UU -ячеек первого процес-
сора –– KS-ячейки второго процессора.

Для дальнейшей обработки сетка на каждом
процессоре не должна иметь наложений. Что-
бы получить такую сетку, сначала выполняется
удаление ячеек множества UU со всех процес-
соров. После этого необходимо удалить ячейки
SU -множества, которые одновременно находят-
ся на нескольких процессорах. Такая информа-
ция появляется в результате перекрестного обме-
на данными о распределении ячеек между про-
цессорами. На рис. 7 ячейкам SU -множества,
расположенным на нескольких процессорах (в
нескольких параобластях), соответствуют обла-
сти, закрашенные темным цветом.

Рис. 6. Ячейки на двух процессорах

Рис. 7. Обмен данными между процессорами

На процессоре ячейка остается в SU -
множестве только в одном из двух случаев:
1) ячейка находится только на этом процессоре;
2) номер процессора больше номеров соседних
процессоров, где есть эта же ячейка. В случае,
изображенном на рис. 8, повторные ячейки
множества SU удалены с процессоров 1—4.

Для расчета задач в параллельном режиме в
цифровом продукте "Логос Гидрогеология" ис-
пользуется распределение ячеек параобластей по
трем множествам K, S, U . Поэтому ячейки
двойственной сетки из множеств KK, KS, SU
снова переводятся во множества K, S следую-
щим образом: KK → K , KS → K, SU → S.
Несчетный слой U в дальнейшем добавляется
способом, описанным в [3].

Рис. 8. Параобласти без пересечений по множе-
ству SU

Сшивание двойственных сеток
разных слоев

После формирования ячеек двойственной сет-
ки в каждом слое (рис. 9) необходимо выполнить
сшивку между слоями.
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Рис. 9. Сформированные ячейки двойственной сетки в слоях

Рассмотрим две ячейки с разных слоев двой-
ственной сетки, имеющие соответственно грани
A1B1C1D1E1F1 и A2B2C2D2E2F2 (рис. 10), кото-
рые порождены узлами C и F граничных граней
ABC и DEF основной сетки (рис. 11). Так как
грани ABC и DEF принадлежат вертикальной
колонне ABCDEF , построенной методом, опи-
санным в работе [3], то их центры B1 и B2 рас-
положены на одной вертикали.

Аналогично можно показать, что каждая пара
вершин A1A2, . . ., F1F2 граничных граней двой-
ственной сетки находится на одной из вертикаль-
ных линий a, . . . , f (рис. 12), т. е. координаты
x, y у данных вершин совпадают. Этот факт ис-
пользуется для быстрого поиска граней при сши-
вании сеток в слоях (рис. 13).

После этого сеточная модель считается закон-
ченной и подготовленной для дальнейшей ини-
циализации на ней данных и последующего рас-
чета.

Рис. 10. Ячейки двойственной сетки из соседних сло-
ев

Рис. 11. Колонна ячеек основной сетки

Рис. 12. Проекции узлов и граничных граней двой-
ственной сетки на поверхностную основную сетку
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Рис. 13. Сшивка двух ячеек двойственной сетки из
соседних слоев

Примеры построенных
двойственных сеток

Продемонстрируем работоспособность про-
граммы построения двойственных сеток в соста-
ве сеточного генератора "Логос Гидрогеология"
при ее использовании в последовательном и па-
раллельном режимах на двух тестовых и одной
реальной задачах.

Однослойная сеточная модель. Область
моделирования состоит из одного слоя, проекция
области моделирования на плоскость OXY по-
казана на рис. 14. Внутри области моделирова-
ния задана зона, представляющая наибольший
интерес, с дополнительной детализацией, кото-
рая необходима для получения в этой зоне чис-
ленного решения высокой точности.

Особенности модели:
– поверхность, описывающая подошву6 слоя

модельной области, задается уравнением
z = 0;

– поверхность, описывающая кровлю7

(рис. 15), задана таблично;
– во всей области моделирования, кроме об-

ласти с детализацией, размер вертикальных
ребер задан равным 0,5м;

– внутри области с детализацией длина верти-
кальных ребер равна 0,1м.

На рис. 16 показаны используемая в процессе
построения двойственной сетки основная сетка
и ее разрез. Данный слой сетки из тетраэдров

6Подошва — поверхность, ограничивающая слой сни-
зу.

7Кровля — поверхность, ограничивающая слой сверху.

Рис. 14. Проекция на плоскость OXY области моде-
лирования однослойной сеточной модели

построен с использованием метода, реализован-
ного в "Логос Гидрогеология". Для демонстра-
ции возможности сеточного генератора строить
сетки с детализацией на рис. 16, б в разрезе мо-
дели показано сгущение сетки по оси OZ внутри
области, где была изначально задана дополни-
тельная детализация.

На базе полученной основной сетки создава-
лась двойственная сетка в пласте. Фрагмент об-
ласти с многогранниками показан на рис. 17.

Основная и двойственная сеточные модели в
рассматриваемом примере построены в последо-
вательном режиме.

Однослойная сеточная модель с числом
ячеек больше 1млн. Для тестирования ра-
боты программы в параллельном режиме была
выбрана модель пласта неоднородной мощности
(рис. 18). Цветом показаны уровни абсолютной
отметки рельефа.

Построение сетки выполнялось на персональ-
ном компьютере Intel(R) Core(TM) i7-10700 CPU
@ 2.90GHz 2.90 GHz.

Сетки, построенные сеточным генератором в
"Логос Гидрогеология", имеют следующие пара-
метры:

– на поверхностной сетке 144 266 треугольни-
ков;

– в основной сетке 10 640 398 тетраэдров;
– в двойственной сетке 1 852 309 многогранни-

ков.

Расход оперативной памяти при построении се-
ток не превышал 15Гб.

Результаты построения сеточной модели при-
ведены в табл. 2, 3. Здесь ускорение вычисляется
по формуле S = t1/tn, где t1 –– время построе-
ния сетки на одном ядре, tn — время построения
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Рис. 15. Поверхность кровли однослойной сеточной модели

Рис. 16. Основная сетка для однослойной сеточной модели: а — общий вид; б — в разрезе
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Рис. 17. Фрагмент двойственной сетки для однослойной сеточной модели

Рис. 18. Модель пласта неоднородной мощности

Таблица 2
Результаты построения основной сетки на разном количестве ядер

Параметр 1 ядро 2 ядра 4 ядра
Время генерации, с 365 198 118
Скорость генерации, тыс. ячеек/с 29,1 53,7 90,1
Ускорение 1 1,845 3,096
Эффективность, % 100 92,2 77,4
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Таблица 3
Результаты построения двойственной сетки на разном количестве ядер

Параметр 1 ядро 2 ядра 4 ядра
Время генерации, с 45 25 15
Скорость генерации, тыс. ячеек/с 40,5 73 121,6
Ускорение 1 1,802 3,002
Эффективность, % 100 90,1 75
Минимальное число ячеек в параобластях 1 852 309 913 774 455 619
Максимальное число ячеек в параобластях 1 852 309 936 535 472 788

сетки на n ядрах. Эффективность вычисляется
по формуле E = S/n ·100 %, где n –– число ядер,
используемых при построении сетки.

Пример того, как выглядят параобласти при
построении двойственной сетки на двух процес-
сорах, приведен на рис. 19. На рис. 20 приведен
вид двойственной сетки внутри сеточной модели
с более грубым разбиением, также построенной
в параллельном режиме на двух процессорах.

Рис. 19. Вид параобластей, построенных на двух процессорах для модели пласта: а — общий вид; б —
разрез по границе между параобластями

Рис. 20. Двойственная сетка внутри двух параобластей в модели пласта

Трехслойная сеточная модель террито-
рии. На примере модели территории вбли-
зи Черемшанского залива Куйбышевского водо-
хранилища (рис. 21) демонстрируется построе-
ние сеточной модели, состоящей из трех слоев
(рис. 22). При построении сетки использовалась
описанная процедура сшивки сеток между слоя-
ми.
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Рис. 21. Модель реального объекта

Рис. 22. Распределение ячеек по трем слоям в модели реального объекта

Основная сетка в первом слое состояла из тет-
раэдров, в двух остальных — из призм. На
рис. 23 показан разрез сеточной модели с двой-
ственной сеткой, где видны многогранники пер-
вого слоя и призмы с многоугольными основани-
ями в двух других слоях.

Заключение

В статье приведено описание алгоритма гене-
рации двойственной сетки в параллельном режи-
ме и продемонстрирована его работоспособность
на тестовых и реальных данных в последова-
тельном и параллельном режимах. Построенная

в режиме распараллеливания с использованием
MPI основная сетка преобразуется в двойствен-
ную.

Алгоритм является общим и может быть при-
менен к сетке, состоящей из произвольных яче-
ек. Преобразование основной сетки в двойствен-
ную по описанному алгоритму позволяет стро-
ить геофильтрационные и геомиграционные се-
точные модели техногенно-нагруженных терри-
торий с учетом нужного для расчета числа вы-
числительных ядер без передекомпозиции.

Описанный алгоритм реализован в сеточном
генераторе цифрового продукта "Логос Гидро-
геология".
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Рис. 23. Разрез сеточной модели реального объекта (а) и его фрагмент (б)
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