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НА УДАЛЕННОМ ПРИЕМНИКЕ ПРИ НЕИДЕАЛЬНОМ ФАЗОВОМ СОПРЯЖЕНИИ 

 
Немцева Анна Викторовна (oefimova@otd13.vniief.ru), Богачев Владимир Александрович,  

Стариков Федор Алексеевич 
 

ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», г. Саров Нижегородской обл. 
 
 

Представлены результаты численных расчетов осевой интенсивности лазерного излучения, 
сфокусированного через турбулентную атмосферу на удаленный приемник с использованием 
адаптивной оптической системы фазового сопряжения исходящего лазерного пучка опорному 
пучку. Предполагалось, что адаптивная фазовая коррекция исходящего лазерного и опорного 
пучков была неидеальной. Цель работы состояла в получении простых численных оценок лазер-
ной интенсивности на удаленном приемнике, которые описывали бы результаты детального 
численного расчета. Проводить данные оценки предложено по параметрам частично скорректи-
рованных опорного и лазерного пучков. Получено, что интенсивность лазерного пучка на при-
емнике нельзя однозначно связать со значениями угловой расходимости лазерного и опорного 
пучков. Предложен альтернативный способ численной оценки осевой интенсивности излучения 
на приемнике путем проведения корреляционного анализа волновых фронтов лазерного и опор-
ного пучков. Предлагаемый способ может быть реализован на практике. 

Ключевые слова: турбулентная атмосфера, адаптивная оптическая система, фазовое 
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The presents the results of numerical calculations of the axial intensity of a laser beam focused 
through the turbulent atmosphere on a remote receiver using an adaptive optics system. The adaptive 
optics system operation was based on the phase conjugation principle. The adaptive phase correction of 
the outgoing laser beam and reference beam was assumed to be imperfect. The main objective was to 
obtain simple numerical estimations of the laser beam intensity at the remote receiver, which could 
describe the results of the detailed numerical calculation. These estimations were proposed to be carried 
out using the parameters of the partially corrected laser and reference beams. It has been revealed that it 
is impossible to associate the axial laser intensity at the receiver with the values of the angular 
divergence of laser and reference beams. The alternative method of estimation of the axial radiation 
intensity on the receiver using the correlation analysis of the wave fronts of laser and reference beams 
has been proposed. The proposed method can be used in practice. 
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Введение 
 
При решении задач оптической связи и переда-

чи энергии зачастую приходится сталкиваться с во-

просами, связанными с фокусировкой лазерного 
пучка на удаленный приемник через турбулентную 
атмосферу. При этом, как правило, необходимо мак-
симизировать энергетические характеристики излу-
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чения на приемнике. Как известно, наличие фазовых 
неоднородностей в лазерном пучке на выходе из оп-
тической системы, а также влияние турбулентности 
при его распространении в атмосфере приводят к 
ослаблению осевой интенсивности излучения в 
плоскости приемника, вследствие чего качество ра-
боты лазерных систем ухудшается [1]. 

Для того чтобы повысить эффективность фоку-
сировки лазерного пучка в турбулентной атмосфере, 
проводят адаптивную фазовую коррекцию лазерного 
пучка в схеме фазового сопряжения с опорным пуч-
ком [2]. При этом качество лазерного излучения на 
удаленном приемнике характеризуется числом 
Штреля [3]. В [4] были проведены численные оценки 
числа Штреля St при фокусировке лазерного пучка 
на удаленный приемник в условиях неидеальной фа-
зовой коррекции как собственных искажений в исхо-
дящем лазерном пучке, так и турбулентных искаже-
ний в опорном пучке. Согласно [4], St ≈ StR·StL, где 
StR – число Штреля, полученное при коррекции 
опорного пучка, StL – число Штреля, полученное при 
коррекции исходящего лазерного пучка. На практике 
больший интерес представляет оценка осевой интен-
сивности лазерного излучения на приемнике при 
различном уровне коррекции пучков. При этом осе-
вая интенсивность излучения на приемнике одно-
значно связана со значениями числа Штреля St. Од-
нако, в эксперименте измерение числа Штреля 
напрямую в некоторых случаях затруднительно, по-
скольку достаточно трудно (или даже невозможно) 
получить пучок, в котором полностью будут отсут-
ствовать неоднородности фазы. 

В настоящей работе проводятся численные 
оценки осевой интенсивности лазерного излучения 
на удаленном приемнике с использованием парамет-
ров частично скорректированных лазерного и опор-
ного пучков. 

 
Постановка задачи. Численное моделирование 

 
Приемник располагается на заданном 

расстоянии L от примемо-передающей апертуры 
адаптивной системы (z = 0). Опорный источник света 
находится в месте расположения приемника в 
плоскости z = L. Длина волны лазерного и опорного 
излучения λ ≈ 1 мкм. 

Расчет распространения лазерного и опорного 
излучения в турбулентной атмосфере проводился в 
рамках интегрирования параболического уравнения 
для амплитуды поля излучения: 
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где  , ,E x y z  – комплексная амплитуда напряжен-
ности электрического поля излучения, распростра-
няющегося вдоль оси z; 2k     – волновое число; 
  – длина волны лазерного (опорного) излучения; 
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 – оператор Лапласа по поперечным 

координатам (x, y);   – функция, описывающая 
флуктуации диэлектрической проницаемости среды. 

Уравнение (1) решалось численно [5], при этом 
непрерывная оптически неоднородная среда модели-
ровалась дискретным набором фазовых экранов [6]. 
Расчеты проводились для условий умеренной турбу-
лентности, значение параметра Фрида r0 = 9 см [2]. 
Отношение D/r0 ≈ 10, где D – диаметр приемо-
передающей апертуры адаптивной системы. 

Турбулентные искажения в опорном пучке кор-
ректировались с использованием адаптивного зерка-
ла. В качестве функций отклика адаптивного зеркала 
был выбран базис полиномов Цернике [7]. Волновой 
фронт опорного пучка  ,W    раскладывался по 
базису первых n полиномов Цернике: 
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где i – номер полинома; Ci – коэффициент, опреде-
ляющий вклад полинома  ,iZ   в разложение; 

 ,  – полярные координаты. 
Полученное разложение фазы вычиталось из ис-

ходной фазы пучка. Остаточные фазовые искажения 
принимались за фазовую ошибку коррекции волно-
вого фронта пучка первыми n полиномами Цернике 
(Z1÷Zn). 

Исходящий лазерный пучок так же имел фазо-
вые неоднородности, коррекция которых моделиро-
валась аналогичным образом, уровень коррекции 
был ограничен числом полиномов Цернике n, ис-
пользуемых при разложении. 

Для оценки качества коррекции пучков вычис-
лялось число Штреля St. В случае идеальной фазовой 
коррекции лазерного (или опорного) пучков, т. е. 
достижения плоского фазового фронта, StL(StR) = 1. 

После коррекции в волновой фронт исходящего 
лазерного пучка вносились фазовые предыскажения, 
полученные при коррекции опорного пучка, которые 
частично или полностью компенсировались при фо-
кусировке лазерного пучка на приемник согласно 
принципу взаимности [8]. Распределения средней 
интенсивности лазерного излучения на приемнике 
получалось усреднением результатов по ансамблю 
случайных реализаций фазовых экранов (методом 
статистических испытаний). Общий уровень фазовой 
коррекции оценивался по значениям средней осевой 
интенсивности излучения на приемнике. 

 
 

Расчеты фазовой коррекции пучков 
 
В работе рассматривались исходящие лазерные 

пучки с различным уровнем угловой расходимости. 
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Средняя осевая интенсивность 0J  (в отн. ед.) и числа Штреля StL и StR при различных вариантах  

фазовой коррекции лазерного пучка с θ0 ≈ 10·θдифр и опорного пучка [4] 
 
№ варианта 
коррекции 

Уровень коррекции 
опорного пучка StR Уровень коррекции 

лазерного пучка StL 0J , отн.ед. 

1 без коррекции 0,05 без коррекции 0,01 0,0028 
2 Z1÷Z6 0,15 Z1÷Z15 0,06 0,0079 
3 Z1÷Z15 0,33 Z1÷Z21 0,2 0,0294 
4 Z1÷Z55 0,66 Z1÷Z21 0,2 0,053 
5 Z1÷Z28 0,49 Z1÷Z36 0,7 0,132 
6 Z1÷Z36 0,56 Z1÷Z36 0,7 0,149 
7 Z1÷Z55 0,66 Z1÷Z55 0,97 0,230 
8 Z1÷Z105 0,78 Z1÷Z55 0,97 0,273 

 

Профиль интенсивности  42 2
0 exp 2I I r a   

 
, 

где a – радиус пучка. 
Фаза пучков разыгрывалась случайным образом 

с корреляционной функцией гауссова вида. Рассмат-
ривались пучки, расходимость которых превышала 
дифракционный предел (θдифр = 1,5·10–6 рад) в 5 и  
10 раз по уровню доли мощности в пучке в дальней 
зоне 84 %. 

В [4] представлены результаты расчетов 
фокусировки исходящих лазерных пучков на 
удаленный приемник при различных сценариях 
частичной фазовой коррекции как лазерных, так и 
опорного пучков. В таблице приведены значения 
чисел Штреля при коррекции лазерного и опорного 
пучков с использованием первых n полиномов 
Цернике, а также, значения средней осевой 
интенсивности излучения на удаленном приемнике 

0J  при различных вариантах фазовой коррекции 
пучков. Усреднение проводилось по 500 реализаци-
ям турбулентной атмосферы. Для полностью скор-
ректированных лазерного и опорного пучков значе-
ние осевой интенсивности на приемнике 

0maxJ =0,365 отн. ед. 
 

Оценка интенсивности лазерного излучения  
на удаленном приемнике 

 
Проведение численного эксперимента позволяет 

достаточно точно определить значения чисел Штре-
ля StR и StL, характеризующие качество коррекции 
лазерного и опорного пучков, а также значения 
средней осевой интенсивности лазерного излучения 
на приемнике 0J . На практике измерять число 
Штреля напрямую затруднительно. Однако можно 
получить приближенные значения чисел Штреля и 
осевой интенсивности лазерного пучка на приемнике 
путем численных оценок этих величин. В настоящем 
разделе представлены результаты таких численных 
оценок. 

Осевую интенсивность J0 (плотность потока из-
лучения) на приемнике, удаленном на расстояние L, 
можно получить, используя следующую оценку: 

0max
0 2 ,

LQJ St
L

                            (3) 

 

где St – число Штреля лазерного излучения на при-

емнике, 0max 2
L LPQ S


 – предельная сила лазерного 

излучения, причем S – площадь пучка на выходе из 
апертуры, PL – мощность лазерного излучения. 

Согласно [4], при St ≥ 0,03 выполняется следу-
ющее соотношение: 

 

R LSt St St .                                (4) 
 

Также число Штреля можно получить, исполь-
зуя другую оценку. Силу лазерного излучения, сфо-
кусированного через турбулентную атмосферу на 
приемник можно записать в виде: 

 

2 2 ,L L

L R

PQ 
  

                             (5)

  

где величины L  и R  – расходимости исходящего 
лазерного и опорного пучков. 

При фокусировке пучка на приемник через ва-
куум получим: 

 

2 ,L L
vac

D

PQ 


                                (6)

  

где величины D  – расходимость дифракционно-
ограниченного пучка. 

Тогда число Штреля пучка на приемнике: 
 

2

2 2 .
L

D
L
vac L R

QSt
Q

 
  

                    (7)

  

Предположим, что значения чисел Штреля свя-
заны с угловой расходимостью лазерного и опорного 
пучков следующим образом: 
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2

2 ,D
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L
St 



2

2 .D
R

R
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                        (8) 

 
Тогда 

.R L

R L

St StSt
St St




                         (9) 

 

Однако, как можно заметить, при StR = 1 и StL = 1 
оценка (9) стремится к 0,5, а не к 1, как положено. В 
связи с этим можно подкорректировать оценочную 
формулу (9) так, чтобы устранить асимптотическую 
неточность. Тогда получим следующую полуэмпи-
рическую оценку: 

.R L

R L R L

St StSt
St St St St


 

               (10) 

 

Таким образом, задача оценки осевой интенсив-
ности сводится к тому, чтобы определить числа 
Штреля лазерного и опорного пучков LSt  и RSt  че-
рез некоторые параметры, достаточно надежно опре-
деляемые в эксперименте. 

Одним из таких параметров является расходи-
мость пучка. Предположим, что максимальную осе-
вую силу излучения можно приближенно оценить 
следующим образом: 

0max 2 ,L L

D

PQ 


                           (11) 

 

тогда, подставив формулы (4), (8) и (11) в форму-
лу (3) получаем следующую оценку осевой интен-
сивности излучения на мишени: 
 

 0 2 2
.L

R L D

PJ
L


  

                   (12) 

 
Аналогично с учетом (10) из формулы (3) можно 

получить: 
 

 0 2 2 2 2
,L

D L R

PJ
L


    

               (13) 

 
где 2 2 2 ,L L D      2 2 2

R R D     . 
Далее нужно выбрать подходящий критерий 

определения угла расходимости. Рассмотрим не-
сколько таких критериев: по доле мощности  
P/Pполн = 0,84 и 0,5, а также по уровню 0,5 от значе-
ния максимальной интенсивности пучка I0 в плоско-
сти фокусировки. 

На рис. 1 представлены значения осевой интен-
сивности излучения на приемнике при коррекции 
опорного и лазерного пучков. Квадратами обозначе-
ны значения 0J , полученные в численном экспе-
рименте (расчете). Номер варианта коррекции соот-
ветствует номеру строки в таблице. Также на рис. 1 
треугольниками представлены оценки по формулам 
(12) и (13), причем расходимость лазерного и опор-
ного пучков определялась по трем критериям. 

Из рис. 1 следует, что при сравнении трех кри-
териев оценки определения расходимости пучков, 
оценку по формулам (12) и (13) нельзя однозначно 
связать со значениями числа Штреля и осевой интен-
сивностью излучения, полученной в численном экс-
перименте. Это связано с тем, что при фазовой кор-
рекции в плоскости фокусировки в пучках выделя-
ются два угловых масштаба: приосевой яркий керн и 
крыло. Именно по этой причине достаточно трудно 
определить точный критерий, по которому можно 
было бы однозначно оценить число Штреля и осе-
вую интенсивность на приемнике через расходи-
мость пучков. 
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Рис. 1. Осевая интенсивность излучения на приемнике при различных вариантах коррекции для различных критериев определения 
расходимости пучков: а – P/Pполн = 0,84, б – P/Pполн = 0,5, в – I/I0 = 0,5:      – оценка по формуле (12),       – оценка по формуле (13), 

– расчет 
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Известно, что образование двух угловых мас-
штабов в плоскости фокусировки при фазовой кор-
рекции может быть характерно для пучков с неодно-
родностями фазы, характеризующимися корреляци-
онной функцией гауссова вида. Число Штреля такого 
пучка можно оценить, зная среднеквадратичное от-
клонение (СКО) фазы пучка   от среднего и значе-
ния поперечных длин корреляции фазы пучка lx и ly 
по осям OX и OY, которые определяют простран-
ственный масштаб фазовых неоднородностей: 

 
2

2
4exp .

1 2
x yl l

St
S

  
  

          (14) 

 

Первое слагаемое в (14) отвечает вкладу ском-
пенсированной адаптивным зеркалом компоненты, а 
второе – вкладу нескомпенсированной компоненты. 

Величины σ, lx и ly определяют профиль попереч-
ной корреляционной функции фазы лазерного и опор-
ного пучков (индексами L и R обозначены величины 
для лазерного и опорного пучков соответственно): 

 * 2 2 2 2 2
1 2( ) ( ) exp ,L L L Lx Lyx l y l      r r      (15) 

 

 * 2 2 2 2 2
1 2( ) ( ) exp ,R R R Rx Ryx l y l      r r      (16) 

 

где   1 2,x y  r r r . 
 

Корреляционную функцию фазы можно вычис-
лить приближенно из анализа случайных распреде-
лений фаз лазерного и опорного пучков φ(x,y) [9]. 
Причем, в нашем случае случайные реализации фаз 
лазерного и опорного пучков представляют собой 
статистически однородное и изотропное случайное 
поле [10]. Поэтому x yl l l  . 

На рис. 2 представлены корреляционные функ-
ции фазы, полученные приближенно, для лазерного 
пучка с расходимостью θ0 ≈ 10 θдифр и опорного пуч-
ка при различном уровне фазовой коррекции пучков 
полиномами Цернике. На рис. 2 также представлены 
аппроксимации центральной области корреляцион-
ных функций гауссовыми функциями (15) и (16), из 
которых определялись L , Ll  и R , Rl . Видно, что 
корреляционные функции, полученные приближен-
но, достаточно хорошо аппроксимируются гауссовой 
корреляционной функцией. Также из рис. 2 следует, 
что средний размер и амплитуда фазовых неодно-
родностей в пучке уменьшаются с улучшением каче-
ства коррекции. 
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Рис. 2. Корреляционные функции (сплошные линии) и их аппроксимации гауссовыми корреляционными функциями 
(точки) при различном уровне коррекции первыми n полиномами Цернике для: а, б, в – лазерного пучка с θ0 ≈ 10θдифр  

                                              при п = 0/15/36, соответственно; г, д, е – опорного пучка при п = 0/15/36, соответственно 
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Определив значения параметров L , Ll  и R , 

Rl , можно провести оценки чисел Штреля лазерного 
и опорного пучков в соответствии с формулой (14). 
На рис. 3 представлены числа Штреля при фазовой 
коррекции лазерного и опорного пучков первыми n 
полиномами Цернике. Маркерами показаны числа 
Штреля, полученные в расчете. Сплошной линией 
показаны результаты, полученные с использованием 
аналитической зависимости (14), причем l  и   бра-
лись из аппроксимаций корреляционных функций 
функциями гаусса, как показано на рис. 2. Площадь 
области локализации пучка в формуле (14) S = πr2, 
где r – радиус пучка. Также на рис. 3 штриховой ли-
нией показана аналитическая зависимость 
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Рис. 3. Числа Штреля при коррекции пучков первыми n 
полиномами Цернике: а – лазерный пучок с θ0 ≈ 10 θдифр,  
б – опорный пучок:                 – оценка по формуле (14),  
             – а –  2exp LSt   , б –  2exp RSt   ,    – расчет 
 

Согласно рис. 3, оценка  2expSt    хорошо 

согласуется с расчетом в случае фазовой коррекции 
пучков первыми 15 полиномами Цернике и выше, 
когда отношение диаметра апертуры пучка к попе-
речной длине корреляции D/l ≥ 9, а величина   со-
ставляет несколько радиан. При низком уровне кор-
рекции, когда D/l < 9 и значение   – велико, доля 
нескомпенсированной компоненты растет и такая 

оценка дает значения, заниженные на несколько по-
рядков по сравнению с расчетом. Также из рис. 3 
следует, что оценка по формуле (14) дает значения St 
достаточно близкие к расчету и расходится с ним не 
более чем в 1,5–2 раза. 

На рис. 4 квадратами показаны расчетные зна-
чения средней осевой интенсивности излучения на 
приемнике 0J , полученные при различном уровне 
фазовой коррекции, как собственных искажений ла-
зерных пучков с начальным уровнем расходимости 
θ0 ≈ 5 θдифр и θ0≈10 θдифр, так и турбулентных искаже-
ний опорного пучка с использованием базиса поли-
номов Цернике. Чем выше был уровень коррекции 
пучков, тем больше значения 0J . Треугольниками 
показаны результаты численной оценки по формуле 
(3) с учетом формулы (4), кругами - с учетом форму-
лы (10), с θ0 ≈ 5 θдифр (закрашенные маркеры) 
и θ0 ≈ 10 θдифр (не закрашенные маркеры). Значения 
чисел Штреля лазерного LSt  и опорного RSt  пуч-
ков получены в соответствии с формулой (14). 

 

1E-3 0,01 0,1
1E-3

0,01

0,1

J 0
  (
от
н.
ед

.)

0J (отн.ед.)
 

Рис. 4. Осевая интенсивность излучения на прием-
нике:    – оценка по формуле (3) с учетом (4),    – 
оценка по формуле (3) с учетом (4) с θ0 ≈ 5 θдифр,  
     – оценка по формуле (3) с учетом (10),     – оцен-
ка по формуле (3) с учетом (10) с θ0 ≈ 10 θдифр,  
                                          – расчет 
 
 
Из рис. 4 следует, что при значениях осевой интен-

сивности 0J > 0,02 отн.ед., или при R LSt St St > 0,05, 
оценка по формуле (3) с учетом (4) дает практически 
совпадающие с детальным расчетом значения осевой 
интенсивности, а при достаточно малых St  оценка 
лежит ниже расчетных значений. Оценка интенсив-
ности по формулам (3) с учетом (10) завышает рас-
четные значения (но не более чем в 2 раза) при 
0,01 < J0 < 0,2, то есть при умеренных St , зато при 
J0 < 0,01 (St < 0,03) близка к расчетным значениям. 
В эксперименте можно использовать обе оценки, они 
будут определять диапазон, в котором лежит экспе-
риментальное значение. 
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Заключение 
 
В настоящей работе проведено численное моде-

лирование фокусировки лазерного пучка с неди-
фракционной расходимостью на удаленный прием-
ник через турбулентную атмосферу с использовани-
ем адаптивной оптической системы фазового сопря-
жения исходящего лазерного пучка опорному пучку. 
Фазовая коррекция как лазерного, так и опорного 
пучков была неидеальной. Качество коррекции пуч-
ков характеризовалось числом Штреля. Цель работы 
состояла в получении простых численных оценок 
осевой интенсивности лазерного излучения на при-
емнике, которые описывали бы результаты детально-
го численного расчета. Делать данные оценки пред-
ложено по параметрам частично скорректированных 
лазерного и опорного пучков. Численные оценки 
проводились на основе [4], а также с использованием 
полуэмпирической оценки. Числа Штреля скоррек-
тированных лазерного и опорного пучков вычисля-
лись двумя способами: по значениям расходимости 
пучков и из корреляционного анализа их волновых 
фронтов. Оба способа можно реализовать в экспери-
менте. 

В работе получены следующие результаты: 
1. Численные оценки первым способом показа-

ли, что расходимость пучков нельзя однозначно свя-
зать со значениями числа Штреля лазерного StL 
и опорного StR пучков и со значениями осевой ин-
тенсивности лазерного пучка на приемнике во всем 
диапазоне их значений. Такой результат обусловлен 
тем, что с увеличением уровня фазовой коррекции 
в пучках в дальней зоне выделяется два угловых 
масштаба: приосевой яркий керн и крыло. 

2. Получено, что при R LSt St St > 0,05, оценка с 
использованием соотношения St = StR·StL дает прак-
тически совпадающие с детальным расчетом значе-
ния осевой интенсивности, однако при достаточно 
малых St  оценка лежит ниже расчетных значений. 
Оценка интенсивности с использованием 
аппроксимации ( )R L R L L RSt St St St St St St    за-
вышает расчетные значения (но не более чем в 2 ра-
за) при умеренных числах Штреля, зато при St < 0,03 
дает значения интенсивности близкие к расчету. При 
практическом применении обе оценки будут опреде-

лять диапазон, в котором лежит экспериментальное 
значение. 

Работа выполнена в рамках научной программы 
Национального центра физики и математики по 
направлению «Физика высоких плотностей энергии». 
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